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ONSOZ

Sevgili Okuyucu,

Bu calisma, Ondokuz Mayis Universitesi Egitim Fakiiltesi Matematik Egitimi
Boliimii’nde verilen Cebire Giris dersinde anlatilan ders notlarindan derlenmis ve diizenlenmis
bir kaynaktir. Yiiksek Ogretim Kurumu tarafindan yaymlanan Ogretmen Yetistirme Lisans
Programlar1 kapsaminda sunulan igeriklerle olusturulmus olan bu kitapta, cebirin temel
kavramlar1 yer almaktadir. Ayrica {iniversitelerin matematik boliimlerindeki 6grencilere Soyut
Cebir dersleri i¢in yardimci olacak ve temel ders kaynagi olusturacak niteliktedir. Her boliim,
Ondokuz Mayis Universitesi’nde lisans diizeyinde vyiiriitiilmiis olan cebir derslerinden elde
edilen bilgileri ve 6gretim deneyimini temel alarak olusturulmustur.

Hazirlanan bu kitap sadece bir ders materyali olarak degil, ayn1 zamanda 6grencilerin
bagvurabilecegi bir kaynak olarak da tasarlanmistir. Bu kaynak, 6grencilerin cebir konusundaki
eksikliklerini gidermek, konuya olan ilgisini artirmak ve orneklerle desteklemek i¢in 6zenle
derlenmistir. Kitap ile cebirin temel kavramlarini ve ilkelerini, lisans diizeyindeki 6grencilere
anlasilir bir sekilde 6gretmek amaglanmaktadir.

Cebir, matematigin 6nemli bir kolu olup bir¢ok disiplinde temel bir rol oynamaktadir.
Kitap yardimiyla, cebirin temel prensiplerinin kavranmasi ve ileri seviye cebir konularina
saglam bir temel olusturulmasi saglanacaktir. Bu kitabin, Ogrencilerin matematikle olan
yolculuklarinda bir rehber ve referans kaynagi olmasi hedeflenmektedir. Her boliim, basitten
karmagiga dogru ilerleyen adimlarla diizenlenmis ve okuyucunun konuyu adim adim
kavramasina yardimei olacak orneklerle desteklenmistir.

Umarim bu kaynak, siz degerli okuyucularin cebir merakini arttirarak matematikle olan
yolculugunuzu daha keyifli hale getirir.

Saygilarimla.

igen ERYILMAZ
{1san-2026
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KISALTMALAR

: Dogal sayilar kiimesi

Y/ : Tam sayilar kiimesi
VA : Pozitif tam sayilar kiimesi
Q : Rasyonel sayilar kiimesi
R : Reel sayilar kiimesi
(0] : Bos kiime
c : Alt kiime
c : Oz alt kiime
flk : f fonksiyonunun K alt kiimesine kisitlanisi
IP : Asal sayilar kiimesi
(m,n) : m ile n sayilarinin en biiyiik ortak béleni
[m,n] : m ile n sayilariin en kiigiik ortak kati
/. : m modiiliine gore kalan siniflar1 kiimesi
o (G) veya |G| : G grubunun mertebesi
< : Alt grup
< : Normal alt grup
(M) : M kiimesi tarafindan tiretilen alt grup
{a) : a elemaninin trettigi alt grup
o (a) : a elemaninin mertebesi
G/N : G grubunun N alt grubuna goére boliim grubu
Cek(f) : f homomorfizmasinin gekirdegi
C(a) : a elemaninin eslenik sinifi
(a) : a elemani tarafindan iiretilen esas ideal
4 : A kiimesinin iirettigi ideal
R/I : R halkasinin [ idealine gore boliim halkasi
0g : R halkasimin sifirt
1z : R halkasimin birimi
Gor(f) : f homomorfizmasinin goériintii kiimesi
= : izomorfizma
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BOLUM 1
1. TEMEL BILGILER

1.1. KUMELER

Bu béliimde, matematigin en temel kavramlarindan olan kiimeler kurami aksiyomatik
olarak kurulan kiimeler kurami bi¢iminde degil, ilerideki kisimlarda gerekli olan temel
kavramlar ve gosterimler {izerinde durulacaktir. Kiime kavrami Cantor (1845-1918) tarafindan

ortaya konulmus olup matematigin her dalinda 6nemli bir yere sahiptir.

Tanim 1.1.1. Ayirt edilebilen belirli nesnelerin topluluguna kiime denir.

Kiimenin i¢indeki nesnelere de o kiimenin elemanlar1 denir. Kiimeler genellikle 4, B,
C, ... gibi biiylik harflerle gosterilir, elemanlar: ise genellikle kii¢iik harflerle gosterilir. a, A
kiimesinin bir elemani ise bu a € A ile ifade edilir. Eger a, A kiimesinin bir eleman1 degilse bu
a & A ile ifade edilir. A kiimesinin eleman sayist s(A) veya n(4) ile gosterilir. Kiimelerin

gosteriminde asagidaki gibi ti¢ farkli yol izlenir:

1) Acik Gosterim (Listeleme Yontemi). Kiimenin elemanlar belli ise bu elemanlart { }

parantezler i¢ine yazilarak elde edilen gosterim seklidir.
Ornek. A = {1,2,5,7}, B ={a,b,c,x,y,2} .

2) Kapal Gosterim (Ortak Ozellik Yontemiyle Gosterim). Kiimenin elemanlar1 ortak
ozelliklere sahipse, bu kiime elemanlar1 tek tek yazmak yerine ortak 6zellik belirtilerek ifade

edilebilir. Bu gosterim bigiminde kiime {x|x — in 6zellikleri} seklinde yazilir.

Ornek. A ={x|x €Z ve —5 < x < 7} kapali sekilde gosterilmistir. Bu kiimenin agik
gosterimi A = {-5,—4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6} olur. B={x|[xeRve —5<x<7}

kiimesi acik sekilde gosterilemez.

3) Sematik Gosterim (Venn Semasi). Kiimenin elemanlarinin bir kapali geometrik sekil i¢ine

yazilarak elde edilen gdsterim bigimidir.

Ornek. 4



Tanim 1.1.2. Higbir elemani olmayan kiimeye bos kiime denir ve @ ile gosterilir.

Tanim 1.1.3. Elemanlar1 ayni olan kiimelere esit kiimeler denir. A ve B kiimeleri esitse bu A =

B ile ifade edilir. Eger 4 kiimesi bos kiime ise bu A = @ seklinde de ifade edilebilir.

Ornek. A = {a,b,c,x,y} = {x,b,c,a, y}.

Tamm 1.1.4. A ve B iki kiime olsun. Eger A nin her elemani B nin de bir elemani ise A ya, B
nin bir alt kiimesi denir ve genellikle A € B veya B D A ile ifade edilir. Eger A kiimesi B
kiimesinin bir alt kiimesi degil ise, bu durum A & B ile gosterilir.

B

Not. Her kiimenin, kendisinin bir alt kiimesi ve bos kiimenin de her kiimenin bir alt kiimesi

oldugu agiktir.

Tamm 1.1.5. Bir kiimenin, kendisinden ve bos kiimeden farkli her alt kiimesine bu kiimenin
bir 6z (has) alt kiimesi denir. Eger A, B nin bir 6z alt kiimesi ise bu genellikle A & B,

Ac.B,B 2 A veya B 2 A ile gosterilir.

Tamm 1.1.6. Elemanlar1 kiimeler olan kiimeye kiimeler kiimesi veya kiimeler ailesi denir.
Ornek. 4 = {9, {a, b}, {a, x, y}} bir kiimeler ailesidir.

Ornek. A = {@,a,b,{a, b}, {a},{a, c}, x, y} kiimesi verilsin.

(i) {a,b} € Ave{a, b} c Adr.

(ii)p c Ave @ € A dur.

(iii) {x,y} c Ave {x,y} ¢ A dir.

(iv) {a} c A ve {a} € A olur.

(v){a,c}eAve{a,c} ¢ A dr.

(vi) s(4) = 8 dir.

Onerme 1.1.7. Asagidaki ifadeler dogrudur.
(i) Her A kiimesi i¢in A € A dir.
(ii) Ac BveB c Cise A c( dir.
(iii) A ve B iki kiime olmak iizere A = B olmasi i¢in gerek ve yeter kosul A € Bve B C A

olmasidir.

© { Cebire Giris
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Ispat. (i) Eger A = @ ise bos kiime her kiimenin bir alt kiimesi oldugundan A c A olur. Eger
A # @ ise A nin her elemani yine A nin bir elemani oldugundan yine A € A olur.

(ii) Ac B ve Bc C olsun. A c B oldugundan tanimdan A nin her elemant B nin bir
elemanidir. B c C oldugundan tanimdan B nin her eleman1 C nin bir elemanidir. O halde A nin
her eleman1 C nin bir elemani olup tanimdan A < C olur.

(iii) () A = B olsun. Bu durumda tanimdan A ve B nin elemanlar1 ayni olup A nin her
eleman1 B nin bir elemani, B nin her elemani da A nin bir elemani olur. O halde tanimdan A c
B ve B c A olup istenen elde edilir.

(&) Ac B ve Bc A olsun. A c B oldugundan tanimdan A nin her elemani B nin bir
elemanidir. B € A oldugundan tanimdan B nin her eleman1 A nin bir elemanidir. O halde A ve

B nin elemanlar1 ayni olup A = B olur.

Tamim 1.1.8. Uzerinde islem yapilan biitiin kiimeleri kapsayan bir kiimeye evrensel kiime

denir.

Ornek. A=1{a,b,c,x,y}, B={1,2,x,y} ve C=1{a,b,1,2,3} kiimeleri verilsin. E; =
{a,b,c,1,2,3,x,y} kimesi bu kiimeler igin bir evrensel kiimedir. E, =

{a,b,c,d,1,2,3,x,y, z,t} kiimesi de bu kiimeler i¢in bir evrensel kiimedir.

Tamm 1.1.9. A ve B iki kiime olsun. A da olup da B de olmayan elemanlarin kiimesine fark

kiimesi denir ve genellikle A — B veya A\B ile gosterilir. Yani

A—B={x|x€eAvex & B}={x|x e ANx & B}

olarak tanimlanir.
Onerme 1.1.10. A birkiimeise A —A =@ ve A— @ = A olur.

Ispat. A bir kiime olsun. Bu durumda tanimdan A —A = {x|x EAAx € A} =Qve A— @ =
{x]x e ANx ¢ @} = {x|x € A} = A olup istenen elde edilir.

Tanim 1.1.11. A bir kiime ve E evrensel kiime olsun. E — A kiimesine A nin E evrensel

kiimesine gore tiimleyeni (tamlayani) denir ve genellikle A, A’, At veya AC ile gosterilir.

Onerme 1.1.12. A4 bir kiime ve E evrensel kiime olsun. Bu durumda (4%)¢ = A olur.

Onerme 1.1.13. E evrensel kiimesi icin @¢ = E ve Et = @ olur.



Tanmm 1.1.14. A ve B iki kiime olsun. Hem A da, hem de B de bulunan elemanlarin kiimesine
A ve B nin kesisimi (arakesiti) denir ve A N B ile ifade edilir. Yani
ANB={x|x € ANx € B}

olarak tanimlanir.

Onerme 1.1.15. A, B ve C kiimeler olmak iizere asagidaki ifadeler dogrudur.
(i) An A=A dir (Tek kuvvet 6zelligi).
(i) AN @ =0 olur.
(iii) A N B = B N A dir (Degisme 6zelligi).
(ivyvANnBcAveANB c B dir.
v) An(BNnC)=(ANB)NC dir (Birlesme 6zelligi).

Tanim 1.1.16. Kesisimleri bos kiime olan kiimelere ayrik kiimeler denir.
Onerme 1.1.17. A ve B iki kiime olsun. Bu takdirde A — B = A n Bt = Bt — A? olur.

Tamm 1.1.18. A ve B iki kiime olsun. 4 veya B den en az birine ait olan elemanlarin kiimesine
A ve B nin birlesimi denir ve A U B ile gosterilir. Yani
AUB ={x|x € Avx € B}

olarak tanimlanair.

Onerme 1.1.19. A, B ve C kiimeler olmak iizere asagidaki ifadeler dogrudur.
(i) AU A = A dir (Tek kuvvet 6zelligi).
(ii) AU @ = A olur.
(iii) AUB = BU A dir (Degisme 6zelligi).
(ivyvAcC AUB ve B C AU B dir.
(v) AU (BUC) = (AUB)UC dir (Birlesme 6zelligi).

Onerme 1.1.20. A ve B iki kiime olmak iizere E evrensel kiimesi verilsin. Bu takdirde
asagidaki ifadeler dogrudur.

(i) An At =@ dir.

(ii) AU A* = E olur.

(iii) (A U B)t = A* n Bt dir (De Morgan kurali).

(iv) (An B)t = A U Bt dir (De Morgan kural).

(v) A c B ise Bt c Atdir.

- { Cebire Giris
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Onerme 1.1.21. A, B ve C kiimeleri i¢in asagidakiler dogrudur.
i) Au(BNnC)=(AUB)N (AU UC) olur (U isleminin N iizerine dagilma o6zelligi).
{i)ANn(BUC)=(ANB)U (ANC)olur (Nisleminin U lizerine dagilma o6zelligi).

Tanim 1.1.22. [ bir kiime olsun. Vi € [ i¢in A; bir kiime olmak {izere biitlin A; kiimelerinin
olusturdugu {A;|i € I} ailesine I indis Kkiimesi ile numaralanmis (damgalanmis) bir aile
(kiimeler ailesi) denir ve genellikle {A;};c; seklinde yazilir.

Uies4; = {x| enazbiri € Ii¢in x € A;} kiimesine {A;|i € I} kiime ailesinin birlesim
kiimesi ve N;c;A; = {x| her i € [ icin x € A;} kiimesine {4;|i € I} kiime ailesinin kesisim
kiimesi denir. Ayrica {A;|i € I} kiime ailesi i¢in I = @ ise {A;|i € I} ailesine bos aile ad1

verilir.

Onerme 1.1.23. (Genellestirilmis De Morgan Ozellikleri) {A;};c; bir kiimeler ailesi ve E
evrensel kiime olsun. Bu takdirde,

i) (Nje; 4D = U;e A" olur.

(if) (Uier 4DF = Nies 4;° olur.

Onerme 1.1.24. (Genellestirilmis Dagilma Ozellikleri) {4;};c; kiime ailesi ve B kiimesi
verilsin. Bu takdirde,

() B U (Nies4) = Ny (B U A;) olur.

(i) BN (Uier 4;) = Ui (B N A;) olur.

Tanim 1.1.25. Bir A kiimesinin biitiin alt kiimelerinin olusturdugu aileye A nin kuvvet kiimesi

denir ve genellikle P(A) ile gosterilir.

Ornek. A = {a, b, c} ise A kiimesinin kuvvet kiimesi

P(4) = {0,{a}, {b},{c},{a, b}, {a, c}, {b,c},{a,b,c}}

olur.

Tamim 1.1.26. A bostan farkli bir kiime ve V i € I i¢in A; kiimeleri A nin birtakim alt kiimeleri
olsunlar. Eger,

(i) VieliginA; + 0,

(ii) i #jolanVi,j € ligin A; N A; = @ ve

(i) A = Ujier 4;



ise {A;};e; ailesine 4 kiimesinin ayrisin denir. Burada eger I = {i} seklinde tek elemanl ve
A; = Aise {A;}ie; = {A} ailesi 4 kiimesinin bir ayrisinm olarak kabul edilir.
Ornek. A=1{1,23,x,a,b} ise {{1, x},{2},{3,a, b}} ailesi A nm bir ayrigimdir.

{{1,3,x},{2, a, b}} kiimesi de A kiimesinin bir ayrigimidir.

Tamm 1.1.27. A ve B iki kiime olmak tizere (A U B) — (A N B) kiimesine A ile B nin simetrik

farki denir ve genellikle AAB ile gosterilir.

Onerme 1.1.28. A ve B iki kiime olsun. Bu takdirde,
(i) AAB = BAA olur.
(ii) AAB = (A—B) U (B — A) olur.

1 KARTEZYEN CARPIM VE BAGINTI [T

Tamm 1.2.1. Her ikisi de bos kiimeden farkli1 A ve B kiimelerinden sirasiyla a ve b elemanlari

alinarak sira 6nemli olacak sekilde olusturulan (a, b) ifadesine bir siral ikili denir.

Tanmm 1.2.2. a4,a,,...,a, elemanlan sirasiyla A4, A,,..., A, kiimelerine ait olsun. Sira
onemli olmak ftizere olusturulan (aq, a,,...,a,) ifadesine bir sirali n —li denir. Burada 1 <

k < n olmak iizere a; elemanina (a,, a,,...,a,) sirali n-lisinin k. bileseni denir.

Ornek. (a,b,c,a,c) ifadesi bir srali beslidir. ((a,b,c), (a,c)) ifadesi bir swral ikilidir.
(a, b, (a, b)) ifadesi bir siral1 ti¢liidiir.

Tanmm 1.2.3. ay,a,,...,4,,0,,0;,...,a, elemanlar olmak tlizere (a,as,...,a,) =

(a,a;,...,a,") ©®a, =a,’,a, = a;',...,a, = a,’ olarak tamimlanir.

Tanim 1.2.4. A ve B iki kiime olsun. {(a, b) | a € A A b € B} kiimesine A nin B ile kartezyen

(dik) ¢carpimu denir ve A X B ile gosterilir.

Tamm 1.2.5. A;, A,,..., A, n tane kiime olsun. 4; X A, X...X A, ={(a;,a,,...,a,) | a; €

Ay, a, € A,,...,a, € A,} olarak tanimlanir.

Ornek. A = {a,b,c}, B = {x} ve C = {a, x} kiimeleri verilsin.
(i) AxB ={(a,x),(b,x),(c,x)}olur.
(i) B X € = {(x, a), (x,x)} olur.
(iii)AX (BxC(C) = {(a, (x, a)), (a, (x, x)), (b, (x, a)), (b, (x, x)), (c, (x, a)), (c, (x, x))}

olur.

e { Cebire Giris
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(iv)(A x B) x € ={((a,x),a), ((a,x),x),((b,x),a),((b,x),x),((c,x),a),((c,x),x)}
olur.

V) AXB X C ={(a,x,a),(a,x,x), (b x,a),(bx,x),(c,x a),(cx x)} olur.

(vi) B x A = {(x,a), (x,b), (x,c)} olur.

(vii) AxA={(a a),(ab)(ac), (b a),(bb),(bc),(ca),(cb),(cc)}olur.
Bu 6rnekten A X (B X C), (A X B) X C ve A X B X C kiimelerinin birbirinden farkl

oldugu anlagilir.

Onerme 1.2.6. A, B ve C kiimeler olmak iizere kartezyen ¢arpim ile ilgili asagidaki 6zellikler
dogrudur.
(i) AXP=0xA=0@olur.
(ii)(a) AX(BUC)=(AXB)U (A XC)olur.
() (AUB)XC=(AXC)U (B xC)olur.
(iii) (@)AX (BNC)=(AXxB)Nn (A XC)olur.
(b)(ANB)XC=(AXC)n (B XxC)olur.
(iv)AX (B X C(C),(AXB) X Cve AX B x C kiimeleri birbirinden farklidir.
(v) A ve B sonlu elemanli iseler A X B de sonlu elemanlidir ve s(4 X B) = s(4) - s(B)

olur.

Tanim 1.2.7. A ve B iki kiime olsun. A X B nin her alt kiimesine A dan B ye bir bagint1 denir.
Bagintilar genellikle , 8,v, f, g, h, . .. gibi harflerle gosterilir.

B, A dan B ye bir bagnti olsun. Eger (a,b) € B ise a elemam f bagintisi ile b
elemanina baghdir (veya 5, a elemanim1 b elemanina esliyor) denir ve bu durum genellikle
afb ile ifade edilir.

Ornek. A = {a,b,c,d} ve B = {a, b, x, y} kiimeleri verilsin.
() B ={(a,a),(a,x), (b x),(d x),(d,y)}kimesi A dan B ye bir bagintidir.
(ii) B = {(x,a), (y,¢), (y,a)} kiimesi B den A ya bir bagintidir.
(iii) « = {(a, @), (a, b), (b, a)} kiimesi hem A dan A ya bir bagintidir, hem A dan B ye bir

bagintidir, hem B den A ya bir bagintidir, hem B den B ye bir bagintidir, hem de A N

B den A N B ye bir bagintidir.

iv)f = {(a,x), (b, x), (c,x), (d,x)} kimesi A dan B ye bir bagmntidir.
v) B ={(a,a),(a,b),(a,x),(a,y)} kimesi A dan B ye bir bagintidir.



Tanim 1.2.8. A bostan farkli bir kiime olmak iizere A dan A ya bir bagintiya A da bir baginti

denir.

Tanim 1.2.9. 8, A dan B ye bir bagnti olsun. Bu durumda {(b, a) | (a, b) € B} kiimesi B X A
nin bostan farkli bir alt kiimesi olup B den A ya bir bagmtidir. Bu bagmtiya # bagintisinin

tersi denir ve genellikle f~1 ile gosterilir.

Ornek. A = {—1,2,a,b} ve B = {—3,2,x,y} olsun. A dan B ye

B ={(-1,x),(-12),(2,-3),(a,x), (a,y), (b, y)}
bagintisinin ters bagintisi

7 ={(x-1,2,-1),(-32),(x,a), (o, b}

olur.

Tanim 1.2. 10. S, A kiimesinde bir bagint1 olsun.

(i) Va € A igin (a,a) € B ise B ya bir yansiyan bagmti denir, bu 6zellige de f nin
yansima 6zelligi denir.

(i) (a,b) € B olan her a,b € A i¢in (b,a) € § ise [ ya bir simetrik baginti denir, bu
ozellige de B nin simetri 6zelligi denir.

(iii) (a,b), (b,a) € B olan her a,b € A i¢in a = b kosulu saglaniyorsa 8 ya bir ters
simetrik baginti denir, bu 6zellige de § nin ters simetri 6zelligi denir.

(iv) (a,b), (b,c) € B olan her a,b,c € A igin (a,c) € B kosulu saglaniyorsa 8 ya bir

gecisken bagint1 denir, bu 6zellige de f nin gecisme 6zelligi denir.

Ornek. A = {a, b, c, d, e} kiimesi verilsin. Bu kiimede,

(i) B =1{(a,a),(b,b)(cc)(dAd),(ece) (ab), (b, a)} bagintisi yansiyandir, simetriktir
ve geciskendir, ancak bu baginti ters simetrik degildir.

(i) B = {(a,a), (b, b),(c,c),(d,d), (e, e),(a,b),(b,a),(a,c),(c,a)} bagintisi yansiyan
ve simetriktir, ancak bu bagint1 ters simetrik degildir.

(iii) B = {(a, b), (c,d), (a,e), (c,e)} bagintis1 ters simetrik ve geciskendir, ancak bu
bagint1 ne yanstyandir, ne de simetriktir.

(iv) B =1{(a,a),(a,b),(b,a),(b,c)} bagmtisi ne yansiyandir, ne simetriktir, ne ters
simetriktir, ne de gegiskendir.

v) B ={(a,a),(b,b),(c,c),(d,d), (e e)} bagintis1 hem yansiyan, hem simetrik, hem ters

simetrik, hem de ge¢iskendir.
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Ornek. R reel sayilar kiimesinde 8 = {(x,y) | x,y € RAx + vy = 5} bagmtis1 verilsin. 1 +
1 = 2 # 5 oldugundan (1,1) € B olup bu bagint1 yansiyan degildir. (x,y) € 8 olan her x,y €
R i¢in x +y =5 oldugundan y + x =5 olup (y,x) € B olur. Dolayisiyla f bagmtisinin
simetri Ozelligi vardir. 2+ 3 =3 + 2 = 5 oldugundan (2,3),(3,2) € B olup burada 2 # 3
oldugundan B bagmtisinin ters simetri 6zelligi yoktur. (2,3), (3,2) € B oldugu halde 2 + 2 =
4 # 5 oldugundan (2,2) € Bdir. Dolayisiyla f bagintisinin gegigsme 6zelligi yoktur.

Ornek. A = {1,2,3} kiimesinde £ = {(1,1), (2,2), (3,3),(2,3)} ise f yansiyan, gecisken ve

ters simetriktir, ancak simetrik degildir.

Tamm 1.2.11. 8, A kiimesinde bir bagint1 olsun. Eger f nin yansima, simetri ve gecisme

ozellikleri varsa £ ya bir denklik bagintis1 denir.

Ornek. A = {a, b, c, d, e} kiimesinde
B = {(a,a),(b,b),(c,c),(d,d), (e e), (a,Db),(a d), (b a),bd),(da),db)(ce) (ec)}
bagintis1 bir denklik bagintisidir.

Tamim 1.2.12. 3, A kiimesinde bir denklik bagintisivea € Aolsun. {x | x € AA (a,x) € B} =
{x |x € AA (x,a) € B} kiimesine a elemaninin B bagmtisina gore denklik sinifi denir ve
genellikle a ile gosterilir. Yani @ = {x|x € AA (a,x) € B} = {x|x € AN (x,a) € B} olarak

tanimlanir.

Onerme 1.2.13. 8, A kiimesinde bir denklik bagintis1 olsun. Bu takdirde 8 nin belirttigi farkli

denklik siniflarinin ailesi A kiimesinin bir ayrigimini belirtir.

Onerme 1.2.14. {A;};c; ailesi A kiimesinin bir ayrisimi ise bu aile A da bir denklik bagintisi

belirtir ve bu denklik bagintisina gore farkli denklik siniflar1 A; ayrisim kiimeleridir.

Ornek. A = {a, b, ¢, x,y, z} kiimesinde
p ={(a,a),(b,b),(c,c),(x,x),,y), (z,2),(a,x),(ay) xa),lxy) ya), yx),bz2),(zb)}
bagintis1 bir denklik bagintisidir. Bu denklik bagintisina gore a = {a, x, y}, b= {b,z}, c = {c},

x={a,xy},y ={axy} vez={b,z} olur. Burada @ = X =y ve b = Z olur. B nin belirttigi

farkli denklik siniflarinin ailesi {E, E, E} = {x,z,c} olur.

Ornek. A = {1,2,3,4,5} kiimesinin bir ayrisim1 {{1}, {2,3}, {4,5}} olsun. Bu ayrisimin verdigi
f denklik bagintis1 séyle olur:
g =1{(1,1),(2,2),(2,3),(3,3),(3,2),(44),(4,5),(54),(55)}



Tamm 1.2.15. 5, A kiimesinde bir denklik bagintis1 olsun. f nin A da belirttigi tiim denklik

siniflarinin kiimesine A nin § ya gore boliim kiimesi denir ve genellikle A / B ile gosterilir.

A / 8 boliim kiimesinde, her siniftan bir ve yalniz bir eleman alinarak olusturulan kiimeye

bir tam temsilciler sistemi denir.
Yukaridaki 6rnekte {1,2,4} kiimesi f i¢in bir tam temsilciler sistemidir. Bu 6rnekte

{1,3,4} kiimesi de B i¢in bir tam temsilciler sistemidir.

Tamm 1.2.16. 5, A kiimesinde bir bagint1 olsun. Eger f nin yansima, ters simetri ve gegisme
ozellikleri varsa £ ya bir siralama (veya yari (kismi) siralama) bagintis1 denir. 5, A da bir
siralama bagintisi ise (4, §) sirali ikilisine bir sirali kiime denir. Siralama bagintilar1 genellikle

< ile gosterilir.

<, A kiimesinde bir siralama bagintis1 olsun. a,b € A olmak iizere eger a < b ise bu
genellikle "a, b den 6nce gelir" veya "a, b den Kkiigiik veya esittir" diye okunur. a < b yerine
bazen b > a da kullanilir. b > a genellikle "b, a dan sonra gelir'" veya "b, a dan biiyiik

veya esittir'' diye okunur.

Ornek. Reel sayilar kiimesinde alisilmis < bagntis1 bir siralama bagmtisidir. Yani R de

B ={(ab)|ab € Rvea < b} bagntisi bir siralama bagntisidir.

Ornek. Bostan farkl bir kiimeler ailesinde © bagmtis1 bir siralama bagintisidir. Yani Q bostan
farkli bir aile olmak tizere Q da B ={A,B|A,B € QAA cC B} bagmtis1 bir siralama

bagintisidir.

Tanim 1.2.17. <, A kiimesinde bir siralama bagintisi olsun. a,b € A igina < b veyab < a
ise a ile b elemanlarina karsilastirilabilir elemanlar veya a ile b Kkarsilastirilabilirdir

denir.

Tanim 1.2.18. <, A kiimesinde bir siralama bagintis1 olsun. Eger A kiimesinde herhangi iki

eleman < bagintisina gore karsilastirilabilir ise < bagintisina tam siralama bagintisi denir.

Not. <, A kiimesinde bir siralama bagintisi olsun. a,b € A igina < b ve a # b ise bu durum
genellikle a < b (genellikle " a, b den kesin kii¢iik" diye okunur) veya b > a (genellikle " b, a
den kesin biiylik" diye okunur) ile ifade edilir.

Not. (4, <) bir siral1 kiime ve @ #= B A ise, B de bir siral1 kiime olarak diisiiniilebilir.
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Tanmim 1.2.19. Sirali bir kiilmenin tam sirali bir alt kiimesine zincir denir.

Tanim 1.2.20. Siral1 bir kiimenin bostan farkli her alt kiimesinin bir en kii¢iik elemani varsa bu

kiimeye iyi siral kiime denir.

Ornek. Pozitif tam sayilar kiimesi, dogal sayilar kiimesi alisilmis < bagintisa gore iyi

siralidir.

Zorn Lemmasi. A bir sirali kiime olsun. Eger A nin bos olmayan her tam sirali alt kiimesinin

yani zincirinin bir iist sinir1 varsa A nin bir maksimal eleman1 vardir.
1.3. FONKSIYONLAR

Tanim.1.3.1. A ve B bostan farkl: iki kiime ve f, A dan B ye bir bagint1 olsun. Eger f bagintist
A nin her elemanini B nin bir ve yalniz bir elemanina esliyorsa (yani V a € A i¢in a nin f ile
bagli oldugu B de bir ve yalniz bir eleman bulunabilirse) f ye A dan B ye bir fonksiyon denir.

Burada A ya f nin tanim kiimesi, B ye de deger kiimesi denir.

Not. Eger f, A dan B ye ( A = B ) bir fonksiyon ve (a, b) € f ise bu genellikle f(a) = b ile

ifade edilir. Buna gore f fonksiyonu genel olarak

f:A-B

a- fa) veya f:A - B,a - f(a)

seklinde de gosterilebilir.

Not. f bagintisinin A dan B ye bir fonksiyon olmasi igin,

(i) f,A nin her elemanin1 B nin en az bir elemanina eslemelidir, yani A da agikta eleman
kalmamalidir.

(ii) V a € A i¢in a nin f bagintis1 ile B de eslendigi eleman a ya bagli olarak tek olmalidir.

Yani (a, b,), (a, by) € f ise bu durumda b, = b, dir.
Bunlardan birincisine f nin kapalihg, ikincisine de iyi tammmhlg: denir.

Ornek. A = {a,b,c,d, e} ve B = {x,y, z, k} kiimeleri verilsin.
(@) f ={(a,x), (b k) (cy),(dx),(e k)} kimesi A dan B ye bir fonksiyondur.
) f={@ay),by),(cy)(dy) (e, y)}kimesi Adan B ye bir fonksiyondur.
(i) f=1{(a2),(b,x),(dy) (e,2z)} kimesi A dan B ye bir bagmtidir ancak bir
fonksiyon degildir.



iv) f={(a,x),(b,y) (c,x),(dk) (ey) (ay)} kimesi A dan B ye bir bagintidir,

ancak bir fonksiyon degildir.

Tanim 1.3.2. f ve g, A dan B ye iki fonksiyon olsun. Eger V a € A i¢in f(a) = g(a) ise f ve

g fonksiyonlarina esit fonksiyonlar denir ve f = g ile ifade edilir.

Tamm 1.3.3. f: A = B bir fonksiyon olsun.

(i) a € Aigin f(a) = b ise b elemanina a elemanimin f altindaki goriintiisii denir.

(ii) T c A olmak tizere {f (x) | x € T} kiimesine T kiimesinin f altindaki goriintiisii denir
ve f(T) ile gosterilir. Yani f(T) = {f(x) | x € T} olarak tanimlanir. Burada f(A)
kiimesine f nin goriintii kiimesi denir.

(iii) K © B olmak tizere {x | x € A A f(x) € K} kiimesine K kiimesinin f altindaki ters
goriintiisit denir ve f~1(K) ile gosterilir. Yani f~1(K) ={x|x € AAf(x) € K}
olarak tanimlanir. Burada eger K = {b} seklinde tek elemanl bir kiime ise f~*({b})
yerine genellikle f~(b) yazilir. Tanimdan f~*(B) = A olur. Ancak f~1(K) =@

olabilir.
Ornek. A = {a,b,c,d,e}ve B ={1,2,x,y,z} olmak lizere A dan B ye

f=1(a2),(b1),(c2)(dy) (e 1)}

fonksiyonu verilsin.

(@) T ={a,b,c}ise f(T) = {1, z} olur.

(i) K ={1,z}ise f"Y(K) = {a, b, c, e} olur.

(i) f (D) ={be}f T (2) ={a,c}vefI(y) ={d}olur.

() f@)=0,f"1(x)=0vef'({2,x}) =@ olur.

v) f{a,b,d}) ={1,y,z} ve f~1({1,y,2}) = {a,b,c,d, e} = A olur.
i) fT'{Lxy}) = {b,d,e} ve f({b,d,e}) = {1,y} olur.

(vii)  f nin gortntd kiimesi f(4) = {1, y, z} olur.

Ornek. Vm € Z igin f(m) =m? ile tanimhi f:Z — Z fonksiyonunun goriintii kiimesi
{m? |m € Z} tam kare tam sayilar kiimesidir. Burada f~1(4) ={-2,2},f71(5) =0,
f71(0) = {0} ve f~1(1) ={-1,1} olur. f nin sirah ikililer yardimiyla gdsterimi f =
{(x,x?) | x € Z} olur. Bu fonksiyon f:Z — Z,m — f(m) = m? seklinde de ifade edilebilir.
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Tanim 1.3.4. f: A — B bir fonksiyon ise kartezyen koordinat sisteminde A X B nin {(a, f (a)) |

a € A} alt kiimesine f nin grafigi denir.

Tamm 1.3.5. f:A - A,a - f(a) = a seklinde taniml1 fonksiyona birim fonksiyon veya A

nin 6zdeslik fonksiyonu denir ve genellikle I, ile gosterilir.

Ornek. A = {a,b,c,d} olmak iizere 6zdeslik fonksiyonu I, = {(a, a), (b, b), (c,c), (d,d)}

olur.

Tamim 1.3.6. f: A — B bir fonksiyon olsun. Eger f, A nin elemanlarinin her birini B nin sabit

bir elemanina esliyorsa f ye bir sabit fonksiyon denir.

Ornek. A = {a,b,c,d} ve B = {x,y,z} olmak tizere f = {(a,y), (b,y),(c,y),(d,y)}, Adan
B ye bir sabit fonksiyondur.

Tamm 1.3.7. f: A — B bir fonksiyon olsun. Eger a # b olan V a,b € A i¢in f(a) # f(b)
oluyorsa f ye bire-bir (1-1) fonksiyon denir. Bir baska deyisle,V a,b € Ai¢in f(a) = f(b) =
a = b oluyorsa f bire-bir (1-1) fonksiyondur.

Ornek. A = {a,b,c,d} ve B = {x,y,z,t,k} olmak iizere f = {(a,y), (b, %), (c,t),(d, k)},A
dan B ye bire-bir fonksiyondur.

Ornek. f:R - R,x = f(x) = x* — 2 fonksiyonu verilsin. a, b € R olmak iizere
flay=fb)=>a®>-2=b>-2>a3=b3=>a=>b
oldugundan f fonksiyonu bire-birdir.

Tanim 1.3.8. f: A = B bir fonksiyon olsun. Eger f(A) = B ise f ye orten fonksiyon denir.
Bir bagka deyisle, eger Vb € B i¢in f(a) = b olacak sekilde 3a € A varsa f ye orten

fonksiyon denir.

Ornek. A = {a,b,c,d, e} ve B = {x,y,z,t} olmak lizere
f={(a,2),(b,y) (c,t),(d,x), (e, 1)}

A dan B ye oOrten bir fonksiyondur. Bu fonksiyon bire-bir degildir.

Ornek. A = {a,b,c,d} ve B={x,y,z,t,k} olmak iizere A dan B ye



f={(ay), (b x),(ct),(dk)}
fonksiyonu bire-birdir, ancak orten degildir.

Ornek. A = {a,b,c,d} ve B = {x,y,z,t} olmak iizere f = {(a, z), (b,y),(c,t),(d,x)}, A dan

B ye hem bire-bir, hem de 6rten bir fonksiyondur.

Ornek. f:R - R,x — f(x) = x3 — 2 fonksiyonunun &rten olup olmadigini arastiralim.
Coziim: Herhangi b € R alalim. a = Vb + 2 diyelim. Burada a € R ve f(a) = a® —2 =
(Vb +2)3—2=b+2—2=bolup f ortendir.

Onerme 1.3.9. A ve B bostan farkli iki sonlu kiime, s(A) = s(B) ve f: A — B bir fonksiyon

olsun. Bu takdirde f nin bire-bir olmas1 i¢gin gerek ve yeter kosul f nin 6rten olmasidir.

Onerme 1.3.10. f: A > B bir fonksiyon olsun. Eger f hem bire-bir, hem de &rten ise f~*
bagintis1 B den A ya bir fonksiyondur.

Onerme 1.3.11. f: A - B bir fonksiyon olsun. Eger f~* bagintis1 B den A ya bir fonksiyon ise

f hem bire-bir hem de orten olur.

Tamm 1.3.12. f:A > B ve g:B — C iki fonksiyon olsun. h:4 - C,a = h(a) = g(f (a))
seklinde tanimli fonksiyona bileske fonksiyon denir ( g ve f nin bileskesi) ve go f ile

gosterilir. Buna gore g o f:A —» C,a = (g ° f)(a) = g(f (a)) olarak tanimlanir.

Tamm 1.3.13. f: A - B bire-bir ve orten bir fonksiyon olsun. fo f™l =15, f 1o f =1,
kosulunu gercekleyen f~1: B — A fonksiyonuna f fonksiyonunun ters fonksiyonu denir. Bu

durumda f ye terslenebilir fonksiyon denir.

Ornek. A ={a,b,c,d},B ={x,y,z,t} ve C={1,2,3} olmak iizere A dan B ye f =
{(a,z),(b,x),(c,x),(d,z)} ve B den C ye g =1{(x,2),(y,1),(z,2),(t,3)} fonksiyonlar
verilsin. Burada g o f = {(a, 2), (b, 2), (¢, 2), (d, 2)} olur.

Onerme 1.3.14. f:A - B,g: B — C ve h: C — D fonksiyonlar verilsin. Bu takdirde h o (g o
f)=(hog)o f olur.

Onerme 1.3.15. f: A > B ve g: B - C iki fonksiyon olsun.
(i) Eger f ve g bire-bir ise g o f de bire-birdir.
(i) Eger f ve g Orten ise g o f de ortendir.
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Onerme 1.3.16. f:A— B ve g:B - C iki fonksiyon olsun. Eger f ve g terslenebilir
fonksiyonlar ise g o f de terslenebilir bir fonksiyondur ve (g o )™ = f~1 o g7% olur.

Onerme 1.3.17. f: A — B bir fonksiyon olsun. Bu takdirde f o I, = Iz o f = f olur.

Onerme 1.3.18. f:A — B bir fonksiyon olsun. Eger f hem bire-bir, hem de orten ise
(dolayisiyla terslenebilirse)

(i) foft=Igdir

(i) f71o f =1, dir.

Ispat. f fonksiyonu hem bire-bir, hem de 6rten olsun. Bu durumda bu fonksiyon terslenebilir
olup f~1: B > A bir fonksiyon olur.

(i) f~%:B - A ve f: A - B birer fonksiyon oldugundan f o f~1: B —» B bir fonksiyon olur.
Ayrica Ig: B > B bir fonksiyondur. Yani f o f~1 ve Iz, B den B ye birer fonksiyon olur.
Herhangi y € B alalim. f~1(y) = x diyelim. Burada x € A olup f(x) = y olur. f"1(y) =«
ve f(x) = y oldugundan

(fefDO)=fUFTON=fx) =y =11)

olur. O halde f o f~1 = I olup istenen elde edilir.

(ii) f: A > B ve f~1: B —> A birer fonksiyon oldugundan f~! o f: A — A bir fonksiyon olur.
Ayrica I;: A - A bir fonksiyondur. Yani f™ o f ve I, A dan A ya birer fonksiyon olur.
Herhangi x € A alalm. f(x) = y diyelim. Burada y € B olup f~1(y) = x olur. f(x) =y ve
f~Y(y) = x oldugundan

e N =) =) =x =1a(x)
olur. O halde f~ o f = I, olup istenen elde edilir.

Onerme 1.3.19. f: A - B bir fonksiyon olsun. Eger f o g = Iz ve g o f = I, olacak sekilde

3 g: B - A fonksiyonu varsa f terslenebilirdir ve g = f~1 olur.

Tammm 1.3.20. f: A — B bir fonksiyon ve @ # K € A olsun. g:K = B,x = g(x) = f(x)
seklinde tanimli g fonksiyonuna f nin K alt kiimesine kisitlanis1 (kisitlanmisi) denir ve f|g

ile gosterilir.

Ornek. A = {a,b,c,d, e} ve B = {x,y,z,t} olmak lizere A dan B ye



f=1ay) (bt)(cx)(dy)(ex)}

fonksiyonu verilsin.
@) K ={a,b,c}ise f|x = {(a,y), (b, t), (c,x)} olur. Burada f| bire-bir oldugu halde
f bire-bir degildir.
(i) T ={ad}iseflr ={(a,y) (d y)}olur.

Tamm 1.3.21. Iki kiime arasinda en az bir bire-bir ve drten fonksiyon tanimlanabilirse bu iki

kiimeye denk veya es giiclii kiimeler denir.

Onerme 1.3.22. Q bostan farkli kiimelerin bostan farkl1 bir ailesi olsun. Q da tanimlanan iki

kiime arasindaki denk (es giiclii) olma bagintis1 bir denklik bagintisidir.
1.4. IKiLi iISLEMLER

Tamm 1.4.1. A bostan farkl bir kiime olsun. A X 4 dan A ya bir fonksiyona bir i¢ (veya ikili)

islem veya sadece islem denir. Islemler genellikle *, m, A, 0, +,6D, ... gibi sembollerle gosterilir.

Not. *, A kiimesinde bir i¢ islem olsun. a, b € A olmak iizere * (a, b) yerine genellikle a * b

yazilir.

Not. *,A kiimesinde bir 1i¢ islem olsun. Fonksiyon olma &zelliklerinden

(i) Va,b € Aigin A da bir a * b eleman1 vardir.
(ii) Bu a * b elemani a ve b elemanlarina bagl olarak tek tiirliidiir.
Bu 6zelliklerden birincisine islemin kapalilid, ikincisine de iyi tanimhilig: denir.

Ornek. Z tam sayilar kiimesinde bilinen adi toplama + ve adi ¢arpma - islemleri birer i¢

islemdir.

Ornek. N dogal sayilar kiimesinde bilinen adi toplama + ve adi ¢arpma - islemleri birer i¢

islemdir. N de bilinen adi ¢ikarma - iglemi, N de bir i¢ islem degildir.

Tamm 1.4.2. Uzerinde en az bir islem tanimli bostan farkl1 bir kiimeye bu islemlerle birlikte
cebirsel (matematiksel) yapi denir. A kiimesi lizerinde bir * islemi taniml1 ise bu cebirsel yap1

genellikle (4,*) ile gosterilir.

Tanmm 1.4.3. *, A kiimesinde bir i¢ islem olsun.
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(i) Eger Va,b € A igin a* b = b * a ise bu ozellige * isleminin degisme ozelligi
denir. Bu durum genellikle * islemi degismelidir seklinde de ifade edilir.

(ii) Eger Va,b,c€A icin ax(b*c)=(ax*b)*c ise bu ozellige * isleminin
birlesme o6zelligi denir ve bu durum genellikle * islemi birlesmelidir seklinde de
ifade edilir. Budurumda a * (b * ¢) ve (a * b) * c yerine genellikle a * b * ¢ yazilir.

(iii) e € A olmak iizere eger Va € A i¢in axe = e xa = a ise bu e elemanina A
kiimesinin * islemine gore birim (etkisiz) elemani denir.

(iv) A kiimesi * islemine gore bir e birim elemanna sahip olsun. a € A olmak iizere a *
x =x *a = e olacak sekilde 3x € A varsa bu x elemanina a elemaninin *
islemine gore tersi denir. Eger a elemaninin * islemine gore tersi var ve tek ise bu
eleman genellikle a™! ile gosterilir.

v) y € A olmak tizere eger Va € A icin a*xy =y *a =1y ise bu y elemanina A

kiimesinin * islemine gore yutan elemam denir.

Ornek. 0,Z nin + islemine gore birim (etkisiz) elemanidir. Z de bir a elemaninin + islemine

gore tersi —a olur. 0, Z nin - islemine gore yutan elemanidir.

Ornek. A = {a, b, c,d, e} kiimesinde * islemi asagidaki tablo ile verilsin.

* a b c d e
a d c a e c
b c c b e a
c a b c d e

Buna gore a*(bxd)=axe=c ve (a*b)xd=c*d=d olup * isleminin
birlesme 6zelligi yoktur. a * d = e ve d * a = b oldugundan * isleminin degisme 6zelligi de

yoktur. ¢, A nin * islemine gore birim elemani olur. b ve e, a elemaninin * iglemine gore birer



tersi oldugundan a ve b, b elemaninin * islemine gore birer tersi olur. Ancak d elemaninin *

islemine gore tersi yoktur.

Ornek. Z tam sayilar kiimesinde * islemi V a,b € Zi¢ina * b = a + b + 4 olarak tanimlansn.

Z nin bu igleme gore birim eleman1 varsa bulunuz.

Coziim. Z nin * islemine gore birim elemanini e olsun. a € Z olmak iizere a e = a & a +
e +4 = a & e = —4 denklikleri vardir. Ayrica(-4) * a=—4+a+4 = aolur. O haldee =

—4 eleman1 Z nin * iglemine gore birim eleman1 olur.

Ornek. Z tam sayilar kiimesinde * islemi Va,b €Z igcin a*b =a+ b+ ab olarak

tanimlansin. Z nin bu isleme gore birim elemani varsa bulunuz.

Coziim. Z nin * iglemine gore birim elemanini e olsun. a € Z olmak lizere a xe = a & a +
et+tae=aeoe+ae=0ee(1l+a)=0 esitliginde e = 0 olarak alinirsa e(1 +a) =0 -
(1 +a) = 0 oldugundan a x e = a olur. Ayrica0xa =0+a+0-a = a olur. O halde e =

0 elemani Z nin * islemine gore birim eleman1 olur.

Ornek. Z tam sayilar kiimesinde * islemi V a, b € Z i¢in a * b = ab? olarak tamimlansin. Z

nin bu isleme gore birim elemani1 yoktur, ancak yutan eleman1 vardir. Gosteriniz.
Tanim 1.4.4. * ve o, A kiimesinde iki i¢ islem olsun.

@) Vabc€Aigcinax*x(boc)=(axb)o(axc) ise bu ozellige * isleminin o
islemi iizerine soldan dagilma o6zelligi vardir denir.

(ii) Vabc€eAicin (aeb)xc=(a*c)o(bxc) ise bu oOzellige * isleminin o
islemi iizerine sagdan dagilma 6zelligi vardir denir.

(iii) Eger * isleminin o iglemi ilizerine hem sagdan hem de soldan dagilma o6zellikleri

varsa * isleminin o islemi iizerine dagilma ozelligi vardir denir.

Ornek. Z de bilinen adi ¢arpma - isleminin bilinen adi toplama + islemi iizerine dagilma

ozelligi vardir.

Onerme 1.4.5. *, A kiimesinde bir i¢ islem olsun. A kiimesinde * islemine gore birim eleman

varsa tektir.

Ispat. e; ve e;, A nin * islemine gore iki birim elemani olsun. e; = e, oldugu gosterilirse

istenen elde edilir. e, A nin * islemine gore birim elemani ve e, € A oldugundan e, * e; = e; *
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e, = e, olur. e,, A nin * iglemine gore birim elemani ve e; € A oldugundane; * e, = e, xe; =

e, olur. e; * e, = e; ve eq * e, = e, oldugundan e; = e, olup istenen elde edilir.

Onerme 1.4.6. *, A kiimesinde birlesme &zelligine sahip bir i¢ islem ve A bu isleme gore bir e

birim elemanina sahip olsun. Bu takdirde

(i) Bir a € A elemaninin * igslemine gore tersi varsa tektir.

1 elemaninin da tersi vardir ve

(ii) Bir a € A elemaninin * iglemine gore tersi varsa a”
(a1~ = q olur.
(iii) a,b € A olmak ilizere a ve b elemanlarinin * islemine gore tersleri varsa a * b

elemaninin da * islemine gore tersi vardir ve (a *b)™ = b~ xa~! olur.

Ispat. (i) a € A elemaninin * islemine gore tersinin varligini kabul edelim. x ve y,a nin A da
* iglemine gore iki tersi olsun. x = y oldugu gosterilirse istenen elde edilir. x, a nin * islemine
gore tersi oldugundan a * x = x * a = e olur. y, a nin * islemine gore tersi oldugundana * y =
y * a = e olur. Bu durumda * isleminin A da birlesme 6zelligindenx = x xe = x x (a xy) =

(x * a) * y = e * y = y olup istenen elde edilir.

(ii) a € A elemaninin * iglemine gore tersinin varligini kabul edelim. (i) sikkindan a elemaninin
* islemine gore tersinin tek oldugu anlagilir. x = a~! diyelim. Tanimdan a xx = x*a = e
esitliginden a elemani da x elemaninin A da * iglemine gore tersi olur. Burada (i) sikki da goz

oniinde bulundurulursa a = x~1 = (a™1)~?! olup istenen elde edilir.

(iii) a ve b elemanlarinin A da * islemine gore terslerinin varligini kabul edelim. (i) sikkindan

a elemanmin tersini a~1, b elemanimnn tersini de b1 ile gdsterebiliriz. Buradaa™%, b~ € A ve

1

*, A da bir i¢ islem oldugundan b™! xa™! € A olur. Tannmdan a*a ' =a l'*a=e ve b *

b™1 = b1 x b = e olur. Bu durumda * isleminin A da birlesme 6zelliginden

(@xb)* (b txa)=ax(bx(txab))

=a*((b*b‘1)*a‘1)=a*(e*a'1)=a*a_1=e
ve

(b txa V) x(axb)=((b~t*xa D xa)xh
=(btx(at*a))*xb=(b"'xe)xb=b"lxb=¢



olup a * b elemaninin da A da * islemine gore tersi vardir ve (i) sikkindan (a * b)™1 = b~1 «

a~! bulunur.

1.5. TAM SAYILARDA BOLUNEBILME

Tamm 1.5.1. a,b € Z olsun. Eger b = ac olacak sekilde 3 ¢ € Z varsa a sayisi1 b sayisini

béler denir ve a | b ile ifade edilir. Eger a | b ise " a, b nin bir bolenidir" veya " a, b nin bir

carpanidir” ya da " b, a nin bir katidir" da denir ve g = c olur.

Not. Tanimdan 0 | 0 oldugu anlasilir.

Tam sayilarda boliinebilmenin 6zelliklerini asagidaki teoremle verebiliriz.
Teorem 1.5.2. Boliinebilme ile ilgili asagidaki 6zellikler vardir.

(i) Va € Z i¢in 1|a,ala ve a | 0 olur.

(ii) Sifir sadece sifir1 boler.

(iii)a | bise Vk € Zicin a | bk olur.

(ivialbveb|ciseal colur.

(V)albvealciseVx,y €Zigina | bx + cy olur.

(viya | bve b # 0 ise |a| < |b| olur. Burada eger |a| # |b| ise |a| < |b| olur.
(vii)a | bveb | aisea = +b olur.

(viii) a | b ise —a|b, a| — b ve —a | —b olur.

(ix) —a|b, a| — b ve —a | —b kosullarindan biri saglanirsa a | b de saglanir.
(x)a | bvec|diseac| bd olur.

(xi)a | biseV k € Z i¢in ak | bk olur.

(xii) a,b, k € Z ve k # 0 olmak iizere ak | bk ise a | b olur.

Ispat. (i) Va € Z i¢in a = 1a = al oldugundan tanimdan 1 | a ve a | a olur. Va € Z i¢in 0 =

a0 oldugundan tanimdan a | 0 olur.
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(ii) 0 =0.0 oldugundan tanimdan O | 0 olur. 0| a olan herhangi a € Z alalim. 0| a
oldugundan tanimdan a = Oc olacak sekilde 3 ¢ € Z vardir. Burada a = Oc = 0 olur. Yani sifir

sadece sifir1 boler.

(iii) a | b olsun. Bu durumda tanimdan b = ac olacak sekilde 3 ¢ € Z vardir. Herhangi k € Z
alalim. b = ac oldugundan bk = ack olup burada ck € Z oldugundan tanimdan a | bk olur.
(iv) a | b ve b | c olsun. Bu durumda tanimdan b = ac,; ve ¢ = bc, olacak sekilde 3 ¢;,c, € Z
vardir. Burada ¢ = bc, = acyc, olup ¢y, €Z oldugundan tanimdan a | ¢ olur.
(v)a | b ve a | c olsun. Bu durumda tanimdan b = ac; ve ¢ = ac, olacak sekilde 3 ¢;,¢c, € Z
vardir. Herhangi x, y € Z alalim. Burada bx + ¢y = ac,x + ac,y = a(c;x + ¢,y) olup ¢, x +

¢,y € Z oldugundan tanimdan a | bx + cy olur.

(vi) a | b ve b # 0 olsun. a | b oldugundan tanimdan b = ac olacak sekilde 3 ¢ € Z vardir.
b = ac ve b # 0 oldugundan a # 0 ve ¢ # 0 olur. Bu durumda Z = ¢ olup |§| = |c| olur.

Burada ¢ # 0 oldugundan |c| > 0 olup |c| € Z*oldugundan |c| = 1 olur. O halde 1 < |c| =
b

a

_ bl
lal

istenen elde edilir.

olup |a| = 0 oldugundan |a| < |b| olur. Burada eger |a| # |b| ise |a| < |b| olup

(vil) a | b ve b | a olsun. Eger b = 0 ise b | a oldugundan (ii) sikkindana = 0 = +0 = +b
olup istenen elde edilir. Kabul edelim ki b # 0 olsun. a | b ve b | a oldugundan tanimdan b =
ac; ve a = bc, olacak sekilde 3 ¢y,c, € Z vardir. Burada b = ac; = bcycq olup b # 0
oldugundan 1 = c,¢; olur. 1 = c,¢q ve ¢; € Z oldugundan tanimdan ¢, | 1 olup 1 in bolenleri

sadece 1 ve -1 oldugundan ¢, = +1 olur. O halde a = bc, = +b olup istenen elde edilir.

(viii) a | b olsun. Bu durumda tanimdan b = ac olacak sekilde 3 ¢ € Z vardir. b = ac =
(—=a)(—c) ve —c € Z oldugundan tanimdan —a | b olur. Yine b = ac oldugundan —b =

(—=a)c = a(—c) olup —c, ¢ € Z oldugundan tanimdan a | —b ve —a | —b olur.

(ix) —a | b ise (viii) sikkindan —(—a) | b olup a | b olur. a | —b ise (viii) sikkindan a | —(—b)
olup a | b olur. —a | —b ise (viii) sikkindan —(—a) | —(—b) olup yine a | b olur.

(x) a | b ve c | d olsun. Bu durumda tanimdan b = ac; ve d = cc, olacak sekilde 3 ¢;, c, € Z
vardir. b = ac; ve d = cc, oldugundan bd = ac,cc, = accyc, olup c¢;¢, € Z oldugundan

tanimdan ac | bd olur.



(xi) a | b olsun. Bu durumda tanimdan b = ac olacak sekilde 3 c¢ € Z vardir. b = ac
oldugundan Vk € Z icin bk = akc olup c € Z oldugundan tanimdan ak | bk bulunur.
(xii) a, b, k € Z ve k # 0 olmak iizere ak | bk olsun. Bu durumda tanimdan bk = akc olacak
sekilde 3 ¢ € Z vardir. bk = akc ve k # 0 oldugundan b = ac olup ¢ € Z oldugundan

tanimdan a | b olur.

Tanmm 1.5.3.a,b € Zicina | b ve b | a ise a ile b sayillarina ilgilidir denir ve a = b ile ifade

edilir.
Not. Teorem 1.5.2 (vii) den a = b © a = b oldugu anlagilir.

Tamm 1.5.4. Pozitif bolenleri sadece 1 ve kendisi olan 1’den biiyiik tam sayilara asal tam

sayilar denir.
Teorem 1.5.5. 1 den biiyiik her tam saymin en az bir asal bdleni vardir.

Ispat. a birden biiyiik herhangi bir tam say1 olsun. a nin en az bir asal bdleninin varlig:
gosterilirse istenen elde edilir. A = {k € Z | k > 1 ve k | a} kiimesini tamimlayalim. a > 1 ve
a | a oldugundan a € A olup A # @ olur. Ayrica A c Z*oldugu da agiktir. Pozitif tam sayilar
kiimesi 1yi sirali kiime oldugundan A kiimesi bir en kiigiik ¢ elemanina sahiptir. t € A
oldugundan t > 1 ve t | a olur. Kabul edelim ki t asal olmasin. Bu durumda ¢ nin 1 ve
kendisinden farkli en az bir ¢ pozitif boleni vardir. ¢ | t ve t # 0 oldugundan Teorem 1.5.2.
(vi) den |c| < |t| olup burada c,t € Z*oldugundan ¢ = |c| < |t| =t olur. c<t ve c # t
oldugundan ¢ < t olup ayrica ¢ > 1 oldugundan 1 < ¢ <t olur. ¢ | t ve t | a oldugundan
Teorem 1.5.2. (iv) den ¢ | a olup ayrica ¢ > 1 oldugundan ¢ € A olur. Bu ise t sayisinin A nin
en kiiciik eleman1 olmasiyla ¢elisir. O halde kabuliimiiz yanlis olup t asal olur. t asal ve t | a

oldugundan a sayisinin en az bir asal boleni vardir.
Teorem 1.5.6. (Euclid) Sonsuz sayida asal say1 vardir.

Ispat. Ispat1 olmayana ergi yontemi ile yapalim. Kabul edelim ki asal sayilar kiimesi IP =
{p1, 02,3, ..., P} sonluolsun. a = p;p, ... p, + 1 diyelim. 1 < i < n igin p; asal oldugundan
p; > 1olup a = p1p, ...pp + 1 > 1 olur. Bu durumda Teorem 1.5.5 den a sayisinin en az bir
p asal boleni vardir. Burada tiim asal sayilar1 py, p,, ..., p, olarak kabul ettigimizden p = p;

olacak sekilde 3i = 1,2,...,n vardir. p | a ve p = p; | p1p; ... P, oldugundan Teorem 1.5.2.
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(v)denp | a—pip,...pn = 1 olur ki bu da p nin asal olmastyla ¢eligir. O halde kabuliimiiz

yanlis olup asal sayilarin kiimesi sonlu degildir.

Teorem 1.5.7. 1 den biiyiik her tam say1 sonlu sayida birtakim asal sayilarin ¢arpimi olarak

yazilabilir.

Ispat. Aksini kabul edelim. Yani sonlu sayida birtakim asal sayilarin carpimi olarak
yazilamayan birden biiyiik en az bir tam sayimnin varligin1 kabul edelim. Bdyle tam sayilarin
kiimesini 4 ile gosterelim. Kabuliimiizden A # @ olur. Ayrica A € Z%oldugu da agiktir. Pozitif
tam sayilar kiimesi iyi sirali kiime oldugundan A kiimesi bir en kii¢lik t elemanina sahiptir. t €
A oldugundan t > 1 ve t sayisi sonlu sayida birtakim asal sayilarin ¢carpimi olarak yazilamaz.
t > 1 oldugundan Teorem 1.5.5 geregi t nin en az bir p asal boleni vardir. p | t oldugundan
tanimdan t = pc olacak sekilde 3 ¢ € Z vardir. Burada t > 0 ve p > 0 oldugundan ¢ > 0 olur.
Ayrica p > 1 oldugundan t = pc > ¢ olur. t = pc,p asal ve t sonlu sayida birtakim asal
sayilarin ¢arpimu olarak yazilamadigindan t # p olup ¢ # 1 olur. O halde 1 < c < t olur. t =
pc, p asal ve t sonlu sayida birtakim asal sayilarin ¢arpimi olarak yazilamadigindan ¢ de sonlu
sayida birtakim asal sayilarin ¢arpimi olarak yazilamaz. Bu durumda ¢ € A olur ki bu da ¢
sayisinin A nin en kii¢lik elemani olmasiyla celisir. O halde kabuliimiiz yanlis olup birden biiyiik

her tam say1 sonlu sayida birtakim asal sayilarin ¢arpimi olarak yazilabilir.

Teorem 1.5.8. Pozitif m ve n tam sayilar1 verildiginde n = gm +r ve 0 <r < m olacak

sekilde tek tiirlii g ve r tam sayilar1 bulunabilir.

Ispat. Once q ve r tam sayilarinin varligini gosterelim. Bunun igin n iizerine tiimevarim
prensibini uygulayalim. n = 1 olsun. Eger m = 1l ise ¢ = 1 ve r = 0 olarak alinrsan =1 =
11+0=gm+rve0 <r <molur. Egerm > 1lise q = 0 ver = 1 olarak alinirsan =1 =

Om+1=gm+rve0 <r <molur. Béylece n = 1 i¢in iddia dogru olur.

Simdi k € Z* — {1} olmak iizere iddianin n < k olan her n € Z*i¢in dogrulugunu
kabul edelim. iddianin n = k dogrulugu gosterilirse istenen elde edilir. Eger m > k ise ¢ = 0
ver = k olarak alimrsak = 0m+k=qm+rve 0 <r <molur. Egerm =kiseq =1 ve
r = O olarak almirsa k = 1k + 0 = gqm + r ve 0 < v < m olur. Kabul edelim ki m < k olsun.
Bu durumda 0 < k — m < k olupiddian < k olan her n € Z%*i¢in dogru oldugundank — m =
qgm+ 1, ve 0 <1, <m olacak sekilde 3 q;,7, € Z vardir. k —m = g;m + r; oldugundan

k=gqgm+r,+m=(_(q,+1)m+r olupburada q =¢q; +1 ve r =r; dersek q,r € Z,



k=(@+1)m+r,=qgm+r ve 0 <r <m olur. Boylece iddia n = k igin dogru olup

istenen elde edilir.

Simdi g ve r tam sayilarinin tekligini gosterelim. n =gm+nr =qg,m+1r, ve 0 <
11, 7» < molan herhangi q;, q,, 11, 17» € Z alalim. g; = q, ve r; = 1, oldugu gosterilirse istenen
elde edilir. g;m + r; = g;m + 1, oldugundan r; — r, = m(q, — q,) olup tanimdan m | r; —
1y olur. 0 < ry, 1, < moldugundan |r; — r,| < m olur. Burada egerr; — 1, # QO olsam | r; —
r, oldugundan Teorem 1.5.2 (vi) den m = |m| < |r; — ;| olur ki bu da |r; —r,| <m
olmasiyla celisir. O halde r; =, =0 olupry =r, olur. iy =1, ve gm+1r, =qgm+r,
oldugundan q;m = g,m olup burada m # 0 oldugundan q; = g, olur. Yani g = q, ve 1y =

1, olup istenen elde edilir.

2. Yol: Egerm >niseq =0ver =nolarak alimrsan=0m+n=qm+rve0<r<m
olur. Kabul edelim ki m < n olsun. Budurumdan —m > 0olur. A={n—km |k € Zven —
km > 0} kiimesini tamimlayalim. n —m > 0 oldugundan A nmn tanimmdan n —m =n —
1m € Aolup A # @ olur. Ayrica A c Z* oldugu da agiktir. Pozitif tam sayilar kiimesi iyi sirali
kiime oldugundan A kiimesi bir en kiiciik r elemanina sahiptir. r € A oldugundan r > 0 olur
ve r = n — qm olacak sekilde 3 q € Z vardir. r = n — gm oldugundan n = gm + r olur. Eger

buradar > molsa 0 < r —m < r olup ayrica
r—-m=n—qgm—-m=n—(q+ 1)m

ve q + 1 € Z oldugundan A nin tanimindan r — m € A olur ki bu da r sayisinin A nin en kiigiik
eleman1 olmastyla celisir. O halde r < m olup ayrica r = 0 oldugundan 0 < r < m olur. Yani

n=qm+r ve 0 <r < molacak sekilde 3 q,r € Z vardir.

Sonug 1.5.9. m # 0 olmak iizere her m, n tam sayisi icinn = gqm +r ve 0 < r < |m| olacak

sekilde teklikle belirli g ve r tam sayilar1 vardir.

Tanmm 1.5.10. m,n € Z ve m # 0 olsun. n ninn =gqm+71,q,r € Z,0 < r < |m| seklinde
yazilisinda r ye n nin m ile boliimiinden kalan, g ya ise boliim denir. Burada g ve r yi bulma

islemine de n yi m ile kalanh b6lme islemi denir.
Tamim 1.5.11. m ve n sifirdan farkli iki tam say1 olsun.

(i) d | mved | nolacak sekilde d > 0 tam sayis1 varsa d ye m ve n nin bir ortak boéleni denir.

(ii) d, m ve n nin bir ortak boleni olsun. Eger m ile n nin her ortak e bdleniicin e | d ise d ye
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m ve n nin en bilyiik ortak béleni (EBOB) denir. m ve n nin en biiyiik ortak bdleni genellikle

EBOB(m, n), OBEB(m, n) veya sadece (m, n) ile gosterilir.
Not: iki tam say1 verildiginde en biiyiik ortak bdlenleri ilgililik haric tektir.

Teorem 1.5.12. Sifirdan farkli herhangi iki sayinin en biiyiik ortak bdleni vardir ve d = (m, n)

ise d = mx + ny olacak sekilde 3 x, y € Z vardir.

Ispat. A = {mx + ny | x,y € Z ve mx + ny > 0} kiimesini tanimlayalim. m ve n nin tam
sayilar1 icin m? + n? > 0 olup x = m ve y = n alinirsa A nin tanimmdan m? + n? = mx +
ny € A olur. O halde A # @ olup ayrica A € Z* oldugundan pozitif tam sayilarin iyi sirali
kiime oldugu goz oniine alinirsa A kiimesi bir en kii¢iik t elemanina sahiptir. t € A oldugundan
t > 0 olur ve t = mx + ny olacak sekilde 3 x,y € Z vardir. Simdi d = t oldugu gosterilirse
istenen elde edilir. d = (m,n) oldugundan d >0,d|m ve d|n olur. d|m ve d|n
oldugundan Teorem 1.5.2 (v) den d | mx + ny =t olup burada d > 0 ve t > 0 oldugundan
d <t olur. m ile t ye kalanli bolme uygulanirsa m = qt +r ve 0 < r <t olacak sekilde

3 q,r € Z vardir. m = qt + r ve t = mx + ny esitliklerinden
r=m-—qt=m-—q(mx +ny) =m(l—qx)+n(—qy)

olur. Eger burada r # 0 olsa 0 <r <t olup r = m(1 — gx) + n(—qy) ve 1 — gx,—qy € Z
oldugundan A nin tanimindan r € A olur ki bu da t sayisinin 4 nin en kiiciik elemani olmasiyla
celisir. O halde r = 0 olup m = qt +r = qt ve t | m olur. Benzer sekilde t | n oldugu da
gosterilebilir. t|m, t|n ve d = (m,n) oldugundan t < d olup ayrica d < t oldugundan d =t

olur.

Sonu¢ 1.5.13. m;,m,,...,m;, en az biri sifirdan farkli tam sayilar olmak iizere d =

(my, my, ...,my) ised = myx; + myx, + -+ + myx; olacak sekilde 3 x4, x5, ..., X, € Z vardir.
Sonug 1.5.14. m ve n nin her ortak boleni (m, n) yi de bdler.

Ispat. d = (m,n) diyelim. Bu durumda Teorem 1.5.12 den d = mx + ny olacak sekilde
A x,y € Z vardir. m ve n nin herhangi t ortak bdlenini alalim. t | m ve t | n oldugundan
Teorem 1.5.2 (v)dent | mx + ny = d = (m,n) olur. Yani m ve n nin her ortak béleni (m, n)

yi de boler.



Tamim 1.5.15. Iki tam sayinin en biiyiik ortak boleni 1 ise bu iki say1ya aralarinda asal sayilar

denir.

Onerme 1.5.16. (m,n) = 1 olmas1 igin gerek ve yeter kosul mx + ny = 1 olacak sekilde

3 x,y € Z tam sayilarinin mevcut olmasidir.

Ispat. (=)(m,n) = 1 olsun. Bu durumda Teorem 1.5.12 den mx + ny = 1 olacak sekilde

3 x,y € Z vardir. O halde istenen elde edilir.

(&) mx + ny = 1 olacak sekilde x,y € Z tam sayilar1 bulunsun. d = (m,n) diyelim. d =
(m,n) oldugundand > 0,d | mved | nolur.d | mved | n oldugundan Teorem 1.5.2 (v) den
d | mx+ny =1 olup 1 in pozitif boleni sadece kendisi oldugundan d = 1 olur. O halde

(m,n) = 1 olup istenen elde edilir.
Sonug¢ 1.5.17. (m,n) = d olsun. Bu durumda (%,g) = 1 olur.

Ispat. (m,n) = d oldugundan Teorem 1.5.12 den d = mx + ny olacak sekilde 3 x,y € Z
vardir. d = mx + ny oldugundan %x + gy =1 olup Onerme 1.5.16 dan (%,g) = 1 olur ki

bu da istenendir.
Onerme 1.5.18. (m,n) = d olsun. Bu takdirde V k € Z*igin (mk,nk) = dk olur.

Ispat. Herhangi k € Z*alam. (mk,nk) = dk oldugu gbsterilirse istenen elde edilir.
(mk,nk) =t olsun. (m,n) =d oldugundan d > 0,d | m ve d|n olur. d|m ve dIn
oldugundan Teorem 1.5.2 (xi) den dk | mk ve dk | nk olup (mk,nk) = t oldugundan dk <t
olur. (m,n) =d oldugundan Teorem 1.5.12 den d = mx + ny olacak sekilde 3x,y € Z
vardir. d = mx +ny oldugundan dk = mkx + nky esitligi elde edilir. (mk,nk) =t
oldugundant > 0,t | mk ve t | nk olur. t | mk ve t | nk oldugundan Teorem 1.5.2 (v) den t |
mkx + nky = dk olup burada t > 0 ve dk > 0 oldugundan t < dk bulunur. Ayrica dk <t
oldugundan t = dk olup (mk,nk) = dk olur.

Onerme 1.5.19. k € Z* olmak iizere (m,n) = d olmasi igin gerek ve yeter kosul (mk, nk) =

dk olmasidir.

Ispat. (=)k € Z*olmak iizere (m,n) = d olsun. Bu durumda Onerme 1.5.18 den (mk,nk) =

dk olup istenen elde edilir.
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(&) k € Z*olmak lizere (mk,nk) = dk olsun. (m,n) =t diyelim. (m,n) =t ve k € Z*
oldugundan Onerme 1.5.18 den (mk, nk) = tk olup ayrica (mk, nk) = dk oldugundan tk =
dk olur. O halde k € Z*oldugundan t = d olup (m,n) = d olur.

Onerme 1.5.20. p asal say1 ve a € Z olsun. (a,p) = 1 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul p t a

olmasidir.

Ispat. () (a,p) = 1 olsun. Eger p | a ise ayrica p | p ve (a,p) = 1 oldugundan p < 1 olur

ki bu da p nin bir asal say1 olmasiyla gelisir. O halde p t a olup istenen elde edilir.

(<) p t aolsun. (a,p) = d diyelim. (a,p) = d oldugundand > 0,d [aved | p olur.d > 0,
d | p ve p asal say1 oldugundan d = 1 veyad = p olur. d | a ve p t a oldugundan d # p olup
d = 1 olur. O halde (a,p) = 1 olup istenen elde edilir.

Onerme 1.5.21. m ve a sifirdan farkl iki tam say1 ve b herhangi bir tam say1 olsun. m | ab ve

(m,a) = lisem | b olur.

Ispat. m | ab ve (m,a) = 1 olsun. (m,a) = 1 oldugundan Teorem 1.5.12 den mx + ay = 1
olacak sekilde 3 x,y € Z vardir. mx + ay = 1 oldugundan mbx + aby = b olur. m | m ve

m | ab oldugundan Teorem 1.5.2 (v) den m | mbx + aby = b olup istenen elde edilir.
Sonuc 1.5.22. p asal say1ve p | mnise p | m veya p | n olur.

Sonuc 1.5.23. p asal say1 ve a4, ay, ...,a, € Zolsun.p | a4a, ...a, ise i =1,2,...,ni¢cinp |

a; olur.

Teorem 1.5.24. (Aritmetigin Temel Teoremi) Birden biiyiik her tam sayinin asal ¢arpanlara

ayriligi sira disliniilmeksizin tek tiirliidiir.

Ispat. a birden biiyiik herhangi bir tam say1 ve py, P2, .., P> @1, Q25 - » G, asal sayilar olmak
lizere a = pips ...Pm V€ A = Q143 ...qn Olsun. m =n ve pq, Py, ..., P, asal sayilan ile
q1, 92, ---, @ asal sayilarinin ayni oldugu gosterilirse istenen elde edilir. a = p1p, ...p,m, Ve a =
4192 - qn oldugundan p;p, ... Py = q1q2 .- qn Olup 1 1 q1q; ... gy Olur. p1 1 G1G; ... qn Ve p1
asal say1 oldugundan 3 j =1,2,...,n i¢in p; | q; olur. Bu durumda p; ve g; asal sayilar
olduklarindan p; = q; esitligi elde edilir. Burada sira diisiiniilmediginden p; = q; kabul

edilebilir. p; = q; ve P1py . Pm = 419> --- G oldugundan p,ps ...pym = G293 ... Gy Olup p, |
4293 - qn OlUr. py | 4293 ... qn Ve Py asal say1 oldugundan 3 j = 2,3, ..., ni¢in p, | q; olur. Bu



durumda p, ve q; asal sayilar olduklarindan p, = q; olur. Burada sira distiniilmediginden
p> = q, kabul edilebilir. Boyle devam edilirse m < n ve py,py, ..., Py asal sayilarimin
qd1, 42, --» qn asal sayilari iginde oldugu gosterilebilir. Benzer sekilde p; ve q; asal sayilarmin
rolleri degistirilerek n < m ve q4, qy, ..., q, asal sayilarmin pq, p,, ..., Py, asal sayilarindan
farkli oldugu gosterilebilir. O halde m = n ve py, p,, ..., pm asal sayilariile q4,q,, ..., q, asal

sayilar1 ayni olup istenen elde edilir.

Sonuc¢ 1.5.25. Sifirdan farkli her a tam sayist a = (£1)p;p, ... b, seklinde farkli olmalari
gerekmeyen birtakim asal sayilarin ( n = 0 olabilir) ¢carpimi seklinde yazilabilir ve bu yazilig

sira diisiiniilmeksizin tek tiirliidiir. Burada ayni1 asal sayilarin ¢arpimu iislii sekilde yazilirsa a =

(£1D)p1p; ... by, tam sayisi
mi, m; mi .. .
a=(x1p,;, 1pl.2 2 Py k(pil,piz, .., 0y, farkli asal sayilar iy, iy, ..., [ € Z*)

biciminde de ifade edilebilir.
Onerme 1.5.26. (a, mn) = 1 olmas1 icin gerek ve yeter kosul (a,m) = (a,n) = 1 olmasidur.

Ispat. (=)(a,mn) = 1 olsun. Bu durumda Onerme 1.5.16 dan ax + mny = 1 olacak sekilde
3x,y € Z vardir. ax + mny = 1 ve x,ny € Z oldugundan Onerme 1.5.16 dan (a,m) =1
olur. ax + nmy = ax + mny = 1 ve x,my € Z oldugundan Onerme 1.5.16 dan (a,n) = 1

olur. Yani (a,m) = (a,n) = 1 olup istenen elde edilir.

(&) (a,m) = (a,n) = 1 olsun. Bu durumda Onerme 1.5.16 dan ax; + my; = 1 ve ax, +
ny, =1 olacak sekilde 3 xq,x,,¥,,y, €EZ vardir. ax; +my; =1 ve ax,+ny, =1

oldugundan
1 =11 = (ax; + my,)(ax, + ny,) = a(ax,x, + nx,y, + my,x,) + mny,y,

esitliginde ax;x, + nx;y, + my;x,, y1y, € Z oldugundan Onerme 1.5.16 dan (a,mn) = 1

olur.

Sonu¢ 1.5.27. (a,mym, ..m;) = 1 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Vi = 1,2,...,k icin

(a,m;) = 1 olmasidur.

Teorem 1.5.28. a ve b iki pozitif tam say1, a ve b nin farkli asal sayilarin kuvvetleriyle birlikte

carpimlari seklinde yazilislari sirasiyla
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a=p;'p, 2 b =pitpy? .. v (p; ler farkli asal sayilar m, n; € N)

olsun. Bu durumda

(Cl, b) — pinin{m1,n1}p;nin{m2,nz} p;{nin{mk,nk}

olur.

Ispat.d = (a,b) = pflpsz ...p,i" (1<i<kigint; EN) ve

_ o min{my,n4} min{myn,} min{mp,ng}
c=p, 12 o Dy

diyelim. 1 < i < k i¢in min{m;,n;} <m; ve min{m;, n;} <n; olup p;nm{mi’n"} | p;" ve
min{m;,

i i pin * olur. Bu durumda Teorem 1.5.2 (x) den

_ ,min{my,n;} min{m,n,} min{m,ng} | _mi_m; my _
c= pl pZ "'pk I pl p2 ---pk =Qa
Ve
_  min{my,n;} min{my,n,} min{m,ng} | ng n; e — b
c=p; P} Dk plpt . =

olup d = (a, b) oldugundan ¢ < d bulunur. 1 < i < k olan herhangi i € Z alalim. d = (a, b)

oldugundand > 0,d | ave d | b olur. 'pl.ti|d, d|a ve d | b oldugundan Teorem 1.5.2 (iv) den

ti — m mi_— m; m; m
pitla=p; ™ o TP TP T Ly TR

ve

ti —_ n ni— ni ni n
pi ‘tlb=pg "D P P Ly TR

dir. Burada py, p,, ..., pi birbirinden farkli asal sayilar oldugundan ikiser ikiser aralarinda asal
olup (p;', pr ™ .. Pimy M1 Ps M Ly ™) = 1 ve
(P{P1 ™ iy M1 Pigy My ™) = 1

olur. O halde pl.ti I p;"t ve piti | p;" olup t; <m; ve t; <m; olur. {; <my; ve t; <y

min{m;,

oldugundan t; < min{m;, n;} olup p; > 1 oldugundan pit <p; " olur. Yani 1 <i<k

IQIH pltl < p;nin{miﬂni} olup d = pilpéz p’ik < pinin{ml'nl}p;nin{mz'nz} mp;;nin{mk'nk} =
esitligi vardir. Ayrica c<d oldugundan (a,b) =d=c=
e in{ml’nl}p;n intmama} p,lcn intmyemnd olup istenen elde edilir.



Sonuc 1.5.29. a ve b nin en biiyiik ortak boleni, a ve b nin asal ¢arpanlara ayrilisindaki ortak

asal sayilarin kuvvetleri en kiigiik olanlarin kuvvetleriyle birlikte carpimlarindan olusur.
Onerme 1.5.30. (a,b) = 1 olsun. k € Z olmak iizere a | k ve b | k ise ab | k olur.

Ispat. k € Z olmakiizere a | k ve b | k olsun. b | k oldugundan k = bk, olacak sekilde 3 k, €
Z vardir. a | k = bk, ve (a,b) = 1 oldugundan Onerme 1.5.21 den a | k; olup k; = ak,
olacak sekilde 3 k, € Z vardir. k = bk, ve k; = ak, oldugundan k = bk, = bak, = abk,
olup k, € Z oldugundan ab | k dir.

Sonug¢ 1.5.31. m,, m,, ..., m, ikiser ikiser aralarinda asal sayilar ve k € Z olmak tlizere V i =

1,2, ...,r i¢in m; | k olsun. Bu durumda mym, ...m,. | k olur.

Tanim 1.5.32. m ve n sifirdan farkli iki tam say1 olsun.

(i) m | k ve n | k olacak sekilde k > 0 tam sayis1 varsa k ya m ve n nin bir ortak kati
denir.
(i) k, m ve n nin bir ortak kat1 olsun. Eger m ile n nin her ortak t kati i¢in k | t ise k

yva m ve n nin en Kkiiciik ortak kati (EKOK) denir ve genellikle
OKEK(m, n), EKOK(m, n) veya sadece [m, n] ile ifade edilir.

Not. Bu tanim ikiden ¢ok sayilar i¢in de genellestirilebilir.

Teorem 1.5.33. a ve b iki pozitif tam say1, a ve b nin farkl asal sayilarin kuvvetleriyle birlikte

carpimlari seklinde yazilislari sirasiyla
a=p;'p, % 0 b =pitpy? .. 0 (p; ler farkli asal sayilar m, n; € N)

olsun. Bu durumda

maks{mq,n,}_maks{m,,n,} maks{my,ng}

[a,b] = p; D, N
olur.

Ispat. s = [a,b] = pflpsz ...p,i" (1<i<kignt; EN) ve

maks{mq,n1}_ mak{m,,n,} pmaks{mk,nk}

C=D P2 Tk
diyelim. 1 <i <k i¢in m; < maks{m;,n;} ve n; < maks {m;,n;} oldugundan pimil
p;naks {m;n;) ve pini | p;naks {myn} olup

1My maks{mq,n1}_ maks{my,n,} maks{my,n,} _
D, ) =c

a=p/'p; " PPy Pk
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maks{mq,n1} maks{my,n,} maks{mpy,ng}

Py Py DR = ¢ olur. Ayrica ¢ >0 ve

ve b=p;p,? ..
= [a, b] oldugundan s<c olur. 1 <i<k olan herhangi i € Z* alalim. s = [a, b]

'i[b, als ve bls oldugundan p;" | s =

oldugundan s >0, als ve b|s olur. pl

Pt Pica ti—lpf"pi+1 tirr pp tkvept s =p B .pig ti—lpiipiﬂ tivr | p, 'k olur. Burada
D1,D2, ---, Pi birbirinden farkli asal sayilar oldugundan ikiser ikiser aralarinda asal olup

(P p1t o Pica B 1Pig S pp ) = 1 ve (p,py* DD ) = 1 olur. Buradan

maks{m;n

M Ipl Vepl‘ Ipl olup p; i) Ipiti olur. Yani 1 < i < k i¢in

maks{mq,n1}_ maks{my,n,} maks{my,ng} ty. ty

c=p, p; Dy | P Dy D = s

olur. c¢ls ve c¢,s€Z%oldugundan ¢ <s olup ayrica s <c oldugundan [a,b] =

Py akS{ml’nl}p;n akstmznz} | Py akstminicd olur ki bu da istenendir.

Sonug¢ 1.5.34. a ve b sifirdan farkl iki tam say1 ve t € Z olmak lizere a | t ve b | t olsun. Bu

durumda [a, b] | t olur.

Ispat. [a,b] = [a, —b] = [—a, b] = [—a, —b] oldugu gosterilebilir. O halde ispat1 a ve b nin
pozitif olmast durumu i¢in yapmamiz yeterlidir. a ve b nin birbirinden farkli asal sayilarin

kuvvetleriyle birlikte ¢arpimlart seklinde yaziliglari sirastyla

a=p; Py % . b =ptpy? .o (p; ler farkli asal sayilar my, n; € N)

olsun. Bu durumda Teorem 1.5.33 den [a, b] = p;" aks{m, ”ﬂp;“ aks{manz) .p?akS{m"'nk} olur.

maks m;n;} | ¢t

1<i<kiginp"|a p/"|b, altveb|toldugundan p;" | t ve p;* | t olup p;
olur. Burada pq,p,, ... px birbirinden farkli asal sayilar oldugundan ikiser ikiser aralarinda
maks{mq,n,} __maks{m,,n,} maks{mpy,ny}

asaldir. Dolayistyla p; Dy N % " sayilart ikiser ikiser aralarinda

asal olur. Sonug olarak

[a b] maks{m1 nl}p;naks{mz No}t .p’rcnaks{mk,nk} | t

olup istenen elde edilir.
Sonug 1.5.35. a ve b iki pozitif tam say1 olsun. Bu durumda (a, b)[a, b] = ab olur.

Ispat. a ve b nin birbirinden farkl1 asal sayilarin kuvvetleriyle birlikte ¢arpimlari seklinde

yaziliglar sirastyla



a=p;'p, 2 b =pitpy? .. v (p; ler farkli asal sayilar m, n; € N)

olsun. Bu durumda Teorem 1.528 ve Teorem 1.533 geregi (a,b)=

maks{mq,n1} maks{m,,n,} maks{mpy,ng}

min{ml,nl}pmin{mz,nz} B pmin{mk,nk} ve [a, b] =p" p" D olur.

1 2 g

Burada 1 < i < k i¢in min{m;, n;} + maks {m;,n;} = m; + n; oldugundan

__ min{mq,nq}_min{my,n,} min{my,ng} maks{mq,n1}_maks{my,n,} maks{my,ng}
(a,b)[a,b] = p, 2 Py 121 |2 oy

_ . min{my,n;}+maks{my,n,}_ _min{m,,n;}+ min{my,ny}+maks{my,n

= p} P; P, ymaksimnz) D {mpeni} {mpeni}

_ m1+n1 m2+n2 mk‘l'nk _ mp__m; mg._ng_ Ny Nk

=D p; =Py =D1 P2 Px P1 P2 Dy

=ab
olup istenen elde edilir.

Tanim 1.5.36. Pozitif n tam sayis1i¢in 1 < a < n ve (a,n) = 1 olan a tam sayilarinin sayisi

genellikle ¢(n) ile gosterilir. Bu ¢ fonksiyonuna Euler fonksiyonu denir.

Teorem 1.5.37. Euler fonksiyonu ile ilgili asagidaki 6zellikler saglanir:
pelPise p(p)=p—1 =p(1—%) olur.
(i) p € P ve k € Z* ise p(p*) = p* —p*~1 = pk (1 — %) olur.

(iii)) m,n € Z*ve (m,n) = 1ise p(mn) = p(m)e(n) olur.

(iv) p1, D2, .., P birbirinden farkli asal sayilar ve 1 < i < k i¢in r; € Z*olmak {izere m =

r1, .12 Tk ;
12w %) "'pk 1S¢€

o(m) = o(pr)e(py’) - 0(p) =m (1 B i) (1 - %> (1 - %)

olur.

2 _ 3.:3) — _1 __ 1A

Ornek. ¢(1000) = ¢(2° - 5%) = 1000 (1 -2 (1-3) = 1000 - 3 - 2 = 400,
»(1500) = @(15-10%) = ¢(3-5-22-52) = @(22-3-53)

—1500(1 1)(1 1)(1 1)—1500 12 4—400
N 2 3 5/ 2 35

olur.
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1.6. MODULER ARITMETIK

Tanim 1.6.1. m sifirdan farkli bir tam say1 ve a, b € Z olsun. Egerm | a — b ise a, b ye m

modiiliine gore denktir denir ve a = b(modm) ile ifade edilir.

Not. m | a — b ise —m | a — b oldugundan bu boliimde aksi belirtiimedik¢e a = b(modm)

denkliginde m > 0 olarak alinacaktir.
Ornek: 15 = 3(mod4), 15 = 11(mod4), 15 = —5(mod4) olur.

Onerme 1.6.2. m modiiliine gore (yukarida) tanimlanan = bagintist Z de bir denklik

bagintisidir.

Ispat. Yansima: Hera € Zicinm | 0 = a — a oldugundan a = a(modm) olup = bagmntisinin

yansima 06zelligi vardir.

Simetri: a = b(modm) olan herhangi a, b € Z alalim. a = b(modm) oldugundan tanimdan
m | a — b olup Teorem 1.5.2 (viii) geregi m | —(a — b) = b — a olur. O halde tanimdan b =

a(modm) olup = bagintisinin simetri 6zelligi vardir.

Gegisme: a = b(modm) ve b = c(modm) olan herhangi a, b, c € Z alalim. a = b(modm)
ve b = c(modm) oldugundan tanimdan m | a — b ve m | b — ¢ olup Teorem 1.5.2 (v) geregi
ml|a—b+b—c=a—colur. Ohalde a = c(modm) olup = bagintisinin gegisme 6zelligi
vardir.

Boylece = bagintis1 Z de bir denklik bagintis1 olup istenen elde edilir.

Tamm 1.6.3. Z deki m modiiliine gore tanimlanan = denklik bagintisinin belirttigi denklik
siiflarina kalan simiflari denir ve m modiiliine gore tiim kalan siniflar1 kiimesi genellikle Z,,

ile gosterilir.
Not. Tanimdan bir a € Z nin kalan smifi a = {x € Z| m|a — x} = {x € Z| m|x — a} dir.

Ornek. 4 modiiliine gore

0

{..—12,-8,-4,04,8, ...},

|
I

{..—11,-7,-3,1,59,..},
2={.-10,-6,-22,6,10,..}
3={.-9-5-13,711,..},

4={.-8-404812..1=0



ve 5 = 1,14 = 2,—5 = 3 olur. Buna gére Z, = {0,1, 2, 3} olur.

Onerme 1.6.4. a = b(modm) olmasi igin gerek ve yeter kosul a ve b nin m ile béliimiinden

elde edilen kalanlarin ayn1 olmasidir.

Ispat. (=)a = b(modm) olsun. b nin m ile béliimiinden kalan r ve boliim g olsun. Bu
durumda b =gqm+7r ve 0 <r <m olur. a nin da m ile bélimiinden kalanin r oldugu
gosterilirse istenen elde edilir. a = b(modm) oldugundan tanimdan m | a —b olupa — b =
mk olacak sekilde 3 k € Z vardir. a — b = mk ve b = qm + r oldugundan a = b + mk =
gqm+r+mk = (q+ k)m + r olup burada q + k € Z ve 0 < r < m oldugundan a nin m ile

bolumiinden kalan r olur.

(<) a ve b nin m ile boliimiinden elde edilen kalanlar ayni olsun. Bu kalan sayiya r denilirse
bu durumda a = gym + r ve b = q,m + r olacak sekilde 3 q4,q, € Z vardir. a = gym + r ve
b=gm+r oldugundan a—b=qm+r—qgm—-r=(q, —q;)m olup ¢4 —q, €EZ

oldugundan m | a — b olur. O halde tanimdan a = b(modm) olup istenen elde edilir.
Sonug 1.6.5. a nin m ile béliimiinden kalan r ise a = r(modm) olur.

Ispat. a nin m ile béliimiinden kalan r olsun. Bu durumda a = qgm + r olacak sekilde 3 q € Z
vardir. a = qm + r oldugundan a — r = gm olup q € Z oldugundan m | a — r olur. O halde

a = r(modm) olup istenen elde edilir.

Not. Bir a € Z nin m ile bolimiinden kalan 0,1,2, ..., m — 1 tam sayilarindan biri oldugundan
m modiiliine gore a sinifi 6, I, z ..., m — 1 siiflarindan biridir. Ayrica m modiiliine gore
0,1,2,...,m — 1 smiflar1 birbirinden farklidir. O halde Ly = {6, 1,2,..,m— 1} olup m

elemanhdir.

Onerme 1.6.6. a = a;(modm) ve b = b;(modm) olsun. Bu durumda a+b =a; +

b;(modm) olur.

Ispat. a = a;(modm) ve b = b;(modm) oldugundan tanimdan m | a —a; ve m | b — b,
olup Teorem 1.5.2 (v)denm | a — a; + b — b; = (a + b) — (a; + by) olur. O halde tanimdan

a+ b = a; + b;(modm) olup istenen elde edilir.
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Tamm 1.6.7. @, b € Z,, i¢in @ ve b smiflarinin toplami @ @ b = a + b olarak tanimlanir.
Not. Onerme 1.6.6 dan @ isleminin Z,, de bir i¢ islem oldugu anlasilir.

Onerme 1.6.8. Z,,, de @ islemi i¢in asagidaki 6zellikler saglanir: Va, b, ¢ € Z,, igin

(i) a ® b = b @ a olur. (Degisme Ozelligi)

() a® (b D)= (adb) @ ¢ olur. (Birlesme Ozelligi)

(iii) a b 0=06a=adolur. ( 0 etkisiz elemandir)

(ivia® x = x ® a = 0 olacak sekilded x € Z,, vardir. (Ters eleman)

Ispat. @ isleminin tanin kullanilarak ispat kolaylikla yapilabilir.

Onerme 1.6.9. a = a,(modm) ve b = b;(modm) olsun. Bu durumda ab = a, b, (modm)

olur.

Ispat. a = a;(modm) ve b = b;(modm) oldugundan m | a —a; ve m | b —b; olup a —
a; = mk, ve b — b; = mk, olacak sekilde 3 k;, k, € Z vardir. Burada a = a; + mk; ve b =
by + mk, olup ab = (a, + mk,)(b, + mk,) = a;b; + m(a,k, + bk, + mk,k,) olur.
ab = a;b; + m(a,k, + b1k, + mk,k;) esitliginden ab — ab; = m(ak, + bk, +
mkyk,) olup a,k, + bk, + mk,k, € Z oldugundan m | ab — a, b, olur. O halde tanimdan

ab = a;b,(modm) olup istenen elde edilir.

Sonu¢ 1.6.10. a,; = b;(modm), a, = b,(modm), ..., a;, = b,(modm) olsun. Bu durumda

aa, ...ag = b1b2 bk(mOdm) olur.

Ispat. a; = b;(modm) ve a, = b,(modm) oldugundan Onerme 1.6.9 geregi a,a, =
b,b,(modm) olur. a;a, = b;b,(modm) ve a; = b;(modm) oldugundan yine Onerme 1.6.9
dan a,a,a; = b;b,b3(modm) olur. Boyle devam edilirse a;a, ...a, = byb, ... by(modm)

oldugu gosterilebilir.
Tamm 1.6.11. @, b € Z,, icin @ ve b smiflariin ¢arpimi @ O b = ab olarak tanimlanr.
Not. Onerme 1.6.9 dan © isleminin Z,,, de bir i¢ islem oldugu anlasilir.

Onerme 1.6.12. Z,,, de © islemi i¢in asagidaki 6zellikler saglanir: V @, b, ¢ € Z,, i¢in



@ a® b =b QO aolur. (Degisme Ozelligi)

) a® (b O =(a®b)® ¢ olur. (Birlesme Ozelligi)

(ii)@a®1=1Q a= aolur. (1 etkisiz elemandir)

(iv) a®0=00 a = 0 olur. (0 yutan elemandir)

Ispat. © isleminin tanim1 kullanilarak ispat kolaylikla yapilabilir.

Onerme 1.6.13. V@, b, ¢ € Z,, igin
aQb®o)=@Ob®d @O

olur. ( © isleminin @ islemi tizerine Dagilma Ozelligi)

Ispat. @ ve © islemlerinin tanimi kullamlarak ispat kolaylikla yapilabilir.

Omek: Zg da2-3=2-3=6=0,2-543 =104+49=44+43=7=Tve5-5=25=1

olur.

2. GRUPLAR

2.1. GRUP AKSIiYOMLARI

Tanim 2.1.1. G bostan farkli bir kiilme ve *, G de bir ikili (i¢) islem olsun. Eger * islemi
asagidaki  Ozellikleri  saglarsa  (G,*) cebirsel yapisina bir grup  denir.
G1) * isleminin G de birlesme 6zelligi vardir. Yani Va,b,c € G icina * (b *xc) = (a*b) xc

olur.

G2) G nin * islemine gore birim (etkisiz) elemani vardir. Yani 0yle e € G eleman1 vardir ki

Va€ Gicina*e =ex*a=aolur.

G3) G deki her elemanin * iglemine gore tersi vardir. Yani Va € G igin axx =x*xa=e

olacak sekilde 3 x € G vardir.

Sadece (G1) 6zelligini saglayan ( G,* ) cebirsel yapisina bir yar1 grup, (G1) ve (G2)

Ozelliklerini saglayan (G,*) cebirsel yapisina da monoid denir.
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Not. Onerme 1.4.5 ve Onerme 1.4.6 ya gore, bir grupta birim elemanin ve bir elemanin tersinin

teklikle belirli oldugu anlagilir.

Tanim 2.1.2. (G,*) bir grup olsun. Eger Va, b € G i¢ina * b = b * a ise bu gruba bir degismeli
grup veya Abel Grubu denir.

Ornek. Z tam sayilar kiimesi bildigimiz + islemine gore degismeli gruptur. (Q,+),
(R, +), (Q — {0},") ve (R — {0},") cebirsel yapilar1 birer degismeli gruptur. Pozitif tam sayilar

kiimesi bildigimiz - islemine gore hem bir yar1 grup hem de bir monoiddir.

Tamm 2.1.3. ( G,* ) bir grup ve G sonlu elemanl ise bu gruba sonlu grup denir, G nin eleman

sayisina da grubun mertebesi denir ve genellikle o (G) veya |G| ile gosterilir.

Not. Bir ¢ grubunda islemin sembolii 6zel olarak belirtilmemisse bazen bu sembol -ile
gosterilir. Grubun birim elemani da genellikle e; veya sadece e ile gosterilir. Eger G degismeli
grup ise burada islemin sembolii bazen + ile de gosterilir. Bu durumda Va € G i¢in a
elemaninin tersi genellikle —a ile gosterilir, grubun + islemine gore birim elemani da

genellikle 0, veya sadece 0 ile gosterilir.

Onerme 2.1.4. G bir grup olsun. Bu durumda a, b, ¢ € G olmak iizere

(i) ab = ac ise b = c (soldan kisaltma 6zelligi) ve

(ii) ac = bc ise a = b (sagdan kisaltma 6zelligi) olan kisaltma 6zellikleri saglanir.

Ispat. (i) ab = ac olsun. G bir grup oldugundan a elemanmin G de a™! tersi vardir. ab = ac

oldugundan a~*ab = a~ac olup eb = ec ve buradan da b = c elde edilir.
(ii) (1) deki ispat yontemi kullanilarak goriiliir.

Onerme 2.1.5. G bir grup olsun. Bu durumda V a, b € G igin

(i) ax = b olacak sekilde 3 x € G vardir ve tektir.

(ii) ya = b olacak sekilde teklikle belirli bir y € G vardir.

Ispat. Herhangi a, b € G alalim.



(i) G grubunda x = a™'b € G eleman: i¢in ax = aa™1h = eb = b olur. Simdi bu elemanin
tekligini gosterelim. ac = b olan herhangi ¢ € G alalim. ¢ = x oldugu gosterilirse istenen elde

edilir. ax = b ve ac = b oldugundan ac = ax olup kisaltma 6zelliginden ¢ = x olur.

1 elemam i¢in ya = ba~'a = be = b olur. Simdi bu elemanin

(ii) G grubunda y = ba~
tekligini gosterelim. da = b olan herhangi d € G alalim. d = y oldugu gosterilirse istenen elde

edilir. da = b ve ya = b oldugundan da = ya olup kisaltma 6zelliginden d = y olur.

Tamm 2.1.5. G bir grup, a € G ve e, G nin birim eleman1 olsun. n € Z olmak iizere

aa..a ,n> 0ise
N—_——
n tane

at={e ,n =0 ise
alal..al ,n<0ise
~_ — —

—n tane

olarak tanimlanir. Bu a™ elemanina a elemaninin n. kuvveti denir.

Ornek. G bir grup ve a € G olmak iizere a® = aaaaa, a™®> = a 'a la 'a*atvea’ =e
olur.
Onerme 2.1.6. G bir grup ve a, b € G olsun. Bu takdirde V m,n € Z*igin
(i) a™a™ = a™*" dir.
(i) (a™)™ = a™" dir.
(iii) G degismeli ise (ab)™ = a™b™ olur.
Ispat. Herhangi m,n € Z*alalim.
(i) Tanimdan a™a™ = aa ...aaa ..a = aa..a = a™*" olup istenen elde edilir.
m tane n tane m+n tane
(ii) Tanimdan ve (i) sikkindan
m+m+--+m
(a™™ = a™a™ ...a™ = a™tMagma™ ...am = =a nwe  =q™"
A — ~—~——
n tane n-—2 tane

olup istenen elde edilir.

(iii) G degismeli olsun. Bu durumda tanimdan
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(ab)™ = (ab)(ab) ...(ab) = (aa)(bb) (ab) ...(ab) = (aaa)(bbb) (ab) ...(ab) = - =

m tane m-—2 tane m-—3 tane

=aa..abb..b=amb™

Ny N
m tane m tane

elde edilir.

Sonug 2.1.7. Yukaridaki teorem V m, n € Z i¢in de saglanir. Yani G bir grup ve a, b € G olmak

lizere Vm,n € Z igin
(i) a™a™ = a™*™" dir.
(i) (@a™)™ = a™" dir.
(iii) G degismeli ise (ab)™ = a™b™ olur.

Not. Bir G degismeli grubundaki islem + sembolii ile gdsterilmigse G nin bir a elemaninin n.

kuvveti yerine genellikle kat tanimlanir.

Tamm 2.1.8. ( G, + ) degismeli grup ve a € G olsun. n € Z olmak lizere

ata+---+a, n > 0ise
n tane
na =< 0O¢, n =0 ise
(—a)+(—a)+ -+ (—a), n<O0ise
—n tane

olarak tanimlanir. Bu na elemanina a elemaninin n kati denir.
Onerme 2.1.9. (G, +) grup ve a,b € G olsun. V m,n € Z igin
(i) ma + na = (m + n)a olur.

(ii) m(na) = (mn)a olur.

(iii) n(a + b) = na + nb olur.

Teorem 2.1.10. G bostan farkli bir kiime ve *, G de bir i¢ islem olsun. * islemi birlesme

aksiyomu ile asagidaki kosullar1 saglasin.
(i) Oyle e € G vardir ki Va € G igin e * a = a olur (sol birim)

(ii) Va € G igin a’ * a = e olacak sekilde 3 a’ € G vardir ( a elemaninin sol tersi)



Bu durumda (G,*) bir gruptur.

Ispat. Herhangi a € G alalim. ii) kosulundan a’ * a = e olacak sekilde 3 a’ € G vardir.a’ € G
oldugundan ii) kosulundan a” * a’ = e olacak sekilde 3 a’’ € G vardir. Burada * isleminin
birlesme 6zelligi ve i) kosulundan a = e*xa = (a”’ *xa’) *a=a" x(a’' *a) = a" * e olur.
a=a"+e ve exe=e oldugundan * isleminin birlesme 6zelliginden a x e = (a'’ * e) *
e=a"*(exe)=a"*e=aolur. YaniVa € Gigina *e = e * a = a olup e eleman1 G nin

* islemine gore birim elemani olur.

Herhangi a € G alalim. ii) kosulundan a’ * a = e olacak sekilde 3 a’ € G vardir. a’ €
G oldugundan ii) kosulundan a” * a’ = e olacak sekilde 3 a’’ € G vardir. Burada * isleminin
birlesme 6zelligi ve i) kosulundan a =exa = (a"" *a')xa=a" *(a’' xa) = a’’ *e olur.
a=a" xe ve e, G nin * iglemine gore birim elemani oldugundan a = a”’ * e = a" olup a”’ *
a' = e oldugundan a * a’ = e olur. a * a’ = a’ * a = e oldugundan a’ elemani a nin G de *

islemine gore tersi olur. Yani G deki her elemanin G de * islemine gore tersi vardir.
Boylece (G,*) bir grup olup istenen elde edilir.

Teorem 2.1.11. G bostan farkli bir kiime ve *, G de bir i¢ islem olsun. * islemi birlesme

aksiyomu ile asagidaki kosullar1 saglasin.

(i) Oyle e € G vardirki V a € G igin a * e = a olur (sag birim)

(ii) VY a € G igin a * a’ = e olacak sekilde 3 a’ € G vardir ( a elemaninin sag tersi)
Bu durumda (G,*) bir gruptur.
Ispat. Teorem 2.1.10 daki ispat yontemi kullanilarak yapilabilir.

Teorem 2.1.12. G bostan farkli bir kiime; *, G de birlesme 6zelligine sahip bir i¢ islem ve
Vab€Gicinax*x=>b veyx*a=b olacak sekilde 3 x,y € G bulunabilsin. Bu durumda

(G,*) bir gruptur.

Ispat. G # @ oldugundan 3 a € G vardir. a € G oldugundan hipotezden e * a = a olacak
sekilde bir e € G vardir. Herhangi b € G alalim. a,b € G oldugundan hipotezden a * x = b
olacak sekilde 3 x € G vardir. Burada * isleminin G de birlesme 6zelliginden e * b = e * (a *
x)=(exa)*x=ax*x=>b olur. Yani Vb € G icin exb = b olup e eleman1 G nin *

islemine gore sol birim elemanidir. a € G keyfi olsun. e € G oldugundan hipotezden a’ * a =
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e olacak sekilde 3 a’ € G vardir. a’ * a = e oldugundan a’ elemani a nin G de * islemine gore
sol tersi olur. Yani G deki her elemanin G de * islemine gore sol tersi vardir. Boylece Teorem

2.1.10 geregi ( G,* ) bir grup olup istenen elde edilir.

Teorem 2.1.13. G bostan farkli sonlu bir kiime ve *, G de bir i¢ islem olsun. * igleminin

birlesme, sagdan ve soldan kisaltma 6zellikleri varsa ( G,* ) bir gruptur.

Ispat. * isleminin G de, birlesme, sagdan ve soldan kisaltma 6zelliklerinin varligim1 kabul

edelim. Herhangi a, b € G alalim.
fiG->Gx—>f(x)=ax*x

dontligiimiinii tanimlayalim. f nin bir fonksiyon oldugu ag¢iktir. f(x;) = f(x;) olan herhangi
X1, X3 € G alalim. f(x;) = f(x;) oldugundan a * x; = a * x, olup * isleminin soldan kisaltma
ozelliginden x; = x, olur. O halde f bire-bir olur. Burada G sonlu elemanli oldugundan
Onerme 1.3.9 geregi f aym zamanda 6rtendir. f drten ve b € G oldugundan f(x) = b olacak

sekilde 3 x € G vardir. f(x) = b oldugundan a * x = b olur. Benzer sekilde

g:G-oGy->gly)=y=*a
doniistimiinii tanimlayarak y * a = b olacak sekilde 3 y € G elemaninin varlif1 gosterilebilir.

O halde Teorem 2.1.12 den (G,*) bir grup olup istenen elde edilir.

Teorem 2.1.14. (G;,A) ve (G,, m) iki grup olsun. G; X G, kimesi V (aq, b;), (ay, b,) €
G, X G, i¢in (a4, by) * (ay, b,) = (a,Aa,, bymb,) ile taniml * islemine gore bir gruptur. Bu

gruba G; ve G, gruplarinin direkt carpimi denir.

Ispat. = isleminin G; X G, de bir i¢ islem oldugu aciktir. (G;,A) ve (G,, m) birer grup

oldugundan # isleminin tanimindan V (a4, b,), (a,, by), (as, b3) € G, X G, igin

(aq, by) * [(az, by) * (az, b3)] = (a4, by) * (a,Aaz, b,mbs) = (alA(azAa3), b1-(b2-b3))
= ((alAaz)Aa3, (b, .bz).bs) = (a,Aay, bymb,) * (az, bs)
= [(ay, by) * (az, by)] * (as, bs)

olup * isleminin G; X G, de birlesme 6zelligi vardir.

G, in A islemine gore birim eleman1 e; ve G, nin W islemine gore birim elemani e,

olsun. G; X G, nin (e, ;) elemanini alalim. Burada V (a, b) € G, X G, i¢in (a,b) * (e, e;) =



(ale,,bme,) = (a,b) ve (es, e;) *(a,b) = (e;Aa,e,mb) = (a,b) olup (e;,e;) eleman

G, X G, nin * iglemine gore birim elemani olur.

Herhangi (a, b) € G, X G, alalim. (G;,A) ve (G,, m) birer grup oldugundan aAx =
xAa = e; ve bmy = ymb = e, olacak sekilde 3 x € G; ve 3 y € G, vardir. G; X G, nin (x,y)
elemanini alalim. Burada (a,b) * (x,y) = (aAx,bmy) = (e;,e;) ve (x,y)*(a,b) =
(xAa, ymb) = (e, e,) olup (x,y) elemanm (a, b) nin G; X G, de * islemine gore tersi olur.

Yani G; X G, deki her elemanin G; X G, de * islemine gore tersi vardir.
Boylece G; X G, kiimesi * islemine gore bir grup olup istenen elde edilir.

2.2. ALT GRUPLAR

Tanim 2.2.1. G bir grup ve H, G nin bostan farkli bir alt kiimesi olsun. Eger H, G deki isleme
gore grup oluyorsa H ye G nin bir alt grubu denir ve genellikle H < G ile ifade edilir.

Not. Her grup kendisinin bir alt grubudur. G bir grup ve e, G nin birim eleman: ise {e} < G

olur.

Tanmim 2.2.2. G bir grup olsun. G nin varsa {e} ve G den farkli alt grubuna G nin bir 6z (has)

alt grubu denir.
Ornek. (Q — {0},") grubu (R — {0},") grubunun bir 6z alt grubudur.

Ornek. G = {—1,1,i,—i} kiimesi kompleks sayilarda bildigimiz carpma islemine gore 4.

mertebeden bir gruptur. H = {—1,1} kiimesi G nin 2. mertebeden bir 6z alt grubudur.
Teorem 2.2.3. H, G nin bir alt grubu ise H nin birim eleman1 ile G nin birim eleman1 aynidir.

Ispat. H < G olsun. H nin birim elemanina ey ve G nin birim elemanina da e; diyelim. e, =
e oldugu gosterilirse istenen elde edilir. ey, H nin birim elemani oldugundan ey e, = ey olur.
e;, G nin birim elemans ve ey € G oldugundan eye; = ey olur. eyey = ey ve eye; = ey
oldugundan eyey = eye; olup burada ey,e; € G ve G bir grup oldugundan kisaltma

ozelliginden ey = e, elde edilir.
Sonug¢ 2.2.4. H < G ise V a € H i¢in a elemaninin H deki tersi ile G deki tersi aynidir.

Teorem 2.2.5. G bir grup ve @ # H C G olsun. H nin bir alt grup olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul
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(i)Va,b€Hicinab € H ve
(ii) V a € H i¢in a™! € H olmasidir.

Ispat. (=) H < G olsun. Budurumda H, G deki isleme gore kendi basina bir grup olup teoremin

ifadesindeki (1) ve (i1) kosullar1 saglanir.

(&) Teoremin ifadesindeki (i) ve (ii) kosullar1 saglansin. (i) kosulundan G deki islemin H de
bir i¢ islem oldugu anlasilir. H € G oldugundan V a,b,c € H i¢in a,b,c € G olup G deki
islemin birlesme o6zelliginden a(bc) = (ab)c olur. O halde G deki islemin H de birlesme
ozelligi vardir. H # @ oldugundan 3 a € H vardr. (ii) kosulundan a™* € H olur. a,a™* € H
oldugundan (i) kosulundan e = aa™! € H olur. Ayrica H € G oldugundanV x € H i¢cinx € G
olup e, G nin birim elemani oldugundan xe = ex = x olur. O halde e, H nin G deki isleme gore
birim eleman1 olur. Herhangi a € H alalim. (ii) kosulundan a~! € H olur. Burada aa™?! =
a~'a = e ve e, H nin G deki isleme gore birim elemani oldugundan a™! elemani a nin H de G

deki isleme gore tersi olur. Yani H deki her elemanin G deki isleme gore tersi vardir. Boylece

H, G deki isleme gore bizzat bir grup olup H < G olur.

Teorem 2.2.6. G bir grup ve @ # H C G olsun. H nin bir alt grup olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul V a,b € H i¢in ab™! € H olmasidir.

Ispat. (=)H < G olsun. Bu durumda H, G deki isleme gére bizzat bir grup olup V a, b € H icin
ab~! € H oldugu agiktir.

(&)H # @ oldugundan 3 a € H vardir. a € H oldugundan hipotezden e = aa™! € H olur.
Yani G nin birim elemant H nin bir elemanidir. Herhangi ¢ € H alalim. e, ¢ € H oldugundan
hipotezden ¢~ = ec™ € H olur. Yani H deki her elemanin G deki tersi yine H nin bir
elemanidir. Herhangi x,y € H alalim. y € H ve H deki her elemanin G deki tersi H nin bir
eleman: oldugundan y~! € H olur. x,y~! € H oldugundan hipotezden xy = x(y )"t € H
olur. Yani V x,y € H i¢in xy € H olup G deki islem H de bir i¢ islem olur. G deki islemin H
de birlesme 6zelligi de G den saglanir. Béylece H, G deki isleme gore bizzat bir grup olup H <

G olur.

Teorem 2.2.7. G bir grup ve @ # H C G olsun. H nin bir alt grup olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul V a,b € H igin a™*bh € H olmasidir.

Ispat. Teorem 2.2.6 nin ispatia benzer sekilde yapilir.



Teorem 2.2.8. G bir grup ve H, G nin bostan farkli sonlu elemanli bir alt kiimesi olsun. Eger

Va,b € Hicinab € Hise H < G olur.
ispat. VY a,b € H i¢in ab € H olsun. Herhangi x € H alalim.
f:H->H,x- f(x)=ax

dontisiimiinii tanimlayalim. f nin bir fonksiyon oldugu ag¢iktir. f(x;) = f(x,) olan herhangi
X1, %y € H alalm. f(x;) = f(x,) oldugundan ax; = ax, olup G deki islemin soldan kisaltma
ozelliginden x; = x, olur. O halde f bire-bir olur. Burada H sonlu elemanli oldugundan
Onerme 1.3.9 geregi f ayn1 zamanda 6rtendir. f drten ve a € H oldugundan f(x) = a olacak
sekilde 3 x € H vardir. Burada ax = a = ae olup kisaltma 6zelliginden x = e olur. O halde
e € Holur. e € H ve f orten oldugundan f (y) = e olacak sekilde 3 y € H vardir. Buradaay =
eolupy = a 1 olur. Ohaldea™* € Holur. YaniV a € Higina™! € H olup ayricaV a,b € H
icin ab € H oldugundan Teorem 2.2.5 den H < G olur.

Teorem 2.2.9. Bir G grubunun birtakim alt gruplarinin kesisimi de G nin bir alt grubudur.

Ispat. {H;};c;, G nin alt gruplarinmn bir ailesi olsun. N;¢; H; < G oldugu gosterilirse istenen
elde edilir. Vi € I i¢in H; < G oldugundan e € H; olur. Vi € I i¢in e € H; oldugundan e €
Nie; H; olup N;e; H; # @ olur. Ayrica N;¢; H; € G oldugu da agiktir. Yani @ # N;¢; H; € G
olur. Herhangi a,b € N;¢; H; alalim. a,b € N;¢; H; oldugundan Vi € I icin a,b € H; olup
H; < G oldugundan ab™! € H; olur. Vi € I i¢in ab~! € H; oldugundan ab~! € N;¢; H; olur.
YaniV a,b € N H; icinab™! € N;¢; H; olup Teorem 2.2.6 dan N;¢; H; < G olur.

Tamm 2.2.10. G bir grup; A ve B,G nin iki alt kiimesi olsun. AB ={ab|a € AAD € B}
kiimesine A kiimesinin B kiimesine ¢arpim denir. Ozel olarak eger A = {a} seklinde tek
elemanli ise {a}B yerine genellikle aB yazilir, eger B = {b} seklinde tek elemanl ise A{b}
yerine genellikle Ab yazilir (hem A, hem de B tek elemanli ise parantez kaldirilmaz, sadece bir

tanesinde kaldirilabilir). Benzer tanim toplamsal grup i¢in de yapilabilir.

Teorem 2.2.11. G bir grup, H < G ve K < G olsun. Bu durumda HK < G olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul HK = KH olmasidir.

Ispat. (®)HK < G olsun. Herhangi x € HK alalm. x € HK ve HK < G oldugundan x~! €
HK olup x~! = hk olacak sekilde 3h € H ve 3k € K vardir. x~! = hk oldugundan x =
(x™1)™1 = (hk)™* = k7 h ! olur. Burada h € H ve H < G oldugundan h™! € H olur. k € K
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ve K < G oldugundan k™! € K olur. O halde x = k™*h™! € KH olur. Yani V x € HK i¢in x €
KH olup
HK c KH ... (1)

olur. Herhangi x € KH alalim. x € KH oldugundan x = kh olacak sekilde3 k € Kveah € H
vardir. x = kh oldugundan x~! = (kh)™! = h='k~! dir. Burada h € H ve H < G oldugundan
h™' € H dir. k € K ve K < G oldugundan k™! € K olur. O halde x™! = h™1k~! € HK i¢in
HK < G oldugundan x = (x~1)~! € HK bulunur. Yani V x € KH i¢in x € HK olup

KH c HK ... (2)
elde edilir. (1) ve (2) den HK = KH saglanir.

(&) HK = KH olsun. @ # H € G ve @ # K c G oldugundan @ # HK c G olur. Herhangi
x,y € HK alalim. x,y € HK oldugundan x = h,k; ve y = h,k, olacak sekilde 3 hy,h, € H
ve 3k, k, €K vardir. x = hk; ve y=hyk, oldugundan xy~! = hik,(hyk,)™! =
hik.k;*h;? olur. Burada k;,k, € K ve K < G oldugundan k,k,* € K olur. h, € H eleman
i¢in H < G oldugundan h;* € H dir. O halde k k;*h;* € KH = HK olup k k;*h;* = hgks
olacak sekilde 3h; € H ve ks € K vardir. ki k;h;' = h3k; oldugundan xy~! =
hik k; h;' = hyhsks esitligi saglamr. Burada hy, h; € H ve H < G oldugundan h,h; € H
olup ayrica k; € K oldugundan xy~! = h;h3k; € HK olur. YaniV x,y € HK iginxy~! € HK
olup Teorem 2.2.6 dan HK < G olur.

Ornek 1. S bostan farkl1 bir kiime olmak iizere S kiimesinde * islemi V a,b € Sigcina*b = a

ile tanimlansin. * igleminin birlesmeli oldugunu gosteriniz.

Coziim. * isleminin S de bir i¢ islem oldugu agiktir. Burada * isleminin tanimindan V a, b, ¢ €
Siginax(b*xc)=ave (a*xb)sc=axc=aolupax*x(b*xc)=a=(ax*b)*colur. O

halde * islemi birlesmeli olup istenen elde edilir.

Ornek 2. (G,°) bir grup olsun. G kiimesinde * islemi V a,b € G i¢in a * b = b o a olarak

tanimlansin. (G,*) cebirsel yapisinin bir grup oldugunu gosteriniz.

Coziim. * isleminin G de bir i¢ islem oldugu aciktir. * igleminin tanimi1 ve o isleminin birlesme
ozelliginden Va,b,c €G i¢in a*(bxc)=ax*(cob)=(cob)ca=co(boa)=(bo

a) * ¢ = (a * b) * c esitlikleri saglandigindan * isleminin G de birlesme 6zelligi vardir.



G nin o iglemine gore birim elemani e olsun. Bu durumda * igsleminin tanimindan V a € G igin
axe=eoa=aveex*a=ace = a csitlikleri saglandigindan e elemani1 G nin * iglemine

gore de birim elemanidir.

Herhangi a € G alalim. ( G,o ) bir grup oldugundan a elemaninin G de o islemine gore
tersi vardir. a elemaninin G de o islemine gore tersi x olsun. * isleminin tanimindan a * x =
xXoa=-evex*a=acocx = eolup x elemani a nin * islemine gore de tersi olur. Yani G deki

her elemanin G de * islemine gore tersi vardir.
Boylece (G,*) cebirsel yapisi bir grup olup istenen elde edilir.

Ornek 3. G bir grup a,b € G ve a®*b = ba® olsun. Eger a® = e ise ab = ba oldugunu
gosteriniz.
Coziim. a® =e olsun. Bu durumda a® =a olup a3b = ba® oldugundan ab = a®h =

a3a®b = a®ba® = ba®a® = ba® = ba olur ki bu da istenendir.

Odev. m,n € Z*olmak iizere m X n tipindeki reel matrisler kiimesinin matrislerde toplama

islemine gore degismeli grup oldugunu gdsteriniz.

Ornek 5. G degismeli grup ve n € Z* olsun. G,, = {a € G| 3 x € G i¢in a = x™} kiimesinin
G nin bir alt grubu oldugunu gosteriniz.

Coziim. e = e™ oldugundan e € G,, olup G,, # @ olur. Ayrica G, € G oldugu da agiktir. Yani
@ # G, C G olur. Herhangi a, b € G, alalim. a, b € G,, oldugundan a = x™ ve b = y™ olacak
sekilde 3x,y € G vardir. x,y € G ve G bir grup oldugundan xy~! € G olur. Burada G
degismeli oldugundan ab™! = x"(y")" 1 = x"y " = x"(y )" = (xy D)™ olup xy L € G
oldugundan G, nin tanimindan ab~! € G,, olur. Yani Va,b € G,, icin ab™! € G, olup

Teorem 2.2.6 dan G, < G olur.

2.3. DEVIRLIi GRUPLAR

Tamm 2.3.1. G bir grup ve M, G nin bir alt kiimesi olsun. G nin M yi kapsayan biitiin alt
gruplarinin kesisimine M nin iirettigi (dogurdugu) alt grup denir ve genellikle (M) ile ifade

edilir. M nin elemanlaria da (M) grubunun iiretecleri (doguraylari) denir.
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Not. H < G ve M C H ise tanimdan (M) c H oldugu anlasilir. Dolayisiyla (M), G nin M yi
kapsayan en kiigiik alt grubudur.

Not. G bir grup ve M = @ ise (M) = {e}dir.

Teorem 2.3.2. G bir grup ve @ # M C G olsun. Bu durumda

n n n
(M) = {allazz...arrl r€Z*,n,n,,...,n. €Zay,a,,...,a, € M} olur.

ny _np

ispat. A= {al a, ...afrl r € Zt,ny,ny,...,n. € Z,a4,0a,,...,0a, € M} diyelim. Va € M
icin a = a' € A olup M c A olur. Burada M # @ oldugundan A # @ olur. Ayrica A € G
oldugu da agiktir. Yani @ # A c G olur.
Herhangi x,y €A alalm. x,y €A oldugundan x =a;'ay?..a;,” ve y=
b;nlb;nz...b;ns olacak sekilde 3Ir,s€Z*, 3IAnyn,,...,n.,m;,m,...m;EZL ve
ng np,  ny

_ — MMy mg
day,ay,...,a,,by,by,...,bs €EM  vardir. x =a;"a,’...a, ve y=b"b,". .. b

oldugundan
-1 _ N1 M2 Ny (3,M1 3, M2 ms\~1 _ nq_n, Ny —Mgy —Ms_q -my
xyt=aitay?...a;m(byhy % bgt) = ajtay?...ar"hy b L by
olup burada n4,n,,...,n,, —mg,—mgy_4,...,—my; €Z ve a4,ay,...,a,,bs,bs_1,...,b; EM

oldugundan A nin tanimindan

— n n n -m —Mg— -m
xy ' =a;'a,’...a,"by Cb_*'...b; ' EA

olur. Yani Vx,y € A igin xy~! € A olup Teorem 2.2.6 dan A< G olur. M c Ave A< G
oldugundan (M) < A olur.

Herhangi x € A alalim. x € A oldugundan x = a;'a;?...a;" olacak sekilde 3 € Z*,
An4,n,,...,n. €EZ ve 1ay,a,,...,a, €M vardir. Burada a,,a,,...,a, € M ve M c (M)
oldugundan ay,a,,...,a, € (M)olup (M) < G oldugundan x = a;*a;?...a;" € (M) olur.
Yani Vx € A i¢in x € (M) olup A c (M) olur. Ayrica (M) < A oldugundan (M) = A =

n n n N g
{allazz...arrl r€Z*,n,n,,...,n. €Zay,a,,...,a, € M} olup istenen elde edilir.

Tamim 2.3.3. G bir grup ve M C G olmak iizere G = (M) ise G ye M ile iiretilmis grup denir.
G = (M) olacak sekilde G nin sonlu elemanli bir M alt kiimesi varsa G ye sonlu iiretilmis grup
denir. Eger G = ({a}) olacak sekilde 3 a € G varsa G ye a elemani ile iiretilmis devirli grup

denir ve genellikle G = (a) olarak yazilir.



Not. Teorem 2.3.2 den (a) = {a"|n € Z} olur. Eger burada G toplamsal grup olarak alinirsa a

elemaninin tirettigi devirli grup (a) = {na| n € Z} olur.

Teorem 2.3.4. G = (a) devirli bir grup olsun. Bu takdirde G nin mertebesinin sonlu olmasi igin

gerek ve yeter kosul a nin bazi farkli pozitif tam say1 kuvvetlerinin ayni olmasidir.

Ispat. (=) G nin mertebesi sonlu olsun. Eger a nin biitiin pozitif tam say1 kuvvetleri birbirinden
farkli olsa a, a?,a3,...,a",... elemanlarmin hepsi birbirinden farkli olup bunlarin sayis1 sonlu
olmadigindan ve bu elemanlarin hepsi G nin elemanlar1 oldugundan bu durum G nin
mertebesinin sonlu olmasiyla ¢elisir. O halde a nin bazi farkl pozitif tam say1 kuvvetleri esit
olup istenen elde edilir.

(&) a nin bazi1 farkli pozitif tam say1 kuvvetleri esit olsun. Bu durumda a™t = a™2 ve m, #
m, olacak sekilde 3 my, m, € Z* vardir. m; # m, oldugundan |m; — m,| € Z* olur. a™ =
a™z oldugundan a™ "™z = e ve a™2~™1 = e olup a™ "2 = ¢ olur. A = {k € Z*|a* = e}
kiimesini tanimlayalim. |m; —m,| € Z* ve al™~™2l = ¢ oldugundan A min tammindan
|m; —m,| € A olup A # @ bulunur. Ayrica A € Z* oldugu da agiktir. O halde A kiimesi bir
en kiigiik 7 elemanina sahiptir (Ciinkii pozitif tam sayilar kiimesi iyi siralidir). t € A oldugundan
t € Z* ve at = e olur. G nin a,d?,...,at = e elemanlarin1 géz 6niine alalim. s;,s, € Z* ve
1 < 54,5, < t olmak iizere a’t = a*2 olsun. a’t = a2 oldugundan a2 = e ve @525t = ¢
olup a'$17%2l = ¢ bulunur. 1<s,,s, <t oldugundan |s; —s,| <t olur. Eger burada
|s; — s,| # 0 olsa |s; — s,| € Z* olup ayrica als1~52! = e oldugundan |s; — s,| € A olur ki bu
da ¢ say1sinin A nin en kiigiik elemani olmasiyla geligir. O halde |s; — s,| = 0 olup s; = s, elde
edilir. Boylece a, a?,...,at = e elemanlan birbirinden farkl olur. Simdi H = {a,a?,...,at =
e} diyelim. Burada H c G oldugu agiktir. Herhangi x € G alalim. x € G =< a > oldugundan
x = a" olacak sekilde 3n € Z vardir. Burada t > 0 oldugundan #» ile ¢ ye kalanli bolme
uygulanirsa bu durumda n = qt +r ve 0 <r < t olacak sekilde 3 q,r € Z vardir. a* = e
oldugundan x = a™ = a?**" = q%a” = (a*)%a” = e%a” = a” olur. Burada eger r = 0 olsa
x=a"=a’ =e=a' € Holur. Egerr # Oolsaayrica0 < r < t oldugundan 1 < r < t olup
yinex =a” € H ={a,a?,...,a* = e}olur. Yani V x € G igin x € H olup G c H olur. Ayrica

H c G oldugundan G = H = {a,a?,...,at = e} olup G nin mertebesi sonlu (¢ (G) = t) olur.

Sonug 2.3.5. G = (a), t. mertebeden devirli bir grup olsun. Bu durumda t, a* = e olan k pozitif

tam sayilarm en kii¢iigiidiir. Ayrica G = {a, a?,...,a’ = e} olur.

Teorem 2.3.6. Devirli bir grubun her alt grubu da devirlidir.
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Ispat. G = (a) devirli bir grup ve H < G olsun. H nin de devirli oldugu gosterilirse istenen
elde edilir. Eger burada H = {e} ise H = (e) olup devirlidir. Kabul edelim ki H # {e} olsun.
H # {e} oldugundan 3 e # x € H vardir. x € H ve H c G oldugundan x € G = (a) olup x =
a® olacak sekilde 3 s € Z vardir. Burada x # e oldugundan s # O olur.a®* =x € Hve H < G
oldugundan a=5 = x~1 € H olur. a®,a™ € H oldugundan a!s' € H olur. s # 0 oldugundan
|s| € Z* olur. A = {k € Z*| a* € H} kiimesini tanimlayalim. |s| € Z* ve a!s! € H oldugundan
|s| € A olup A # @ olur. Ayrica A € Z* oldugu da agiktir. O halde A kiimesi bir en kiigiik ¢
elemanina sahiptir. t € A oldugundan t € Z* ve a € H olur. a® € H ve H < G oldugundan
(at) c H kapsamasi elde edilir. Herhangi x € H alalim. x € H ¢ G = {(a) oldugundan x = a™
olacak sekilde 3n € Z vardir. t € Z* oldugundan n sayisi ile ¢ ye kalanli bélme uygulanirsa
bu durumda n=qt+r ve 0 <r <t olacak sekilde 3 q,r € Z vardir. Burada x = a™ =
a?™*" = (at)9a” olup a” = (a') " 9x esitligi saglanir. at,x € H ve H < G oldugundan a” =
(a*)"9x € H bulunur. Burada eger r #+ 0 olsa 0 <7 <t olup a” € H oldugundan A nin
tanimindan r € A olur ki bu da ¢ sayisinin A nin en kii¢lik eleman1 olmasiyla celisir. O halde
r=0olupn=qt+7r=qtvex=a"=al = (a")? € (a*) dir. Yani Vx € H i¢in x € (at)

olup H c (at) olur. Ayrica (at) ¢ H oldugundan H = (at) olup H devirlidir.

Teorem 2.3.7. G = (a) sonsuz devirli bir grup ise G nin {e} den farkli her alt grubu da sonsuz

devirli bir gruptur.

ispat. G = (a) sonsuz devirli bir grup, H < G ve H # {e} olsun. Teorem 2.3.6 dan H de devirli
olup H = (b) olacak sekilde 3 b € H vardir. Simdi H nin mertebesinin sonlu olmadigi
gosterilirse istenen elde edilir. Aksini kabul edelim. Yani H nin mertebesinin sonlu oldugunu
kabul edelim. Bu durumda Teorem 2.3.4 den bt = b®2 ve s; # s, olacak sekilde 3 54,5, € Z
vardir. H = (b) ve H # {e} oldugundan b # e olur. b € H c G = (a) oldugundan b = a"
olacak sekilde 3n € Z vardir. b = a™ ve b # e oldugundan n # 0 olur. s; # s, ve n# 0
oldugundan ns; # ns, olur. b = a™ ve b*t = b%2 oldugundan a™t = (a™)%1 = b5t = b2 =
(a™)%2 = a™2 olup ns; # ns, ve G = (a) oldugundan Teorem 2.3.4 geregi G nin mertebesi
sonlu olur ki bu da G nin sonsuz devirli grup olmasiyla ¢elisir. O halde kabuliimiiz yanlis olup

H nin mertebesi sonlu degildir.

Teorem 2.3.8. G = (a), n. mertebeden devirli bir grup ise G nin her alt grubunun mertebesi
n yi boler ve n nin her pozitif ¢ boleni i¢in G nin mertebesi g olan bir ve yalniz bir tane alt grubu

vardir. Eger burada s € Z* olmak lizere n = sq ise bu mertebesi g olan alt grup (a®) olur.



Ispat. G nin herhangi A alt grubunu alalim. Teorem 2.3.6 dan A da devirli olup A = (a*)
olacak sekilde 3 x € Z vardir. o (A) = m diyelim. o (4) = m oldugundan m sayis1 a** =
(a*)¥ = e kosuluna uyan k pozitif tam sayilarin en kii¢iigiidiir. o (G) = n oldugundan Sonug
2.3.5 geregi n sayis1 a® = e kosuluna uyan k pozitif tam sayilarin en kiiciigiidiir. m € Z*
oldugundan n sayisi ile m ye kalanli bélme uygulanirsa bu durumdan =gqm+rve 0 <r <
m olacak sekilde 3q,7r €Z vardir. Burada e =e* = (a")* = a*" = g*¥@m+") =
(a*™)a*" = e9a*" = a*" olur. a*" = e, 0 < r < m ve m sayis1 a** = e kosuluna uyan k
pozitif tam sayilarin en kii¢iigii oldugundan r = 0 olup n = gm + r = gm ve buradan da
o (A) = m|n elde edilir. Yani G nin her alt grubunun mertebesi n yi boler.

Simdi n nin herhangi q pozitif bolenini alalim. s € Z* olmak iizere n = sq olsun. H =
(a¥) ve o (H) = t diyelim. o (G) = n oldugundan Sonug 2.3.5 den n sayis1 a® = e kosuluna
uyan k pozitif tam sayilarin en kiiciigiidiir. o (H) = t oldugundan ¢t sayis1 a** = (a®)* = e
kosuluna uyan k pozitif tam sayilarin en kiigigli olup q € Z* ve a®? = a™ = e oldugundan
t < q olur. a*t = e, st € Z* ve n sayisi a® = e kosuluna uyan k pozitif tam sayilarin en
kiigtigii oldugundan sq = n < st olup burada s € Z* oldugundan g < tolur. t <qveq <t
oldugundan o (H) =t = q olur. Son olarak G nin mertebesi q olan herhangi K alt grubunu
alalim. K = H oldugu gosterilirse istenen elde edilir. K < G = {(a) oldugundan Teorem 2.3.6
dan K da devirli olup K = (a”) olacak sekilde 3 y € Z vardir. s € Z* oldugundan y sayist ile
s ye kalanli bdélme uygulanirsa bu durumda y = ps + r ve 0 < r < s olacak sekilde A p,r €
Z vardir. o (K) =q oldugundan a”? = (a¥)? =e olup y=ps+r ve a*?=a"=e
oldugundan e = a¥ = aP$*M4 = qP51q™ = (@%1)Pa" = ePa™ = a"? esitligi saglanir.
Eger burada r # 0 olsa 0 < r < s olup g > 0 oldugundan 0 < rq < sq = n bulunur. Burada
a™ = e oldugundan bu durum n sayismin a* = e kosuluna uyan k pozitif tam sayilarm en
kiigiigii olmastyla geligir. O halde r = 0 olup y = ps +r = ps + 0 = ps dir. Bu durumda
a’ =aP* = (a®)P € (a®°) = H olup H < G oldugundan K = (a”) c H olur. K € H ve o

(K) =o (H) = q oldugu goz oniine alinirsa K = H olup istenen elde edilir.

Tamim 2.3.9. G bir grup ve a € G olsun. a elemaninin tirettigi {(a) devirli grubunun mertebesine

a elemanimin mertebesi denir ve genellikle o (a) ile gosterilir.

Not. O halde © (a), a™ = e kosulunu saglayan n > 0 tam sayilarinin arasinda en kii¢iigtidiir.

Toplamsal gruplarda o (a), na = e kosulunu saglayan n > 0 tam sayilarinin en kii¢tigtidiir.
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Teorem 2.3.10. G bir grup, a € G ve o (a) = n olsun. m € Z olmak {izere a™ = e olmasi igin

gerek ve yeter kosul n|m olmasidir.

Ispat. (=) a™ = e olsun. o (a) = n oldugundan n sayis1 a¥ = e olan k pozitif tam sayilarin
en kiigigiidiir. n € Z* oldugundan m sayisi n ile kalanli olarak boliinebilir. Bu durumda m =
gn+r ve 0<r <n olacak sekilde 3q,r €Z vardir. a" =a"*=e ve m=qn+r
oldugundan e = a™ = a?*" = (a™)%a” = e%a” = a” olur. Eger buradar # 0 olsa 0 < r <
nolup a” = e oldugundan bu durum n sayisinin a* = e olan k pozitif tam sayilarin en kii¢iigii
olmasiyla gelisir. O halde r = 0 olup m = qn + r = qn ve buradan da n|m elde edilir.

(&) n|m olsun. Bu durumda m = nc olacak sekilde 3 ¢ € Z vardir. o (a) = n oldugundan
a™ = e olur. Bu durumda m = nc oldugundan a™ = a"¢ = (a™)¢ = e = e olup istenen elde

edilir.

Teorem 2.3.11. G = (a),n. mertebeden devirli bir grup olsun. s € Z olmak {izere a°
elemaninin G nin bir ireteci (yani G = (a®) olmasi igin gerek ve yeter kosul (s,n) =1
olmasidir.

Ispat. () s € Z olmak iizere G = (a®) olsun. a € G =< a® > oldugundan a = (a*)* = a**
olacak sekilde 3 x € Z vardir. a = a’ oldugundan al™5* =e olup o (a) =0 (G) =n
oldugundan Teorem 2.3.10 dan n|1 — sx olur. n|1 — sx oldugundan 1 — sx = ny olacak
sekilde 3y €Z vardir. 1—sx =ny oldugundan sx +ny =1 olup burada x,y € Z
oldugundan Onerne 1.5.16 dan (s,n) = 1 bulunur.

(&) (s,n) = 1 olsun. Bu durumda Onerme 1.5.16 dan sx + ny = 1 olacak sekilde 3 x,y € Z
vardir. o (a) =o(G) =n oldugundan a"™ =e bulunur. O halde a =al! = as*t" =
(@a®)*(a™)? = (a*)*e¥ = (a®)* € (a®)olup (a°) < G oldugundan G = (a) < (a®)kapsamasi
elde edilir. Ayrica (a®) € G oldugundan G = (a®) bulunur. Boylece a® elemanmin G nin

iiretect oldugu goriiliir.

Teorem 2.3.12. G = (a) sonsuz devirli bir grup ise iiretecleri sadece a ve a™?! olur.

Ispat. G = {(a) sonsuz devirli bir grup olsun. a = (a™)~* € (a™!) ve {a!) < G oldugundan
G = (a) c(a~!) olup ayrica (a~!) € G oldugundan G = (a~1)esitligi elde edilir. Simdi s €
Z olmak tizere G = (a®) olsun. s = 1 veya s = —1 oldugu gosterilirse istenen elde edilir. a €
G = (a®) oldugundan a = (a*)* = a** olacak sekilde 3 x € Z vardir. Eger burada 1 # sx olsa

1

a' = a = a’** ve G = (a) oldugundan Teorem 2.3.4 den G nin mertebesi sonlu olur ki bu da



G = (a) nin sonsuz devirli grup olmasiyla gelisir. O halde 1 = sx iken s|1 olur. s|1 ve 1 in

bolenleri sadece 1 ve —1 oldugundan s = 1 veya s = —1 olup istenen elde edilir.

Ornek. Z tam sayilar kiimesi bildigimiz + islemine gore 1 ile iiretilmis sonsuz devirli gruptur.

Ornek. G = {1,—1,i,—i} kiimesi kompleks sayilarda bildigimiz carpma islemine gore i

elemani ile tiretilmis 4. mertebeden devirli bir gruptur.

Ornek. (Z, +) grubunun her alt grubu devirli oldugundan (Z, +) grubunun alt gruplari m € Z
olmak iizere (m) = mZ = {mk|k € Z} seklindedir.

Ornek. G = (a), 20. mertebeden devirli bir grup olsun. Bu grubun

(i) Alt gruplarini belirtiniz.

(ii) Mertebesi 4 olan elemanlarini bulunuz.

(iii) Mertebesi 5 olan elemanlarini bulunuz.

Coziim. (i) G = (a), 20. mertebeden devirli grup oldugundan Teorem 2.3.8 den G nin her alt
grubunun mertebesi 20 sayisin1 boler ve 20 nin her pozitif ¢ boleni i¢in G nin mertebesi g olan
bir ve yalniz bir alt grubu vardir. Burada s € Z* olmak {izere 20 = sq ise bu mertebesi g olan
alt grup (a®) olur. 20 nin pozitif bélenleri 1, 2, 4, 5, 10 ve 20 sayilaridir. Buna gore,

20 = 20 - 1 oldugundan G nin mertebesi 1 olan alt grubu (a?°) = {e} ve mertebesi 20 olan alt
grubu (a') = G olur,

20 = 10 - 2 oldugundan G nin mertebesi 2 olan alt grubu (al®) = {al?, a?° = e} ve mertebesi

10 olan alt grubu {(a?) = {a?, a*, a®, a8, a'®, al?, a'*,a'®, a'®, a2 = e} olur,

15

20 = 54 oldugundan G nin mertebesi 4 olan alt grubu (a®) = {a°, a'® a'® a2’ = e} ve

16

mertebesi 5 olan alt grubu (a*) = {a*, a8, a'?,a®, a?° = e} olur.

Sonug olarak G nin alt gruplar (a') = G, (a?),{(a*),{(a®),(a'®) ve (a?’) = {e}olur.

(ii) 20 = 5 - 4 oldugundan Teorem 2.3.8 den G nin mertebesi 4 olan tek alt grubu (a®) =

10 15 15

{a®,a'®, a'®,a?® = e} olur. Teorem 2.3.11 geregi (a®) = {a®, a'®, a'® a?® = e} grubunun

tiretecleri s € Z, 1 < s < 4 ve (s,4) = 1 olmak iizere (a®)° = a® seklindedir. Burada 1 <

s <4 ve (s,4) = 1 kosuluna uyan s tam sayilar1 1 ve 3 oldugundan G nin mertebesi 4 olan

53 — 415

elemanlar1 a®>! = a® ve a olur.

(iii) 20 = 4 - 5 oldugundan Teorem 2.3.8 den G nin mertebesi 5 olan tek alt grubu (a*) =

{a* a8 a'?,a'®, a®® = e} olur. Teorem 2.3.11 geregi (a*) = {a* a8 a'? a’® a?® = e}
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grubunun iiretecleri s €Z, 1 <s <5 ve (s,5) = 1 olmak iizere (a*)S = a** seklindedir.
Burada 1 < s <5 ve (s,5) = 1 kosuluna uyan s tam sayilar1 1, 2, 3 ve 4 oldugundan G nin

mertebesi 5 olan elemanlar1 a*?! = a*, a*? = a8, a*3 = a'? ve a** = a'® olur.

Not. G = (a), n. mertebeden devirli bir grup olsun. Bu durumda
(i) G nin alt gruplari sayis1 n nin pozitif bolenleri sayisidir.
(ii) G nin tretegleri sayis1 @ (n) olur.
(iii) g, n nin bir pozitif boleni olmak lizere G nin mertebesi g olan elemanlar1 sayis1

¢(q) olur.

2.4. NORMAL ALT GRUPLAR

Teorem 2.4.1. G bir grup ve H < G olsun. ¢ de = bagmtisim1 a,b € G olmak {izere
a =g b(modH) & ab™! € H ile tammlayalim. Bu takdirde = bagintis1 G de bir denklik
bagintisidir.

Ispat. Yansima: V a € G i¢in aa™! = e € H oldugundan a = a(modH) olup = bagmtisinin
yansima 0zelligi vardir.

Simetri: a = b(modH) olan herhangi a, b € G alalim. a = b(modH) oldugundan ab™! € H
olup H < G oldugundan ba™! = (b71) a1 = (ab™1)~1 € H olur. O halde b = a(modH)
olup = bagintisinin simetri 6zelligi vardir.

Gegisme: a = b(modH) ve b = c(modH) olan herhangi a, b, ¢ € G alalim. a = b(modH) ve
b = c(modH) oldugundan ab~1,bc™! € H olup H < G oldugundan ac™! = ab~bc ' € H
olur. O halde a = c(modH) olup = bagintisinin gegisme 6zelligi vardir.

Boylece = bagintis1 G de bir denklik bagintisi olup istenen elde edilir.

Teorem 2.4.2. Yukaridaki = denklik bagintisina gore bir a € G elemaninin denklik simifi G
nin a = Ha = {ha|h € H} alt kiimesidir.
Ispat. Herhangi x € @ alalim. x € @ oldugundan x = a(modH) olup xa~! € H olur. Burada
xa~! = h denilirse h € H olur. xa™! = h oldugundan x = ha olup h € H oldugundan x =
ha € Ha bulunur. O halde

ac Ha (1)



kapsamasi bulunur. Herhangi x € Ha alalim. x € Ha oldugundan x = ha olacak sekilde 3 h €
H vardir. x = ha oldugundan xa™! = h € H olup x = a(modH) denkligi saglanir. O halde
X € a olup

Hacua (2)
kapsamasi elde edilir. (1) ve (2) den @ = Ha = {ha|h € H} olup a = Ha esitligi saglanir.

Teorem 2.4.3. G bir grup ve H < G olsun. G de =; bagintist a, b € G olmak iizere

a =, b(modH) ®a'beH
ile tanimlansin. Bu takdirde =; bagintisi G de bir denklik bagintisidir ve bu bagintiya gore bir
a € G elemaninin denklik sinifi G nin a = aH = {ah|h € H} alt kiimesidir.

Ispat. Teorem 2.4.1 ve Teorem 2.4.2 nin ispatlarina benzer sekilde yapilir.

Yukaridaki teoremlerin ifadelerinde gecen Ha ya a elemaninin H alt grubuna gore sag

denklik smnifi, aH ye de a elemaninin H alt grubuna gore sol denklik sinifi denir.

Teorem 2.4.4. G bir grup, H < G ve H sonlu elemanli olsun. Bu durumda H alt grubuna gore
biitiin sag ve sol denklik siniflarinda sonlu sayida eleman olup her birinde ayn1 sayida eleman
bulunur.
Ispat. Herhangi a € G alalim.

fiH - Ha,x - f(x) = xa
donistimiini tanimlayalim. f nin bir fonksiyon oldugu agiktir. f(x;) = f(x,) olan herhangi
X1, Xy € H alalm. f(x;) = f(x,) oldugundan x;a = x,a olup kisaltma 6zelliginden x; = x,
olur. O halde f bire-bir olur. Herhangi y € Ha alalim. y € Ha oldugundan y = xa olacak
sekilde 3 x € H vardir. Burada f nin tanimindan f(x) = xa = y olup f ortendir. f: H - Ha
bire-bir ve Orten bir fonksiyon ve H sonlu elemanli oldugundan Ha da sonlu elemanli ve
s(Ha) = s(H) =o (H) olur. Benzer sekilde

g:H—-aH,x - g(x) = ax
dontisiimiinii tanimlayarak aH kiimesinin de sonlu elemanli ve s(aH) = s(H) =o (H) oldugu
benzer sekilde gosterilir. Yani H alt grubuna gore biitiin sag ve sol denklik siniflarinda sonlu

sayida eleman olup ayni sayida eleman bulunur.

Not. H < G ise He = eH = H oldugundan H, e elemaninin H ye goére hem sag, hem de sol
denklik sinifidir.
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Teorem 2.4.5 (Lagrange Teoremi). Sonlu bir grubun her alt grubunun mertebesi grubun
mertebesini boler.

Ispat. G sonlu bir grup ve H < G olsun. o (G) =n ve o (H) = k diyelim. k|n oldugu
gosterilirse istenen elde edilir. G sonlu bir grup oldugundan G de H ye gore sag denklik
siiflarinin sayist da sonludur. Kabul edelim ki G de H ye gore birbirinden farkli sag denklik
siniflarinin ailesi {Ha,, Ha,, ..., Ha,} olsun. Burada a,, a,, ..., a; € G,t € Z* dir. Bu durumda
{Ha,,Ha,,...,Ha,} ailesi G nin bir ayristmidir. Bir kiime tizerindeki denklik bagintisina gore
olusan denklik simiflari, o kiimenin bir ayrisimini verdiginden n =s(G) =s(Ha,) +
s(Ha,)+...+s(Ha,) yazilir. Diger taraftan Teorem2.4.4denl < i < tigins(Ha;) =° (H) =
k olur. O halde n = s(Ha;) + s(Hay)+...+s(Ha,) = k + k+...+k = kt esitlignden k|n

t tane

olur ki bu da istenendir.

Sonu¢ 2.4.6. G sonlu bir grup ve H < G ise G de H alt grubuna gore sag ve sol denklik

siiflarinin sayis1 aynidir. Bu sayiya H alt grubunun G igindeki indeksi denir ve genellikle

(G: H) ile gosterilir. Ayrica (G: H) = % olur.

Ispat. G = U!_, Ha; ve her sag denklik siifinda ayni sayida, o (H) eleman oldugundan istenen

elde edilir.

Sonug 2.4.7. G sonlu grup ve o (G) = nise V a € G i¢in o (a)|n dir. Boylece a™ = e olur.

Ispat. a € G ve H = (a) < G olsun. Lagrange Teoremine gore m =o (H) =o (a)|e (¢) =n
olur. Boliinebilme tanimi geregi n = mt olacak sekilde t € Z vardir. Dolayisiyla a™ =

(a™)t = e bulunur.

Teorem 2.4.8. N < G olsun. Asagidaki ifadeler birbirine denktir:

(i)Va€e GveVx€Nicinaxa™! € N dir.

(ii) Va € G i¢cinaNa™! c N dir.

(iii) Va € G icin aNa™! = N dir.

(iv) Va € G igin aN = Na dur.

Ispat. (i) = (ii) YVa €G ve Vx €N igin axa™* € N olsun. Bu durumda Va € G igin
aNa~! = {axa™'|x € N} c N olup istenen elde edilir.

(ii) = (iii) YV a € G i¢cin aNa~! c N olsun. Herhangi a € G alalim. Hipotezden aNa™! c N

olur. a™! € G oldugundan hipotezden a™*Na = a *N(a')"* € N olur. Herhangi x € N



alalim. y = a~1xa diyelim. Buraday = a~'xa € a'Na i¢in a~*Na c N oldugundan y € N

1

olur. Bu durumda x = aa™'xaa™! = aya™! € aNa™! oldugundan N c aNa~! kapsamasi

1 = N esitligi elde edilir. Yani V a € G igin

bulunur. Ayrica aNa™! c N oldugundan aNa~
aNa~! = N olup istenen elde edilir.
(iii) = (iv) Ya € G i¢in aNa™! = N olsun. Herhangi a € G alahm. aN = Na oldugu

1 = N olur. Herhangi x € aN alalim. x € aN

gosterilirse istenen elde edilir. Hipotezden aNa™
oldugundan x = an olacak sekilde 3n € N vardir. x = an oldugundan xa™! = ana™?! €
aNa~! = N iken m = xa™~?! denilirse m € N olur. O halde x = xa~'a = ma € Na olup

aN c Na ... (1)

kapsamasi bulunur. Herhangi x € Na alalim. x € Na oldugundan x = na olacak sekilde 3 n €

1 -1 _ 1

N vardir. x = na oldugundan xa ! =n € N = aNa™?! olup xa ata™" olacak sekilde
3t € N vardir. xa™! = ata™! esitliginde kisaltma 6zelliginden x = at € aN olup

Na caN ... (2)
kapsamasi bulunur. (1) ve (2) den aN = Na olup istenen elde edilir.
(iv)=> (i) Ya € G ig¢in aN = Na olsun. Herhangi a € G ve herhangi x € N alalim.
Hipotezden aN = Na olur. a € G ve x € N oldugundan ax € aN = Na olup ax = na olacak
sekilde 3 n € N vardir. ax = na oldugundan axa™ =n € N olur. YaniVa € G ve Vx € N

i¢in axa™! € N olup istenen elde edilir.

Tamm 2.4.9. Teorem 2.4.8 in denk kosullarindan birini saglayan G nin N alt grubuna normal

alt grup denir ve N < G ile ifade edilir.

Not. G bir grup ise G < G ve {e} < G olur.

Not. G degismeli grup ise G nin her alt grubu normaldir.

Not. N < G ise N ye gore tanimlanan sag ve sol denklik siniflar1 aynidir.

Teorem 2.4.10. G bir grup olsun. G nin birtakim normal alt gruplarinin kesisimi de bir normal

alt gruptur.

Ispat. {N,};c;, G nin normal alt gruplarinin bir ailesi olsun. N;¢; N; < G oldugu gosterilirse
istenen elde edilir. Vi € [ i¢cin N; < G oldugundan N; < G olup Teorem 2.2.9 dan N;¢; N; < G
olur. Herhangi a € G ve herhangi x € N;¢; N; alalim. x € N;¢; N; oldugundan Vi € [ i¢in x €

N; olup N; < G oldugundan normal alt grup tanim geregi axa ! € N; olur. Vi € I igin
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axa~! € N; oldugundan axa™! € N;¢; N; olur. Yani Va € G ve ¥V x € N N; igin axa™! €

N;e; N; olup tanimdan N;e; N; < G olur.

Not. N<G olsun. G de N ye gore sol (veya sag) denklik siniflarinin kiimesi G /N ile gosterilir.
Yani G/N = {aN|a € G} = {Nala € G} olarak tanimlanir.

Teorem 2.4.11. N < G ise a,b € G olmak lizere V aN,bN € G /N igin
(aN)(bN) = (ab)N olur.

Ispat. N < G olsun. a,b € G olmak iizere herhangi aN,bN € G/N alalm. (aN)(bN) =
(ab)N oldugu gosterilirse istenen elde edilir. Herhangi x € (aN)(bN) alalim. x € (aN)(bN)
oldugundan x = x;x, olacak sekilde 3 x; € aN ve 3 x, € bN vardir. x; € aN ve x, € bN
oldugundan x; = an; ve x, = bn, olacak sekilde 3 ny,n, € N vardir. Burada x = x;x, =
an,bn, olur. n; € N oldugundan n.b € Nb olur. N < G oldugundan Nb = bN olup n,b €
Nb = bN dir. O halde n,b = bn; olacak sekilde 3 n; € N vardir. Bu durumda x = an,bn, =
abnsn, olur. Burada ns,n, € N ve N < G oldugundan nzn, € N olup x = abnsn, € (ab)N
olur. Boylece V x € (aN)(bN) igin x € (ab)N olup

(aN)(bN) c (ab)N (D)

kapsamasi bulunur. Herhangi x € (ab)N alalim. x € (ab)N oldugundan x = abn olacak
sekilde 3 n € N vardir. Burada x = abn = aebn olur. e,n € N oldugundan ae € aN ve bn €
bN olur. O halde x = aebn € (aN)(bN) olup

(ab)N c (aN)(bN) (2)

kapsamasi bulunur. (1) ve (2) den (aN)(bN) = (ab)N olup istenen elde edilir.

Teorem 2.4.12. N < G ise G/N, a,b € G olmak tizere V aN,bN € G /N igin (aN) * (bN) =
(aN)(bN) ile taniml1 * iglemine gore bir gruptur.
Ispat. N < G olsun. G # @ oldugundan G/N # @ olur. Teorem 2.4.11 den a,b € G olmak
tizere V. aN,bN € G/N igin (aN) * (bN) = (aN)(bN) = (ab)N € G/N olup * islemi G/Nde
bir i¢ islem olur.

* 1gleminin tanim1 ve Teorem 2.4.11 den a, b, c € G olmak iizere V aN, bN,cN € G/N
i¢in

(aN) = [(bN) = (cN)] = (aN) * [(bc)N] = (a(bc))N = ((ab)c)N
= [(ab)N] * (cN) = [(aN) * (bN)] * (cN)



olup * isleminin G/N de birlesme 6zelligi vardir.

G/N nin eN = N elemanini alalim. * isleminin tanimi1 ve Teorem 2.4.11 den a € G
olmak tizere V aN € G/N i¢in (aN) = (eN) = (ae)N = aN ve (eN) = (aN) = (ea)N = aN
olup eN = N eleman1 G/N nin * islemine gore birim elemani olur.

a € G olmak iizere herhangi aN € G/N alalm. G/N nin a !N elemanim alirsak *
isleminin tanim1 ve Teorem 2.4.11 den (aN) * (a™*N) = (aa"*)N = eN = N ve (a™IN) =
(aN) = (a *a)N = eN = N olup a !N eleman1 aN elemaninin G/N de  islemine gore tersi
olur. Yani G/N deki her elemanin G/N de * islemine gore tersi vardir.

Boylece G /N kiimesi * islemine gore bir grup olup istenen elde edilir.

Not. Teoremdeki * sembolii yerine de genellikle - sembolii kullanilacaktir. Ayrica (aN)(bN)

ve (ab)N gibi ifadelerde parantezler konulmayacaktir.
Tanim 2.4.13. N < G ise G/N grubuna, G nin N ye gore boliim grubu denir.

Teorem 2.4.14. G sonlu bir grup ve N < G olsun. Bu durumda G /N de sonlu bir gruptur ve

° (%) = g\g olur.

ispat. G/N = {aN|a € G} ve G sonlu elemanli oldugundan G /N de sonlu elemanli olur. Ayrica

G /Nnin tanim1 ve Sonug 2.4.6 geregio (G/N) = (G:N) = % olup istenen elde edilir.

Not. G abel grup ise toplamsal degismeli oldugundan her alt grubu normal olur. O halde G nin
her alt grubuna gore boliim grubu tanimlanabilir. Burada boliim grubundaki islem de genellikle

+ ile ifade edilir. N < G ve a € G ise a nin denklik ssmifia = a + N = {a + x|x € N} olur.

Teorem 2.4.15. Bir grubun indeksi 2 olan her alt grubu bir normal alt gruptur.

Ispat. G bir grup ve N, G nin G icindeki indeksi 2 olan bir alt grubu olsun. N < G oldugu

gosterilirse istenen elde edilir. x € G olmak iizere
xENoelxeNoe=, x(modN) © N =eN = xN

ve

xENo©xeleN o x=e(modN) © Nx=Ne=N

denklikleri vardir. Herhangi a € G alalim. Eger a € N ise yukaridaki denkliklerden aN = N
ve Na = N olup aN = Na olur. Kabul edelim ki a € N olsun. Bu durumda yine yukaridaki
denkliklerden aN # N ve Na # N olur. aN # N ve (G: N) = 2 oldugundan G de N ye gore
sol denklik siniflarinin ailesi {aN, N} olup bu aile G nin bir ayrisimi oldugundan G = aNUN
ve aNNN = @ olur. Bu durumda aN = G — N olur. Na # N ve (G: N) = 2 oldugundan G de
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N ye gore sag denklik siiflarinin ailesi {Na, N} olup bu aile G nin bir ayrigimi oldugundan
G = NaUN ve NaNN = @ olur. BudurumdadaNa = G — Nolur.aN =G —NveNa =G —

N oldugundan aN = Na olur. Yani ¥ a € G i¢in aN = Na olup tanimdan N < G olur.

Teorem 2.4.16. N < G olsun. N < K < G ise N < K ve K/N < G/N olur. Eger ayrica N <
K <G ise K/N < G/N olur. Tersine, G/N nin alt gruplart N < T < G olmak tizere T/N
seklinde ve normal alt gruplarida N < T < G olmak tizere T /N seklindedir.
Ispat. N < K < G olsun. Herhangi a € K ve herhangi x € N alalm. a €K ve K <G
oldugundan a € G olur. Ayrica x € N ve N < G oldugundan axa™! € N olur. Yani Va € K
ve V x € N igin axa™! € N olup ayrica N < K oldugundan normal alt grup tanimi geregi N <
K olur. N < K oldugundan K /N boliim grubu anlamlidir. Ayrica K/N € G/N ve K /N bolim
grubundaki i¢ islem G /N grubundaki i¢ islem oldugundan K/N < G/N olur. Simdi kabul
edelim ki N < K < G olsun. Herhangi a € G i¢in aN € G/N ve herhangi x € K i¢in xN €
K/N elemanlarin1 alalm. a € G, x € K ve K < G oldugundan tanimdan axa™! € K olup
aNxN(aN)™' = axNa 'N = axa™*N € K/N olur. Yani her aN € G/N ve her xN € K/N
icin aNxN (aN)~1 € K/N olup ayrica K/N < G /N oldugundan tanimdan K/N < G /N olur.

Tersine, G/Nnin herhangi T alt grubunu alalm. T = {c EG |CN € T} kiimesini
tanimlayalim. V x € N igin e 1x = x € N oldugundan e =; x(modN) olup xN = eN =N =
eg/N € T ve buradan da x € T elde edilir. O halde N c T olur. Burada N # @ oldugundan T #
@ olur. Ayrica T < G oldugu da agiktir. Yani @ # T < G olur. Herhangia, b € T alalim. a,b €
T oldugundan aN,bN € T olup T < G/N oldugundan ab=*N = aNb™'N = aN(bN) "' €T
olur. O halde T nin tanimindan ab~! € T olup Teorem 2.2.6 dan T < G olur. Ayrica N € T
oldugundan N < T < G olur. N< G ve N <T < G oldugundan N < T ve T/N < G/N olur.
Herhangi x € T/N alalim. x € T /N oldugundan x = xN olacak sekilde 3 x € T vardir. x € T
veT = {c € G|CN € T} oldugundan X = xN € T bulunur. Yani Vx € T/N i¢in X € T olup

T

kapsamasi elde edilir. Herhangi X € T alahm. X € T ve T < G/N oldugundan X € G /N olup
X = xN olacak sekilde 3 x € G vardir. xN = X € T oldugundan 7 nin tanimindan x € T olup

X =xN € T/N olur. Yani VX € T i¢cin X € T/N olup

(2)

=3

Tc



kapsamasi bulunur. (1) ve (2) den T = T/N elde edilir. Son olarak, kabul edelim ki T < G/N
olsun. T < G oldugu gosterilirse istenen elde edilir. Herhangi a € G ve herhangi x € T alalim.
a€G ve x €T oldugundan aN € G/N ve xNE€T/N =T olup T < G/N oldugundan
axa~'N = aNxNa N = aNxN(aN)~! € T olur. axa™*N € T oldugundan 7 nin tanimindan
axa ' €T dir. Yani Va € G ve Vx €T igin axa ! € T olup ayrica T < G oldugundan

tanimdan T < G bulunur.

Teorem 2.4.17. G bir grup, N< G, N<K <G ve N <T < G olsun. Bu durumda K/N =
T /N olmasi i¢in gerek ve yeter kosul K = T olmasidir.
Ispat. (=) K/N = T/N olsun. Herhangi x € K alalim. x € K oldugundan xN € K/N = T /N
olup xN = yN olacak sekilde 3y € T vardir. yN = xN oldugundan y =; x(modN) olup
y lx €N olur. y"'x € N ve N c T oldugundan y~x € T olup ayrica yE€T ve T <G
oldugundan x = ex = yy~lx € T olur. Yani V x € K i¢in x € T olup

KcT (1
kapsamasi bulunur. Herhangi x € T alalim. x € T oldugundan xN € T/N = K/N olup xN =
yN olacak sekilde 3 y € K vardir. yN = xN oldugundan y =, x(modN) olup y~x € N olur.
y~lx € NveN c K oldugundan y~1x € K olup ayricay € K ve K < G oldugundan x = ex =
yy~1x € K bulunur. Yani V x € T i¢in x € K olup

TcK (2)
kapsamasi elde edilir. (1) ve (2) den K = T olup istenen elde edilir.
(&) Aciktir.

Tanim 2.4.18. Bir G grubunun {e} ve G den baska bir normal alt grubu yoksa G ye basit grup

denir.

Ornek. Mertebesi bir asal say1 olan her grup basittir.

Tanim 2.4.19. G bir grup, M < G ve M # G olsun. G nin M yi kapsayan M ve G den bagka bir

normal alt grubu yoksa M ye G nin maksimal normal alt grubu denir.

Teorem 2.4.20. G bir grup, M < G ve M # G olsun. Bu takdirde M nin maksimal normal alt

grup olmasi i¢in gerek ve yeter kosul G /M nin basit grup olmasidir.
ispat. () M < G maksimal olsun. G/M nin herhangi T normal alt grubunu alalim. Teorem

24.16dan M < T < G ve T = T /M olacak sekilde G nin bir T alt grubu vardir. M < T < G ve
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M maksimal oldugundan T = M veya T = G olmalidir. Eger burada T = M ise V a € T igin
ae™! =a € T = M olup a = e(modM) ve buradan da Ma = Me = M = {e;y} bulunur. Bu
durumda T = T/M = {aM|a € T} = {Mala € T} = {eg/y} olur. Eger T = G ise T = T/M =
G/M olur. Yani G/M nin {eG /M} ve G/M den farkli bir normal alt grubu yoktur. O halde
tanimdan G /M basit grup olup istenen elde edilir.

(&) G/M basit grup olsun. G nin M yi kapsayan herhangi T normal alt grubunu alalim. M <
T < G oldugundan Teorem 2.4.16 dan T/M < G /M olup G /M basit grup oldugundan T/M =
{eG/M} veya T/M = G/M olmalidir. Eger burada T/M = {eG/M} ise Va€T icin aM €
T/M = {eG/M} olup aM = eg/y = M = eM esitliginden e =, a(modM) bulunur. Béylece
a = e la € M elde edilir. Bu durumda T € M olup ayrica M c T oldugundan T = M olur.
Eger T/M = G /M ise Teorem 2.4.17 den T = G olur. Yani G nin M yi kapsayan M ve G den

farkli bir normal alt grubu yoktur. O halde M, G nin bir maksimal normal alt grubu olup istenen

elde edilir.
2.5. GRUP HOMOMORFIZMALARI

Bu boliimde, gruplar arasinda gruplarin cebirsel yapisini koruyan fonksiyonlar {izerinde

duracagiz.

Tanmm 2.5.1. (G,*) ve (H, m) iki grup ve f: G — H bir fonksiyon olsun. Eger V a,b € G
icin f(a*b) =f(a)mf(b) ise f fonksiyonuna G den H ye bir homomorfizma (grup

homomorfizmasi) denir.

Not. f:G —» H, Va € G igin f(a) = ey ile tamml f fonksiyonu bir homomorfizmadir. Bu

homomorfizmaya asikar homomorfizma denir.

Ornek. f: (R, +) —» (R —{0},-),x = f(x) = 5% ile tamml f fonksiyonu verilsin. V x,y € R
icin f(x +y) =5 =5%.5Y = f(x) - f(y) oldugundan f bir homomorfizmadir.

Ornek. f: (Z,+) » (Z,,+), a > f(a) = a ile tamml f fonksiyonu verilsin. Vx,y € Z icin
fx+y)=x+y=x+y=f(x)+ f(y) oldugundan f bir homomorfizmadir.

Teorem 2.5.2. f: G = H bir homomorfizma olsun. Bu takdirde
() f(eg) = ey ve
(ii) Va € G igin f(a™) = f(a)~? olur.



Ispat. (i) e; = ege; oldugundan f(e;) = f(eges) olup f bir homomorfizma oldugundan
fleg) = fegeg) = f(eq)f (eg) olur. f(eg)f(eg) = f(es) = f(eg)ey oldugundan kisaltma
ozelliginden f(e;) = ey olup istenen elde edilir.

(ii) Herhangi a € G alalm. aa™! =e; oldugundan f(aa™!) = f(e;) olup f bir
homomorfizma oldugundan f(e;) = f(aa™!) = f(a)f(a™?) olur. (i) sikkindan f(e;) = ey
olur. O halde f(a)f(a™) = f(eg) = ey olup f(@'f(@f(a™) =f(a) ey = f(@)7}
olur. Burada f(a)™'f(a) =ey olup eyf(at) = f(a)™?! esitliginden f(a™!) = f(a)™?
bulunur. Yani V a € G i¢in f(a™!) = f(a)~?! olup istenen elde edilir.

Teorem 2.5.3. f: G = H bir homomorfizma olsun. Bu takdirde
(i) G nin her alt grubunun f altindaki goriintiisii H nin bir alt grubudur.

(ii) H nin her alt grubunun f altindaki ters goriintiisii G nin bir alt grubudur.

Ispat. (i) G nin herhangi K alt grubunu alalim. f (K) < H oldugu gosterilirse istenen elde edilir.
K < G oldugundan @ # K < G olup @ # f(K) < H olur. Herhangi x,y € f(K) alalm. x,y €
f(K) oldugundan x = f(a) ve y = f(b) olacak sekilde 3 a,b € K vardir.a,b E Kve K < G
oldugundan ab™! € K olup f(ab™!) € f(K) olur. Diger taraftan f bir homomorfizma
oldugundan Teorem 2.5.2 (ii) geregi f(ab™) = f(a)f(b™1) = f(a)f(b)™* = xy~1 olur. O
halde xy~! € f(K) olup Teorem 2.2.6 dan f(K) < H olur.

(ii) H nin herhangi T alt grubunu alalim. f~1(T) < G oldugu gosterilirse istenen elde edilir.
f:G — H bir homomorfizma oldugundan Teorem 2.5.2 (i) geregi f(e;) = ey € T olup e; €
f~Y(T) olur. O halde f~1(T) # @ olur. Ayrica f~1(T) € G oldugu da agiktir. Yani @ #
f~Y(T) c G olur. Herhangi a, b € f~1(T) alalim. a,b € f~1(T) oldugundan f(a), f(b) €T
olup T < H oldugundan f(a)f(b)~! € T olur. Diger taraftan f bir homomorfizma oldugundan
Teorem 2.5.2 (ii) geregi f(ab™t) = f(a)f(b™1) = f(a)f(b)~! olur. O halde f(ab™1) €T
olup ab™! € f~1(T) olur. Yani Va,b € f~1(T) i¢in ab™! € f~1(T) olup Teorem 2.2.6 dan
f~Y(T) < G olur.

Sonug 2.5.4. f: G —» H bir homomorfizma olsun. Bu durumda f(G) < H olur.
Ispat. G < G oldugundan Teorem 2.5.3 iin (i) sikkindan f(G) < H olup istenen elde edilir.

Teorem 2.5.5. f: G = H bir homomorfizma olsun. Bu takdirde
(i) H nin her normal alt grubunun f altindaki ters goriintiisii G nin bir normal alt grubudur.
(ii) f orten ise G nin her normal alt grubunun f altindaki goriintiisii H nin bir normal alt

grubudur.
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Ispat. (i) H nin herhangi T normal alt grubunu alalim. f~*(T) < G oldugu gosterilirse istenen
elde edilir. T < H oldugundan T < H olup Teorem 2.5.3 (ii) den f~1(T) < G olur. Herhangi
a € G ve herhangi x € f~1(T) alalm. a € G ve x € f~1(T) oldugundan f(a) € H ve f(x) €
T olup T < H oldugundan f(a)f(x)f(a)~t € T olur. Diger taraftan f bir homomorfizma
oldugundan f(axa™!) = f(a)f(x)f(a ) = f(a)f(x)f(a)~?! olur. O halde f(axa ™) €T
olup axa™! € f~X(T) olur. Yani Va € G ve Vx € f~1(T) i¢in axa™* € f~1(T) olup normal
alt grup tanimdan f~*(T) < G olur.

(ii) f orten olsun. G nin herhangi K normal alt grubunu alalm. f(K) < H oldugu gosterilirse
istenen elde edilir. K < G oldugundan K < G olup Teorem 2.5.3 (i) den f(K) < H olur.
Herhangi a € H ve herhangi x € f(K) alahm. a € H ve f 6rten oldugundan f(b) = a olacak
sekilde 3 b € G vardir. x € f(K) oldugundan x = f(y) olacak sekilde 3 y € K vardir. b € G,
y € K ve K < G oldugundan byb~! € K olup f(byb~1) € f(K) olur. Diger taraftan f: G - H
bir homomorfizma oldugundan Teorem 2.5.2 (ii) geregi f(byb™) = f(b)f(y)f(b™1) =
f) W) f(b)™! = axa™? olur. O halde axa™ € f(K) olup ayrica f(K) < H oldugundan
tanimdan f(K) < H olur.

Tamm 2.5.6. {: G > H bir homomorfizma olsun. f ~1(ey) = {a € G|f (a) = ey} kiimesine f

homomorfizmasinin ¢ekirdegi denir ve genellikle Cekf ile gosterilir.

Onerme 2.5.7. f: G — H bir homomorfizma olsun. Bu takdirde f nin bire-bir olmast igin gerek
ve yeter kosul Cekf = {e;} olmasidir.

Ispat. (=) f bire-bir olsun. f: G - H bir homomorfizma oldugundan Teorem 2.5.2 (i) geregi
f(eg) =ey olup e; € f~1(ey) = Cekf olur. Herhangi x € Cekf alahm. x € Cekf
oldugundan f (x) = ey = f(eg) olup f bire-bir oldugundan x = e olur. O halde Cekf = {e;}
bulunur.

(&) Cekf = {eg} olsun. f(x) = f(y) olan herhangi x, y € G alalim. f(x) = f(y) oldugundan
fX)f(y)™! = ey esitligi bulunur. Diger taraftan f bir homomorfizma oldugundan Teorem
2.5.2 (ii) geregi f(xy™) = f(x)f(y™Y) = f(x)f(y)~! olur. O halde f(xy~1) = ey olup
xy~ 1 € f~1(ey) = Cekf = {e;} olur. Bu durumda xy~! = e; olup x = y olur. Bdylece f

bire-birdir.

Tamm 2.5.8. Bire-bir ve Orten bir homomorfizmaya izomorfizma (grup izomorfizmasi)
denir. Eger G ve H gruplari arasinda en az bir izomorfizma varsa bu gruplara izomorf gruplar

denir ve genellikle G = H ile ifade edilir.



Not: Izomorf gruplar arasinda bire-bir bir esleme var ve grup yapilar1 da bu esleme altinda

bozulmadigi i¢in izomorfizma bir esitlik gibi diisiiniilebilir.

Ornek. f: G — H bir izomorfizma ise f~': H — G déniisiimii de bir izomorfizmadir.

Céziim. izomorfizma bire-bir ve rten bir fonksiyon oldugundan, ters fonksiyonu da bire-bir
ve ortendir. f:G — H bir izomorfizma olsun. Bu durumda V x,y € Higin x = f(a) ve y =
f(b) olacak sekilde 3 a, b € G vardir. Buradan f~1(xy) = f~1(f(@)f (b)) = f~(f(ab)) =
ab = f~1(x)f~1(y) olup f~1: H - G doniisiimii de bir izomorfizmadir.

Teorem 2.5.9. G bir grup ve N < G olsun. Bu takdirde V x € G igin @ (x) = Nx ile tanimh
@:G = G /N doniisiimii 6rten bir homomorfizmadir. Ayrica Ceke = N dir.

Ispat. ¢ nin bir fonksiyon oldugu aciktir. N < G oldugundan ¢ nin tanimindan V a, b € G igin
@(ab) = Nab = abN = aNbN = NaNb = ¢(a)p(b) olup ¢ bir homomorfizma olur.
Herhangi a € G/N alalim. a € G /N oldugundan a = aN = Na olacak sekilde 3 a € G vardir.
Burada ¢ nin tanimindan ¢ (a) = Na = a olup ¢ 6rten olur.

X € G olmak lizere
x € Cekp © @(x) =egy © Nx =N =Ne © x =e(modN) @ x =xe ' €N

denkliklerinden Cek¢ = N elde edilir.

Not. G bir grup ve N < G ise ¢ekirdegi N olan en az bir homomorfizma vardir. Gergekten

yukarida tanimlanan ¢@: G = G /N homomorfizmasi alinabilir.

Teorem 2.5.10.(Homomorfizma Teoremi) f: G — H bir homomorfizma ve Cekf = N olsun.
Bu durumda

(i) N < G dir.

(ii) h € H ve bira € G i¢in f(a) = hise f~1(h) = aN dir.

(iii) G/N = £(G) dir.

Ispat. (i) f: G - H bir homomorfizma ve {ey} < H oldugundan Teorem 2.5.5 (i) geregi N =
Cekf = f~'(ey) < G olup istenen elde edilir.

(ii) h € H ve bir a € G i¢in f(a) = h olsun. Herhangi x € f~1(h) alalm. x € f~1(h)
oldugundan f(x) =h=f(a) olup f(a) 'f(x) =ey esitligi vardir. Ayrica f bir
homomorfizma oldugundan f(a™'x) = f(a)"1f(x) = ey olup a 'x € Cekf = N dir. Bu
durumda x = aa~1x € aN olup

f7(h) caN (1)
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kapsamasi bulunur. Herhangi x € aN alalim. x € aN oldugundan x = an olacak sekilde 3 n €
N vardir. n € N = Cekf oldugundan f(n) = ey dir. f bir homomorfizma oldugundan f(x) =
f(an) = f(a)f(n) = f(a)ey = f(a) = h olur. O halde x € f~1(h) olup

aN c f~1(h) (2)

olur. (1) ve (2) den f~1(h) = aN olup istenen elde edilir.
(iii) N < G oldugundan G /N boliim grubu anlamlidir.

f:G/N > f(6),xN > f(xN) = f(x)
donlistimiinii tanimlayalim. ]Tnin kapali oldugu aciktir. xN = yN olan herhangi x,y € G
alalim. x = xe € xN = yN oldugundan x = yn olacak sekilde 3n € N vardir. n € N = Cekf
oldugundan f(n) = ey olup f bir homomorfizma oldugundan f(x) = f(yn) = f(y)f(n) =

f(ey = f(¥) olur. O halde f iyi tanimhidir. Bdylece f bir fonksiyon olur. f homomorfizma
oldugundan f nin tammindan V aN,bN € G/N igin f(aNbN) = f(abN) = f(ab) =
fla)f) = ]_‘(aN )f(bN ) olup ]_r bir homomorfizmadir. Herhangi xN € Cek]_‘ alalim. xN €
Cekf oldugundan f(x) = f(xN) = ey olup x € f~1(ey) = Cekf =N olur. e 2x =x €N
oldugundan e =; x(modN) olup xN =eN =N = {ea/zv} bulunur. O halde Cekf = {ea/zv}
olup Onerme 2.5.7 den f bire-birdir. Herhangi y € f(G) alalm. y € f(G) oldugundan y =
f(x) olacak sekilde 3 x € G vardir. Burada xN € G/N eleman1 alinirsa j_"nin tanimindan
f(xN) = f(x) = y olup f orten bulunur. f: G/N = f(G) bire-bir ve érten bir homomorfizma

oldugundan tanimdan f bir izomorfizma olup G/N = f(G) izomorfizmasi vardir.

Sonu¢ 2.5.11. f: G = H 6rten homomorfizma ise N = Cekf olmak lizere ¢:G = G/N,a —
¢(a) =aN ve f:G/N = f(G) = H,aN - f(aN) = f(a) fonksiyonlari i¢in f = f o ¢ dir.
Burada ¢ 6rten homomorfizmasina dogal homomorfizma ve f nin bdyle yazilisina da dogal

ayrisim denir.

Teorem 2.5.12. (izomorfizma Teoremi) f: G = G Srten homomorfizma, Cekf = K, N < G

ve N = f~1(N) olsun. Bu takdirde G/N = G/N = %ﬂi olur.

ispat. N < G oldugundan G /N béliim grubu anlamlidir. N < G oldugundan Teorem 2.5.5 (i)

den N=f"'(N)<G olup G/N bdlim grubu anlamlidir.  Ayrica Homomorfizma
Teoreminden K = Cekf < G oldugundan G /K boliim grubu anlamhidir. V x € K = Cekf icin



fx) =e; € N oldugundan x Ef‘l(ﬁ) =N olup Kc N olur. K<G ve K<N<G
oldugundan Teorem 2.4.16 dan K < N olup N/K bolim grubu anlamlhidir. K <N <G

oldugundan Teorem 2.4.16 dan N/K < G /K olup 1(\;1/72 boliim grubu anlamlidir.

g:G > G/N,x - g(x) = f()N

déniisiimiinii tammlayalim. g nin fonksiyon oldugu aciktir. Ayrica f: G — G homomorfizma
oldugundan gnin tammindan Vx,y€G icin  g(xy) = f(xy)N = fF(x)f(y)N =
FONF(N = g(x)g(y) esitligi yardimiyla g nin bir homomorfizma oldugu goriiliir.
Herhangi yN € G/N (y € E) alalim. y € G ve f 6rten oldugundan f(x) = y olacak sekilde
3 x € G vardir. Burada g nin tanimmdan g(x) = f(x)N = yN olup g 6rten ve dolayisiyla da
g(G) = G/N olur. x € G olmak iizere

X € Cekg & g(x) = eg/m © f(X)N=N = egﬁ Ser = f(x)(modﬁ) =S

Sf(x)=e;f(x)eENoxefY(N)=N
denkliklerinden Cekg = N elde edilir. O halde Homomorfizma Teoreminden G/N = g(G) =
G/N olur. Simdi

h:G/K - G/N, xK = h(xK) = xN

doniislimiini tanimlayalim. h nin kapali oldugu agiktir. xK = yK olan herhangi x,y € G
alalim. xK = yK oldugundan x =, y(modK) iken x~1y € K saglanir. Ayrica x"'y € K ve
K c N oldugundan x~1y € N iken x =, y(modN) bulunur. O halde xN = yN olup h iyi
tanimlidir. Boylece h:G/K — G/N bir fonksiyondur. h nin tanimindan V xK,yK € G/K
(x,y € G) i¢in h(xKyK) = h(xyK) = xyN = xNyN = h(xK)h(yK) olup h:G/K - G/N
bir homomorfizmadir. Her xN € G/N (x € G) i¢in G/K nin xK elemani alinirsa h nin
tanimmdan h(xK) = xN olup h ortendir. Dolayisiyla da h(G/K) = G/N olur. Herhangi x €
Cekh alalim. x € Cekh ve Cekh c G/K oldugundan x € G/K olup x = xK olacak sekilde
Jx € G vardir. Burada e;N =N = {eG/N} = h(x) = h(xK) = xN olup e; =, x(modN)
olur. Bu durumda x = e;~'x € N olup X = xK € N/K dir. Yani VX € Cekh i¢in x € N/K
olup

Cekh c N/K (D
kapsamasi bulunur. Herhangi x € N/K alalim. x € N/K oldugundan x = xK olacak sekilde

3 x € N vardir. e, 1x = x € N oldugundan e; =, x(modN) olup {eG/N} = e;N = xN olur.
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Ayrica h nin tanimindan h(x) = h(xK) = xN olur. O halde h(x) = eg/y olup x € Cekh olur.
Yani Vx € N/K icin x € Cekh olup

N/K c Cekh (2)
kapsamasi elde edilir. (1) ve (2) den Cekh = N/K bulunur. O halde Homomorfizma

Teoreminden f/TIIi = h(G/K) = G/N elde edilir. Dolayisiyla IC\;,/TI; =G/N ve G/N=G/N

iken G/N = G/N = 1?/711; olup istenen elde edilir.

Teorem 2.5.13. (2. izomorfizma Teoremi) G bir grup, H < Kve K < G olsun. Bu takdirde
HK =KH <G veHNK < H olup HK/K = H/H N K izomorfizmasi vardir.

Ispat. ® # HK c G oldugu aciktir. Herhangi x,y € HK alalm. x,y € HK oldugundan x =
h,k, ve y = h,k, olacak sekilde 3 hy,h, € H ve 3 k;,k, € K vardir. x = h k; ve y = hyk,
oldugundan xy~! = hyk,(hyk,)™t = hik,k,  hy,™" = hyh, 'hyk,k, " h,™" olur. Burada
hy, h, € H ve H < G oldugundan h,h,”" € H dir. ki, k, € K ve K < G oldugundan k,k,” " €
K olur. h, € H ve H c G oldugundan h, € G olup ayrica k;k, " € K ve K < G oldugu igin
hyk.k, “h,™" € K olur. hyh, ™ € H ve hyk,k, "h,”* € K iken

xy_l = hlhz_lhzklkz_lhz_l (S HK

olur. Yani Vx,y € HK igin xy~! € HK olup Teorem 2.2.6 geregi HK < G bulunur. Bu
durumda Teorem 2.2.11 geregi HK = KH < G olur. Burada e € H oldugundan V k € K i¢in
k =ek € HK olup K c HK kapsamasi elde edilir. K <G ve K < HK < G oldugundan
Teorem 2.4.16 dan K < HK ve HK/K < G /K olur.

H < G ve K < G oldugundan Teorem 2.2.9dan HNK < G olup HN K € H igin H N
K < H dir. Herhangi a € H ve herhangi x € H N K alalim. x € H N K oldugundan x € H ve
x € K olur. a € H ve H < G oldugundan a € G olup ayrica x € K ve K < G oldugundan
tanimdan axa™! € K bulunur. Diger taraftan a,x € H ve H < G oldugundan axa™! € H olur.
O halde axa™ € H N K olur. Bdylece Va € H ve Yx € HN K icin axa™! € H N K olup
ayrica H N K < H oldugundan tanimdan H N K < H olur.

fi:H > HK/K,x - f(x) = xK

donilistimiinii tanimlayalim. e € K oldugundan V x € H i¢in x = xe € HK olup xK € HK /K
olur. O halde f kapalidir. f nin iyi tanimli oldugu da agiktir. Yani f bir fonksiyondur. f nin
tanimmdan V x,y € H i¢in f(xy) = xyK = xKyK = f(x)f(y) olup f homomorfizmadir.
Herhangi x € HK /K alalim. x € HK /K oldugundan x = xK olacak sekilde 3 x € HK vardir.



x € HK oldugundan x = hk olacak sekilde 3 h € H ve 3 k € K vardir. x = hk oldugundan
h™lx = k € K i¢in h =, x(modK) ve buradan da hK = xK = x elde edilir. Burada f nin
tanimindan f(h) = hK = x olup f orten olur. y € H olmak tizere

yECekf & f(y) =egx @YK =eK o e=,y(modk) @ y=e'yeKoy€eHNK
denkliklerinden Cekf = H N K oldugu anlasilir. O halde Homomorfizma Teoreminden H N
K<H ve H/HHNK = f(H) = HK/K izomorfizmasindan HK/K = H/H N K elde edilir.

Teorem 2.5.14. Bostan farkli bir A kiimesinden A ya bire-bir ve 6rten fonksiyonlar kiimesini
S(A) ile gosterelim. Bu takdirde S(A) kiimesi fonksiyonlarda bileske islemine gore bir gruptur.
Ispat. I,: A - A 6zdeslik fonksiyonu bire-bir ve drten oldugundan I, € S(A) olup S(A) # @
dir. V f,g € S(A) i¢in f ve g, A kiimesinden A ya bire-bir ve 6rten fonksiyonlar oldugundan
fog:A— A bire-bir ve oOrten bir fonksiyondur. Boylece f o g € S(A) olur. O halde
fonksiyonlarda bileske islemi S(A) da bir i¢ islem olur.

Vf,9,h €S(A) igin fo(goeh)=(fog)eh olup fonksiyonlarda bileske isleminin
S(A) da birlesme 6zelligi vardir.

Vf€eESA)igin foly=1I,0f = f olup I, S(A) kiimesinin fonksiyonlarda bileske
islemine gore birim elemanidir.

Herhangi f € S(A) alalim. f € S(4A) oldugundan f:A — A bire-bir ve Orten bir
fonksiyon olup f fonksiyonunun ters fonksiyonu da f~1: A — A bire-bir ve értendir. O halde
f~1 € S(A) olur. Ayrica fof ™ =f"1of =1, olup f~!, fnin S(A) da fonksiyonlarda
bileske islemine gore tersi olur. Yani S(A)daki her elemanin S(A)da fonksiyonlarda bileske
islemine gore tersi vardir.

Boylece S(A) kiimesi fonksiyonlarda bileske islemine gére bir gruptur.
Tanim 2.5.15. S(4) nin alt grubuna doniisiim grubu denir.

Teorem 2.5.16. (Cayley Teoremi) Her grup bir doniisiim grubuna izomorftur.

Ispat. G bir grup olsun. G nin bir doniisiim grubuna izomorf oldugu gosterilirse istenen elde
edilir. a € G olmak lizere

Ty:G - G,x - Ty(x) = ax

dontisiimiinii tammmlayalim. T, nin bir fonksiyon oldugu agiktir. T, (x;) = T,(x,) olan herhangi
X1, X5 € G alalim. T,(x;) = T,(x,) oldugundan ax; = ax, olup kisaltma 6zelliginden x; =
x, olur. O halde T, bire-birdir. Herhangi y € G alalim. x = a~'y diyelim. Burada x € G ve
T,(x) =ax =aa 'y =y olup T, ortendir. T,:G — G bire-bir ve o6rten bir fonksiyon

oldugundan T, € S(G) olur. Simdi

> { Cebire Giris
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¢:G - S(G),a->pl@=T,
doniistimiini tanimlayalim. ¢ nin bir fonksiyon oldugu agiktir. Herhangi a, b € G alalim. T,,
Ty, ve T,y nin tanimindan V x € G igin Ty, (x) = abx = aT,(x) =Ty, (Tb (x)) = (T, o Tp)(x)
olup T,y =T, o Ty esitligi saglanir. O halde ¢ nin tanimindan @(ab) =Ty, =T, o Ty =
@(a)o@(b) olup ¢ bir homomorfizma olur. Buradan ¢(G) < S(G) olur. ¢(a,) = ¢(a,)
olan herhangi a,, a, € G alahm. ¢(a;) = ¢(a,) oldugundan T, = T,, olup T, (e) = T,,(e)
olur. Bu durumda a,e = aye olup a; = a, olur. O halde ¢ bire-bir olup G = ¢(G)

izomorfizmasi elde edilir. Boylece G bir doniisiim grubuna izomorf olup istenen elde edilir.

ORNEKLER:

Ornek 1. m,n € Z* olmak iizere (Z,, X Z,,+) grubunun devirli olmas1 i¢in gerek ve yeter
kosul (m,n) = OBEB(m,n) = 1 oldugunu gosteriniz.

Coziim. (=) (Z,, X Z,,+) grubu devirli olsun. Bu durumda Z,, X Z, = ((E, E)) olacak
sekilde 3 (E, E) € Zy X Z, vardir. Burada o ((E, E)) =S(Zy XZ,) =mn olur. k=
OKEK(m, n) diyelim. Burada m|k ve n|k olup hem m modiiliine gore, hem de » modiiliine gore

k = 0 olur. O halde

K@5) = @h) + @h) + -+ @h) = (a+a+ 43 545+ +5)

k tane k tane k tane

=<a+a+---+a,b+b+---+b>

k tane k tane
— (ka,kb) = (Ka,kb) = (0a,0B) = (0,0)

olup o ((E, E)) = mn oldugundan Teorem 2.3.10 dan mn|k olur. Diger taraftan k =
OKEK(m, n)|mn olup mn|k, k|mn ve k, mn € Z* oldugundan OKEK(m,n) = k = mn olur.
Ayrica Sonug 1.5.35 geregi OBEB(m, n)OKEK(m,n) = mn olur. O halde OBEB(m,n)mn =
mn olup (m,n) = OBEB(m,n) = 1 bulunur.

(<) (m,n) = OBEB(m,n) = 1 olsun. Z,, X Z,nin (T, T) elemanini alalim. Herhangi (E, E) €
L,y X L, alalim. (m,n) = OBEB(m,n) = 1 oldugundan Onerme 1.5.16 dan mx + ny = 1
olacak sekilde 3 x, y € Z vardir. k = mxb + nya diyelim. Burada k € Z ve

k(T, T) = (kT, kT) = (E, E) = (mxb + nya, mxb + nya) = (mxb + W,m + ny_a)

= (0+ @ —m0a T —ny)b +0) = ((1-mx)a, (T - 7y)b)




- (@-0)a [T -0)b) = (12 1) = (a.b)
olup (E, E) = kﬁ, T) € ((I, T)) olur. O halde Z,, X Z,, c ((T, T)) olup ayrica ((T, T)) c
Loy X L, oldugundan Z,, X Z, = ((T, T)) olur. Boylece Z,, X Z, devirli olup istenen elde

edilir.

Ornek 2. G bir grup ve a,b € G olsun. o (a) = 5 ve aba™! = b? ise o (b) yi bulunuz.
Coziim. o (a) = 5 ve aba™! = b? olsun. aba™! = b? oldugundan

b* = b?b? = aba™'aba™! = ab?*a™! = aaba™'a™! = a’ba?
olup

b8 = b*b* = a’ba"2a’*ba? = a?b?*a"? = a’aba 'a"? = a®ba3

bulunur. b® = a3ba™3 ve b? = aba™! oldugundan
b6 = b8h® = a3ba3a3ba3 = a®b?a~3 = a®aba a3 = a*ba™*
olup

b3%2 = p16p'® = a*ba~*a*ba* = a*b?a* = a*abala* = a®ba>

esitligi saglanir. Burada o (a) = 5 oldugundan a® = a™5 = e olup b32 = a°ba 5> =ebe = b
bulunur. b3? = b oldugundan b3 = e olup Teorem 2.3.10 dan o (b)|31 olur. o (b)|31 ve 31
bir asal tam say1 oldugundan o (b) = 1 veya o (b) = 31 olur.

Ornek 3. G bir grup ve a,b € G olsun. ¢ ve bab~! elemanlarmin mertebeleri sonlu ise o
(a) =o (bab™1) oldugunu gosteriniz.

Coziim. a ve bab™! elemanlarinin mertebeleri sonlu olsun. o (a) =m ve o (bab™!) =n
diyelim. o (a) = m oldugundan a™ = e olup

(bab~)™ = (bab~Y)(bab™?!) ...(bab™) = baa..ab™?!

m tane m tane
=bam™b ' =beb ' =bbl=¢

olur. Bu durumda m € Z* ve o (bab™!) =n oldugundan n <m olur. o (bab™!) =n

oldugundan
e = (bab )" = (bab™Y)(bab™1)...(bab ') = baa...ab™' = ba"b™!
n tane n tane

olup a™=b"1ha™b b =b"teb=e saglanir. Bu durumda n€Z* ve o(a)=m
oldugundan m <n olur. m<n ve n <m oldugundan m =n olup o (a) =o (bab™?1)

esitligi elde edilir.
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Ornek 4. G bir degismeli grup ve a,b € G olsun. o (a) =m, o(b) =n ve (m,n) =
OBEB(m,n) =1 ise o (ab) = mn oldugunu gosteriniz.

Coziim. o (a) =m, o (b) =n ve (m,n) = OBEB(m,n) =1 olsun. o (a) =mve o (b) =n
oldugundan a™ =b"=e olup G degismeli oldugundan (ab)™" = a™"b™" =
(a™)™(b™)™ = e™e™ = e olur. o (ab) = k diyelim. (ab)™ =e, mn € Z* ve o (ab) = k
oldugundan k < mn olur. o (ab) = k oldugundan (ab)* = e olup G degismeli oldugundan
e = (ab)¥ = akb* olur. a®b* = e oldugundan a* = b~* olup a™ = (a®¥)* = (b~F)" =
b~k = (b")k = e7* = ¢ olur. o (a) = m ve a™ = e oldugundan Teorem 2.3.10 geregi
m|nk olup (m,n) = OBEB(m,n) = 1 oldugundan Onerme 1.5.21 geregi ml|k olur. a¥b* =
e oldugundan b* = a=* olup b™* = (b¥)™ = (@)™ = a %™ = (a™) % = e * = e olur. o
(b) = n ve b™ = e oldugundan Teorem 2.3.10 dan n|mk olup (m,n) = OBEB(m,n) = 1
oldugundan Onerme 1.5.21 den n|k olur. m|k, n|k ve (m,n) = OBEB(m,n) = 1 oldugundan
mnl|k olur. mn|k ve mn,k € Z* oldugundan mn < k olup ayrica k < mn oldugundan o

(ab) = k = mn olur ki bu da istenendir.

Odev. m € Z* olmak iizere Z,, kiimesinin + islemine gére degismeli bir grup oldugunu

gosteriniz.

Ornek 5. Z, X Zg direkt carpim grubunun devirli olup olmadigini arastiriniz.

Coziim. OBEB(4,6) # 1 oldugundan Z, X Z¢ direkt garpim grubu devirli degildir.

Ornek 6. f: G —» H &rten bir homomorfizma olsun. Eger Gekf, G nin bir maksimal normal alt
grubu ise H nin basit grup oldugunu gosteriniz.

Coziim. Cekf, G nin bir maksimal normal alt grubu olsun. Bu durumda Teorem 2.4.20 den
G/Cekf bolim grubu basittir. Diger taraftan f:G — H orten homomorfizma oldugundan
Homomorfizma Teoreminden G/Cekf = f(G) = H olur. O halde H basit olup istenen elde

edilir.

Ornek 7. f: G — H bir homomorfizma olsun. Eger G basit grup ise f nin ya bire-bir ya da
VY a € G i¢in f(a) = ey oldugunu gosteriniz.

Coziim. G basit grup olsun. Homomorfizma Teoreminden Cekf < G olur. G basit ve Cekf <
G oldugundan Cekf = {e;} veya Cekf = G olur. Eger burada Cekf = {e;} ise Onerme 2.5.7
geregi f bire-birdir. Eger Cekf = G ise her a € G i¢in a € Cekf olup f(a) = ey olur.



Ornek 8. m € Z* olmak iizere f: (Z, +) = (Z,,, +),a = f(a) = @ile tanimli f doniisiimiiniin
bir homomorfizma oldugunu gosteriniz ve Cekf yi bulunuz.
Coziim. f nin fonksiyon oldugu agiktir. Ayrica f nin tanimindan V x,y € Z i¢in f(x +y) =
x+y=x+y=f(x)+ f(y) olup f bir homomorfizmadir. x € Z olmak iizere
x€ECekf o f(x) =0=x=0 x =0(modm) © m|x —0 =x & x EMZ
= {mk|k € 7}
denkliklerinden Cekf = mZ = {mk|k € 7Z} elde edilir.

2.6. SIMETRIK GRUPLAR

Tammm 2.6.1. n € Z* olmak iizere n elemanli bir kiimenin kendi iizerine bire-bir bir

fonksiyonuna bu kiimenin bir permiitasyonu denir.

Not. n elemanli bir kiimenin her permiitasyonu bu kiimenin elemanlariin bir siralanisini
belirtir. Tersine n elemanli bir kiimenin elemanlarmin her siralanisi bu kiimenin bir
permiitasyonunu belirtir. n elemanli bir kiimenin tiim permiitasyonlar1 kiimesinin
fonksiyonlarda bileske islemine gore bir grup oldugu Teorem 2.5.14 de gosterilmisti. Bu gruba

simetrik grup veya permiitasyon grubu denir.

Teorem 2.6.2. n elemanli bir kiimenin tiim permiitasyonlar1 sayis1 n! dir.

Ispat. n elemanli herhangi A = {a;,a,,...,a,} kimesini alalim. A ={a,,a,,...,a,}
kiimesinin elemanlarini siraladigimizda birinci siraya n tane farkli eleman, bunlarin her birinde
ikinci siraya n — 1 tane farkli eleman, bunlarin her birinde tigiincii siraya n — 2 farkli eleman,
..., bunlarin her birinde n. siraya n — (n — 1) = 1 farkli eleman yazabiliriz. Boylece A =
{a;,a,,...,a,} kiimesinin elemanlarinin farkli siralanislart sayisi n(n — 1)(n — 2)...1 = n!

olup n elemanli bir kiimenin tiim permiitasyonlarinin sayisi n! olur.

Not. g, L = {x4, x5, ..., X, } kiimesinin bir permiitasyonu ve
o(x;) = Xigs o(xy) = Xiyrenrs o(x,) = Xi,

X1 X3

X
X, X x?n) seklinde de gosterilir. M =

ise bu permiitasyon genellikle o =(
2

{1,2,...,n} kiimesinin tiim permiitasyonlar1 kiimesi genellikle S,, ile gosterilir.
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Teorem 2.6.3. L = {x;,x,,...,x,} kiimesinin tim permiitasyonlar1 kiimesi T,, olsun. Bu

durumda

X1 Xy ... Xp 1 2
QD:T"_)S”J:(XH Xiy e xi)—w)(a):(il iy

i ) ile tanimli ¢ doniistimii
2 n

n

bir grup izomorfizmasidir.

Ispat. ¢ nin bir fonksiyon oldugu aciktir. Herhangi o¢y,0, €T, alalm. oy =

X1 Xy ... Xy X, Xy ... X
(xi1 Xi, .- xin) ve 0, = (le Xj, xjn) olsun. Bu durumda o0;°0, =
X1 Xy ... Xy . 1 2 ... n
(xij1 Xi, - xl,jn> olur. ¢ nin tammindan ¢@(oy) = <i1 T in)’ (o) =
1 2 ... n) (1 2 ... n )
. . Jve@(oie0,) =1 : . ] olur. Burada
([1 Jo i Jn ACREY G, G, - g
1 2 ... n) (,1 2 ... n) <1 2 ... n)
g)ep(oy) =1\, . A N )=, . .
(p( 1) (p( 2) (1’1 12 s ln 1 _]2 e .]Tl ljl ljZ e l]n
olup ¢(ay © 0,) = @(07) © (0,) olur. O halde ¢ bir grup homomorfizmasidir. ¢(o;) =
_ o X1 Xy ... Xy
¢(0,) olan herhangi 0y, 0, € T,, alalim. Kabul edelim ki 0; = (xl_ x; x; ) ve 0, =
1 2 n
X; Xy ... X
(x; sz x;;) olsun. ¢ nin tanimindan
1 2 .. n) (Il 2 ... n)
. ) =0(0) =ploy) =|. . ,
(ll iy ... Ip ¢(01) = p(a2) 1 J2 e Jn
. X1 Xy ... Xy
olup iy =ji,ip =Jg,..., 1, = Jn esitligi saglanir. O halde o, = (xi x; x; ) =
1 2 e n

X1 Xz .o Xp . N . .
(le X, ... xjn) = g, dir. Bdylece ¢ bire-birdir. Burada T;, ve S,, sonlu elemanli ve
s(T,) = s(S,) = n! oldugundan Onerme 1.3.9 geregi ¢ aym zamanda ortendir. Boylece

@: T, = S, bir grup izomorfizmas1 olup istenen elde edilir.

Not. Teoremdeki izomorfizmadan dolay1 bundan sonra simetrik grup denildiginde S,, grubu,
permiitasyon denildiginde S, nin elemanlar1 anlasilacaktir. S, deki o islemi yerine de

genellikle - kullanilacaktir.

Tanm 2.6.4. f M = {1,2,...,n} kiimesinin bir permiitasyonu olmak iizere eger birbirinden
farklt jq,jp, ..., jx €M (k> 1) elemanlan i¢in f(j;1) = jo, fU2) =Jzs os [Uk—1) = jk»
fU) =jiveVx €M—1{ji,jz - Ji} i¢in f(x) = x ise f permiitasyonuna k uzunlugunda
bir devir denir ve genellikle f = (j; J, ... Jx) ile ifade edilir. 1 uzunlugundaki bir devir

0zdeslik fonksiyonu olarak alinir. 2 uzunlugundaki devirlere transpozisyon denir.



Not. f=(1 Jj» .- Jjx) bir devir ise tammdan f=(1 Jj2 ... Jr)=

Uz Jz o Jk JO=0Uz -+ Jx J1 J)=.=0Uk J1 - Jk-2 Jk-1) oldugu
anlasgihir. f = (1 Jjz ... Jx) ise f devirinin tersi f~'=(x Jgx—1 --- J2 J1) =
Ur Jk Jxk-1 --- J2) olur

- .. (1 2 3 4 5 ..

Ornek. (1 3 4) € Ss deviri (3 5 4 1 5) € Sg permiitasyonudur.

Ornek. (2 4 1 3)€ES, deviri icin (2 4 1 3)=@4 1 3 2)=

(1 3 2 4= (B 2 4 1) olur. Bu devirin a¢ik sekilde yazilis1 (2 4 1 3) =

(123456

3 4 2 1 5 6) formundadir.

Not. Iki permiitasyonun carpimi (bileskesi) degismeli olmayabilir. Fakat iki devir ortak eleman

bulundurmuyorsa, yani ayrik devirler ise carpimlar1 degismelidir.

Teorem 2.6.5. Ayrik iki devirin ¢arpimi degismelidir.

ispat. f=(y i ... i), g=U1 Jj2 --- Js) €S, iki aynk devir olsun. fg = gf
oldugu gosterilirse istenen elde edilir. Herhangi x € M = {1,2,...,n} alahm. Eger x ¢
{in, i) sl jr a0 Js} ise f(x) = x ve g(x) = x olup (fg)(x) = f(g(x)) = f(x) = x =
g(x) = g(f(x)) = (gf)(x) esitligi saglanir. Kabul edelim ki x € {iy, i5,..., ik j1,jor -1 Js}
olsun. Bu durumda x € {iy, i5,..., i} veya x € {j,jz,...,js} dir. Eger x € {i, i5,..., iy} ise
f(x) €{iy, iy ..., ik} olup x & {ji,j2,---,js} ve f(x) & {j1,J2,---,Js} oldugundan g(x) = x
ve g(f(x)) = f(x) bulunur. Bu durumda (gf)(x) = g(f(x)) =f(x) ve (fg)x) =
f(g(x) = f(x) olup (fg)(x) = (gf)(x) esitigi saglanir. Eger x € {jy, j,,...,js} ise g(x) €
{1, Jor--rJst olup x & {iy, iy,..., 0k} ve g(x) € {iy,iy,..., 0k} oldugundan f(x) =x ve
f(9(x)) = g(x) dir. Bu durumda da (gf)(x) = g(f(x)) = g(x) ve (fg)(x) = f(g(x)) =
g(x) olup (fg)(x) = (gf)(x) olur. Yani Vx € M ={1,2,...,n} icin (fg)(x) = (gf)(x)
olup fg = gf elde edilir.

Teorem 2.6.6. r uzunlugundaki bir devirin mertebesi r olur.

Ispat. f = (i i, ... i) €S, r uzunlugunda birdevirve M = {1,2,...,n} olsun. o (f) =
r oldugu gdsterilirse istenen elde edili. 1<j k<7 i¢in j+k<r ise fk(i)=
f(f (..f (f(ij))...)> = F(FCo fijen)n)) == b ve j + k> 7ise £5(0) = Gpier

olur. Bu durumda 1 <j <7 i¢in j + 7 > r oldugundan fr(ij) = ljyr—r = 1j Olup f7 =1y
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olur. Ayrical < t < rigin 1+t < r oldugundan ft(i;) = iy, # iy olup f¢ # I, saglanir. O
halde o (f) = r olup istenen elde edilir.

Teorem 2.6.7. S,, deki her permiitasyon ayrik devirlerin carpimi olarak yazilabilir ve bu yazilig
birim ve sira diistiniilmeksizin tek tlirlidiir.
Ispat. Herhangi f € S,, alalim. f nin mertebesi sonlu oldugundan f*(1) = 1 olacak sekilde
3 k € Z* vardir. Bu sekildeki k pozitif tam sayilarinin en kiigiigiine t denilirse
D), f?),...,ft(1) =1 elemanlar1 birbirinden farkli olur. Bdylece t uzunlugundaki
(F() f2(1) ... ft(1)) deviri elde edilir. Isleme 1 yerine bu devirde goziikkmeyen baska
bir say1 alarak devam edilirse elde ettigimiz devirler ayrik ve carpimlari f yi verir. Boylece f
ayrik devirlerin ¢arpimi olarak yazilabilir.

Simdi bu yazilisin birim ve sira diisiiniilmeksizin tek tiirlii oldugunu goésterelim. Eger f
birim permiitasyon ise birim diisiiniilmediginden istenen elde edilir. Kabul edelim ki f
birimden farkli olsun. f nin birimden farkli ayrik devirlerin ¢arpimi seklinde f = f;f,... fs ve
f =9192...9: yaziliglarim alalm. s =t ve fi,f,,...,fs devirleri ile gy,9,,...,9:
devirlerinin aynm1 oldugunu gosterelim. 1 <k <s olan herhangi k € Z alalm. f; =
(iy i ... G)diyelim. f=fifo...fs ve fi,fo, ..., fs devirleri ayrik oldugundan f(i,) =
iy, f(iy) = i3, ..., f(iy—1) =i, ve f(i,) =iy olup f = g192..-9: V€ 91,92, ---,9; devirleri
ayrik oldugundan 3 j = 1,2,..., ti¢in g;(iy) = i, g; (i) = i3, ..., g;(ir—1) =i, ve g;(ix) =
iy olur. Buradan fi = (iy i ... ;)= g; oldugu anlasilir. Béylece s < t ve fi, f5,..., fs
devirlerinin = g4, 9g3,...,9; devirleri ig¢inde oldugu anlasilir. Benzer sekilde f, ve g;
devirlerinin rolleri degistirilerek t < s ve g4,95,--.,9; devirlerinin de fi, f5,..., f; devirleri
icinde oldugu gosterilebilir. Boylece s =t ve f, f2,..., f; devirleri ile g4, g5, ..., g¢ devirleri
ayni1 olup istenen elde edilir.

1 2 3 4 5 6

Ornek.f=(5 31 6 2 4

) permiitasyonunun ayrik devirlerin ¢arpimi seklinde
1 2 3 4 5 6

4 15 2 3 6) permiitasyonunun ayrik

yaznlist f=(1 5 2 3)4 6), g=(

123456)
3 65 2 1 4

permiitasyonunun ayrik devirlerin ¢arpimi seklinde yaziisth = (1 3 5)(2 6 4) olur.

devirlerin ¢arpimi seklinde yazihist g=(1 4 2)(3 5), h =(

Teorem 2.6.8. G bir grup, a,b € G ve ab = ba olsun. Bu durumda V t € Z* i¢in (ab)! =
atbt olur.

Ispat. ab = ba oldugundan V t € Z* igin



(ab)t = (ab)(ab)...(ab) = (aa)(bb) (ab)(ab)...(ab) =...= aa...abb...b = atbt

t tane t—2 tane t tane ttane

olup istenen elde edilir.

Sonu¢ 2.6.9. G bir grup, aq,a,,...,a, € G ve a4,a,,...,a, clemanlar1 kendi aralarinda

degismeli olsun. Bu durumda V t € Z* icin (a,a,...a,)" = a,ta,t...a,t olur.

Ispat. a;, a,, ..., a, elemanlari kendi aralarinda degismeli oldugundan V t € Z* i¢in
(aia,...a,)" = a,t(azas...a,)t = a;ta,t(as...a,)t =...= a,ta,t...a,t

olup istenen elde edilir.

Teorem 2.6.10. Bir f €S, permiitasyonunun mertebesi ayrildigi ayrik devirlerin
uzunluklariin en kiigiik ortak katidir.

Ispat. f nin ayrik devirlerin carpimi seklinde yazilisi f = fif... f; olsun. Kabul edelim ki
o(f)=m ve 1<i<t igin o(f;f)=m; olsun. k=[my,my....,m]=
OKEK(m;,m,,...,m;) ve M = {1,2,...,n} diyelim. m = k oldugu gosterilirse istenen elde
edilir. 1 <i <t igin m;|k oldugundan fik = Iy olur. Bu durumda f;, f>, ..., f; elemanlar1
kendi aralarinda degismeli oldugundan f* = (fifo... fOX = fi*X... ¥ =1y olup o (f) =
m oldugundan m < k olur.

1<i<t olan herhangi i €Z alalm. f;=(1 J2 -+ Jm) diyelim. f™ =1, ve
fi, f2r -+, f¢ devirleri ayrik oldugundan 1 <s < m; igin f;" (js) = f™(js) = j, olup ayrica
varsaVx € M — {jy, j5, ..., Jm,} i¢in f;"" (x) = x oldugundan f;™ = I, olur. Bu durumda

o (f;) = m; oldugundan Teorem 2.3.10 geregi m;|m olur. Yani 1 < i < t igin m;|m olup m >
0 ve k = [my,m,,...,m;] = OKEK(m,,m,,...,m;) oldugundan k < m bulunur. m < k ve
k < m oldugundan m = k olup istenen elde edilir.

1 2 3 4 5 6
6 5 1 4 2 3

yazilisi f = (1 6 3)(2 5) oldugundan Teorem 2.6.10 dan o (f) = [3,2] = 6 olur.

Ornek. f =( ) permiitasyonunun ayrik devirlerin ¢arpimi seklinde

Sonu¢ 2.6.11. Her devir sonlu sayida ikili devirlerin (transpozisyonlarin) bir ¢arpimi olarak
yazilabilir.

Ispat. (iy iy ... ix) €S, deviri verilsin. (iy, ip ... ix)=
(iy )y ig—1)...(iy i) oldugundan bu devir sonlu sayida ikili devirlerin ¢arpimi olarak

yazilabilir. Yani her devir sonlu sayida ikili devirlerin ¢arpimi olarak yazilabilir.
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Tanim 2.6.12. Bir permiitasyon ¢ift sayida ikili devirlerin ¢arpimi ise bu permiitasyona bir ¢ift
permiitasyon, tek sayida ikili devirlerin ¢arpimi ise bu permiitasyona bir tek permiitasyon

denir. S,, deki tiim ¢ift permiitasyonlar kiimesi A4,, ile gosterilir.

Not. Bir devirin ikili devirlerin carpimi olarak yazilist tek tirlii degildir. Ancak bir
permiitasyonun ayrildigr ikili devirlerin sayisinin teklik ve ¢iftligi de§ismez. Her
transpozisyonun mertebesi 2 oldugundan her permiitasyon transpozisyonlarin carpimi

bi¢iminde tek tiirlii olarak ifade edilmeyebilir.

Ornek. f =(1 4 5 2) € S5 deviri igin
f=(1 4 5 2)=01 21 50 49=00 21 50 42 3)(2 3)olur.

Teorem 2.6.13. n > 2 olmak iizere S,, deki tiim ¢ift permiitasyonlar kiimesi 4,,, S,, nin n!/2
elemanli bir alt grubudur. Bu alt gruba n. alterne grup denir.

Ispat. M ={1,2,...,n} diyelim. a,b €M ve a# b olmak iizere I, = (a b)(a b)
oldugundan I, € A, olup @ # A, c S, olur. Herhangi f,g € A, alalm. f,g € A4,
oldugundan f ve g permiitasyonlar ¢ift sayida ikili devirlerin ¢carpimi olup fg de cift sayida
ikili devirlerin ¢arpimi olur. O halde fg € A,, olup ayrica S;, sonlu grup oldugundan 4, < S,
olur.

Simdi S,, deki ¢ift permiitasyonlarin sayist ile tek permiitasyonlarin sayisinin esit oldugu
gosterilirse o (S,) = n! oldugundan istenen elde edilir. S,, de ¢ift permiitasyonlarin sayisi n, ve
tek permiitasyonlarin sayist da n, olsun. n > 2 oldugundan a # b olacak sekilde 3 a,b € M
vardir. S, deki her f ¢ift permiitasyonu i¢in (¢ b)f bir tek permiitasyondur. Bu sekilde
birbirinden farkli ¢ift permiitasyonlardan birbirinden farkli tek permiitasyonlar elde edilir. O
halde n, < n, olur. Tersine, S, deki her g tek permiitasyonu igin (a b)g bir cift
permiitasyondur. Bu sekilde birbirinden farkli tek permiitasyonlardan, birbirinden farkli ¢ift
permiitasyonlar elde edilir. O halde n, < n; olur. n; < n, ve n, < n; oldugundan n;, = n,

olup istenen elde edilir.

Sonug¢ 2.6.14. n > 2 olmak iizere A,,, S;, nin indeksi 2 olan normal alt grubudur.

Ispat. Teorem 2.4.15 geregi (S,,: 4,) = % =2 ve A, < S, olup istenen elde edilir.

) € Sg permiitasyonu i¢in

CENERER TR A



ve 3 5)f=@ 5)(; ; i g Z)=(% % i g i)olur.

Tamm 2.6.15. G bir grup ve a, b € G olsun. Eger b = xax~! olacak sekilde 3 x € G varsa b

elemanina a nin (x ile) eslenigi denir ve bu durum a = b ile ifade edilir.

Teorem 2.6.16. Yukarida tanimlanan = eslenik olma bagintis1 G de bir denklik bagintisidir.

1

Ispat. Yansima: V a € G icin a = eae™! oldugundan a =~ a olup = bagintisinin yansima

ozelligi vardir.

1 olacak sekilde

Simetri: a = b olan herhangi a,b € G alalim. a = b oldugundan b = xax™
3 x € G vardir. b = xax~! oldugundan a = x bx = x " 1b(x 1) tolupx~! = yalinrsay €
G ve a = yby~! olur. O halde b ~ a olup = bagntisinin simetri 6zelligi vardir.

Gecisme: a ~ b ve b ~ ¢ olan herhangi a,b,c € G alalim. a ~ b oldugundan b = xax™?

1

olacak sekilde 3 x € G vardir. b = ¢ oldugundan ¢ = yby~" olacak sekilde 3 y € G vardir.

Burada ¢ =yby ! = yxax ly~! = yxa(yx)~! olup z = yx almirsa z € G ve ¢ = zaz™?!
olur. O halde a = c olup = bagintisinin gegisme 6zelligi vardir.

Boylece = bagintis1 bir denklik bagintis1 olup istenen elde edilir.

Tamm 2.6.17. G de = denklik bagitisinin belirttigi denklik siniflarina eslenik siniflari denir.
Bir a € G nin belirttigi eslenik sinifi C (a) ile gosterilir. Burada C(a) = {x € G|a = x} olur.

Not. Denklik smiflar1 kiimenin ayrigimini belirttiginden G sonlu bir grup ise grubun mertebesi
birbirinden farkli eslenik siniflarindaki elemanlarin sayilari toplamidir. a € G olmak iizere
C(a) eslenik sinifinin eleman sayisi genellikle ¢, ile gosterilir. Burada c,, G de a ile eslenik
olan elemanlarin sayisidir. Eger G de birbirinden farkli tiim eslenik siniflarinin kiimesi
a,as,...,a; € G olmak iizere {C(a,),C(a,),...,C(a;)} ise G nin eslenik smiflarina ayrigimi

G = C(a;) U C(az) U...U C(ay) olup o (G) = ¢, + Cq,+...+Cq, Olur.

Simdi S,deki bir elemanin esleniklerini ve S, nin eslenik smiflarina ayrigimini

inceleyelim.

Teorem 2.6.18. Bir 0 € S, i¢in o(iy i, ... iy)o 1= (o(iy) o(iy) ... o(i,.))olur.
Ispat. Herhangi x € M = {1,2,...,n} alalm. Eger x & {5(i;),0(iy),...,0(i,)} ise 071(x) ¢

{iy,iy,..., i} olur. Budurumda (6(i;) o(i,) ... d(i,.)(x) =xve

(c(iy iy ... ir)a‘l)(x)za((il iy ... ir)(a‘l(x)))za(a‘l(x))=x

% { Cebire Giris



® J Ondokuz Mays Universitesi

olup (6(iy iy ... ip)o D) = (o) o(y) ... a(i,))(x) saglanir. Kabul edelim
ki x € {0(iy),0(iy),...,0(i,)} olsun. Bu durumda 3 k = 1,2,...,7 i¢in x = o(iy) olur. x =
o (iy) oldugundan 6~ (x) = i), dir. Eger k < 7 ise

(a(iy) o(y) ... o)) = (@) o) ... U(ir))(a(ik))=0(ik+1)

ve
(0 B2~ Do @ =0( & -~ (W)
=o((iy L - B)(x) = 0(igs)
olup (6(iy iy ... ip)oHDX)=(a(iy) o) ... o(i,))(x) bulunur. Eger k = r ise
(0(G) o) ... ()@ =(0@) a() ... o(@)(oG) =a(iy)
ve

(o(iy iy - ir)o-‘l)(x)za((il A ir)(a‘l(x)))

=o((h & - () =0()
olup yine (a(iy i ... ip)o D)= (0(@,) (i) ... a(i,))(x) esitligi elde edilir.
YaniVx € M ={1,2,...,n}i¢in

(c(ts Lz .. LYo~ H) =(0(i) o) ... o(@)(x)

olupo(iy iy ... i)ot=(o(iy) o(i) ... o(i.)) bulunur.

Sonug 2.6.19. iki devirin eslenik olmas i¢in gerek ve yeter kosul bu iki devirin ayn1 uzunluklara
sahip olmalaridir.

Ispat. (=)Teorem 2.6.18 den agiktir.

(&) S,, de uzunluklan esit herhangi iki (iy i, ... i) ve (1 Jj2 ... Jr) devirleri
verilsin. Bu devirlerin eslenik oldugu gosterilirse istenen elde edilir. 1 < k <7r igin ji
elemanim1 i, nin altma ve M ={1,2,...,n} kiimesinin varsa ji,J,,...,j, disindaki
elemanlarin1 da bu kiimenin iy, i,,..., I, elemanlar1 disindaki elemanlarinin altina yazarak bir

o permiitasyonu olusturulabilir. 1 < k < r igin o (i} ) = j oldugundan Teorem 2.6.18 geregi

Gr Jz - J)=(0@) o(y) ... o(i))=0( i .. iy)o!

olup (iy i ... i)ve(yi J2 ... Jr) devirleri esleniktir.



Teorem 2.6.20. S, deki iki permiitasyonun eslenik olmasi icin gerek ve yeter kosul bu
permiitasyonlarin ayrik devirlere ayrilisindaki devirlerin sayisinin ve uzunluklarimin ayn
olmasidir.

Ispat. (=) S, de eslenik herhangi iki f ve g permiitasyonlarini alalim. f ve g nin ayrik
devirlere ayrilisindaki devirlerin sayisinin ve uzunluklarinin ayni oldugu gosterilirse istenen

elde edilir. f nin ayrik devirlerin ¢arpimi seklinde yazilist f = fif;...f, olsun. f =g

1 1 —

oldugundan g =o0fo~" olacak sekilde 3Io0 €S, vardir. Burada g=o0fc" " =

ofifo... ot =0fioc"tof,ot...of, 07 olup 1 <i <7 igin g; =ocfijo?!

alinirsa g nin
ayrik devirlere ayrilist g = g;95...9g, bi¢imindedir. Ayrica 1 <i <7 i¢in g; = ofjo~!
oldugundan f; ile g; devirlerinin uzunluklari ayni olup istenen elde edilir.

(&) f,g € S, igin f ve g nin ayrik devirlere ayrilist sirasiyla f = fifo... fr ve g = g192--- 9~
olmak tizere kabul edelim ki 1 < i < ri¢cin f; ile g; devirlerinin uzunluklar1 ayni olsun. f =
g oldugu gosterilirse istenen elde edilir. Burada 1 < i < r i¢in g; devirinin elemanlarin1 f;
devirinin ayn1 siradaki elemanlarinin altma ve M = {1,2,..., n} kiimesinin varsa g, g,, ..., gr

devirlerinin elemanlar1 disindaki elemanlarm1 da bu kiimenin f3,f,,..., f, devirlerinin

elemanlar1 disindaki elemanlarinin altina yazarak bir o permiitasyonu olusturulabilir. Bu

1

durumda 1 <i<r7r i¢in g; =0fic™! olup g =9.195...9- =cfioc lofpo  ...0f,07! =

ofo~! olur. Buradan f ~ g bulunur.

1 2 3 4 5 6
6 51 4 2 3

02 1 3 4o t=00@ (1) o3 c4)=(G 6 1 4)olur.

Ornek. o = ( ) € S¢ permiitasyonu icin

Ornek. Sgda (2 1 5) ile (4 2 3) devirleri birbirine denktir. Simdi Sg da
0(2 1 50 '=(4 2 3) sartim1 saglayan o permiitasyonlarinin kiimesini bulalim.
Bununigin (6(2) ¢(1) o(5)) = (4 2 3) sartin1 saglayan permiitasyonlar bulunmalidir.

Bu permiitasyonlar

/123 456y _ (123 4586\ (123456
”1_(241536)"’2_(241635)"’3_(245136)'
/123 456y _ (123 4586\ (123456
64_(245631)’65_(246135)’06_(246531)
/1 23 456y _ (123 4586\ _ (123456
“7_(431526)"’8_(431625)"’9_(435126)'
02(123456)0_:(123456)62(123456)
07\%4 35 6 2 177" \4 3612 5’24 367521
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013 = (; 2),014 = (é

016:(% 2 5 6 ?)'“17=(§ 2 6 4 g)"’”:@

olup yukaridaki sart1 saglayan o permiitasyonlarinin kiimesi

NN N
W W
AU

SO IS |
NN N
W W

(SR e I
Ul Ut
Ul O
N—"

N
192}
Il
VN
W R

N NN R

o WUl W

Ul D

U1

{01,0,,03,04, 05,06, 07, 0g, 09, 019, 011, 012, 013, 014, 015, O16, 017, 01}
kiimesidir.

1 2 3 4 5 6
4 6 1 3 5 2

permiitasyonu ile eslenigini bulalim.

Ornek. Se da f:( ) permiitasyonunun g:(é i ?L g g g)

Coziim. f nin ayrik devirlerin ¢arpimi seklinde yazilisi f = (1 4 3)(2 6)dir. O halde
f nin o permiitasyonu ile eslenigi

ofc7'=0(1 4 3)2 6)a7'=0(1 4 3)o7'c(2 6)o!
=((1) o) o)) d(6)=B 6 41 5)

olur.
Tamm 2.6.21. n € Z* olsun.n; < n, <...< n, ven = n; + ny+...+n, kosullarini saglayan
bir nq, n,,...,n, pozitif tam sayilar dizisine n nin bir ayrisimi denir. n nin tiim ayrigimlari

sayis1 p(n) ile gosterilir.

Ornek. 1 in ayristmi sadece 1=1 oldugundan p(1) = 1 olur.

2 nin ayrisimlar1 2=2 ve 2=1+1 oldugundan p(2) = 2 olur.

3 Uin ayrisimlar1 3=3, 3=1+2 ve 3=1+1+1 oldugundan p(3) = 3 olur.

4 iin aynisimlan 4=4, 4=1+3, 4=1+1+2, 4=1+1+1+1 ve 4=2+2 oldugundan p(4) = 5 olur.

Teorem 2.6.22. S, deki farkli eslenik siniflarinin sayisi p(n) olur.

Ispat. Teorem 2.6.18 den bir eslenik smifindaki tiim permiitasyonlarin ayrik devirlere
ayrilisindaki devirlerin sayist ve bu devirlerin uzunluklart aynidir. S,, de bir permiitasyonu ayrik
devirlere ayrildiginda bu devirlere M = {1,2,...,n} kiimesinin bu devirlerdeki elemanlar
disindaki eleman sayis1 kadar 1 uzunlugunda devirler ilave edildiginde elde edilen devirlerin
uzunluklar1 toplami1 n yi verir. Yani S,, deki her permiitasyona n nin bir ayrisimi karsilik gelir.
Tersine, mnin her n=n; +n,+...4n, (0<n; <n, <...<n,) ayngimina karsihk
uzunluklar sirastyla nq,n,,...,n, olan fi,f,,..., f, devirleri ve bunlarin ¢arpimi olan f =
fifo- .- fr € S, permiitasyonu vardir. O halde S,, deki farkli eslenik siniflarinin sayist p(n)

olup istenen elde edilir.



Ornek. p(4) =5 oldugundan S, de farkli eslenik simiflarmin sayist 5 olur. Bu smiflar
asagidakilerdir:

C1={1},

C,={1 2 3 2 4,1 3 2,0 4 2,1 3 4,1 4 3),2 3 4),(@
G={1 2,0 30 4,2 3),2 4,3 4}

C,={1 23 4,1 3)2 49,0 H2 3)}

Cs={1 2 3 4,0 2 4 3,10 3 2 4,1 3 4 2,1 4 2 3),1 4

Teorem 2.6.23. A,,, tiim iiclii devirlerin kiimesi ile tiretilmistir.

Ispat, S, nin tiim iiclii devirlerinin iirettigi alt grubuna T diyelim. T = A,, oldugu gosterilirse
istenen elde edilir. Herhangi f = (i i, i3) u¢li devirini alahm. f=(i; i, Ii3)=
(iy i3)(i;y i) oldugundan f € A, olur. O halde T c A,, olur. Simdi ters kapsamayi
gosterelim. Bunun igin S,, de her (a  b) ve (¢ d) transpozisyonlariigin (a b)(c d) €T
oldugunu gostermemiz yeterlidir. S, de herhangi (a b) ve (¢ d) transpozisyonlari
verilsin. Eger (a b) =(c d)ise (a b)(c d) =1y €T olur. Eger b =c ve a # d ise
(@ b)(c d)=(a b)(b d)=(a b d)ET dir. Eger a,b,c,d sayilar1 birbirinden
farkli ise yine (a b)(c d)=(a b c¢)(b ¢ d) €T bulunur. Béylece A, € T olup

ayricaT € A, oldugundan T = A,, olur.

Teorem 2.6.24.n > 5 ve N < A,, olsun. Eger N bir iiclii devir kapsarsa N = A,, olur.

Ispat. N bir iiclii (i;y i, i3) devirini kapsasm. N nin biitiin @icli devirleri kapsadigi
gosterilirse istenen elde edilir. n = 5 oldugundan S, de (iy i, i3) deviri ile ayrik en az bir
(a b) transpozisyonu vardir. Herhangi (j; Jj» Jj3) tglii devirini alalim. Sonug 2.6.19 dan
(iy i, i3) ile (j1 Jjo J3) devirleri eslenik olup (j1 Jj, Jj3) = o(iy iy i3)o™ 1=
(o(i;) o(iy,) o(i3)) olacak sekilde Io0 €S, vardir. Eger burada o € A4, ise
(iy i, i3) €N ve N<A4, oldugundan (j; j, Jj3)=o0(; i, i3)o”! € N saglanm.
o & A,, olsun. Budurumda f = 6(a b) alinwrsa f € A, olur. Burada (i; i, i3) deviriile
(a b) deviri ayrik oldugundan f(i;) = o(iy), f(i,) = o(iy) ve f(i3) = o(i3) olup

Ui J2 Ja)=(0(i) o(i) o(iz) =) fl2) fU))=f@ i i3)f™

saglanir. Bu durumda yine N <A, oldugundan (j; j, Jj3)=f(; i, i3)f"1EN

bulunur. Yani N biitiin ticlii devirleri kapsar.

Teorem 2.6.25. A, alterne grubunun basit grup olmasi i¢in gerek ve yeter kosul n + 4
olmasidir.
Ispat. (=) A, alterne grubu basit grup olsun. Eger n=4 ise A,in V, =

{L,a 2)3 4,1 3)2 4),1 4)(2 3)} altgrubuiginV, < A, olur. Dahasi,V, < S,

4 3)},

3 2)L
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olur. Ciinkii V, deki her elemanin her ¢ € S, ile eslenigi yine V, iin bir eleman1 olur. Ayrica

V, # {I} ve V, # A, oldugundan A, basit grup degildir. O halde n # 4 olup istenen elde edilir.

(&)n # 4olsun. Egern = 2 ise s(4,) = 2;' = 1 oldugundan A, = {I} olup basit gruptur. Eger

n =3 ise s(43) = 3;' = 3 ve 3 bir asal say1 oldugundan A; grubu da basittir. Kabul edelim ki

n =5 olsun. A,, nin {I;} den farkli herhangi N normal alt grubunu alahm. N = A,, oldugu
gosterilirse istenen elde edilir. Bunun i¢in ispati1 asagidaki alti durumda yapmak yeterlidir.
1. durum: Eger N normal alt grubu bir {i¢lii devir kapsarsa, Teorem 2.6.24 den N = A,, olur.

2. durum: N normal alt grubu r > 4 olmak iizere, ayrik devirlere ayrilisinda r uzunlugunda

enazbir (iy I ... 1) deviri bulunan bir o permiitasyonunu kapsasin. Burada ¢ nin ayrik
devirlere ayrilisindaki (varsa) (i; I ... i) deviri disgindaki devirlerin ¢arpimina f
denilirse 0 = (i i ... i)f seklinde olur. g = (i; i, 1i3) € A, elemam alinirsa o €

N ve N < A,, oldugundan gog~?! € N olup ayrica 6~ € N oldugundan 6~ 1gog~! € N olur.

Diger taraftan

o lgog Tt =f10 by o D)@ G )0 b . B)f(In B G)=

=f7 0 Gy o i) G ) B )3 G ) =( i3 i)
olur. O halde (i; i3 i) € N olup 1. durumdan N = A,, olur.
3. durum: N normal alt grubu, ayrik devirlere ayrilisinda iki tane ayrik (i; i, i3) ve
(iy 15 lg) devirleri bulunan bir o permiitasyonunu kapsasin. Burada o nin ayrik devirlere
ayriligindaki (varsa) (i i, 1i3) ve (iy is i) devirleri disindaki devirlerin ¢arpimina f
denilirse 0 = (iy Iy i3)(iy Is Ig)f bigiminde bulunur. g = (i; i i4) € A, eleman
almrsa 0 € N ve N <A, oldugundan gog™' € N olup ayrica 0™! € N oldugundan
o lgog~! € N olur. Diger taraftan

o lgog?

=f"e Is i)z I i) b W b )0 s )f( s i i)

=ffls s (s iz D G W0 b D)0 s s i i)

= by iz g I3)

bi¢imindedir. O halde (i; {4 i, Ig I3) € N olup 2. durumdan N = A,, olur.

4. durum: N normal alt grubu, ayrik devirlere ayrilisinda bir tane (i; i, i3) lgli deviri ve
digerleri ikili devirler olan bir o permiitasyonunu kapsasin. Burada ikili devirlerin ¢arpimina
f denilirse 0 = (i; i, i3)f bulunur. N < A,, oldugundan 62 € N olur. Burada f ayrik

transpozisyonlarm ¢arpimi oldugundan f? = I, olup

UZ:(i1 I is)zfzz(i1 iy is)(i1 p i3)=(0 i3 i)



elde edilir. O halde (i; i3 i) € N olup 1. durumdan N = A,, bulunur.
5. durum: N normal alt grubu, iki ayrik (i; i) ve (i3 i) devirlerinin ¢arpimi olan bir o
permiitasyonunu kapsasmn. n = 5 oldugundan 3 is € {1,2,...,n} — {iy, i5, 3,04} vardir. g =
(iy i3 i5) € A, elemam almirsa 0 € N ve N < A,, oldugundan gog™! € N olup ayrica
o~ ! € N oldugundan 6~1gag~! € N olur. Diger taraftan
o7tgogt = (in )@z W Gz ) LU (s iz i)
= I iy Is I3)

esitligi vardir. O halde (i; i, i, s i3) € N olup 2. durumdan N = A,, olur.
6. durum: N normal alt grubu, ikiden fazla ayrik transpozisyonlarin ¢arpimi olan bir o
permiitasyonunu kapsasin. Buradaki transpozisyonlarin ilk ti¢i (i; 13), (iz iy) ve (Is ig)
ise digerlerinin carpimina f denilirse 0 = (i3 i3)(i3 iy)(is ig)folur.g =(iy i3 is) €
A, elemanm almirsa 0 € N ve N < A,, oldugundan gog~! € N bulunur. Ayrica 6~ € N
oldugundan 0 "1gog~! € N olur. Diger taraftan

oc-lgog1

=f7M )z WU i) i3 i) )z W0 i)f(s iz i)

=f7 0 )0 W ) i3 ) ) Ws )0 iz i)

=1 Is i3)(iz 1y o)
olur. O halde (i; is i3)(i; iy i) € N olup 3. durumdan N = A,, olur.

Sonug olarak N = A,, olup istenen elde edilir.

Tanim 2.6.26. Teorem 2.6.25 in ispatinda gecen V, grubuna Klein’in 4-lii grubu denir. V,

devirli olmayan degismeli bir gruptur.

Tanim 2.6.27. G bir grup ve p bir asal tam say1 olsun. Eger G nin her elemaninin mertebesi
p nin bir kuvveti ise G ye bir p-grup denir. G nin H alt grubu bir p-grup ise H ye G nin p-alt

grubu denir.

Teorem 2.6.28. G sonlu, degismeli bir grup ve p bir asal tam say1 olsun. G grubunun mertebesi
p nin bir kuvveti olan elemanlarinin olusturdugu

G, ={a € G| k € Nigin ° (a) = p*}
alt kiimesi G nin bir alt grubudur. G,, ye G nin maksimal p-alt grubu veya Sylow p -alt grubu

denir.

Ispat.o () = 1 = p° oldugundan e € Gy olup G, # @ olur. Ayrica G, € G oldugu da agiktir.

Yani @ # G, € G olur. Herhangi a,b € G, alalim. a,b € G, oldugundan o (a) = p* ve o

2 { Cebire Giris



Nt J Ondokuz May1s Universitesi

(b) = pt olacak sekilde 3 k,t € N vardir. s = maks{k, t} diyelim. Burada p*|p$ ve pt|p®
olup Teorem 2.3.10 dan a?’ =e ve b?’ = e olur. Bu durumda G degismeli oldugundan
(ab™1)P° = qP’p7?° = e(b”s)_1 =ee ! = eolup o (ab™1)|p° olur. o (ab™1)|p® oldugundan
o (ab™1), p nin bir kuvveti olup G, nin tanimindan ab~* € G,, olur. Yani V a,b € G, igin

ab™! € Gy, olup Teorem 2.2.6 geregi G, < G olur.
Ornek. Mertebesi p asal tam sayisiin kuvveti olan grup bir p-gruptur.
Ornek. Klein’in 4-lii grubu bir 2-gruptur.

Ornek. (Z,,, +) grubunu goz oniine alalm. Bu grup bir p-grup degildir. Bu grubun 2-alt
gruplar K = {6}, H = {5,5} ve G, = {6, 3,6, 5}, 3-alt gruplar K = {6} ve G3 = {6, 4, §}, 5-
alt grubu G; = K = {6} olur.

3. HALKALAR
3.1. HALKA KAVRAMI VE OZELLIiKLERI

Tanim 3.1.1. R bostan farkl bir kiime, @ ve ©, R de iki i¢ islem olsun. Asagidaki aksiyomlar
(6zellikler) saglanirsa (R,, ©) cebirsel yapisina bir halka denir.

R1) (R,®) bir degismeli gruptur.

R2) © isleminin R de birlesme 6zelligi vardir. Yani V a, b, ¢ € R i¢in (a®b)®Oc = a®(bOc)
dir.

R3) © isleminin @ islemi iizerine sagdan ve soldan dagilma 6zellikleri vardir. Yani V a, b, c €

Ricina®(b @ ¢) = (a®b) @ (a®c) ve (a ® b)Oc = (a®c) @ (bOc) olur.

Not. Tanimda gegen @ sembolii yerine genellikle +, ® sembolii yerine de genellikle -

kullanilacaktir.
Ornek. (Z, +,) bir halkadir.

Ornek. (5Z, +,-) bir halkadur.

Not. (R, +,) bir halka olsun. R nin + islemine gore birim elemanina halkanin sifir elemam
veya sifirt denir ve genellikle O veya sadece 0 ile gosterilir. R nin - islemine gore birim

eleman1 olmayabilir. Eger - islemine gore de birim elemani varsa bu elemana halkanin birim



elemani veya birimi denir ve genellikle 1z veya sadece 1 ile gosterilir, boyle bir halkaya da
birimli halka denir. Halka ikinci isleme gore degisme 6zelligine sahipse bu halkaya degismeli

halka denir.

Not. Gruplarda oldugu gibi halkalarda da iki eleman i¢in tanimli + ve - islemleri sonlu sayida
eleman icin de tanimlidir. Bu durumda genel birlesme ve genel dagilma 6zellikleri de saglanir.
Yani R bir halka olmak iizere V a4, a,,...,a,, by, by, ..., b, € R igin

(i) 1<k <nolmakiizere (X, a;) + Q1 @) = X, q; olur.

(i) 1<k <nolmakizere ([T, a;) - ([Thys1 @) = [T, @; olur.

(i) Ly a) - (TR b)) = Ty (B aiby) = Xy (S amhy) = Sy 2%y azb; =

YjZ1 iz a;b; olur.

Teorem 3.1.2. R bir halka olsun. Bu durumda asagidaki esitlikler vardir.

(i) Va € Riginali = 0ga = 0.

(ii) Va,b € Ricin a(—b) = (—a)b = —(ab).

(iii) V a,b € R icin (—a)(—b) = ab.

(iv) R birimliise V a € R icin (—1z)a = a(—13) = —a.

(v) R birimli ise (—13)(—1f) = 1 olur.

Ispat: (i) Herhangi a € R alalim. O; + 0 = 0 oldugundan a(0; + 0;) = a0 saglanir. R bir
halka oldugundan aOg + a0 = a(0gz + 0z) = a0r bulunur. Bu durumda aOg + a0y +
(—(a0g)) = a0g + (—(a0g)) olup alg + (—(a0g)) = O elde edilir. Bdylece aOg + 0g =
0z olup a0y = O elde edilir. Opa = 0 oldugu da benzer sekilde gosterilebilir.

(ii) Herhangi a,b € R alalim. b + (—b) = (—b) + b = 0, ve R bir halka oldugundan (i)
sikkindan ab + a(—b) = a(b + (b)) = a0g = 0g ve a(—b) + ab = a(—b + b) = aly =
0g olup a(—b) elemani ab elemanmnin R de + islemine gore tersi olur. O halde a(—b) =
—(ab) olur. (—a)b = —(ab) oldugu da benzer sekilde gosterilebilir.

(iii) R deki bir elemanin + islemine gore tersinin tersi kendisine esit oldugundan (ii)
sikkindan V a, b € R i¢in (—a)(—b) = (—(—a))b = ab olup istenen elde edilir.

(iv) R birimli olsun. Bu durumda (ii) sikkindan Va € R i¢in (—1p)a = —(1za) = —a ve
a(—1z) = —(alg) = —a olup (—1g)a = a(—1g) = —a olur.

(v) R birimli olsun. Bu durumda (iii) sikkindan (—13)(—1z) = 1g1p = 13 olup istenen elde

edilir.
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Not. R bir halka olmak tizere V a,b € R igin a(—b) = (—a)b = —(ab) oldugundan —(ab)

yerine —ab yazilacaktir.

Tamm 3.1.3. R bir halka ve a € R olsun. —a ya a elemaninin toplamsal tersi denir, a

elemaninin varsa - islemine gore tersine de a elemanmin tersi denir ve genellikle a™! ile

gosterilir.

Ornek. Birimli bir R halkasinda, tersi mevcut olan elemanlarin olusturdugu kiime ¢arpimsal
bir gruptur. Bu grubun elemanlarina birimsel eleman, bu gruba da birim grup denir ve Uy, ile
gosterilir.

Coziim. Up = {a € R| 3 a~! € R} olmak iizere 1 € Ur ve Uy C R oldugu agiktir. . isleminin
Uy de birlesme 6zelligi ve tanima gore, Up deki her elemanin da tersi vardir. O halde Uy nin

bir grup oldugunu gdstermek i¢in kapaliligi gostermek yeterlidir. a, b € Uy alalim. Bu durumda

a1, b~ € R elemanlari vardir. Buradan (ab)~! = b~ 'a~! € R olup ab € Uy, bulunur.

Tamim 3.1.4. R = {0z} tek elemanli bir halkadir. Bu halkaya sifir halka veya asikar halka
denir. Genel olarak halka sifir halkadan farkli kabul edilir.

Teorem 3.1.5. Birimli bir halkada birim ve sifir elemanlar birbirinden farklidir.

Ispat. R birimli bir halka olsun. 1z # O oldugu gésterilirse istenen elde edilir. Eger 1z = O
iseVa € Rigina = algy = a0z = 0g olup R = {0y} olur ki bu da halkanin sifir halkadan farkli
kabul edilmesiyle ¢elisir. O halde 1, # 0y olup istenen elde edilir.

Tanim 3.1.6. Bir R halkasinda sifirdan farkli bir a elemant i¢in ab = 0 veya ba = 0 olacak
sekilde 3 Og # b € R bulunabilirse a elemanina halkanin sifir bélen elemam denir. Eger boyle

b elemant yoksa a elemanina halkanin sifir bélen olmayan elemam denir.

Not. Tanimdan O ne sifir bolendir, ne de sifir bolen olmayan elemandir.

Ornek. Z; da 2,3 ve 4 sifir bolen elemanlardir.

Tamm 3.1.7. Sifir bolensiz (sifirdan farkli her eleman sifir bolen olmayan) bir halkaya tam

halka denir. Birimli, degismeli ve sifir bélensiz bir halkaya tamlhik bélgesi denir.

Ornek. (Z, +,) halkas1 bir tamlik bolgesidir. (3Z, +,-) tamlik bolgesi degildir.



Ornek. 2 x 2 tipindeki reel matrisler kiimesi matrislerde toplama ve carpma islemlerine gore
bir halkadir. Bu halka birimlidir, ancak degismeli degildir. Ayrica bu halka bir tam halka da
degildir.

Teorem 3.1.8. R bir halka ve O # ¢ € R sifir bdlen olmayan eleman olsun. Bu takdirde a, b €
R icin

ac = bc (ca = cb) ise a = b sagdan (soldan) kisaltma 6zelligi saglanir.
Ispat. ac = bc (ca = cb) olsun. Bu durumda ac — bc = 0 (ca — cb = 0) olup R bir halka
oldugundan (a — b)c = ac — bc = 0y (c(a — b) = ca — cb = 0g) olur. Bu durumda ¢, R nin

bir sifir bélen olmayan elemani oldugundan a — b = Oy olup a = b bulunur.

Sonug¢ 3.1.9. R bir tam halka ise 0O #a € R ve b € R i¢in ax = b olacak sekilde 3 x € R
varsa tektir. Ancak bdyle bir x eleman1 bulunmayabilir.
Ispat. x;,x, € R olmak iizere ax; = b ve ax, = b olsun. Bu durumda ax; = b = ax, olur.
R bir tam halka ve 0 # a € R oldugundan a bir sifir bélen olmayan elemandir. O halde Teorem
3.1.8 geregi x; = x; olur. Yani ax = b olacak sekilde 3 x € R varsa tektir.

Simdi boyle bir x elemanmin bulunmayabilecegine dair bir Ornek verelim.

(Z, +,-) tamlik bolgesinde 3x = 2 olacak sekilde hi¢bir x eleman1 mevcut degildir.

Tamm 3.1.10. R birimli ve degismeli bir halka ve R* = R — {0}, ikinci islem - ya gore bir grup

ise yada sifirdan farkli her elemanin - islemine gore tersi varsa R halkasina bir cisim denir.

Ornek. (Q,+,") ve (R, +,-) cebirsel yapilari birer cisimdir. Fakat (Z, +,-) bir cisim degildir.

Teorem 3.1.11. Sonlu elemanli tamlik bolgesi bir cisimdir.

Ispat. K sonlu elemanli bir tamhik bolgesi olsun. K nm bir cisim oldugu gosterilirse
istenen elde edilir. Ox # a € K olsun. K bir tamlik bolgesi oldugundan a bir sifir bolen
olmayan elemandir. f:K - K, x - f(x) = ax donlsimiini tamimlayalim. f nin bir
fonksiyon oldugu agiktir. f(x;) = f(x,) olan herhangi x{,x, € K alalm. f(x;) = f(x;)
oldugundan ax; = ax, olup a bir sifir bolen olmayan eleman oldugundan Teorem 3.1.8 den
x1 = x5 olur. O halde f bire-bir olup ayrica K sonlu elemanli oldugundan Onerme 1.3.9 geregi
f ayni zamanda ortendir. f Orten ve 1x € K oldugundan f(x) = 1y olacak sekilde 3 x € K
vardir. f(x) = 1; oldugundan ax = 1y olur. Ayrica K degismeli oldugundan ax = xa = 1
olup x elemani a nin K da - islemine gore tersidir. Yani K nin sifirdan farkli her elemaninin K

da - islemine gore tersi mevcuttur. Boylece K bir cisim olup istenen elde edilir.
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Ornek. p bir asal tam say1 ise Zy, p elemanli bir cisimdir.

Yukaridaki teoremde sonluluk ifadesi kaldirilirsa, iddia yanlis olur. (Z, +,-) bir tamlik
bolgesidir, fakat bir cisim degildir.

Not. Gruplarda oldugu gibi halkalarda da bir elemanin n kat1 ve n. kuvveti (n € Z) tanimhdir.

Teorem 3.1.12. R bir halka olsun. Bu durumda Va,b € R ve Vm,n € Z i¢in

(i) ma+na=(m+n)a

(ii) m(na) = (mn)a

(iii) n(a + b) = na + nb

(iv) (=m)a = m(—a) = —(ma)

(v) (ma)b = a(mb) = m(ab)

(vi) (ma)(nb) = (mn)(ab)

Ispat. Herhangi a, b € R ve herhangi m,n € Z alalm. (R, +) degismeli bir grup oldugundan
(i), (ii) ve (iii) gruplardaki kat 6zelliklerinden saglanir.

(iv) Kat tanimindan V x € R i¢in (—1)x = —x olur. Bu durumda (ii) sikkindan (—m)a =
((=Dm)a = (-1)(ma) = —(ma) ve m(—a) = m((-1a) = (m(=1))a = ((-)m)a =

(=1 (ma) = —(ma)olup (—m)a = m(—a) = —(ma) olur.

(v) Eger m > 0 ise (ma)b = <a + a+...+a> b =ab+ ab+...+ab = m(ab) ve a(mb) =

m tane m tane

a (b + b+... +b> = ab + ab+...+ab = m(ab) olup (ma)b = a(mb) = m(ab) olur. Eger

m tane m tane

m =0 ise her x € R i¢cin 0x = 0z oldugundan (ma)b = (0a)b = 0zb = 0z = 0(ab) =
m(ab) ve a(mb) = a(0b) = alg = 0, = 0(ab) = m(ab) olup (ma)b = a(mb) = m(ab)
esitligi saglanir. Eger m < 0 ise —m > 0 ve (—m)(—a) = ma oldugundan

(ma)b = ((—a) +(—a)+ -+ (—a)) b=(—ab+(—a)b+--+(—a)b

—m tane

—m tane

= (—ab) + (—ab)+...+(—ab) = m(ab)

—m tane

ve

a(mb) = a ((—b) + (=b) + -+ (—b)> = a(-=b) + a(=b) + ---+ a(—b)

—m tane

—m tane

= (—ab) + (—ab)+...+(—ab) = m(ab)

—m tane

olup yine (ma)b = a(imb) = m(ab) olur.



(vi) (ii) ve (v) siklarindan (ma)(nb) = m(a(nb)) = m(n(ab)) = (mn)(ab) olup istenen elde

edilir.

Not. R bir halka olsun. V a € R ve Vm,n € Z igin m(na) = (mn)a oldugundan m(na) ve
(mn)a yerine mna yazilacaktir. Ya,b € R ve Vm € Z igin (ma)b = a(mb) = m(ab)
oldugundan (ma)b, a(mb) ve m(ab) yerine mab yazilir. Vm € Z ve V a € R i¢in (—m)a =

m(—a) = —(ma) oldugundan (—m)a, m(—a) ve —(ma) yerine —ma yazilir.

Tamim 3.1.13. R birimli bir halka olsun. m1; = 0 olacak sekilde bir m > 0 tam sayis1 varsa
boyle m pozitif tam sayilarinin en kii¢ligiine R halkasinin karakteristigi denir. Eger bu kosulu

saglayan bir m pozitif tam sayis1 yoksa R halkasinin karakteristigi sifirdir denir.

Teorem 3.1.14. Bir tamlik bolgesinin karakteristigi sifir degilse bir asal sayidir.

Ispat. R bir tamlik bolgesi ve R nin karakteristigi sifirdan farkli olsun. Kabul edelim ki R nin
karakteristigi m > 0 tam sayis1 olsun. m nin asal oldugu gosterilirse istenen elde edilir. m1z =
Og ve 1z # Of oldugundan m # 1 dir. Dolayisiyla m > 1 olur. m nin 1 den farkli herhangi n
pozitif bolenini alalim. n|m oldugundan m = nt olacak sekilde 3 t € Z vardir. Buradam > 0
ve n > 1 oldugundan 0 < t < m olur. m tam sayis1 R nin karakteristigi oldugundan m1y =
0r olup 0r =mlg = (nt)(1zx1lg) = (nlg)(t1ly) esitliginde R nin sifir bodlensiz olusu
kullanilarak n1liz = 0y veya t1; = Og oldugu goriiliir. R nin karakteristigi m oldugundan ve
0 <t <m esitsizliginden t1y # Oz olur. Bu durumda nli = 0 olup n > 0 dir. R nin
karakteristigi m oldugundan m < n olmahdir. Ayrica n|m ve m,n € Z* oldugundan n < m
dir. O halde n = m olur. Yani m nin 1 ve kendisinden farkli hicbir pozitif boleni yoktur. O

halde m asal olup istenen elde edilir.

Teorem 3.1.15. R bir tamlik bolgesi olsun.

(i) R nin karakteristigi sifirise V 0p # a € R i¢in |a| = oo dur.

(ii) R nin karakteristigimiseV Oz # a € R i¢in |a| = m dir.
Ispat. (i) R nin karakteristigi sifir olsun. Sifirdan farkli herhangi a € R alalim. Eger a nin
toplamsal mertebesi sonlu ve m ise ma = 0y olup 0 = ma = m(1za) = (mlg)a olur. Bu
durumda R nin sifir bélensizligi ve a # 0y olusu kullanilarak m1, = O bulunur. Buise R nin
karakteristiginin sifir olmasiyla ¢elisir. O halde a nin toplamsal mertebesi sonlu degildir. Yani
R nin karakteristiginin sifir olmas1 durumunda R nin sifirdan farkli her elemaninin toplamsal

mertebesi sonlu degildir.

N { Cebire Giris
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(ii) Kabul edelim ki R nin karakteristigi m > 0 tam sayis1 olsun. Sifirdan farkli herhangi a €
R alalim. m > 0 tam sayisi R nin karakteristigi oldugundan m1; = 0y olup ma = mlza =
Oga = Og olur. O halde a nin toplamsal mertebesi sonlu ve bu mertebeye n denilirse n < m
olur. n tam sayisi a nin toplamsal mertebesi oldugundan na = 0 olup 0 = na = (nlg)a
olur. Bu durumda R nin sifir bolensizligi ve a # 0 olusu kullanilarak n1, = 0 bulunur.
Ancak R nin karakteristigi m ve n > 0 oldugundan m < n olmalidir. Béylecen < mvem <
n oldugundan n = m olup a nin toplamsal mertebesi m olur. Yani R nin karakteristiginin m >
0 tam sayist olmast durumunda R nin sifirdan farkli her elemaninin toplamsal mertebesi m

olur.

Teorem 3.1.16. R ve S iki halka olsun. Bu takdirde R X S kiimesi V (14,s), (13,5,) ER X S
icin (rq,81) + (r,82) = (r1 + 13,51 +53) ve (r1,81) - (2, 82) = (r17r3,5153) ile tanimh + ve
- islemlerine gore bir halkadir. Bu halkaya R ile S nin direkt ¢carpimi denir ve genellikle R @
S ile ifade edilir.
Ispat. Teoremin ifadesindeki + ve - islemlerinin R X S de bir i¢ islem oldugu agiktir. Simdi
bu islemlerin halka tanimindaki kosullar1 sagladigin1 gosterelim.
R1) Teorem 2.1.14 den R X S kiimesi + islemine gore bir gruptur. Ayrica (R, +) ve (S, +)
birer degismeli grup oldugundan R X S deki + isleminin tanimindan V (7, s;), (13,5,) ER X S
igin
(ri,s1) + (rz,82) = (ry + 12,51+ 52) = (rz + 11,52 +51) = (r2,82) + (1, 51)
olup R X S kiimesi + islemine gore degismeli bir grup olur.
R2) R ve S deki - isleminin birlesme 06zelligi ve R XS de - isleminin tanimindan
Y (1, 81), (13, 52), (1r3,53) € R X S igin
(r1,sD[(r2,52)(r3,53)] = (1, 51) (273, 5283) = (7”1(7‘2T3);S1(5253))

= ((T17"2)7”3' (5152)53) = (1112, 5152)(73, 53)

= [(r1, 1) (12, 52)1(r3, 53)
esitligi saglanir. Boylece R X S de - isleminin birlesme 6zelligi vardir.
R3) R ve S de - isleminin + islemi {izerine sagdan ve soldan dagilma o6zellikleri ve R X S de

+ ve - islemlerinin tanimlarindan V (14, s1), (13, S3), (13, 53) € R X S igin

(r1, sz, 82) + (r3,53)] = (r1,51)(ry + 13,52 + 53)
= (7”1(7”2 +13),51(5, + 53)) = (ry1y + 1173,515, + 5153)

= (r172,8152) + (r173,8183) = (r1,51) (2, 82) + (r1,51) (T3, 53)

veE



[(r1,51) + (r2,$2)1(r3,83) = (11 + 12,51 4+ 52)(r3,53) = ((r1 + 12)713, (51 + 52)S3)
= (rir3 + 1213,5153 + 5283) = (r1713,5153) + (1273, 5253)
= (11, 51) (13, 53) + (12, 52) (73, 53)
esitlikleri saglanir. O halde R X S de - isleminin + islemi iizerine sagdan ve soldan dagilma
ozellikleri vardir.
Boylece R X S kartezyen ¢arpim kiimesi iizerinde tanimlanan + ve - i¢ islemlerine

gore bir halka olup istenen elde edilir.

3.2. ALT HALKA VE iDEALLER

Tanim 3.2.1. R bir halka ve @ # S < R olsun. Eger S kiimesi R deki islemlere gore bizzat bir
halka ise S ye R nin bir alt halkasi denir.

Not. R bir halka olsun. Bu durumda {03} ve R, R nin birer alt halkasidir. Bu alt halkalara R nin
asikar alt halkalar1 denir. R nin varsa {0z} ve R den farkli alt halkalarina 6z alt halkalari

denir.
Ornek. Z, Q nun bir 6z alt halkasidir. Q, R nin bir 6z alt halkasidur.

Ornek. 4Z, (Z, +,") halkasinn bir 6z alt halkasidir. Burada Z halkasi birimli oldugu halde 47
halkasi birimli degildir.

Ornek. (Zg, +,) halkasin g0z Oniine alalim. {6, §} kiimesi bu halkanin birim elemani 3 olan

birimli bir alt halkasidir. Burada 1 elemani da (Zg, +,) halkasinin birim elemanidir ve 3 # 1dir.

Teorem 3.2.2. R bir halkave @ # S R olsun. Bu takdirde S nin bir alt halka olmas1 i¢in gerek
ve yeter kosul Va,b € Sicina —b € S ve ab € S olmasidir.
Ispat. (=) S, R nin bir alt halkas: olsun. Bu durumda S, R deki islemlere gore kendi basina bir
halkaolupV a,b € Sicina —b € S ve ab € S olur.
(&) Va,beS igina—beS veabeS olsun. SR veVab€eS igina—beES
oldugundan Teorem 2.2.6 geregi S, + islemine gore R nin bir alt grubu olur. Ayrica S € R
oldugundan V a,b € S i¢cin a,b € R olup (R, +) bir degismeli grup oldugundana + b = b + a
olur. O halde (S, +) cebirsel yapis1 degismeli bir grup olur.

V a,b € Sigin ab € S oldugundan R deki - islemi S de bir i¢ islem olur. Ayrica S € R
oldugundan V a,b,c € S i¢in a,b,c € R olup (R,+,") bir halka oldugundan (ab)c = a(bc),
a(b + c) = ab + ac ve (a + b)c = ac + bc olur.
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Boylece S, R deki islemlere gore bizzat bir halka oldugundan R nin bir alt halkasidir.

Teorem 3.2.3. Bir halkanin birtakim alt halkalarinin kesisimi de bir alt halkadir.

Ispat. R bir halka ve {S;};c;, R nin alt halkalarinin bir ailesi olsun. N;e;S; kiimesinin R nin bir
alt halkas1 oldugu gosterilirse istenen elde edilir. Her i € I i¢in S;, R nin bir alt halkas1
oldugundan (S;, +) grubu (R, +) grubunun bir alt grubu olup Oy € S; olur. Her i € I i¢in 0y €
S; oldugundan Op € N;¢; S; dir. Buradan N;¢; S; # @ olur. Ayrica N;e; S; € R oldugu da agiktir.
Yani @ # N;¢;S; € R olur. Herhangi a, b € N;¢; S; alalim. a, b € N;¢; S; oldugundan her i €
I i¢in a, b € S; olup S;, R nin bir alt halkas1 oldugundan a — b € S; ve ab € S; olur. Heri € I
icin a —b € S; veab € S; oldugundana — b € N;¢; S; ve ab € N;g; S; bulunur. YaniV a, b €
Nie;S; igin a — b € N S; ve ab € Ng; S; olup Teorem 3.2.2 geregi N;e;S;, R nin bir alt
halkasidir.

Tanmm 3.2.4. R bir halka ve A € R olsun. R nin A y1 kapsayan biitiin alt halkalarinin
kesisimine A nin iirettigi alt halka denir ve genellikle (A) ile ifade edilir. Burada A nin

elemanlarina da (A) halkasinin iiretegleri denir.

Not. A c T ve T, R nin bir alt halkasi ise (A) nin tanimindan (A) c T olur. Boylece (A), R nin
A y1 kapsayan en kiigiik alt halkasi olur. Eger A = @ ise (A) = {0z} olur.

Tamm 3.2.5. R bir halka ve @ # I c R olsun. Eger
(i) VYabe€licina—b€elve
(ii) Va€elveVreRicinra€l(ar €l)
ise I ya R nin bir sol (sag) ideali denir. Hem sol, hem de sag ideale iki tarafl ideal veya kisaca

ideal denir.
Not. Her sol (sag) ideal bir alt halkadir, fakat her alt halka bir ideal olmayabilir.
Ornek. Z, Q nun bir alt halkasidir, ancak bir ideali degildir.

Not. R halkas1 degismeli ise R nin her sol ideali bir sag ideal, her sag ideali de bir sol ideal

olur. Dolayisiyla degismeli halkalarda her sol (sag) ideal bir idealdir.

Tamim 3.2.6. {Og} ve R, R halkasinin idealleri olup bu ideallere R nin asikar idealleri denir.

R nin varsa {0z} ve R den farkli ideallerine de 6z idealleri denir.

Teorem 3.2.7. Bir R halkasinin birtakim sol (sag) ideallerinin kesisimi de R nin bir sol (sag)

idealidir.



Ispat. {S;};c;, R nin sol (sag) ideallerinin bir ailesi olsun. N;¢; S; kiimesinin R nin bir sol (sag)
ideali oldugu gosterilirse istenen elde edilir. Her i € I igin S;, R nin bir sol (sag) ideali
oldugundan (S;, +) grubu (R, +) grubunun bir alt grubudur. Béylece 0y € S; oldugu agiktir.
Buradan V i € I i¢in Oy € S; oldugundan Op € N;¢; S; olup Nie; S; # @ olur. Ayrica Nie; S; € R
oldugu da agiktir. Yani @ # N;¢; S; € R olur. Herhangi a, b € N;¢; S; ve herhangir € R alalim.
a,b € Nig; S; oldugundan Vi € I i¢in a, b € S; olup S;, R nin bir sol (sag) ideali oldugundan
a—b€eS; ve ra€S;(ar €S;) olur. Her i €1 i¢in a—b€S; ve ra€S;(ar €S;)
oldugundan a — b € N;; S; ve ra € Nig; S; (ar € N S;) olur. Yani Va,b € Nig S; ve
Vre€Rigina—b € Nig S; vera € Nig S; (ar € N S;) olup ideal tanimui geregi Nie; S;, R

nin bir sol (sag) idealidir.

Tanim 3.2.8. R bir halka ve A € R olsun. R nin A y1 kapsayan biitiin ideallerinin kesisimine A
nin iirettigi ideal denir ve genellikle (A) ile ifade edilir. Eger A = {a} seklinde tek elemanli ise

A nin iirettigi ideale temel (esas) ideal denir ve genellikle (a) ile ifade edilir.

Not. Bos kiimenin iirettigi ideal sifir idealidir. (A) nin tanimindan (A4), R nin A y1 kapsayan en
kii¢iik idealidir.

Teorem 3.2.9. R bir halkave @ # A c R olsun. Bu durumda

" nr

Ty J,rk,rk ER,

n m S
(A) = Z ria; + Z ajT‘- + Z ATy + z n,Cy a,a ak' Cy € A
=1 j:: 1 k=1

' nuEanstEZ+

olur.
Ispat.
n l,rj,rk,r,é”ER
M= Z rna+ ) ari+ ) rlayr + z nyCy | a,aj,ay,c, €A
i=1 j=1 k=1 ny, € Z,n,m,s,t € Z*

diyelim. Hera € A icina = 1a € M olup A € M olur. Burada A # @ oldugundan M # @ olur.
Ayrica M C R oldugu da agiktir. O halde @ # M c R olur. Herhangi a, b € M ve herhangi r €
R alalim. a, b € M oldugundan

n t
a=Zriai+Z ”+Zr,é'}c',é"+2nucu
u=1

i=1

Ve

n' m'
b =Zqibi+zb]fq} +Zq" e +Zn uwdy
i=1 =1 k=

l
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nr nr

olacak sekilde In,m,s,t,n’,m,s', t' € Z", Ar;, ],rk T Qi q],qk,qk ER,

3 a;,aj, ay, ¢y, by, bj, by, dy, € A ve A ny,n',, € Z vardir. Burada

n n' m m' s s’
a=b= ) na+ ) (—adb+ ) @/ + ) bi(—a)) + Y rlain + ) (~qbiai’
i=1 i=1 j=1 =1 k=1 k=1
t t’
+ Z n,c, + Z(—n’u)du EM,
u=1 u=1
n t m S
ra = Z(rri)ai + Z(nur)cu + Z rajri + Z(rr,é')a;c'r,é" EM
i=1 u=1 j=1 k=1

Ve

m
z ]’r] +Zcu(nur)+2nar+2r,é’a;c’ ') EM

olup M, R nin bir ideali olur. Ayrica A € M oldugundan
(ADHcM (D

kapsamasi bulunur. Herhangi a € M alalim. a € M oldugundan

n m S t
= z ria; + 2 a]frj’ + E Te QT + E n,c
i=1 j=1 k=1 u=1

olacak sekilde 3 n,m,s,t € Z*, 3 T3 T L, €ER, 3 ai,a]f, ay,c, € A ve An, €7Z vardir.
Burada ai,a}, a}é, ¢, € A ve A c (A) oldugundan a;, a},a};, ¢y € (A) olup (A), R nin bir ideali

oldugundan

n

m S t
= Z ra; + Z a1y + Z reagry + Z nuc, € (4)
k=1 u=1

i=1 j=1
olur. Yani V a € M igin a € (A4) olup

M c (4) (2)
kapsamasi elde edilir. (1) ve (2) den

" "

T, T -,rk,rk ER

(A)=M= ZTCIL-FZ(IT-F rkakrk +Znucu a;,a ,‘ a;;;CuEA
ny, EanstEZ+

olup istenen elde edilir.

Sonug 3.2.10. R degismeli bir halka ve @ # A C R olsun. Bu durumda



n t

4 = {z ria; + n,Cy

i=1 u=1

ri€Ra;,c, €EAn, €EZntE Z+}

olur.

Ispat.

r, €R,a;c, €EAn, €EZLn,tE Z+}

n t
T= {Z ria; + Z n,Cy

i=1 u=1

diyelim. T < (A) oldugu agiktir. Herhangi a € (A) alalim. Teorem 3.2.9 dan

N

n m t
a= Z ra; + Z a1y + Z Te QT + Z Ny Cy
u=1

i=1 j=1 k=1
olacak sekilde 3n,m,s,t € Z*, 3 n-,rj',r,é',r,é” ER, Aq,, a},a,’(',cu € A ve 3 n, € Z vardir.
Burada R degismeli oldugundan
n m S t
a= z r;a; + Z a;ri + z Te ATy + Z n,Cy
1 ]=1 k:l =

i= u=1

m N

t
= z r;a; + Z ria;j + Z Te e )y + Z n,c, €T
i = k u=1

n
i=1 j=1 =1

olur. YaniV a € (A) i¢ina € T olup (A) c T olur. Ayrica T c (A) oldugundan

n t

A)=T= {Z ria; + Z n,Cy

i=1 u=1

r; €ER,a;c, EAn, ELNtE Z+}

olup istenen elde edilir.

Sonuc 3.2.11. R birimli ve degigmeli bir halka ve @ # A C R olsun. Bu durumda
n

4 = {z ra;

r'€Ra, €EAnE Z"'} olur.
i=1

Ispat. R degismeli halka oldugundan Sonug 3.2.10 geregi

n t
A= {z ria;+ ) nyculri€Ra,c, € An, €ZntE Z+}
i=1 u=1
olur. K = {¥~, r;a;|r; € R,a; € A,n € Z*} diyelim. K < (A) oldugu agiktir. Herhangi a €
(4) igin
n t
4) = { ria; + Z n,c, |1 €ER,a;,c, EAn, €ELNtE Z+}
i=1 u=1
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oldugundan a = ¥, r;a; + 251 n,c, olacak sekilde An,t € Z*, Ir; €R, T a;, ¢, €A ve
3 n, € Z vardir. Burada R birimli oldugundan

n t n t
a= Z ra; + Z NyCy = z ra; + Z(nulR)cu EK
i=1 u=1 i=1 u=1

olur. Yani V a € (A) i¢in a € K olup (A) € K olur. Ayrica K c (A) oldugundan

A)=K-= izn: ria;

i=1

r;€R,a;,€EANE Z+}
olup istenen elde edilir.

Sonugc 3.2.12. R bir halka ve a € R olsun. Bu durumda

r;ar; +ta

n
i=1

(a) = {ra +ar +

rr, r;', rl ERteEZnE Z+}
L

olur.
Sonug¢ 3.2.13. R degismeli bir halka ve a € R olsun. Bu durumda

(a) ={ra+nalr e R,n € Z}
olur.
Sonug 3.2.14. R birimli ve degismeli bir halka ve a € R olsun. Bu durumda

(a) = Ra ={ra|r € R}

olur.
Tanim 3.2.15. Her ideali temel ideal olan tamlik bolgesine temel ideal bolgesi denir ve kisaca

TiB ile ifade edilir.

Teorem 3.2.16. (Z, +,-) halkasi bir TIB dir.

Ispat. I, Z nin herhangi bir ideali olsun. I idealinin bir temel ideal oldugu gdsterilirse istenen
elde edilir. Eger I = {0} ise I = (0) olup I bir temel ideal olur. Kabul edelim ki I # {0} olsun.
Bu durumda 3 0 # a € [ vardir. I, Z nin bir ideali ve a € I oldugundan —a = (—1)a € I olur.
—a, a € I oldugundan |a| € I olur. A = {x € I|x > 0} kiimesini tanimlayalim. |a| € I ve |a| >
0 oldugundan |a| € A olup A # @ olur. Ayrica A € Z* ve pozitif tam sayilar kiimesi iyi sirali
kiime oldugundan pozitif tam sayilar kiimesinin bostan farkli her A alt kiimesi bir en kiiclik
elemana sahiptir. Bu elemana t diyelim. ¢ € A oldugundan t € I ve t > 0 olur. Herhangi b € [
alalim. t > 0 oldugundan b tam sayisin1 t tam sayisina kalanli olarak bolebiliriz. Bu durumda
b=qt+rve0<r <tolacak sekilde 3 q,r € Z vardir. b = qt + r oldugundanr = b — qt
olup b,t € I ve I, Znin bir ideali oldugundan r = b — qt € I olur. Burada eger r # 0 olsa 0 <

r < t olup r € A olur ki bu da t sayisinin A nin en kii¢iik eleman1 olmasiyla ¢elisir. O halde



r=0olupb =qt € (t) olur. Yani V b € [ igin b € (t) olup I < (t) olur. Ayrica t € I ve I,
Z nin bir ideali oldugundan (t) c I olur. O halde I = (t) olup I, R nin bir temel idealidir.

Teorem 3.2.17. a4, ay,...,a, €Z—{0} ve k =[ay,a,,...,a,] = OKEK(a,,a,,...,a,)
olsun. Bu durumda NiL,(a;) = (k) olur.

Ispat. Teorem 3.2.7 geregi Niz;(a;) bir ideal ve Teorem 3.2.16 geregi N}L;(a;) = (k) bir temel
idealdir,. x€Ni,(aq;)=>Vi=12,...,nicinx € (q;) >Vi=12,...,nigina;|x = k|x
oldugundan x, a; lerin bir ortak kati olur. Eger y, a; lerin herhangi bir ortak kati ise V i =
1,2,...,nicin q;|ly =y €(aq) >i=12,...,ni¢in y e Nj=,(a;) = (k) = k|ly olur. O
halde Ni=;(a;) = (k) olup istenen elde edilir.

Teorem 3.2.18. I, I,,..., I, bir R halkasinin idealleri olsun. Bu durumda I = {3}}_, a; = a; +
a,+...+a,la, € ,a, € 1,,...,a, € I,,} kimesi R nin bir idealidir. Ayrica 1 < k < n igin
I, c I olur.
Ispat. 1 < k < n olan herhangi k € Z ve herhangi a;, € I verilsin. Burada1 < j <nvej # k
i¢in a; = Op almirsa a; € I; ve a, = a; + a;+...+a, € I bulunur. O halde I, I olur. Yani
1<k <niginl, cIolur. Burada 1 < k < n igin I}, # @ oldugundan I # @ olur. Ayrica I C
R oldugu da aciktir. Béylece @ # [ c R dir.
Herhangi a,b € I ve herhangi r € R igin a,b € I oldugundan a = Y}_,a; ve b =
Yi=1 by olacak sekilde 3 ay, by € I, (1 < k < n) vardir. Burada1 < k < nigin ay, by € [} ve
I, R nin bir ideali oldugundan a, — by, ray, ayr €I olup a—b =Y}_;ar — Xr=1bx =
k=1(ax —b) €1, ra=r¥E_a, =Yk rar €1 ve ar = (Y- a)r = L= axr €1

bulunur. O halde I, R nin bir ideali olup istenen elde edilir.

Tanmm 3.2.19. Teorem 3.2.18 deki [ idealine I4,15,...,1, ideallerinin toplamm denir ve

genellikle I = Y7_; I, = I, + I,+... +1,, ile ifade edilir.

Teorem 3.2.20. a4, ay,...,a, € Z ve d = (a,a,,...,a,) = OBEB(a4,a,,...,a,) olsun. Bu
durumda ;i ; (a;) = (d) olur.
Ispat. d = (ay,q,,...,a,) = OBEB(a,,a,,...,a,) oldugundan 1 < i < nigind|a; olup a; €

(d) olur. Bu durumda (d), Z nin bir ideali oldugundan 1 < i < n i¢in (a;) < (d) olup
n
Y@e@ (1)
i=1

kapsamasi bulunur. d = (aq,a,,...,a,) = OBEB(a,,a,,...,a,) oldugundan Teorem 1.5.12

dend = a;x; + a,x,+...+a,x, olacak sekilde 3 x4,x,,...,x, € Zvardir. Buradal <i <n
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icin a;xx; € (a;) olup d = a;x; + ayx,+...+a,x, € Yi1(a;) bulunur. d € }i-,(a;) ve

1(ay), Z nin bir ideali oldugundan
n
@< ) (@ @
i=1

kapsamasi elde edilir. (1) ve (2) den Y} ;(a;) = (d) olup istenen elde edilir.

Not. I, R halkasinin bir ideali ise (I, +) grubu (R, +) degismeli grubunun bir normal alt grubu
olup (R/I,+) boliim grubu anlamlidir. Ayrica (R, +) grubu degismeli oldugundan (R/I,+)
grubu da degismelidir. Burada (R/I, +) grubunun elemanlari a € R olmak lizere a=a+1 =
{a + x| x € I} seklindedir. Ayrica V a,b € R i¢in a+b=a+Il+b+I=a+b+I=a+b
olur.
Teorem 3.2.21. R bir halka ve I, R nin bir ideali olsun. Bu durumda R /I kiimesi Va + I, b +
IeR/l igin @a+D+b+D)=(@+b)+1ve (a+1)-(b+1)=ab+1 ile tannmh + ve -
islemlerine gore bir halkadir. Bu halkaya R nin [ idealine gore boliim halkasi denir.
Ispat. Teoremin ifadesindeki + isleminin R/Ida bir i¢ islem ve - isleminin kapali oldugu
aciktira+ 1 =x+1veb+1 =y + [ olan herhangia,b,x,y ERicina—x €l veb—y €
I olur.a—x €1, b €R ve l,R nin bir ideali oldugundan ab — xb = (a —x)b € I olur. b —
y €I, x€R ve IR nin bir ideali oldugundan xb — xy = x(b — y) € I bulunur. O halde
ab —xy =ab —xb +xb —xy € [ olup ab + I = xy + I esitligi elde edilir. Bdylece - islemi
iyi taniml1 olup ayrica kapali oldugundan - islemi de R /Ida bir i¢ islemdir.

Simdi bu islemlerin halka tanimindaki kosullar1 sagladigin1 gosterelim.
R1) (R/I, +) cebirsel yapisinin bir degismeli grup oldugu yukaridaki islemlerden agiktir.
R2) R deki - isleminin birlesme 6zelligi ve R/I daki - isleminin tanimindan Va + I,b + I,c +
I € R/I igin

(a@a+D[b+D(c+D]=@+DMbc+1) =albc)+1
=(ab)c+I=(ab+D(c+D=[(a+DB+D](c+1)

olup R/I daki - isleminin birlesme 6zelligi vardir.

R3) R deki - isleminin + islemi {izerine sagdan, soldan dagilma ozelligi ve R/Idaki + , -
islemlerinin tanimindanVa +I,b + I,c + 1 € R/I i¢in
a@a+D[b+D+(c+D]l=@+Db+c+Dh=ab+c)+1
=ab+ac+I=(@+1)+ (ac+1)
=(a+Db+D+ @+ D+



ve
[a+D+B+Dl(c+D=@+b+D(c+D)=(@+b)c+1
=ac+bc+I=(ac+D)+ (bc+]1)
=(@a+Dc+D+B+D(c+])
olup R/I da - isleminin + islemi lizerine sagdan ve soldan dagilma 6zellikleri vardir.
Boylece R /I kiimesi teoremin ifadesinde tanimlanan + ve - islemlerine gore bir halka

olup istenen elde edilir.

Teorem 3.2.22. R bir halka ve I, R nin bir ideali olsun. Bu durumda

(i) R birimli ise R/I da birimlidir.

(ii) R degismeli ise R/I da degismelidir.

Ispat. (i) R birimli olsun. R/I halkasinin 1z + I elemanini alalim. Burada V a € R i¢in aly =
1ga = a oldugundan (a+ (1 +1) =alg+I=a+I1ve (lzg+DN(a+]) =1pa+1=a+
I olup 1 + I elemani R/I halkasinin birim elemanidir. Béylece R/l birimli halka olup istenen
elde edilir.

(ii) R degismeli olsun. Her a +1,b +1 € R/I elemanlari i¢in a,b € R olup R degismeli
oldugundan ab = ba bulunur. Buradan (a+ Db+ =ab+1=ba+1= b+ N(a+])
esitligi saglandigindan R /I halkas1 degismelidir.

Teorem 3.2.23. R bir halka ve I, R nin bir ideali olsun. S, R nin I y1 kapsayan bir alt halkasi ise
[,S nin de bir ideali ve S/I, R/I nin bir alt halkas1 olur. Tersine, R/I nin her alt halkas: T, R
nin / y1 kapsayan bir alt halkas1 olmak tizere T /I seklindedir.
Ispat. @ # I c S oldugu aciktir. Herhangi a, b € I ve herhangi r € S alalim. r € S ve S € R
oldugundan r € R dir. I, R nin bir ideali oldugundan a — b, ra, ar € I olur. O halde I, S nin
bir ideali olup S/I boliim halkas1 anlamlidir. Burada S/I < R/I ve her iki boliim halkasindaki
i¢ islemler ayni oldugundan S/I, R /Inin bir alt halkasi olur.

Tersine, R/I nin herhangi T alt halkasmi alalim. T, R/Inmn bir alt halkas1 oldugundan
(T, +) grubu (R/I, +) grubunun bir alt grubu olup Teorem 2.4.16 dan I < T ve T = T/I olacak

sekilde (R,+) grubunun bir T alt grubu vardir. Simdi T kiimesinin R nin bir alt halkas1
oldugunu gosterelim. Herhangi a, b € T alalim. T, (R, +) grubunun bir alt grubu oldugundan
a —b € T bulunur. a, b € T oldugundana + I, b +1 € T/I = T olup T, R/Inm bir alt halkas1
oldugundan ab + I = (a + I)(b +I) € T = T/I esitligi saglamir. Bu durumda ab + 1 =t + I
olacak sekilde 3t € T vardir. ab + 1 =t + I oldugundan ab —t € [ olup I c T oldugundan

ab —t € T dir. Budurumda ayricat € T ve T, (R, +) grubunun bir alt grubu oldugundan ab =
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ab—t+t €T dir. DolayistiylaVa,b €T icina—b €T ve ab € T olup Teorem 3.2.2 den
T, R nin bir alt halkasidir.

Teorem 3.2.24. R bir halka ve I, R nin bir ideali olsun. S, R nin I y1 kapsayan bir ideali ise
I, S nin de bir ideali ve S/I, R/I nin bir ideali olur. Tersine, R/I nin her ideali S, R nin . y1
kapsayan bir ideali olmak iizere S/I seklindedir.

Ispat. Teorem 3.2.23 in ispatina benzer sekilde yapilir.

Teorem 3.2.25. R bir halka ve I, R nin bir ideali; S ve T, R nin birer alt halkas;, ] € Svel C
T olsun. Bu durumda S/I = T /I olmasi i¢in gerek ve yeter kosul S = T olmasidir.
Ispat. (=) S/I = T/I olsun. Herhangi x € S alalm. x € S oldugundanx + I € S/I = T /I olup
x +1 =1y +1 olacak sekilde 3y € T vardir. x + [ = y + I oldugundan x —y € [ olur. x —
y €1vel c T oldugundan x —y € T olup ayricay € T ve T, R nin bir alt halkas1 oldugundan
x=x—y+y€Tolur. YaniV x € S icin x € T olup

ScT (1)

kapsamasi bulunur. Herhangi x € T alalim. x € T oldugundanx +1 € T/l = S/I olup x +

I =y + 1 olacak sekilde 3y € S vardir. x + [ = y + [ oldugundan x —y € [ olur. x —y € |
ve I € S oldugundan x — y € S dir. Ayricay € S ve S, R nin bir alt halkas1 oldugundan x =
x—y+y€Sdir. YaniVx € T icin x € S olup

TcsS (2)
kapsamasi elde edilir. (1) ve (2) den S = T olup istenen elde edilir.
(&) Aciktir.

3.3. HALKA HOMOMORFIiZMALARI

Tammm 3.3.1. R ve S iki halka ve f:R — S bir fonksiyon olsun. Eger V a,b € R igin
fl@a+b)=f(a)+ f(b) ve f(ab) =f(a)f(b) ise f ye, R den S ye bir halka

homomorfizmasi denir.

Not. f:R — S bir halka homomorfizmasi ise tamimdan f:(R,+) — (S,+) bir grup
homomorfizmasi oldugu anlasilir. O halde grup homomorfizmasindaki 6zellikler burada da

saglanir. Asagidaki teorem grup homomorfizmalarindaki Teorem 2.5.2 den saglanur.

Teorem 3.3.2. f:R — S bir halka homomorfizmasi1 olsun. Bu durumda

(i) f(0g) = Og olur.
(i) Va € R igin f(—a) = —f(a) olur.



Ornek. R ve S iki halka olmak iizere V a € R icin f(a) = Og ile tammli f: R — S doniisiimii
bir halka homomorfizmasidir. Gergekten de Va,b € R i¢in f(a) = f(b) =f(a+b) =
f(ab) =05 olup f(a+b)=05=0s+0s=f(a)+f(b) ve f(ab)=0s=0505=
f(a)f (b) saglanir.

Ornek. n € Z* olmak iizere f:Z - Z,,x = f(x) =x fonksiyonunu gdz 6niine alalim.

Vx,y€Z i¢in f(x+y)=x+y=x+y=f)+f() ve fy)=xy=x-y
f(x)f(y) oldugundan f bir halka homomorfizmasi olur. Ayrica Vx € Z,, igin f(x) =

=

oldugundan f Ortendir.

Teorem 3.3.3. f: R — S bir halka homomorfizmasi olsun. Bu durumda

(i) R nin her alt halkasinin f altindaki goriintiisii S nin bir alt halkasidir.

(ii) S nin her alt halkasinin f altindaki ters goriintiisii R nin bir alt halkasidir.

(iii) S nin her idealinin f altindaki ters goriintiisii R nin bir idealidir.

Ispat. (i) R nin herhangi K alt halkasim alalim. f(K) kiimesinin S nin bir alt halkas1 oldugu
gosterilirse istenen elde edilir. K, R nin bir alt halkasi oldugundan @ # K € R olup @ #
f(K) c S olur. Herhangi x,y € f(K) alalim. x,y € f(K) oldugundan x = f(a) ve y = f(b)
olacak sekilde 3 a, b € K vardir. a,b € K ve K, R nin bir alt halkasi oldugundan a — b € K ve
ab € K iken f(a—b) € f(K) ve f(ab) € f(K) olur. Diger taraftan f  bir halka
homomorfizmasi oldugundan f(a —b) = f(a + (—b)) =f(a)+ f(=b) =f(a) — f(b) =
x —y ve f(ab) = f(a)f(b) = xy saglanir. O halde x —y € f(K) ve xy € f(K) olur. Yani
Vx,y€ f(K)iginx —y € f(K) ve xy € f(K) olup Teorem 3.2.2 den f(K) kiimesi S nin bir
alt halkasidir.

(ii) S nin herhangi T alt halkasimi alalim. f_l(T) kiimesinin R nin bir alt halkas1 oldugu
gosterilirse istenen elde edilir. f: R — S bir halka homomorfizmasi oldugundan Teorem 3.3.2
den f(0g) = 05 € T olup O € f *(T) bulunur. O halde f*(T) # @ olur. Ayrica f~(T) €
R dir. Boylece @ # f~1(T) € R olur. Herhangi a,b € f~X(T) alalm. a,b € f~1(T)
oldugundan f(a),f(b) €T olup T, Snin bir alt halkasi oldugundan f(a) — f(b) €T ve
f(a)f(b) €T dir. Diger taraftan f: R — S bir halka homomorfizmasi oldugundan f(a — b) =
fla+ (b)) = f(a@) + f(=b) = f(a) — f(b) ve f(ab) = f(a)f(b) esitlikleri saglamir. O
halde f(a—b) €T ve f(ab) €T olupa—b € f~1(T) ve ab € f~1(T) olur. Yani V a,b €
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f~Y(T) i¢ina — b € f~X(T) ve ab € f~1(T) olup Teorem 3.2.2 den f~*(T) kiimesi R nin bir
alt halkasidir.

(iif) S nin herhangi J idealini alalim. f_l(]) kiimesinin R nin bir ideali oldugu gosterilirse
istenen elde edilir. f: R — S bir halka homomorfizmasi oldugundan Teorem 3.3.2 den f(0f) =
05 € J olup Og € f~(J) olur. O halde f*(J) # @ olur. Ayrica f *(J) C Rdir. Boylece @ #
f~Y(J) € R olur. Herhangi a,b € f~1(J) ve herhangi r € R icin f(a), f(b) €] ve f(r) €S
dir. J, S nin bir ideali oldugundan f(a) — f(b) € ], f(r)f(a) € ] ve f(a)f(r) € ] esitlikleri
saglanir. Diger taraftan f:R — S nin bir halka homomorfizmasi oldugu goz 6niine alinirsa
fla=b) =f(a+(=b)) = f(a) + f(=b) = f(a) = f(b), f(ra) = f(r)f(a) ve f(ar) =
f(a)f(r) esitlikleri saglanir. O halde f(a —b) €], f(ra) €] ve f(ar) €] olup a—b €
f7X(), rae f1(J) vear € f~1(J) bulunur. Yani Va,b € f~1(J) ve Vr ERigina—b €
1), ra € f~1(J) ve ar € f~1(J) olup tammdan f~ ' (J) kiimesi R nin bir idealidir.

Teorem 3.3.4. f: R — S oOrten bir halka homomorfizmasi olsun. Bu durumda

(i) R nin her idealinin f altindaki goriintiisii S nin bir idealidir.

(ii) R birimli ise S de birimlidir.

(iii) R degismeli ise S de degismelidir.

Ispat. (i) R nin herhangi I idealini alalim. £ (I) kiimesinin S nin bir ideali oldugu gosterilirse
istenen elde edilir. 1, R nin bir ideali oldugundan @ # I € R olup @ # f(I) c S olur. Herhangi
X,y € f(I) ve herhangi s € S i¢in x,y € f(I) oldugundan x = f(a) ve y = f(b) olacak
sekilde 3 a,b € I vardir. s € S ve f orten oldugundan f(r) = s olacak sekilde 3 r € R vardur.
I, R nin bir ideali oldugundana — b € I,ra € I vear € I olup f(a — b) € f(I), f(ra) € f(I)
ve f(ar) € f(I) bulunur. Diger taraftan f bir halka homomorfizmasi oldugundan f(a — b) =
f@—f)=x—-y, f(ra) = f(r)f(a) =sx ve f(ar) = f(a)f(r) = xs olur. O halde
x—y€f),sxe€f()vexs€ f(I)olur. YaniVx,y € f(I) ve Vs €S iginx —y € f(I),
sx € f(I) ve xs € f(I) olup tanimdan f(I) kiimesi S nin bir idealidir.

(ii) R birimli olsun. Herhangi x € S alalim. x € § ve f orten oldugundan f(a) = x olacak
sekilde 3 a € R vardir. a € R ve 1, R nin birim elemani oldugundan alp = 1,a = a olup
f(alg) = f(1ga) = f(a) = x olur. Diger taraftan f bir halka homomorfizmasi oldugundan
flalg) = f(@f(1g) =xf(1g) ve f(1ga) = f(1g)f(a) = f(1g)x olup xf(1g) =
f(1g)x = x esitligi saglanir. Yani V x € S i¢in xf (1) = f(1g)x = x olup f(1%) elemam S

nin birim elemanidir.



(iii) R degismeli olsun. Herhangi x,y € S ig¢in f orten oldugundan x = f(a) ve y = f(b)
olacak sekilde 3 a, b € R vardir. a,b € R ve R degismeli oldugundan ab = ba olup f(ab) =
f(ba) olur. Diger taraftan f bir halka homomorfizmasi oldugundan f(ab) = f(a)f(b) = xy
ve f(ba) = f(b)f(a) = yx olur. Yani V x,y € S i¢in xy = yx olup S degismeli olur.

Tanim 3.3.5. f: R = S bir halka homomorfizmasi olsun. Eger f hem bire-bir, hem de 6rten ise
f ye bir halka izomorfizmasi denir. Bu durumda R ve S halkalar1 izomorfturlar denir ve

genellikle R = S ile ifade edilir.

Tammm 3.3.6. f:R — S bir halka homomorfizmasi olsun. f_l(OS) ={x ER| f(x) = 05}
kiimesine f nin ¢ekirdegi denir ve genellikle Cekf ile ifade edilir. Yani Cekf = f~1(05) =

{x € R| f(x) = 0} olarak tanimlanur.

Teorem 3.3.7. f:R — S bir halka homomorfizmasi olsun. Bu durumda f nin bire-bir olmasi
i¢in gerek ve yeter kosul Cekf = {0z} olmasidir.

Ispat. Onerme 2.5.7 nin ispatina benzer sekilde yapilabilir.

Ornek. n € Z* olmak iizere f:7Z — Z,,x - f(x) =X orten halka homomorfizmasinin
cekirdegini bulalim. x € Z olmak {izere
x€ECekf © f(x) =0 x=0 x =0(modn) © n|x © x € nZ = (n)

denkliklerinden Cekf = nZ = (n) oldugu anlagilir.

Teorem 3.3.8. R bir halka ve I, R nin bir ideali olsun. Bu durumda ¢:R = R/I, r = ¢(r) =
r + [ ile tanimli ¢ doniistimii 6rten bir halka homomorfizmasidir. Ayrica Ceke = I dir. Bu
halka homomorfizmasina dogal halka homomorfizmasi denir.

Ispat. ¢ nin bir fonksiyon oldugu agiktir. Ayrica ¢ nin tammindan V x,y € R icin
px+y)=x+y+l=x+1+y+1=9px)+9O) oy)=xy+I=&+D{y+

I) = @(x)¢@(y) olup ¢ bir halka homomorfizmasidir. Burada yine ¢ nin tanimindan V r + I €
R/I igin @(r) =7 + I olup ¢ ortendir. Ayrica x € R icin x € Cekp & @(x) =0z © x +
I =1 & x €1 denkliklerinden Cek¢ = I oldugu anlasilir.

Teorem 3.3.9.(Homomorfizma Teoremi) f: R — S bir halka homomorfizmasi ve Cekf = K
olsun. Bu durumda

(1) K, R nin bir idealidir.

(ii) R/K = f(R) olur.
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Ispat. (i) 0z € Cekf = K oldugundan K # @ dir. Béylece @ # K c R olur. Herhangi a, b €
K ve herhangi r € R alalim. a,b € K = Cekf oldugundan f(a) = f(b) = Og olup f bir halka
homomorfizmasi oldugundan f(a — b) = f(a) — f(b) = 0, f(ra) = f(r)f(a) = f(r)0s =
05 ve f(ar) = f(a)f(r) = 05f(r) = Og dir. O halde a — b € Cekf = K, ra € Cekf = K ve
ar € Cekf = K olup K, R nin bir idealidir.
(ii) ]_‘: R/K - f(R),r+K - f(r + K) = f(r) donligiimiinii tanimlayalim. fnin kapal1 oldugu
aciktir. x + K = y + K olan herhangi x,y € R alalim. x + K = y + K oldugundan x —y €
K = Cekf olup f(x) —f(¥) =f(x—y) =05 olur. O halde f(x)=f(y) olup f iyi
tanimlidir. Ayrica f bir halka homomorfizmasi oldugundan ]_r nin tanimindan Vx + K,y +
K € R/K igin
fe+K+y+K) =fx+y+K =fx+y) =fO+f0) =fx+K) +fy+K)
ve
F(e+ 0 +K) = fly +K) = fy) = fFQf @) = flx + K)F Y + K

olup ]_f bir halka homomorfizmasidir.

f(x+K)=f(y+K) olan herhangi x + K,y + K € R/Ki¢gin f(x) = f(x +K) =
f(y +K) = f(y) esitliginden f(x —y) = f(x) — f(¥) = Og olur. Bu durumda x —y €
Cekf = K olup x + K = y + K bulunur. O halde f bire-birdir. Herhangi a € f(R) i¢in a €
f(R) oldugundan f(x) =a olacak sekilde 3x € R vardir. Burada fnin tammindan
f(x+K)=f(x)=a olup f ortendir.

f:R/K = f(R) bire-bir ve 6rten bir halka homomorfizmasi oldugundan bir halka
izomorfizmasi olup R/K = f(R) olur.

Sonug¢ 3.3.10. f:R — § orten bir halka homomorfizmasi ve Cekf = K ise ¢:R — R/K dogal
halka homomorfizmasi1 ve f: R/IK->f(R)=S, r+K- 7(7‘ + K) = f(r) ile tamimli halka

homomorfizmasi olmak tizere f = f o ¢ olur. Burada f nin bdyle yazilisina dogal ayrisim

denir.

Sonu¢ 3.3.11. f: R = S bir halka homomorfizmasi ve Cekf = K ise ¢: R = R/K dogal halka
homomorfizmasi, f:R/IK-=fR), r+K - f(r+K)=f() ile taniml halka
homomorfizmasi ve i: f(R) = S,x — i(x) = x ile taniml1 halka homomorfizmasi olmak iizere

f=i 0]70 @ esitligi  saglanir. Buradaki { bire-bir homomorfizmasina géomme

homomorfizmasi, f nin boyle yazilisina da degal ayrisim denir.



Teorem 3.3.12. (1. izomorfizma Teoremi) R bir halka, S, R nin bir alt halkas1 ve I, R nin bir
ideali olsun. Bu durumda S + I = {s + a| s € S ve a € I} kiimesi R nin [ idealini kapsayan bir
alt halkasi olur. Ayrica S N [ kiimesi S nin bir ideali ve (S + 1)/ = S/(S N I) olur.
Ispat. 0 € S oldugundan V x € I icinx = 0 + x € S + I olup I € S + I olur. Burada I # @
oldugundan S + I # @ dir. Boylece @ # S + I < R oldugu goriiliir. Herhangi x,y € S + I igin
x,y € S + I oldugundan x = s; + a; ve y = s, + a, olacak sekilde 3 54,5, € Sve3 a;,a, €
[ vardir. x = s; +a; ve y = s, + a, oldugundan x — y = s; —s, + a; — a, ve xy = 515, +
S1a; + a5, + a,a, olur. Burada s, s, € S ve S, R nin bir alt halkas1 oldugundan s; — s, € S
ve S1S; €S olur. aj,a; €1 ve I,R nin bir ideali oldugundan a; —a; € I olur. Ayrica
$1Q3,a1S2,a1a, € I i¢in sqa; + a;S; + a1a, € I oldugu agiktir. O halde x —y =s; — 5, +
a; —a, €ES+1 ve xy =55, +s,a;, +a,5, +a,a, €S +1 olup Teorem 3.2.2 den S + ]
kiimesi R nin bir alt halkasidir. Ustelik I € S + I oldugundan I, S + I nin bir ideali olup
(S + D/I, R/I nm bir alt halkasidir. Ustelik
f:S=>ES+D/I, x—=fx)=x+1

doniistimiinii tanimlayalim. Oz € I oldugundan Vx €S icin x =x+ 0z €S+ olup f
kapaldir. f nin iyi taniml oldugu da agiktir. Yani f bir fonksiyondur. Her x,y € S i¢in
fx+y)=x+y+Il=x+1+y+I=fx)+f(y) ve flxy)=xy+I=x+DHy+
I)=f)f() olup f  bir halka homomorfizmasidir. Herhangi y € (S+1)/I i¢in y €
(S + /I oldugundan y = y + [ olacak sekilde 3y € S + [ vardir. y € S + [ oldugundan y =
s + a olacak sekilde 3s € Sved a € [ vardir. y = s + a oldugundany —s =a € [ olup y +
[ = s+ I bulunur. Burada s € S i¢in f nin tammmindan f(s) =s+I=y+I =y olup f
ortendir. x € S olmak iizere

x€Cekf o f(x)=0yeoxtlI=leoxeloxesSn]
denkliklerinden Cekf =S NI oldugu anlagilir. O halde Homomorfizma Teoreminden

S+ D/I=S/(SnNI) izomorfizmasi elde edilir.

Teorem 3.3.13. (2. izomorfizma Teoremi) f:R — S orten bir halka homomorfizmasi ve
Cekf = K olsun. Bu durumda S nin idealleri ile R nin K y1 kapsayan idealleri arasinda I —
f~1() seklinde bire-bir ve drten bir esleme yapilabilir. Burada S nin bir I ideali verildiginde
J = f~1(I) olmak iizere R/] = S/I olur.

Ispat. Teorem 3.3.3 (iii) den S nin her I ideali i¢in f _1(1), R nin bir ideali olur. Ayrica Og € 1
oldugundan Cekf = f~1(05) c f~1(I) kapsamasi vardir. f:R — S orten bir fonksiyon
oldugundan S nin her T alt kiimesi i¢in f ( f _1(T)) = T oldugu kolayca gosterilebilir. O halde
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S nin f'(I)) = f ') olan her I; ve I, idealleri icin FOFA(1)) = f(f 1) olup
F(F71(1)) = I, ve f(f (1)) = I, oldugundan I; = I, esitligi saglanir. R nin K y1 kapsayan
herhangi T ideali i¢in f(T) = L diyelim. f 6rten oldugundan Teorem 3.3.4 (i) den L, S nin bir
idealidir. Herhangi t € T i¢in f(t) € f(T) =L olup t € f~(L) bulunur. O halde T c
fY(L) dir. Herhangi x € f~1(L) i¢in f(x) € L = f(T) dir. Bdylece f(x) = f(t) olacak
sekilde 3 t € T vardir. f(x) = f(t) ve f bir halka homomorfizmasi oldugundan f(x — t) =
f(x)— f(t) =05 olup x —t € Cekf = K bulunur. x —t € K ve K c T oldugundan x — t €
T dir. Ustelik t € T ve T, R nin bir ideali oldugundan x =x —t+t € T olur. O halde
f ycr olup T c f~1(L) kapsamasindan f ~1(L) = T bulunur. Boylece S nin idealleri ile
R nin K y1 kapsayan idealleri arasinda I — f~1(I) seklinde bire-bir bir esleme yapilabilir.

Simdi I, S nin bir ideali ve ] = f~1(I) olsun. R/J = S/I oldugu gosterilirse istenen
elde edilir.

h:R - S/I, x—=>hx)=fx)+1
doniislimiinii  tanimlayalim. h nin bir fonksiyon oldugu agiktir. Ayrica f bir halka
homomorfizmasi oldugundan V x,y € R i¢in
hx+y) =flx+y)+1=f)+fO)+1=f)+T1+f(y)+1=hx)+h(y)
ve
h(xy) =fxy)+1=f)f) +1= () +DFQ)+ D = h(x)h(y)
olup h bir halka homomorfizmasidir. Herhangi y +1 € S/l i¢in y € S ve f orten oldugundan
f(x) = y olacak sekilde 3 x € R vardir. Burada h nin tanimindan h(x) = f(x) + I =y +1
olup h ortendir. Diger taraftan x € R olmak {izere
x€Cekh o h(x) =0, f)+I=Iefx)elexef1()=]

denkliklerinden Cekh =] oldugu anlasilir. O halde Homomorfizma Teoreminden R/] =
h(R) = S/I izomorfizmasi elde edilir.

Sonugc 3.3.14. R bir halka ve I, R nin bir ideali olsun. Bu takdirde R nin I y1 kapsayan idealleri
ile R/I nin idealleri arasinda K — K /I seklinde bire-bir bir esleme yapilabilir.
Ispat. ¢:R - R/I,x > @(x) = x + I dogal homomorfizmasi i¢in Teorem 3.3.13 de f = ¢

alinarak istenen elde edilir.

Ornek. f:7Z — Z,o,x = f(x) =x o&rten halka homomorfizmasindan yararlanarak 7,
halkasinin ideallerini bulalim. Bir 6nceki 6rnekten Cekf = 10Z = (10) oldugunu biliyoruz. O
halde Z;, halkasinin idealleri m € Z* ve (10) € mZ = (m) olmak flizere f(mZ) = (m)

seklindedir. Burada (10) ¢ mZ = (m) & m|10 denkligi vardir. m|10 kosulunu saglayan



pozitif tam sayilar 1, 2, 5 ve 10 tam sayilaridir. O halde Z; halkasinin idealleri (T), (E), (g)

ve (1_0) = (6) idealleridir.

Tanim 3.3.15. Birimli bir halkada, biriminin tirettigi alt halkaya bu halkanin asal alt halkas:
denir.
Tanimdan birimli bir halkanin asal alt halkasinin o halkanin birimini kapsayan en kii¢iik

alt halkas1 oldugu anlasilir.

Ornek. Bir tamlik bolgesi; karakteristigi sifir olan bir asal alt halkaya sahip ise Z vye,
karakteristigi p asal tam sayis1 olan bir asal alt halkaya sahip ise Z, ye izomorf bir alt halka
kapsar.

Coziim. R bir tamlik bolgesi olsun. Hern € Z igin f(n) = nly ile tamml f: Z — R fonksiyonu
bir homomorfizmadir. Eger R nin karakteristigi sifir ise Cek(f) = (0) olacagindan, f bire-bir
ve dolayisiyla Z = f(R) < Rdir. Eger R nin karakteristigi p asal tam sayist ise, Cek(f) = (p)

olup Homomorfizma Teoremine gore Z/(p) = Z, = f(R) € R olur.

3.4. ASAL VE MAKSIMAL iDEALLER

Tamm 3.4.1. R degismeli bir halka ve P de R nin kendisinden farkli bir ideali olsun. Eger ab €

Polanhera,b € Rigina € P veyab € P ise P ye R nin bir asal ideali denir.
Ornek. p bir asal tam say1 olmak iizere (p) ideali Z nin bir asal idealidir.

Tanim 3.4.2. R bir tamlik bolgesi, w € R, m & Uy ve m # 0g olsun. a, b € R i¢in, w|ab olmak

lizere m|a veya rr|b ise m € R elemanina asal eleman denir.

Ornek. R bir tamlik bolgesi ve 7, R nin bir asal elemani olsun. R nin I = (1) = nR = Rn
idealini alahm. Burada [ = (m) ={nx|x e R} ={y €R|Ix € Riciny =nx} ={y|y €
Rvem|y} olur. a,b € R olmak ilizere ab € I = R ise m|ab olup m, R nin asal elemani

oldugundan t|a veya mr|b olur. Bu durumda a € I veya b € I olup I, R nin bir asal ideali olur.

Ornek. Z nin (8) = 8Z ideali asal degildir. Ciinkii 4 - 2 = 8 € (8) oldugu halde 4 & (8) ve
2 & (8) dir.
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Teorem 3.4.3. R bir TiB olsun. Bu durumda R nin bir P idealinin asal ideal olmast i¢in gerek
ve yeter kosul w € R asal veya sifir olmak tizere P = () seklinde olmasidir.

Ispat. (=) P ideali asal olsun. R bir TIB oldugundan P = (1) olacak sekilde 3 = € R vardur.
Eger m = 0Oy ise istenen elde edilir. Kabul edelim ki m # 0y olsun. P ideali asal oldugundan
P # R olup m & Uy olur. m|ab olan herhangi a,b € R alalim. w|ab oldugundan ab € Rm =
() = P olup P ideali asal oldugundan a € P veya b € P olur. Eger a € P = Rm ise 7|a olur.
Eger b € P = Rm ise bu durumda da 7|b olur. O halde  asal olup istenen elde edilir.

(&) m € R asal veya sifir olmak tizere P = (1) seklinde olsun. Eger 7 asal ise bu boliimdeki
ikinci 6rnekten P = (7r) ideali asaldir. Kabul edelim ki 7 = O olsun. Bu durumda P = () =
0 olur. Burada ab € P =0 olan her a,b € Ri¢in ab = 0z olup R nin sifir bolensizligi

geregince a = 0 € P veya b = Og € P olur. O halde P ideali asal olup istenen elde edilir.

Teorem 3.4.4. R birimli ve degismeli bir halka ve I, R nin R den farkli bir ideali olsun. Bu
durumda I nin asal ideal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R/I bolim halkasinin bir tamlik
bolgesi olmasidir.

Ispat. (=) I ideali asal olsun. R halkas1 birimli ve degismeli oldugundan Teorem 3.2.22 den
R/I bolim halkas1 da birimli ve degismeli olur. Sifirdan farkli herhangi a +1 € R/I ve
(a+D)(b +1)=0g, =1Iolanherhangib +1 € R/l i¢cina + I # Og;; = I oldugundan a & I
olur.ab +1 = (a+1)(b+ 1) = I oldugundan ab € I olup I, R nin asal ideali oldugundan a €
I veya b € I olur. Burada a € I oldugundan b € I olup b + I = I = Og/; bulunur. O halde a +
I eleman1 R /I nin bir sifir bélen olmayan elemani olur. Yani R/I nin sifirdan farkli her eleman
bir sifir bolen degildir. O halde R/I sifir bolensiz olup ayrica birimli ve degismeli oldugundan
R /I halkasi bir tamlik bolgesi olur.

(&) R/I bolim halkas1 bir tamlik bolgesi olsun. ab € I olan herhangi a, b € I alalim. ab € [
oldugundan (a+1)(b+1) =ab+1=0g,; =1 olupR/I bdlim halkas1 sifir bdlensiz
oldugundan a + 1 = 0g;; =1 veya b + 1 = Og/; = I olur. Bu durumda a € I veya b € [ olup

I, R nin asal idealidir.

Tamim 3.4.5. R degismeli bir halka ve M, R nin R den farkli bir ideali olsun. Eger R nin M yi
kapsayan M ve R den baska higbir ideali yoksa M ye R nin bir maksimal ideali denir.

Teorem 3.4.6. R bir halka ve M,R nin R den farkli bir ideali olsun. Bu durumda M nin

maksimal ideal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her x € R — M igin M + (x) = R olmasidr.



Ispat: (=) M, R nin maksimal ideali olsun. Herhangi x € R — M alalim. x € R — M
oldugundan x € R ve x € M olur. x € M oldugundan M # M + (x) olur. AyricaM c M + (x)
ve M, R nin bir maksimal ideali oldugundan M + (x) = R olup istenen elde edilir.

(&) Herhangi bir x € R — M igin M + (x) = R olsun. R nin M yi kapsayan M den farkli
herhangi K idealini alalim. K = R oldugu gosterilirse istenen elde edilir. M € K ve M # K
oldugundan 3 x € K — M vardir. x € K — M oldugundan x € R — M olup hipotezden M +
(x) =R olur. Burada M c K ve x € K oldugundan R = M + (x) € K olur. Ayrica K € R

oldugundan K = R olup istenen elde edilir.

Teorem 3.4.7. R birimli ve degismeli bir halka ve M, R nin R den farkl1 bir ideali olsun. Bu
durumda M idealinin maksimal ideal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R/M boliim halkasinin
bir cisim olmasidir.

Ispat. (=) M, R nin maksimal ideali olsun. M # R oldugundan R/M # 0 olur. R halkas1
birimli ve degismeli oldugundan Teorem 3.2.22 den R/M bdliim halkast da birimli ve
degismelidir. Herhangi x + M # Og/y = M i¢in x € M olup x € R — M dir. Bu durumda M
maksimal oldugundan Teorem 3.4.6 geregi M + (x) = R olup 1z € M + (x) bulunur. 1, €
M + (x) = M + Rx oldugundan 1; = m + rx olacak sekilde 3m € M ve 3 r € R vardur.
Burada 1, + M =m+rx+M=rx+M = (r + M)(x + M) olup ayrica R/M degismeli
oldugundan (x + M)(r + M) = (r + M)(x + M) = 15 + M dir. O halde r + M elemant x +
M elemaninin R/M de tersidir. Yani R/M nin sifirdan farkli her elemaninin - islemine gore
tersi vardir. O halde R/M boliim halkasi bir cisimdir.

(<) R/M bolim halkasi bir cisim olsun. Herhangi x € R — M i¢in x € R ve x € M olup x +
M # M = 0g/y dir. R/M bir cisim oldugundan (r + M)(x + M) = (x + M)(r + M) =
1 + M olacak sekilde Ir+M e€R/M vardir. rx+M=(r+M)(x+M) =1+ M
oldugundan rx — 13 € M olup rx — 1, = m olacak sekilde 3m € M vardir. rx — 1, = m
oldugundan rx — m = 1y esitligi saglanir. Hery € Riginy = y1z = y(rx —m) = y(—m) +
yrx € M + Rx = M + (x) olur. O halde R € M + (x) olup ayrica M + (x) € R oldugundan
M + (x) = R olur. Boylece Teorem 3.4.6 geregi M, R nin maksimal idealidir.

Sonug 3.4.8. Birimli ve degismeli bir R halkasinin her maksimal ideali bir asal idealdir.
Ispat. M, R nin bir maksimal ideali ise R/M boliim halkasi bir cisim olup tamlik bolgesi olur.

O halde M ideali asal ideal olup istenen elde edilir.
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Ornek. Z tam sayilar halkas: bir TIB oldugundan her p asal tam says1 icin Z/(p) = Z/pZ =

Z, halkasi bir cisimdir.

Ornek. Birim elemanli olmayan 27 cift tam sayilar halkasinda 47 idealini géz oniine alalim.
2-2€4Z iken 2 &€ 47 oldugundan 27 cift tam sayilar halkasinda 47 ideali bir asal ideal
degildir. Ayrica 4Z ¢ mZ ¢ 27 olacak sekilde m € 27Z mevcut olmadigindan 47 yi 6z olarak
iceren 27 den farkli 2Z nin mZ ideali mevcut degildir. Dolayisiyla 47, 2Z nin bir maksimal

1dealidir.
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