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OZET

KUTRIT DURUMLARI ICIN BAZI KUANTUM HATA DUZELTME
KODLARININ INCELENMESI
Hala SAID
Ondokuz May1s Universitesi
Lisansiistii Egitim Enstitiisii
Fizik Ana Bilim Dali
Yuksek Lisans, Temmuz/2021
Danigman: Prof. Dr. Azmi GENCTEN

Kuantum hata diizeltme kodlarinin (QECC) c¢ogu, iki boyutlu alt sistemler-
kuantum bitleri veya kisa kiibitlerden olusan kuantum sistemleri i¢in olusturulmustur.
Bu caligmanin amaci, kiibitler yerine ii¢ temel duruma sahip olan Kkitritleri
kullanmaktir. Kuantum hata diizeltme dort ana adimdan olusur: kodlama, hata
algilama, hata diizeltme ve kod ¢6zme.

Bu tezde, dort kuantum hata diizeltme kodu dnerilmistir. {1k énce ii¢ kiitrit trit-
cevirme kuantum hata diizeltme koduyla baslanmistir. Bu kod, dongiisel (kaydirma)
hatalar olarak adlandirilan iki tiir trit-gevirme hatasini diizeltebilir: saat yoniinde
kaydirma X ve saat yoniiniin tersine kaydirma Xz. Ikinci kod, ii¢ kiitrit faz ¢evirmeli
kuantum hata diizeltme kodudur. Bu kod i¢in ayrica Z1 ve Z; olarak adlandirilan iki
tip faz cevirme mumkiindir. Uclincii kod, dokuz kitrit kuantum hata diizeltme
kodudur. Bu kod, U¢ kitrit trit-cevirme ve faz-gevirme kodlarin birlesimidir. Bu
nedenle trit-cevirme, faz-cevirme ve hem trit- hem de faz-cevirme hatalarini
diizeltebilir. Bu kodlari hatay1 (varsa) tespit etmesi icin CNOT ve CNOT kapilar1 ve
yardimcr kiitritler yardimiyla hangi kiitrit'in bozuk oldugunu bilmek i¢in bir dl¢iim
yapiyoruz. Ardindan, hatay1 diizeltmek i¢in, bozulmakta olan kiitrit tizerinde hatanin
tersini uygulariz. Son kod, bes kiitrit kuantum hata diizeltme kodudur. Bu kod i¢in,
hatay1 kodlamak ve tespit etmek i¢in stabilizator jeneratorlerini kullandik. Boylece,
kiibitler i¢in var olan kuantum hata diizeltme kodlarinin modifikasyonuyla, ilk defa bu
tezde Uc-kdtritlik, dokuz-kitritlik ve bes-kutritlik kuantum hata dizeltme kodlar
gelistirilmis ve uygulanmustir.

Anahtar Sozcukler: Kuantum hata dizeltme, kibit, kitrit, kodlama, hata algilama,
hata diizeltme, kod ¢6zme, trit-cevirme, faz cevirme, CNOT ve CNOT! kapulari



ABSTRACT

AN INVESTIGATION OF SOME QUANTUM ERROR CORRECTION CODES
FOR QUTRIT STATES
Hala SAID

Ondokuz May1s University

Institute of Graduate Studies
Department of Physics

MSc, July/2021
Supervisor: Prof. Dr. Azmi GENCTEN

Most quantum error-correction codes (QECC) have been constructed for
quantum systems that are composed of two-dimensional subsystems-quantum bits or
short qubits. The aim of this thesis is to use the qutrits instead of qubits in which they
have three basis states. Quantum error correction consists of four major steps:
encoding, error detection, error recovery, and decoding.

In this thesis, four quantum error correction codes are proposed. First we start
by three qutrit trit-flip quantum error correction code. This code can correct two types
of trit-flip errors in which called cyclic (shift) errors: clockwise-shift X; and
anticlockwise-shift X,. The second code is three qutrit phase-flip quantum error
correction code. For this code also two types of phase flip are possible called Z; and
Z>. The third code is nine-qutrit quantum error correction code. This code is the
combination of three quitrit trit-flip and phase-flip codes. Therefore it can correct trit-
flip, phase-flip and both trit- and phase- flip errors. For these codes to detect the error
(if there exists), we perform a measurement in order to know which qutrit was
corrupted with the help of CNOT and CNOT gates and ancillary qutrits. Then, to
recover the error we apply the inverse of the error on the qutrit being corrupted. The
last code is about five qutrit quantum error correction code. For this code we used the
stabilizer generators to encode and detect the errors. So, by the modification of
quantum error correction codes for qubits, three-qutrit, nine-qutrit and five-qutrit
quantum error correction codes are developped and applied first in this thesis.

Keywords: . Quantum error correction, Qubits, Quitrits, encoding, error detection,
error recovery, decoding, trit-flip error, phase-flip error, CNOT and CNOT! gates
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1. GIRIS

Kuantum mekanigi, atomlar ve atom alt1 pargaciklar 6l¢eginde doganin
fiziksel Ozelliklerinin bir tanimini saglayan fizikte temel bir teoridir. Kuantum
kimyasi, kuantum alan teorisi, kuantum teknolojisi ve kuantum bilgi bilimi dahil
olmak iizere tiim bunlar kuantum mekangini kullanir. Kuantum mekanigi,
bilimsel teorilerimizin eszamanli olarak en basarili ve en gizemli olan1 olma gibi
ilging bir ayricaliga sahiptir. 1900'den 1930'lara kadar dikkate deger bir sekilde
uyum icinde gelistirilmistir ve daha sonra uygulanmaya baslanmistir. Kuantum
mekanigi klasik fizikle agiklanamayan siyah cisim 1gimasinin Max Planck
tarafindan 1900 yilinda aciklanmasiyla baslamistir. Daha sonra Albert Einstein
1905°de Fotoelektrik olay1 agiklamistir. Erken kuantum teorisi, 1920'lerin
ortalarinda Niels Bohr, Erwin Schrodinger, Werner Heisenberg, Max Born ve
digerleri tarafindan derinlemesine yeniden tasarlanmistir. Boylece kuantum
mekaniginin temel prensipleri ve teorisi 1930 lara kadar anlasilmistir. Daha
sonra 1947 de transistoriin kesfiyle teknolojideki uygulamalar1 baslamistir.
Gunimulze kadar olan teknolojik gelismeler kuantum mekaniginden

kaynaklanir.

[k defa kuantum bilgisayar fikri 1980 yilinda Benioff tarafindan ileri
stirilmiistiir (Benioff, 1980). Daha sonra Feynman 1982 yilinda higbir klasik
bilgisayarin iistel bir yavaslama olmadan belirli kuantum olaylarini simiile
edemeyecegini diisiinmiis ve bdylece kuantum mekaniksel etkilerin
hesaplamaya gergekten yeni bir seyler katmasi gerektigini anlamistir (Feynman
1982). 1985 yilinda, Feynman’in fikirleri, bir kuantum Turing makinesinin
anlatildigr ufuk acgici bir makalede Deutsch tarafindan detayli olarak
aciklanmistir (Deutsch, 1985). Kuantum bilgisayarlarla ilgili alana genellikle
kuantum hesaplama denir ve bilgisayar biliminde umut verici bir alan olarak
kabul edilir. Kuantum bilgisayarlar, hesaplamalar1 geleneksel olanlardan ¢ok
farkli gergeklestirerek kuantum mekanigi teorisine dayanarak hesaplama yapar.
Kuantum bilgisayarin, kuantum fizigi bilimine dayanan bir tiir yeni cihaz oldugu
soylenebelir. Kuantum fizigi, atomlar, elektronlar ve fotonlar gibi temel
parcaciklarin davranisini tanimlar. Yani kuantum bilgisayar, bu parcaciklarin
davranigin1 kontrol ederek, normal bilgisayarlarimizdan tamamen farkli bir

sekilde c¢alisir. Pek cok ag¢idan modern teknoloji, kuantum etkilerinin 6nemli
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oldugu bir Olcekte islemektedir. Kuantum bilgisayarlarin belirli hesaplama
gorevlerini klasik bilgisayarlardan katlanarak daha hizli gergeklestirmesi

bekleniyor.

Ozellikle, Deutsch, kuantum mekanigindeki siiperpozisyon ilkesine
dayanan kuantum paralellik teknigini tanittt. Bu yontemle bir kuantum Turing
makinesi, ayni bant iizerindeki bir¢ok girdiyi kodlayabilir ve tiim girdiler
Uzerinde ayni anda bir hesaplama yapabilir. Ayrica, kuantum bilgisayarlarin,
klasik bilgisayarlarin ancak ¢ok verimsiz bir sekilde gergeklestirebilecegi belirli
hesaplama tiirlerini gerceklestirebilecegi 6ne siirlilmiistiir. En  ¢arpici
ilerlemelerden biri Shor tarafindan 1994 yilinda yapildi (Shor, 1994). Shor
Kuantum paralelizmin gicund kullanarak, kuantum bilgisayarlarda asal
carpanlara ayirma i¢in bir polinom-zaman algoritmasi kesfetti. 1996'da Grover,
kuantum hesaplama igin bir arama algoritmesi gelistirdi (Grover, 1996).
Veritabani aramasi ve birincil garpanlara ayirma, sirasiyla bilgisayar bilimi ve
kriptografide merkezi problemler oldugundan ve bunlar igin Kkuantum
algoritmalar1 klasik olanlardan ¢ok daha hizli oldugundan Shor ve Grover'in
calismalari, kuantum hesaplamada yogun bir arastirmayi tesvik etti. O zamandan
beri, kuantum hesaplama son derece heyecan verici ve hizla biiyiiyen bir
arastirma alan1 oldu. Kuantum bilgisayarlardaki temel bilgi birimi kibit olarak
adlandirilir. Hem 0 hem de 1 durumlarmin ¢akistig1 stiperpozisyon durumlarina
dayanir. Su anki bilgisayarlar bilgiyi yalnizca 0 ve 1 degerine sahip olabilen bir
bit araciliiyla temsil eder. Ote yandan, kuantum bilgisayarlar bitlerden daha

fazla bilgiyi temsil edebilen kiibitleri kullanir.

Girilti, bilgi isleme sistemlerinin biiyliik bir belasidir. Miimkiin
oldugunda sistemlerimizi giiriiltiiyli tamamen engelleyecek sekilde kurariz ve
bunun miimkiin olmadig1 durumlarda giiriiltiiniin etkilerine karsi korumaya
calisiriz. Pratikte giiriiltiden korunmak i¢in kullanilan tekniklerin detaylari
bazen oldukg¢a karmasiktir. Ancak temel ilkeler kolayca anlasilabilir. Temel
fikir, bir mesaj1 giiriiltiiniin etkilerine kars1 korumak istiyorsak, mesaja bazi ilave
bilgiler ekleyerek mesaji kodlamamiz gerektigidir. Bu sekilde, kodlanmis
mesajdaki bilgilerin bir kism1 giiriiltii ile bozulsa bile, kodlanmis mesajda,

orijinal mesajdaki tiim bilgilerin kurtarilmas1 i¢in mesajin kurtarilmasi veya



kodunun ¢oziilmesi yeterli olacaktir. Bu sekilde mesajin kurtarilmasina hata

dizeltme denir.

Once klasik bilgisayarda hata diizeltmenin nasil olduguna bakalim.
Ornegin, giiriiltiilii bilgiyi bir klasik iletisim kanali araciligiyla bir konumdan
digerine gdndermek istedigimizi varsayalim. Kanaldaki giiriiltiiniin etkisiyle, bit

p > 0 solasiligiyla hatali iletilir. Hatas1z iletme olasilig1 ise (1-p) olur. Boyle bir

kanal, ikili simetrik kanal olarak bilinir. Bit'i ikili simetrik kanaldaki giraltinin
etkilerine karst korumanin yolu, korumak istedigimiz biti kendisinin {ii¢
kopyasiyla degistirmektir: 000 ve 111 bit dizileri, sirastyla 0 ve 1 roliini
oynadiklarindan bazen mantiksal 0 ve mantiksal 1 olarak anilir. Simdi ti¢ biti de
kanaldan génderiyoruz. Alicinin kanalin sonunda ii¢ bit ¢ikar ve alicinin orijinal

bitin degerinin ne olduguna karar vermesi gerekir.

Simdi kuantum hata diizeltme hakkinda konusmaya geciyoruz. Kuantum
durumlarinmi giiriltiinlin etkilerine karst korumak i¢in, benzer ilkelere dayanan
kuantum hata diizeltme kodlar1 gelistirilmistir (Devit ve ark, 2013; Lidar ve
Brun, 2013; Marinescu, 2011; Djordjevic, 2012). Klasik bilgi ile kuantum bilgisi
arasinda bu tiir kuantum hata diizeltme kodlarint miimkiin kilmak i¢in yeni

fikirlerin sunulmasini gerektiren bazi 6nemli farkliliklar vardir.

Kuantum sistemleri dogal olarak ¢ok degerlidir. Cok degerli kuantum
hesaplama, daha az kaynak kullanarak daha biiyiik bir arama alanini temsil etme
yetenegi nedeniyle 6nem kazanmaktadir (Gokhale ve ark, 2019). Cok degerli
kuantum  sistemlerinin, belirli kriptografik protokollerde (Bechmann-
Pasquinucci, 2000) ve arama algoritmalarinda (Wong, 2015) ikili kuantum
sistemlerinden daha iyi performans gosterebildigi bilinmektedir. Uglii bir
kuantum sistemi (veya kutrit), en basit cok degerli sistemdir. Biiyiik veriler
tizerinde yukarida bahsedilen algoritmalar1 gergeklestirebilen biiylik Olgekli
kuantum bilgisayarlarin  varligi, hata ile engellenmektedir. Kiibitler,
siiperpozisyonu hizla yok eden cevre ile etkilesime girer. Bu nedenle, biiyiik
Ol¢ekli kuantum hesaplama, hata diizeltmeyi zorunlu kilar. Kuantum hata
diizeltmesi (QEC), kiibit sistemleri i¢in kapsamli bir sekilde ¢alisilmistir (Roffe,
2019; Devitt ve ark, 2013). Literaturde, kibitlerde kuantum hata diizeltme igin
dokuz kubit, yedi kibit ve bes kiibit kodlar mevcuttur (Shor, 1995; Steane,

1996a; Laflamme, 1996). Bu kodlar bit ¢evirme, faz gevirme ve hem bit ¢evirme
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hem de faz ¢evirme hatalarim diizeltebilir. Ug kiibitlik bit ¢evirme ve faz cevirme
kodunun birlesimi bize dokuz kiibitlik kodu verir. Dokuz kiibit kodu, dokuz
kiibitten birindeki bit ¢evirme ve faz c¢evirme hatalarini diizeltebilir. Ayni
zamanda ayni kiibit lizerinde es zamanli bit ve faz c¢evirme hatasini
diizeltmemize de olanak tanir. Yedi kiibit ve bes kiibit kodu, stabilizator
kodlaridir (Gottesman, 1997). Bu kodlarin hatalar1 tespit etmesi ve diizeltmesi
icin bu kodlarin stabilizator jeneratorleri kullanilir. Kiitrit sistemleri icin ise
yalnizca birka¢ kuantum hata diizeltme kodu (QECC) calimasi mevcuttur

(Majumdar, 2018).

Bu tez ¢aligmasinda, kuramsal temeller boliimiinde kuantum mekaniginin
postiilatar1 verildikten sonra kuantum bilgi isleme siireclerinde bize yardimci
olacak kiibit kavramui, tek ve iki kiibitlik durumlar, baz1 kuantum mantik kap1 ve
devreleri, kiitrit kavrami, kiitritlerle ilgili bazi kuantum mantik kapilar
verilmistir. Ayrica kuantum bilgi isleme agisindan kuantum hata diizeltme, ti¢
kibitlik bit ¢evirme ve faz ¢evirme kuantum hata diizeltme kodlari, dokuz
klbitlik kuantum hata diizeltme kodu, yedi kubitlik kuantum hata diizeltme kodu
ve bes kiibitlik kuantum hata diizeltme kodu gibi konular tanitilmistir. Materyal
ve yontem boliimiinde kuantum mantik devrelerinin analiz edilmesinde seri ve
paralel bagli devreler, genellestirilmis Pauli operatorleri ve 6zdeslikler verilerek

kdtritler icin olusturulmustur.

Bulgular ve tartisma boliimiinde ilk olarak ¢ kutritlik trit cevirme ve faz
cevirme kuantum hata diizeltme kodlar1 inclenmistir. Ikinci olarak dokuz
kiitritlik kuantum hata diizeltme kodu &nerilmistir. ilk defa bu calismada ii¢
klbitlik kuantum hata diizeltme kodunun modifikasyonuyla ti¢ kitritlik kuantum
hata diizeltme devresi 6nerilmistir. Benzer sekilde dokuz kiitritlik kuantum hata
diizeltme devresi gelistirilmistir. Bu iki devrenin dogru ¢alistigi gosterilmistir.
Son olarak bes kiitritlik kuantum hata diizeltme kodu incelenmistir. Bes kiitritlik
kuantum hata dlzeltmede, kubitler icin var olan stabilizer kodlar kiitritlere

uyarlanmstir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Kuantum Mekaniginin Postiilatlar

Kuantum mekaniginin temelini 4 postiilat olusturmaktadir. Bunlar:

Durum uzay1 Postiilati: Bir kuantum sistemi S, Hilbert uzay1 H ile tanimlanir.
Bir durumun normallestirilmis bir vektorii |l// > olarak ifade edilir. Durum vektoru,
fiziksel bir sistemin fiziksel durumlarini temsil eder. En basit kuantum sistemlerinden
biri, durum uzay1 Hilbert uzay1 H olan bir kuantum bitidir.

Gelisim Postiilati: Kapali bir kuantum sisteminin durumunun gelisimi, iiniter bir
operatOr tarafindan aciklanmaktadir. Yani, kapali sistemin herhangi bir evrimi igin
iiniter bir U operatorii vardir. Oyle ki sistemin baslangic durumu|l//>i ise, 0 zaman

gelismden sonra sistemin durumu

|l//>f =U |W>i (2.1)

olarak yazilir. Kuantum hesaplamanin tersine Gevrilebilirligi, aslinda kuantum
gelisiminin birlik olmasina dayanmaktadir. Kuantum fiziginde, kapali bir kuantum

sisteminin siirekli zamanla gelisimi, Schrodinger denkleminden gelir:

e =H O o

Burada /i Planck sabiti ve H(t) kuantum sisteminin Hamiltoniyenidir.

i

Sistemlerin Kompozisyon Postiilat1: ki fiziksel sistem tek bir birlesik sistem

olarak ele alindiginda, birlesik fiziksel sistemin durum uzayi, bilesen alt sistemlerinin

durum uzaylariin H A ® HB seklinde tensdr carpimindan elde edilir. Tlk sistem|l//> A

durumunda ve ikinci sistem |w>B durumunda ise, birlesik sistemin durumu

[¥)a ®lw), (23)
olur.

Olciim postilati: Bir A sistemi icin bir H, durum uzaymn belirli bir

ortonormal temeli B = {|¢,)}icin, |w)=) @) durumu verildiginde, temel B'ye

gore H, sistemi iizerinde bir Von Neumann 6lgiimii gergeklestirmek miimkiindir.



|y |2 olasilikla bir i etiketi ¢cikarir ve sistemi |(0i> durumunda birakir.

2.2. Kuantum Bilgi isleme

2.2.1. Kibitler

Bit, klasik hesaplamanin ve klasik bilginin temel kavramidir. Kuantum
hesaplama ve kuantum bilgileri, kuantum bit veya kisaca kiibit gibi benzer bir kavram
lizerine insa edilmistir (Lloyd, 1995; Schumacher, 1995). Yani, kuantum
bilgisayarlarda bir kiibitin oynadig1 rol, klasik bilgisayarlardaki bit ile aynidir. Klasik
bir bitin durumu (0 veya 1) oldugu gibi, bir kiibit de bir duruma sahiptir. Bir kiibit i¢in

iki olas1 durum, tahmin edebileceginiz gibi klasik bit i¢in 0 ve 1 durumlarina kargilik
gelen |0> ve |1> durumlaridir. Bitler ve kiibitler arasindaki fark, bir kiibitin 0 veya 1

disinda siiperpozisyon durumunda da olabilmesidir. Siiperpozisyon durumu asagidaki

gibi yazilir:
|¥) = «|0) + B|1) (24)
Burada o ve g katsayilar olasilik genlikleri olarak adlandirilir ve |0£|2 +|,B|2 =1

olacak sekilde normalizedir. Bir kiibitte, |0> ve |1> temel durumlarinin matris temsilleri

|o>=@ 1) {f] (25

Bu ikisine iki seviyeli bir sistemin hesaplama temeli diyoruz. |a|2+|ﬂ|2:1

asagidaki sekilde yazilir:

oldugundan, Denklem (2.4)

Wy =cos€ 0)+e' sing 1 (2.6)
2 2

seklinde yeniden yazilabilir. Bu denklemde yer alan kutupsal ag1 9(0<@<rx) ve
azimutal a¢1 (0 < ¢ < 2r) araliklarinda degerler almaktadirlar. Bu denklem Sekil

2.1.'de gosterildigi gibi {i¢ boyutlu birim kiiresi {izerinde bir nokta tanimlar. Bu kiire
genellikle Bloch kuresi olarak adlandirilir (Kaye ve ark, 2007). Tek bir kibitin
durumunu gorsellestirmek i¢in yararl bir arag saglar ve genellikle kuantum hesaplama

ve kuantum bilgisi hakkindaki fikirler i¢in miikemmel bir test ortam1 gorevi goriir.



|1}

Sekil 2.1. Bir kiibit’in Bloch Kiiresi iizerindeki geometrik temsili
Cok kibitlik durumlarda kibitlerin tensor ¢arpimi ® olarak tammlanir. flk

kiibitin durumu |¢) ve ikinci kaibitin durumu |y} olsun. Sonra, bu iki kibitlik sistemin

durumu |¢>®|y/> olur. N kiibit i¢in 2N durumu vardir. Bunlar asagidaki gibidir:

|00...00),00...01),...,|11...12) 27)

Her birisi hesaplama temel durumu olarak adlandirilir. Bundan bdyle

0)®[0)®...®|0) igin |00...0)yazilacaktir. A ve B iki boyutlu siitun vektorleri ise,
tensor Grtnu A9 B asagidaki gibi ifade edilir:
A®B =[a1j®[bl)= A,
a2 b2 azbl
a2b2

Boylece iki kiibitlik 4 durum asagidaki gibi elde edilir:



(2.9)
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(2.10)
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2.2.2. Kuantum Mantik Kapilari

1988'de Deutsch, hesaplamasi kuantum mekanigi ile gerceklestirilen Deutsch
(Deutsch,1989) bir kuantum kapisi teorisi 6nerdi. Bu nedenle kavramsal olarak klasik
mantik kapisindan farklidir, ancak onu simiile edebilir. Feynman'da (Feynman, 1985)
benzer bir kuantum kapilar teorisi gelistirdi. Yukarida gosterildigi gibi, kuantum
bilgisayarlardaki durum bir kibit olarak ifade edilebilir. Bu nedenle, kubit, temel
durumdaki bir bite karsilik gelir. Kuantum bilgi teorisinde, kuantum mekanigi ile elde
edilen Pauli matrisleri, bilgi isleme siireclerini gerceklestirmek i¢in kuantum mantik

kapilari olarak kullanilir. Inceleyecegimiz ilk ii¢ operatdr Pauli matrisleridir.

Klasik bilgisayar devreleri, tellerden ve mantik kapilarindan olusur. Kablolar,
devre etrafinda bilgi tagimak i¢in kullanilirken, mantik kapilari bilgiyi bir formdan
digerine doniistiirerek manipiilasyonlar gergeklestirir. Ornegin, islemi 0 — 1 ve 1 —
0 olan dogruluk tablosu tarafindan tanimlanan klasik tek bitli mantik kapist (NOT-
kapisi) disiiniin. Boyle bir stre¢, NOT kapist kuantum analogu i¢in iyi bir aday

olacaktir.

a| 0>+ﬂ|1> (2.11)
durumuna NOT kapis1 uygulandiginda

o|1)+ 5|0) (2.12)
haline doniisiir.

Kuantum kapilarinin  dogrusalligindan dogrudan gelen matris bigiminde
kuantum NOT kapisini temsil etmenin uygun bir yolu vardir. Kuantum NOT kapisini

temsil etmek i¢in asagidaki gibi bir X matrisi tanimladigimizi varsayalim:



X:(o 1) (2.13)
10

X matrisini|0) ve |1) kiibitlerine uygularsak
X0)=jt) . Xit)=[0) 219
olur. X operatdriiniin uygulamasi genel olarak
X| j>:| i @1> (2.15)
seklindedir. Burada j < {0,1}. ® mod-2'ye gére toplama islemidir.

Kuantum bilgi teorisinde kullanilan ancak klasik bilgi teorisinde benzerleri olmayan

baska bir kap1, Pauli-Y mantik kapis1 olarak adlandirilir.

(o —ij (2.16)
Y =|.
10
Pauli Z operat6ri, faz rotasyon operatori olarak da bilinir ve matris gosterimi
asagidaki gibi temsil edilir:
1 0 (2.17)
=
0 -1
Yaygin olarak kullanilan bir baska tek kiibitlik mantik kapisi
o1l (2.18)
_\/E L

olarak verilen Hadamard kapisidir. Hadamard mantik kapisinin |0> ve |1> uzerindeki

etkileri agsagidaki gibi elde edilir:

H10)=}) = 5(10)+I2) o
(2.20)

I =1-) = (9 -11)

|+> ve |—> , Hadamard temeli olarak adlandirilir ve bazen 6l¢iimlerde kullanilir.



Kuantum bilgi teorisinde dalga fonksiyonunda faz olusturmak i¢in kullanilan iki

faz kapis1 mevcuttur. Bunlardan birincisi S harfi ile gosterilen S-Faz kapis1 ve ikincisi

T harfi ile gosterilen T —% Faz kapisidir. Bu faz kapilari:

{1 oj (2.21)
S= .
0 1

1 0 (2.22)
T = T

seklindedir. Baz1 tek kiibitlik mantik kapilarinin sembol ve matrisleri Tablo 2.1°de

verilmistir.

Tablo 2.1. Tek kiibitlik bazi mantik kapilarinin sembol ve matrisleri

Mantik kapist Devre sembolii Matris temsili
I X 01
Pauli-X =
o X 10
| y-[0
Pauli-Y =
auli v i 0
- 1 0
Pauli-Z =
auli . 0 -1
damard H 1(1 1
H =—
s 0
S-Faz s = 0 i
1 0
T-Faz T T= x
0 e*

Bu kapilar, girislerin ve c¢ikislarin yalnizca bir kiibit oldugu tek kiibitlik
kapilardir. Coklu kiibit kapilar1 arasinda olan CNOT kapist ¢ok kullanislidir. CNOT
kapisi, kiibitlerden birinin kontrol kiibiti ve digerinin hedef kiibit olarak seg¢ildigi 1ki

kiibitlik bir mantik kapisidir. Kontrol kibiti |0> durumundaysa, hedef kiibit degismez.
Bununla birlikte, kontrol kiibiti |1) durumundaysa, NOT islemi (X) hedef kiibite

10



uygulanir. iki kiibitlik |ab) durumuna uygulanacak iki ¢esit CNOT mantik kapisi

vardir. Bunlar birinci kiibitin kontrol, ikinci kiibitin hedef oldugu CNOT, ve ikinci

kiibitin kontrol, birinci kiibitin hedef oldugu CNOT, kapilaridir. Bunlarmn

uygulanmast

CNOT, |a,b)=|a,b®a)
CNOT,|a,b) =|a®b,b)

(2.23a)
(2.24b)

seklindedir. Bu denklemlerde @ islemi mod 2’ye gore toplama islemidir. Bu

ifadelerin matrisleri asagidaki gibi olur.

1 000 1 000
0100 0 001
CNOT, = ve CNOT, =
0 001 0010
0010 0100
Bu kapilarinin devrelerdeki gosterimleri Sekil 2.2 de verilmistir.
[2) ® [a) [a) P
B b ) o) \

Sekil 2.2. CNOT, ve CNOT, mantik kapilar1 semasi

(2.25)

‘a@b)

En ¢ok kullanilan bir diger iki kiibitlik mantik kapis1 da SWAP mantik kapisidir. Iki

kibitlik SWAP mantik kapist uygulandiginda kiibitlerin yerleri degisir. Bu kapiy1

asagidaki matris ile temsil edebilmektedir.

SWAP =

o O O B
o B O O
o O —» O
= O O O

SWAP kapisinin devre semasi Sekil 2.3°te verilmistir:

11

(2.26)



Sekil 2.3. SWAP mantik kapisi

Hem tek hem de iki kiibitlik bazi mantik kapilarimi inceledikten sonra 3-kibitlik
mantik kapilarini ele alalim.Toffoli mantik kapist CCNOT mantik kapist olarak da
bilinir. Tipk1 CNOT operatoriinde oldugu gibi, kontrol ve hedef kiibitlerimiz vardir.
Bu durumda, ilk iki kibit kontrol ve (cuncusi hedef kibittir. Hedef Kkibiti

degistirebilmemiz i¢in her iki kontrol kiibiti de |1> durumunda olmalidir. Bu kapiy1
asagidaki sekilde uygulayabiliriz:

CCNOT |a,b,c) =|a,b,c®ab) (2.27)
CCNOT mantik kapisinin matris gosterimi asagidaki gibi ifade edilir:

(2.28)

CCNOT =

R O O O O O O o

O O O O O o O -
O O O O O o+~ o
OO O O o o+ O o
O O O O r O o O
O O O O O O O
O O Fr O OO O o
O r O O O O O o

Toffoli kapisin devrelerdeki gosterimi Sekil 2.4 de verilmistir.

12



Sekil 2.4. CCNOT mantik kapist.

CSWAP kapist olarak da bilinen Fredkin kapisininda, ilk kiibitti kontrol ve diger ikisi
hedef kiibitlerdir. Tlk kiibit |0> durumundaysa higbir sey degismez ve eger |1>

durumunda ise diger iki kiibiti yerleri degisir. Bu kapry1 temsil eden matris su

sekildedir:

(2.29)

CSWAP =

O O O OO O o
O r O O O O O O
O Ok O OO O o
R O O O O O o o

O O O O O o O k-
o O O O O O+~ O
OO O O o ok O o
o O O O r O O O

CSWAP mantik kapmin semasi Sekil 2.5’teki gibidir.

Sekil 2.5. CSWAP mantik kapisi

2.2.3. Kuantum Mantik Devreleri
Kuantum mantik devrelerinde soldan saga dogru ilerlenir. Devredeki her satir,

kuantum devresindeki bir teli temsil eder. Bu telin fiziksel bir kabloya karsilik gelmesi
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gerekmez; bunun yerine zamanin gegisine veya uzayda bir konumdan digerine hareket

eden bir foton - bir 151k pargacigi gibi fiziksel bir pargaciga karsilik gelebilir.

Sekil 2.6.'de gosterilen kuantum dolaniklik olusturma devresini ele alalim.
Burada Hadamard kapis1 ve ardindan bir CNOT kapis1 vardir. Bu devrede iki kiibitlik
dolanik durumlar elde edilir. Elde edilen iki kiibitlik dolanik durumlar Tablo 2.2°de
verilmistir. Bu dolanik durumlar Bell durumlar1 veya bazen EPR durumlar1 veya EPR

ciftleri olarak bilinir. Bu Bell durumlari

|O, y> N (_ 1)x (2.30)

8.} -

seklinde verilen ifade ile de elde edilir. Bu denklemde 9 , y'nin degilidir.

Ly)

@ H

|Jﬁa}}

2

Sekil 2.6. Kuantum dolaniklik olusturma devresi

Tablo 2.2. Bell durumlarinin elde edilmesi

Giris,|ab) Cikis, CNOT, [H|ab)]
|00) (00)+[10))/V2 = )
|01) (01) +]10))/v2 =| B,
|10> QOO> _|11>)/\/E = |:310>
|11> Q01> _|10>)/‘/E = |1311>

2.2.4. Kutritler
Bir kuantum dit veya bir kidit, d >2 oldugu d-dizeyinde bir kuantum
sistemidir. d = 3 durumu kiitrit olarak tanimlanir. Genel bir U¢li kuantum durumu

(kiitrit) su sekilde temsil edilir:
lv)=al0)+ Bl +7]2) (23D
Burada «, 3,y € ve |05|2+|,B|2+|7/|2 =1. |0> |1> ve |2> durumlarina karsilik gelen

matris gosterimi asagidaki gibi verilmistir:

14



0 0 (2.32)

d-boyutlu tek-kuditlik X ve Z Pauli operatorleri (Gottesman, 1999):

d-1 d-1 _ (2.33)

X =>"|(j+1)modd)(jl Z=§Wj|j><1

i=0

2
olarak tanimlanir. Buradaw =e ¢ dir. Bu tanimdan, X ve Z'nin izsiz Hermit olmayan
Uniter operatorlerdir. Degisim bagmtisina XZ =w'ZX seklinde uyarlar ve

X9 =29 =1 dir.

d=3 durumunda iki tiir X Pauli operatérii vardir:

. 0 0 1 (2.34a)
X, = 3| (J+1)mod3){j|=[1){0]+|2)(1|+|0) (2 {1 0 0
=0 010

. 010 (2.35b)
|(1-1)mod3)(j|=[2)(0]+]|0){1]+[1)(2|=|0 0 1]
1=0 100

X, ve X,nin |l//> durumu tizerindeki etkisi matematiksel olarak agagidaki gibidir:
X,|w)=a|l)+ B|2)+7|0) (2.36a)

X, |w)=a|2)+ o)+ 1) (2:37h)

ayrica, Z Pauli operatorleri i¢in de

10 0 (2.38a)
Z, =|0){0|+w|1){1|+w*|2){(2|]=[0 w O

0 0 w

1 0 0 (2.39D)
Z, =10)(0]+w?|1)(1]+w|2)(2|]=] 0 w* O

0 0 w

gibi iki cesidi yazilabilir. Z, ve Z,'nin |(//> durumu Gzerindeki etkisi matematiksel

olarak su sekilde temsil edilebilir:

Z,|y)=c|0)+ Aw|1)+ yw’|2) (2.402)
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Z,|w) = r|0) + Bl 1)+ yw2) (2.41b)
Herhangi bir kiiditler i¢in Hadamard kapisi H, faz kapist S ve kontrolli-NOT kapisi
CNOT (3) gibi temel kapilarda bahsedebiliriz (Gottesman, 1999; Clark, 2006). d

boyutlu Hadamard kapis1 Deklem 2.36 daki asagidaki gibidir:

(2.42)
oAl
keZ
Tamlik i¢in, d boyutlu S ve CNOT (3) kapilar su sekilde verilir:
Jo (2.43)
. (i), .
S|j)=w*""j)
CNOT (d)|j.k) =| j.(k + j)modd) (2.44)
3 boyutlu sistem i¢in Hadamard mantik kapis1 matris gosterimini asagidaki sekilde
yazabiliriz:
1
H = ﬁ l W W2
1w w

2r Ar
Burada w=e 3, w’ =e * =w" Ve 1+w-+w? = 0dir. Hadamard mantik kapisi |0), [1)

ve |2> iizerindeki etkileri asagada elde edilmistir:

1 (2.46a)
H[0)=(10)+11 +/2)
H ) %(m Fwlt)+w[2)) (2.470)
1 (2.48¢c)
H|2)=—=(|0)+w*|1)+w|2
2)=([0)+ v 1+ w]2)
Tek kiitritlik Hadamard mantik kapisinin tersi kendisinden farklidir ve
1
HY'=—"|1 W w
V3 1w w

olarak elde edilir. iki kiitritlik kontrolli-DEGIL mantik kapilar1 CNOT, (3) ve

CNOT, (3):
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CNOT, (3)|a,b) =|a,b @ amod 3) (2.50a)
CNOT, (3)|a,b) =|a®b,bmod 3) (2.51b)

seklinde yazilir. Bu CNOT, (3) ve CNOT, (3) mantik kapilarmin 9x9’luk matris

ifadeleri

100000000 (2.52)
010000000
001000000
000001000

CNOT,(3)=|0 0 0 1 0 0 0 0 O
000010000
000O0O0OO0T10
000O0O0OOTO 0T OH?1
000O0O0OOT100
100000O0O0TO (2.53)
0000O0O0OO0T10
000001000
000100000

CNOT,(3)=|{0 1. 0 0 0 0 0 0 O
000O0O0OO0O0TU 0?1
000O0O0OOT1O00
000010000
001000000O

olur. Kubitler igin kontrollu-NOT mantik kapilarinin tersleri kendilerine esittir. Ancak

kiitritler i¢in esit degildir ve asagidaki gibi yazilir:

CNOT, (3) '|a,b)=|a, (b—a) mod3) (2.54a)

CNOT, (3)*|a,b)=|(a—b),bmod3) (2.55b)

Bu kapilarinin matris gosterimleri asagidaki gibi ifade edilir:
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1 0000000O0TO (2.56)
0100000TO00O0
001000000
000010000
CNOT,(3)'=|0 0 0 0 0 1 0 0 0
000100000
000O0O0OOTO OO 0?1
000O0O0OT1O00
0000O0O0OGO0OT10
100000000 (2.57)
000010000
000O0O0OOTO 0T 0?1
000100000
CNOT,(3)'=/0 0 0 0 0 0 0 1 0
001000000
0000O0OT1O00
0100000TO00O0
000001000

2.3. Hata Duizeltme

Matematiksel hesaplamalarda islemlerin tam ve hatasiz yapilacagi varsayimiyla
algoritmalar tasarlanir ve analizleri yapilir. Bir hesaplama modeli uygulayan fiziksel
cihazlar kusurludur ve smirl hassasiyete sahiptir. Ornegin, bir fiziksel devre kartina
dijital bir sinyal uygulandiginda, ortamdaki istenmeyen elektrik giiriiltiisii bilesenlerin
beklenenden farkli davranmasina neden olabilir ve voltaj seviyelerinin (bit degerleri)
degismesine neden olabilir. Bu hata kaynaklari kontrol edilmeli veya eksiklikler telafi
edilmelidir. Aksi takdirde ortaya ¢ikan verimlilik kaybi bilgi isleme cihazinin giiciinii
azaltabilir. Bir hesaplamadaki bireysel adimlar p olasilig1 ile basarili olursa, o zaman t
siralt adimlari iceren bir hesaplama, p' olarak iissel olarak azalan bir basar1 olasiligina
sahip olacaktir. Hata kaynaklarini ortadan kaldirmak imkansiz olsa da, makul miktarda
ek kaynak kullanarak hatalar1 diizeltmeye izin verecek semalar tasarlanabilmektedir.
Cogu klasik dijital bilgi islem cihazi, hatalarin tespiti ve diizeltilmesi i¢in hata
diizeltme kodlarin1 kullanir. Hata diizeltme kodlar1 teorisinin kendisi matematiksel bir
soyutlamadir, ancak ger¢ekei cihazlarin kusurlu ve belirsiz olmasinin getirdigi hatalar

acik bir sekilde agiklayan bir teoridir. Bu teorinin, miithendislerin hatalara kars1 direngli
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bilgi islem cihazlar1 olusturmalarina izin vermede son derece etkili oldugu
kanitlanmistir. Kuantum bilgisayarlar, klasik dijital bilgisayarlara gére hatalara daha
duyarhdir ¢linkii kuantum mekanik sistemler daha hassastir ve kontrol edilmesi daha
zordur.

2.3.1. Klasik Hata Duzeltme

Klasik bir ortamda hata diizeltme i¢in temel adimlar1 ele alarak baglanmaktadir.
Bu adimlardan iigiine odaklanilacaktir: (a) hata modelinin karakterizasyonu, (b)
kodlama yoluyla genislemenin saglanmasi ve (c¢) bir hata diizeltme prosediirii. Daha
sonra bu adimlarin kuantum hata diizeltmesi i¢in oldukca dogal bir sekilde
genellestirildigi goriilecektir. Bu boliimiin geri kalaninda, klasik bilgi bitlerinin (klasik
bir bilgisayarda veya bir yerden bagka bir yere iletilmesinin) hatalarin etkilerinden
nasil korunabilecegini tartisacagiz.

Bilgiyi hatalara kars1 korumanin ilk adimi, korumaya ¢alistig1 hatalarin dogasini
anlamaktir. Boyle bir anlayis, bir hata modeli ile ifade edilir. Burada bit kiimesinin
gelisimi agiklanmaktadir. Bitlerin depolandiklarinda veya bilgisayarin bir noktasindan
digerine hareket ettirildiklerinde meydana gelen gelisim veya doniisiim bir kanal
boyunca olur. Kaydedilen veya hareket ettirilen bitlerde hatalar meydana geldiginde,
kanal bu hatalarin bir agiklamasini saglar. Hata diizeltme yontemlerini anlamak igin,
oncelikle bir kanal araciligiyla bit gdndermenin daha basit durumunu diisiinmek ¢ok
yararlidir. En basit klasik hata modeli, bit ¢evirme kanalidir. Bu modelde, bir bitin
durumu p olasiligi ile ters gevrilir ve 1-p olasiligindan etkilenmez. Bit gevirme kanali

Sekil 2.7'de gosterilmektedir.

Sekil 2.7. Klasik bit ¢evirme kanali

Kodlama: Bir hata modelinin agiklamasina sahip oldugumuzda, bilgileri bu
hatalara kars1 saglam bir sekilde kodlamak isteriz. Bu, korumak istedigimiz mantiksal

bitlere bir dizi ekstra bit ekleyerek yapilabilir ve boylelikle elde edilen dizgeyi
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kodlanmis bir bite doniistiiriir. Kodlanmig bir bite karsilik gelen bit dizisine kod
sOzciigii denir. Kod sozciikleri kiimesi O ve 1 olasi iki bit degerinin her biri i¢in bir kod
olarak adlandirilir. Kod soézciikleri, temsil ettikleri mantiksal bitlere biraz fazlalik
eklemek (zere tasarlanmistir. Fazlaligin arkasindaki temel fikir, hatalar bir kod
sOzciigiindeki bazi bitleri bozsa bile, kalan bitler, mantiksal bitin kurtarilabilmesi i¢in
yeterli bilgi icermesidir. Yukaridaki sema, n bitlik mantiksal dizileri dogrudan
kodlamak icin kolayca genellestirilebilir. N bitlik mantiksal bir b dizisi, m yardimc1
bitler eklenerek ve sonra ortaya c¢ikan dizgeyi bir (n + m) bit kod sdzcligiine
doniistiirerek kodlanabilir. Mantiksal dizgileri b kendi kod sozciikleriyle eslestirme
islemine kodlama islemi denir. Bir devrede, baslangigta 0 durumunda olan bazi
yardimc1 bitler ekleyerek ve ardindan bazi kapilar uygulayarak kodlama
gerceklestirilebilir.

Bir hata diizeltmenin bir sonraki asamasi, orijinal mesaji geri almak i¢in
kurtarma islemi ve kod ¢6zmedir. Bir dizi bit ¢evirme hatasina maruz kalan kod
sOzciigiinii kurtararak ilk mesaji kurtarmamiz gerekir. Kurtarma islemi, her bitin
degerini diger ikisiyle karsilastirarak ve ¢ogunluk bitlerinin degerine dayali olarak
cevrilmis biti tahmin etmeye calisarak yapilabilir. Ornegin, 101 kelimesi alinirsa,
ikinci bitin ¢evrildigi ve 1'e geri doniildiigiinde, ilk kod sozciigii 111 elde edildigi ve
bu nedenle mesajin 1 olmas1 gerektigi varsayilabilir. Bozuk biti belirlemek icin bit
degerlerini karsilastirmak klasik hesaplamada miimkiin olsa da, kuantum mekaniginin
getirdigi kisitlamalar nedeniyle kuantum hata diizeltmesinde bunu yapamayacagiz ve
bu c¢alismanin sonuglarini genisletmek istedigimiz i¢in kuantum kodlamaya baska bir
sema gelistirmeliyiz. Bir bitlik ¢evirmenin gerceklestigini varsaydigimiz siirece, bit
paritelerini hesaplayarak cevrilen biti belirleyebiliriz. Bu sekilde, iki bitin degerleri
uyustugunda parite sifir (¢ift) olacaktir ve uyusmadiginda bir (tek) olacaktir. Ornegin,
alinan kelime 100 ise, birinci ve tglncl bitlerin yani sira birinci ve ikinci bitlerin
paritesi 1'dir, bu da ilk bitin diger ikisinden farkli oldugunu ve bu nedenle tersine
cevrilmesi gerektigini gosterir. Hesaplanan paritelere sendrom denir ve kuantum hata
diizeltmesinin yani sira klasik hata diizeltme kodlarinin incelenmesi boyunca énemli
bir rol oynar. Bir devre semasinda, sendrom Ol¢iimii CNOT kapilar1 tarafindan
gosterilir. Sifira baglatilan ek ancilla bitleri, sendrom o6lgiimii icin ayrilmustir.
Gordigiimiiz gibi, sendromu hesaplama fikri temelde bit degerleri arasinda yaptigimiz

karsilagtirmaya dayanmaktadir.
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2.3.2. Kuantum Hata Duzeltme

Kuantum hata diizeltmesi, esasen klasik hata diizeltmesinden daha karmasiktir.
Kuantum hata diizeltme kodlarini olusturmanin bazi belirgin zorluklar1 vardir (La
Guardia, 2020). ilk durum, iyi bilinen Klonlama yok teoreminde gordiigiimiiz gibi,
kiibitleri kopyalamanin imkansizhigidir (Gottesman, 2010). ikinci gériiniir zorluk,
kuantum hatalar1 kiimesinin siirekli olmas1 ve bir kiibit, iki temel durumun herhangi
bir superpozisyonunda olabilmesidir. Bu nedenle, ilk bakista, kuantum kodunun
sonsuz sayida farkli hata tiiriinii diizeltmesi gerektigi goriilmektedir. Ugiincii zorluk,
klbit 6lgtimlerinin kuantum bilgisini yok etmesidir.

Klasik hesaplama i¢in hata modellerini tartistigimizda, genel olarak hatalarin
bitleri bagimsiz olarak etkilemeyebilecegini ve bu nedenle hata modellerinin farkl
bitlerdeki hatalar arasindaki herhangi bir korelasyonu hesaba katmasi gerektigini
belirtmektedir. Ayn1 sey kuantum bitlerindeki hatalar igin de gegerlidir. Kibitleri
bagimsiz olarak etkileyen hatalarin kodlarini1 tanimlamak daha basit hale gelimis ve
neyse ki, hata diizeltme i¢in 6nemli kavramlar bu sinirli hata modelleri altinda anlasilir
olmustur (Kaye ve ark, 2007). Bu nedenle, teoriyi genel durumda sunacagiz, ancak
orneklerimiz yalnizca bagimsiz olarak tek kiibitlerde hatalarin meydana geldigi hata
modellerini ele alacaktir. Gelisimi istenen kubit olandan farkli oldugunda, bir kiibit
Uzerinde hatalar meydana gelir. Bu fark, kubitler Gizerindeki kesin olmayan kontrol
nedeniyle veya kiibitlerin bir ¢evre ile etkilesimi nedeniyle ortaya ¢ikabilir. "Cevre"

ile, incelenen kiibitin disindaki her sey kastedilmektedir Bir "kuantum kanal1", belirli

bir ortamda kiibitlerin ¢evrelerinden nasil etkilendiginin resmi bir aciklamasidir. |0>

durumunda bir kubitin, | E> durumunda bir ¢evre ile etkilesime giren genel gelisimi,

formun bir sliperpozisyon durumunu verecektir:
|0)|E) —0)|E5) +[1)|E5) (2.58)

Benzer sekilde, cevre |E> durumundayken kiibit baglangicta |1> durumunda

oldugunda, agagidaki gibi yazilir:

[DE) —|0)|E)+[1)|E}) (2.59)
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Daha genel olarak, genel saf haldeki bir kibit, E durumundaki cevre ile etkilesime

girdiginde, asagidaki gibi ifade edilir:
(«]0)+ A1) E) > |0} E2) + a[1)| 5} + B0} 7) + pD)[EE) B0
Etkilesimden sonraki durumu su sekilde yeniden yazabiliriz:

‘ES> \ >+ﬁ|0>\ )+ﬂ|1>\511> (2.61)

R
<

+ Il

+
NI NP N N -

]
(e]
~
|
=
=

+

|¢//> = 0{|0>+,B|1> olsun. O zaman asagidaki gibi yazlir:

a|0)+ B[ = I|w) (2.62)
2|0)-Blt)=2ly) @263)
a|l)+B|0)=X|y) (2.64)
a|l)-p|0)=XZ|y) (2.65)

ve durum ile ¢evre arasindaki etkilesim su sekilde yazilabilir:

(2.66)

W)IEY > 2 (1)) ([E2)+[ED)
+3(2lw)(E2) ()

e2(Xlw)(E5)+Er)
+5 0zl ((E5)-Er)

Bu, bir ¢evre ile dnemsiz bir sekilde etkilesime girip girmedigine bakilmaksizin, tek

bir kubit Gzerinde meydana gelebilecek en genel gelisimi temsil eder.
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Simdi de kodlamanin nasil olduguna bakalim. Potansiyel hatalarin bir tanimini
yaptiktan sonra, kuantum sistemimizin mantiksal durumlarimi bu hatalara kars
korumanin bir yolunu bulmaliy1z. Klasik durumda oldugu gibi, mantiksal durumlara

bir yardimci ekleyerek elimizdeki sistemi genisletebiliriz. Genelligi kaybetmeden,

yardimer kiibitlerimizin |00...0> olarak baglatildigin1 varsayacagiz. Daha sonra,

birlesik durumlari |l// > ® | 00...O> bazi kodlanmig durumlari | l//enc> olarak yazilabilir.

Bir kuantum hata diizeltme kodu i¢in ilk fikir olarak, klasik olarak yapilani aynen
yapmak ve her kiibitin sadece ii¢ kopyasini ¢ikarmak cazip gelebilir. Klonlama yok
teoreminin 1g1ginda, kuantum hatasi diizeltmesi igin bir kodlama semasi tasarlamak
icin farkli bir ilke kullanmamiz gerekecektir. Kuantum hata diizeltmesi i¢in kodlama,
kodlamak istedigimiz duruma etki eden, belirli bir baslangi¢ durumunda bazi sabit

sayida kiibitin yardimci kiibitler ile girilen bir Uniter operatdr Uenc araciligiyla

uygulanmalidir. Kodlamak istedigimiz durum bir kiibit durumu |(//> ise ve yardimci

kiibitler baslangicta |00...0> durumundaysa, kodlamanin sonucu kod sozciigii

durumudur:

|Wenc> =Une |l//>|00...0> (2.67)

2.4. Uc¢ ve Dokuz Kiibitlik Kuantum Hata Diizeltme Kodlar

2.4.1. Ug Kubitlik Bit-Cevirme Kodu

Klonlama yok teoremi, bu kiibitin ii¢ kopyasindan olusan bir kod s6zciigii ile bir
klbiti kodlayan ii¢ kiibit kuantum tekrarlama kodunu uygulamamizi engeller. Ancak,
fikir, bit cevirme hatalarimi diizeltmek i¢in kullanilabilecek ii¢ kiibitlik bir kod verecek
sekilde biraz degistirilebilir. Baslangicta ilgilendigimiz hata modeli, bit ¢evirme

kanalidir:

p=lw){y ] p; ==y {y |+ pX|w) (| X. (2.68)

Ug kiibit bit ¢evirme kodu, yardimer kiibitlerin eklenmesi ve her mantiksal kiibitin Gg

fiziksel kiibitlik bir kod sozctigii ile kodlanmasi1 agsagidaki gibi elde edilir:
0) + A1) = 2| 000) + 100 - | 000) + B[111) (2.69)

Bagka bir deyisle, kodlama, 0 temel durumu ile |000> “in ve 1 temel durumu ile |111>

’in eslesmesiyle olusur. Bu kodlama islemini, durumu daha biiyiik 8 boyutlu bir uzayi,
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2 boyutlu bir alt uzayina indirmek olarak diisiinebiliriz. Bu prosediiriin basit bir tekrar
kurali olmadigr unutulmamahdir. Ug kibitlik kod icin kodlama prosedirini
gergeklestiren bir devre Sekil 2.8'de gosterilmektedir.

Klasik (¢ bit tekrarlama kodunda oldugu gibi, sendrom (parite) 6l¢iimii, devreye
sokulan iki yardimc bit kullanilarak yapilir. Daha sonra birinci ve ikinci kiibitlerin
yani sira mod iki’ye gore toplama isleminin yapildigi ikinci ve tigiincii kiibitlerin
eklenmesiyle parite 6l¢limiiniin sonuglar elde edilecektir. Bu sekilde, hatanin konumu
tespit edilir ve ters ¢evrilmis kiibit geri ¢evrilerek hata duzeltilir. Bu islemleri yapildigi

uc kubitlik gevirmeli kod hata algilama ve diizeltme devresi Sekil 2.9 da gosterilmistir.

— | y= @ |000}+ B 111}

<
1]
a8
=N
+
=
= =
——&

Sekil 2.8. Ug kiibitlik kodlamay1 gerceklestirmek igin bir devre

Tablo 2.3. Ug kiibitlik bit cevirmeli kod LUT

Bozuk kilbit Hata operatori Kiibit durumu M1 M,
Hata yok 1911 a|000) + B|111) 0 0
Ik kiibit X®I®I a[100) + 4|011) 1 0

ikinei kiibit 1®X ®1 |010)+ B[101) 1 1

Ugtincii kiibit I ®1®X 2|001) + B[110) 0 1

Tablo 2.3’te bozuk kiibit, hata operatorleri, giris kiibiti ve dlglimler verilmistir.

Bu kodda, ayirt edilebilir sendromlar bizi hatanin meydana geldigi kiibite
gotliriir. Sendrom Ol¢iimii daha once oldugu gibi CNOT kapilar1 kullanilarak
gerceklestirilir. Daha sonra, bu 6l¢iimiin sonucu kullanilacaktir. Tabloya baktigimizda,
her iki parite 1'e esit oldugunda, ikinci kiibitin ters ¢evrilmesi gerektigi sonucuna
varabiliriz. Bu, bir Toffoli kap1 uygulamanin ikinci kiibitteki hatay1 diizeltebilecegi

anlamina gelir. Diger iki kiibit i¢in, kontrol tellerinden biri sifira kosullandirilmalidir.
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Yani, tellerdeki deger uyusmadiginda, tabloya gore birinci veya {ligiincii kiibitin
cevrilmesi gerekir. Hatay1 diizelttikten sonra, Sekil 2.10'da gosterildigi gibi, karsilik

gelen kodlayicidaki 6gelerin sirasin1  tersine ¢evirerek kod ¢ozme islemini

gergeklestiriyoruz.
_ 8 x
Bit
— ] . » b4
CEVIrIIS
1 @ ¢ X [
5B
o} D—b s

Mz

L

o —— D~ —o

* W
® 0}
7, 0)

Sekil 2.10. Kod ¢6zme devresi
2.4.2. Ug Kubitlik Faz Cevirme Kodu

Kiibitlerde bit ¢evirme (X) hatalar1 disinda hatalar olabilir; ayrica faz ¢evirme

(Z) hatalarina da maruz kalabilirler. Sadece faz hatalarinin indiiklendigi durum i¢in

1 1 (2.70)
w)E) =S lw)(E)+[ED)+ S ZIw)(| E5)- &)
seklinde yazilir. Klasik dijital bilgide faz hatas1 yoktur, ancak neyse ki bir faz ¢evirme
hatasini bir bit gevirme hatasina doniistiirmek kolaydir. Bu da (¢ kibitlik bit cevirme
kodunu faz cevirme hatalarin1 diizeltmek i¢in uyarlayabilecegimiz anlamina gelir.

Bunu yapmak i¢in, bunun yerine diyagonal baz olarak Hadamard bazi kullanilabilir.
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(2.71)

=50+ =50

Bu temelde, faz ¢evirme operatorii Z, siradan bir kiibit-flip operatdrii gibi davranir.

Clnku yeni bir baz durumdaki islemler

1 1 (2.72)
Z|+)=—(Z2]|0)+Z|1))=—=(|0)-|1))=|-
=25 (210)+2[2)=—=(l0)-i8) -
1 1 (2.73)
Z|I-)=—(2|0)-Z|1))=—=(|0)+|1) )=
=5 (2l0)-2[8) =75(0)+19) =+
seklinde olur. Yani |0> - | ++ -|-> ve |1> — | —— —> olarak kodlanmistir. Bu kurala gore,
genel bir kiibit durumu su sekilde kodlanir:
a|0)+ B|1) = &|000) + B[100) — a|+++)+ |- —-) (2.74)

Kodlama, hata tespiti ve kurtarma icin gerekli islemler, {i¢ kiibitlik bit cevirme

kodunda oldugu gibi, yalnizca {|+>|—>} bazinda gergeklestirilir. Hadamard mantik

kapis1 hesaplama bazindan Hadamard bazina ve Hadamard bazindan hesaplama bazina
doniisiim yapmaktadir. Clnki kubitlerde Hadamard’in tersi kendsine esittir. Ug
kiibitlik faz ¢evirme kodunun kodlamasi Sekil 2.10'da gosterilimistir. Faz ¢gevirme hata
modeli, Hadamard kapilart modeli tarafindan birlestirilen bit ¢gevirme hatasina esdeger
oldugu gibi, faz ¢evirme kurtarma ve bit ¢evirme kurtarma isleminin de Hadamard

kapilarinin birlesimine kadar ayni oldugu Sekil 2.11 de goriilmektedir.

) =afo)+ Al — =
. T S

Sekil 2.11. Ug kibitlik faz cevirme kodlama devresi
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Sekil 2.12. Ug kibitlik faz cevirmeli hata diizeltme ve kod ¢ézme devresi
2.4.3. Dokuz Kubitlik Shor Kodu

Uc-kiibit bit-cevirme ve faz-gevirme kodlar1, dokuz kiibitten herhangi birinde
bit-cevirme veya faz-¢evirme hatalarini diizelten dokuz kiibitlik bir kod vermek igin
birlestirilebilir (Shor, 1995). Ayrica, asagida daha ayrintili olarak agikladigimiz gibi,
ayni kiibit izerinde eszamanli bit ve faz ters ¢evirmeyi diizeltmemize de izin verir. Bu
nedenle, bu kod genel bir tek kiibitlik hatay1 diizeltmeye izin verir.

Sekil 2.13'de gosterilen Shor kodunun kodlanmasi iki asamadan olugmaktadir.

[lk olarak, her bir kiibit, ii¢ kiibit faz cevirme kodundaki gibi kodlanir:

|0) > |+++) (2.75)

|1>_)|___> (2.76)
Ikinci asamada ise, faz cevirmeli kodlayicidan her kiibiti daha fazla kodlamak icin

kiibit ¢gevirmeli kodlayici kullanilmaktadir:

[+ %(\Ooo)mn}) (2.77)
|-)— %(|ooo)—|111)) (2.78)
Daha sonra iki tane temel kodlanmis durum asagidaki gibi elde edilebilir:
‘6>:F(‘OOO>+‘111>)(‘OOO> [111))(|000) +[211)) (2.79)
1) = —L_(|000)—[111))(|000) [111)) J000) —[111)) (2.80)
2V2
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Sekil 2.13. Dokuz kibitlik Shor kod kodlama devresi

Sekil 2.14'deki devreden de goriilebilecegi gibi, Shor’un dokuz kiibitlik hata
diizeltmesi ve kod ¢dziiciisii iki asamadan olusmaktadir: Ik asama, ii¢ adet ii¢ kiibit
bit cevirme detektor(, kurtarma ve kod ¢6ziicti devreleri ve ardindan hesaplama temelli
dontisimii gergeklestirmek igin i Hadamard kapisindan olusur. Bu ii¢ blok, dokuz
kiibitten herhangi birinde tek bir bit ¢evirme hatasini diizeltir. Bu diizeltme her

(| 000> J_r|111>) Uclisiiniin iginde gergeklesir.

Ve ikinci asama, ek bir {i¢ kiibitlik bit cevirme hata detektord, kurtarma ve kod
¢Oziicl devresini igerir. Tkinci blogun gdrevi, tek bir faz cevirme hatasini diizeltmektir.
Bagka bir deyisle, devrenin ikinci asamasi (a|+ ++> [ |———>) 'deki isaretlerdeki
herhangi bir degisiklik olup olmadigint kontrol eder. Ve sonra Z, Hadamard bazinda
bir bit-cevirme gibi davrandigindan, bunu bir bit-¢cevirme hatasiymis gibi ele alir. Bu
kodun tam olarak tespit edemedigi sey, faz ¢evirme hatasmin ilk agamada nerede
bulundugudir. Bu, Shor kodunun bir dezavantaji olarak gorilmemelidir. Faz

doniistimiiniin gergeklestigi yerde tam kiibit hakkinda bilgi eksikligine ragmen bu

kodun ¢alismasinin nedeni, Z hatasinin |000> ve |lll> 'in goreceli fazim e faktorl

ile etkilemesine dayanmaktadir. Bu faz kaymasi, |111> durumunun isaretinin
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degismesine neden olur. Ancak |000) durumu bundan etkilenmez. Bu nedenle, blok

igindeki diger herhangi bir kiibitin isaretini degistirereck bunu tersine c¢evirmek

mimkindir. Ornek olarak

(]000) + |111) ) —Fez=eeurme_, (1000) —[111)) —Kerama_, (1000) + [112))  (281)

durumu verilebilir. Bu kod, kod sozciiklerini ayn1 hatali kiibit ile eslestiren birden fazla
hata oldugundan dejenere kod olarak adlandirilir. Shor kodu, yalnizca X ve Z'nin bir
irlinti oldugu i¢in kiiresel faz 1 goz ardi edilerek tek bir Y hatasini da diizeltebilir. Her
biri farkli bir blokta meydana gelen en fazla {i¢ bit cevirme hatas1 diizeltibilmektedir.
Ancak belirli bir blok iginde birden fazla hata meydana gelirse bunlari1 diizeltmede

basarisiz oldugu i¢in ¢oklu bir hata diizeltme kodu degildir.
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Sekil 2.14. Dokuz kubitlik Shor kodu igin hata diizeltme ve kod ¢6zme devresi

2.5. Sabitleyici Kuantum Hata Diizeltme Kodlar:
Bu boliimde, daha genis bir kodlama olan sabitleyici kodlarin yapisi incelenectir
(Gottesman, 1997). Sabitleyici kodlarin kullanimi, hata sendromunu 6l¢tiigimiizde

gerceklesir. Sendrom 6l¢iimii yapmak zorunda oldugumuz 6nceki durumlarda, hata
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operatorlerinin  kod sozcukleri Uzerindeki etkisi olgulir. Ancak sabitleyici
formalizminde, bu operatorlerin sabitleyici grubun olusturuculart adi verilen diger bazi
operatorler tzerindeki etkisi 6l¢lur. Bu etki, gorecegimiz gibi, hata operatorlerinin ve
sabitlestirici jeneratorlerinin komutasyonu veya anti-komdtasyonudur. Bu durumda

kullanacak 6zdeslik Sekil 2.15 te verilmistir.

II|
|
e
N
e
|

Sekil 2.15. Bir CNOT kapist ile Hadamard-konjuge Z kapisinin 6zdesligi

CNOT kapsinda hesaplama bazinda ikinci kiibitin 6l¢iilmesi, sagda verilen devrede
gozlemlenebilir Z'nin 6l¢iilmesine esdegerdir. Dolayisiyla, Ug¢ kiibit tekrarlama kodunu
kullanarak bit ¢evirme hatasini diizeltmek i¢in devre semast Sekil 2.16° daki devreye

dondsiir.

Bit cevirme

- 2

b { H Fo—e H —%m
RE oo futr

Sekil 2.16. Ug kiibitlik sabitleyeci hata diizeltme

Simdi, sendromlar1 6lgmek, bu gozlenebilirleri dlgmeye doniistiirilmiistiir:

ZQZ®I (2.82)

19Z®Z (2.83)

Bunlar Pauli grubunun operatorlerinden olusur ve bu nedenle kod sozciikleri
a |000>+ B |111> 6zdegeri +1 olan bu operatorlerin 6zdurumlaridir. Hata operatorleri

ayn1 zamanda Pauli operatdrlerinin, X ve I tensor ¢carpimidir ve hata operatorlerinden
etkilenen kod sozcukleri hala Denklemler 2.72 ve 2.73 deki operatdrlerin

Ozdurumlaridir. Ancak bu sefer 6zdegerler (+1) veya (—1) olur. Tablo 2.4’de kod

30



sozctikleri tek veya hig hata operatoriine maruz kalmadiginda, sendrom operatorlerinin
(Z®Z®1,1®Z&®Z)6zdegerlerini kullanan iki eslesme arasindaki [irl, irl] sonuglari

gostermektedir.

Tablo 2.4. Ug kiibit bit cevirme kodu igin sendrom arama tablosu

Z®ZQI 1®Z®Z
I®I®I +1 +1
X®I®I -1 +1
X ®I -1 -1
I®1®X +1 -1

Bu sonuglar, tek bir hata olmasi veya hi¢ hata olmamasi kosuluyla hatanin yerini
bulmamiza yardimci olur. Sonuglar ayrica, sendrom operatorleri gibi, hatalar Pauli
operatorlerinin tensor {irlinii tarafindan olusturuldugu siirece, sendrom operatorlerinin
ve hata operatorlerinin komiitatorlerinin hesaplanmasiyla da elde edilebilir.
Operatorler, sabitleyeciler adi verilen bir grup olusturur ve operatorlerin kendilerine
sabitleyeciler grubunun jeneratorleri adi verilir. Jeneratorleri veya baska bir deyisle

bunlarin hatali durumlar Gzerindeki etkisini 6lgme sendromu verir.

Faz ¢cevirme hatasi i¢in, kontrollii Z operatorii sekil 2.15'tekine benzer Hadamard
ve CNOT Kkapilarinin bir kombinasyonu ile degistirilebilir. Boylece stabilizator
grubunun jeneratorleri

XRX®I (2.84)
@ X ®X (2.85)

sekline olacaktir.
2.5.1. Sabitleyici Kuantum Hata Diizeltme Gdsterimi

Sabitleyici gosterimi, bir [n, k, d] kuantum kodunun alternatif bir tanimini saglar.
Bu gosterimde n = bir kod s6zciigiin uzunlugu, k = bilgi simgelerinin sayis1 ve d =

kodun mesafesidir. Burada agsagidaki gosterimler kullanacaktir:
e |w,) bir kod sozciigiidiir.
e M, kod sozciklerini stabilize eden operatorler grubunun bir Gyesidir,

M{w)=(+1)[w;).
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e E bir hata operatOriidiir. Bazen bir bit ¢evirme hatas1 X, bir faz ¢evirme hatasi,

k

Z veya bir bit ve faz gevirme hatasi, Y olabilir. Kiibit k i¢in hata operatori E,,

seklinde yazilir.

Iki operator, M ve E’nin  antikomiitatorii, {M . E} =0 ise
M (E |l//i>) = (—1)(E|l//i>) olur. Bu, (E |l//i>) 'nin 6zdeger (-1)' e karsilik gelen M'nin
bir 6zvektorii oldugu anlamma gelir. E hatasin (E lw)) durumuna uyguladiktan

sonra orijinal kod sozciigii |l//i> iizerinde M'yi dlgerek E hatasini tespit ederiz.

Bir [n, k, d] kodunun sabitleyicisi S, Pauli grubu P'nin bir Abelian alt grubudur.
M, € Sin élgisti, M; 'nin | 'den farkli elemanlarinin sayisidir.

2.5.2. Yedi Kubitlik Steane Kuantum Hata Duzeltme Kodu

Steane tarafindan kesfedilen bu kod, en basit CSS kodudur (Steane, 1996a;
Steane, 1996b; Steane, 1997; Steane, 1998). Steane kodu, tek bir mantiksal kiibiti yedi
fiziksel kiibitlik bir blok olarak kodlayarak ¢alisir ve bir bit-gevirme veya faz-cevirme
hatasini diizeltir. Steane’in yaklagimi, Sekil 2.17'de gosterildigi gibi Ha'yi Ho™" ye
gomerek iki boyutlu Hilbert uzayinda H2'yi rastgele bir duruma kodlamaktir. Yedi
kiibitlik kuantum hata diizeltmesi [[n, k, d]] = [[7, 1, 3]] seklinde gosterilir.
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Sekil 2.17. Steane’in kodu i¢in kodlama devresi
Bu kodun mantiksal kiibitleri asagidaki gibidir:

0), = %q 0000000} +[1110001) +|1101010) +|0011011)

(2.79)
+1011100) +|0101101) +|0110110) +|1000111))

1
1), =ﬁ(|1111111)+|0001110>+|0010101)+|11001oo> (280)

+0100011) +[1010010) +[1001001) +|0111000))

Yedi kubitlik kod sozcikleri Uzerine uygulanan operatérler kiimesi Tablo 2.5 te
verilmistir.

Tablo 2.5. Yedi kiibitlik kod sozcukleri izerine uygulanan operatorler kiimesi

Operator/kibit 1 2 3 4 5 6 7
|\/|1 Z | | I Z VA VA
M, I Z I z I Z Z
|\/|3 | | Z Z Z | VA
M, X I I I X X X
|\/|5 | X | X | X X
M I I X X X I X

D
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Altr operatér,(Ml,MZ,....,M6>, yedi kibitlik hata diizeltme kodunu stabilize

eden operatér grubu P'yi olustururlar. Steane kodunun jeneratorlerini 6lgmek icin

devre semasi Sekil 2.18 de verilmistir. Mantiksal kiibitler, 0>L ve |1>|_ , alt1 operatdriin

ozvektorleridir ve 6zdegerleri (+1)'e esittir:

M;[0), =(+D[0), . M[D =D, 1<j<e (2.81)

Ornegin, 0>|_ , A =41 6zdegerine karsilik gelen M, 'in bir dzvektoridir:

M,]0), =(+1)[0), (252

M 4 operatorii, yedi kiibitlik bir durumun birinci, besinci, altinci ve yedinci kiibitlerini

cevirir ve kalan {iglinii degistirmeden birakir:

1
M,|0) =—(]1000111)+{0110110)+|0101101)+|1011100
4| >|_ \/§(| > | > | > | > (283)

+/0011011) +/1101010) +[1110001) + |0000000))

E)El) ve E)Es) , strastyla yedi kiibitlik bir kod s6zciigiin birinci ve besinci kiibitinin tek

bir bit-gevirme hatasini agiklayan iki operator olsun:

E)El) —X® ® | (2 ® | ®3) ® | 4 ® | (5) ® | (6) ® | (7 (2.84)

E)ES) —1® ® 12 ® | ®3) ® | 4 ®X(5) ® | © ® | @) (2.85)
Her iki operator de

M, =Z9®1981901Yez0 20 @27 (2.86)

ile komiitatif degildir. Ornegin,
MEY =(ZV®I12®1901We20 20 @z™)
(X(1)®|(2)®|(3)®|(4)®|(5)®|(6)®|(7))
— (Z(l)x(l))®(| @] (2))®(| @] (3))
(I (4)|(4))®(Z(5)| (5)) ®(z(6)| (6)) ®(z(7)|(7))
— _(X(l)z(l))® [EREN K R VARK S VAR VAL
——E®M,

(2.87)

Onceki tiiretmemizden sunu yazabiliriz:
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M.E®|0), =-EM,[0) =—-EP[ M,[0), |=(EP|0), (2.88)

Bu, E’|0) 'nin sabitleyici M, 'nin dzdegeri A=-1 olan bir zvektorii oldugu
anlamma gelir. Benzer sekilde, E)El) |1>L, E)ES) |0>L, ve Ef’) |1>L, ozdegerleri -1'e esit

olan M, sabitleyicinin 6zvektorleridir. Boylece M, , Steane kodunun yedi kiibitlik

durumunun 1. ve 2. kiibitlerinde tek bit ¢evirme hatalarimi tespit etmek igin
kullanilabilir. Tablo 2.6, Steane kodu icin her bir operatérle komdtattif olmayan eden
tek hatali operatorleri ve lreticileri 6zetlemektedir. Tablo 2.7 de Steane kodunun
sendrom aramasinin islemleri verilmistir. Tablo 2.8, tek hatalar1 ve ayni kod igin

karsilik gelen sendromlar1 gdstermektedir. Alt simgeler, hatalarin konumlarim

gosterir; bir bit gevirme hatas1 X, ; olarak belirtilir; X, ; olarak bir faz ¢evirme hatas;

Y, -, olarak bir bit-cevirme ve bir faz-cevirme kombinasyonu olur.

Tablo 2.6. Steane yedi kilbit kodu i¢in tek hata operatorleri ve her operatorle komditattif
olmayan jenerator (ler)

Hata Jeneratorler Hata Jeneratorler Hata Jeneratorler
X, M, Z, M, \A M;, M,
X, M, Z, M Y M, My
Xs M, Z, M Y M;, Mg
Xy M, M, Z, Mg, Mg Yy M, M; Mg,
M
Xs M., M, Z M, Mg Ys M., M;, M,,
M
Xs M., M, Zs M, My Yo M, M,, M,,
M,
X, M, M,, Z, M, M. Y, M, M, M,
M, M M, Mg, Mg
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Tablo 2.7. Steane kodunun sendrom aramasi iglemleri

XHIXXX  IXIXIXX  HUXXXIX  ZIWzZZZz 1212122 222712
L +1 +1 +1 +1 +1 +1
X +1 +1 +1 -1 +1 +1
EXHIT +1 +1 +1 +1 -1 +1
XTI +1 +1 +1 +1 +1 -1
HIXTHI +1 +1 +1 +1 -1 -1
X +1 +1 +1 +1 -1 -1
HIXI +1 +1 +1 -1 -1 +1
HHHX +1 +1 +1 -1 -1 -1

Tablo 2.8. Steane’nin yedi kiibitlik kodu i¢in tekli hatalar ve ilgili sendromlar

Hata Sendrom a,_ Hata Sendrom a,_,, Hata Sendrom a,_,,
X, 000100 Z, 100000 Y, 100100
X, 000010 Z, 010000 Y, 010010
X, 000001 Z, 001000 Y, 001001
X4 000011 Z4 011000 Y4 011011
X, 000101 Z, 101000 Y, 101101
X, 000110 Z, 110000 Y, 110110
X; 000111 Z, 111000 Y, 111111
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Sekil 2.18. Steane kodunun jeneratorlerini 6l¢mek i¢in devre semasi
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2.5.3. Bes Kiibitlik Kuantum Hata Diizeltme Kodu

Mikemmel bir kuantum hata dizeltme kodu, st 'de dolanik durumlar olarak

|0>L ve |1>|_ 'l kodlamak i¢in en kiigiik boyutlu Hilbert uzayini kullanan bir koddur.

Mikemmel bir kuantum hata duzeltme kodu Laflamme ve arkadaslari tarafindan
tanimlanmistir (Laflamme, 1996). Sekil 2.19 'deki devre, herhangi bir 6l¢iim gegidi

kullanmadan genel 1 kibitlik durumu 5 kibitlik bir kod durumuna kodlar.

lwh — zHZ H | e H e | g+
0} # H é I * | H
[0} D H T

D IS

0} ﬂ%@é—

Sekil 2.19. Bes kiibitlik hata diizeltme kodunun kodlama devresi

Mantiksal kiibitler sunlardir:

0), = %(—|01001)+|10001)+|00011) —|11011) +|00000)

(2.89)
+11000) -|01010) —[10010) —|00101) + |00110)
~|10100) +]01100) - [11110) —[11101) —|01111) —[10111))
1
1), ==(/00111)+|11111)~|01101)~|10101) +|01110
{4, =5 (oonatyfuaaasy-fortoy —foroy sfornze)

—|10110)—|00100) +|11100) —|01011) +|10011) —| 00001)
+/11001) —|00010) —|11010) —|01000) —|10000))

Bes kiibitlik kod, CSS olmayan kodlardir, bu kodun olusturucular1 yalnizca X veya
Z'yiicermez. CSS kodlariin aksine, bes kiibitlik kod, yalnizca X veya yalnizca Z'den
olusan ayr1 olusturuculara sahip degildir. Bes kiibit, kodun tek bir hatay1 algilayip
dlzeltebilmesi igin minimum kiibit sayisidir. Bu kodun sabitleyicisi S, dort

jeneratérden olusan bir grup M tarafindan tanimlanir:
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M =(M,,M,,M;,M,) (2.91)

(2.92)
M, =1 ®Z@X®X®Z

(2.93)
M,=Z®1®Z®X ®X

(2.94)
M,=X®Z®I®Z®X

(2.95)

M,=X®X®Z®I®Z

|0>L ve |:|.>L kod sbzciikleri, sabitleyicinin 6zdegerleri (+1) olan 6zvektorlerdir;

(2.96)
M;|0), =(+D]0), ve M;[1) =(+D[1), 1<j<a

Sendromu hesaplama devresi Sekil 2.20'de gosterilmektedir. Sendrom, her biri

dort jeneratérden biri olan M,;M,M,M, kullanilarak 6lgiilen dort yardimer kiibiti,
a,a,a,a, 'den olusur. Ornegin, M, ile X, antikomittir. Bu nedenle, ilk kiibit Gizerinde

bir bit cevirme hatasi tespit edilebilir. M; ve M,ile Z, antikomiittir. Boylece,

birinci kibitin bir faz ¢cevirme hatasi de tespit edilebilir. Bu 15 hatanin her biri S'nin
farkli alt kiimeleriyle ters gittiginden, hatalar1 ayr1 ayri1 ayirt edip sonra
diizeltebilmektedir. Bes kiibitlik kod herhangi bir tek kiibit hatasini diizeltebilir. Ancak
iki kiibitlik hatalar1 diizeltemez. Tablo 2.9 da bes kiibitlik kod igin her bir operatorle
antikomiite eden tek hatali operatorleri ve Ureticileri 6zetlenmektedir. Tablo 2.10 de
Bes kiibitlik kodun sendrom aramasinin islemleri verilmistir. Tablo 2.11 de bes

kubitlik kodun tek hatalar1 ve bunlara karsilik gelen sendromlart gosterilmektedir.
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Sekil 2.20. Bes kiibitlik kodun sendrom 6l¢timii i¢in kuantum devresi

Tablo 2.9. Bes kiibitlik kod igin her bir operatorle antikomiite eden tek hatali
operatorleri ve Ureticileri

Hata Jeneratorler Hata Jeneratdrler Hata Jeneratorler
X, M, Z, M, M, Y, M, M,M,
X, M, M, Z, M, Y, M, M, M,
X, M, M, Z, M, Y, M, M, M,
X, M, Z, M, M, Y, M, M, M,
Xs M;.M, Z M, M, Ys .My, M3, M,
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Tablo 2.10. Bes kiibitlik kodun sendrom aramasinin iglemleri

IZXXZ ZIZXX XZIZX XXZIZ
[ +1 +1 +1 +1
XI +1 -1 +1 +1
IXHI -1 +1 -1 +1
X1l +1 -1 +1 -1
HIXI +1 +1 1 +1
X -1 +1 +1 -1

Tablo 2.11. Bes kiibitlik kodun tek hatalar1 ve bunlara karsilik gelen sendromlari

Hata Sendrom Hata Sendrom Hata Sendrom
a,8,8,8, a,8,38,38, a,3,3,8,
X, 0100 Z, 0011 Y, 0111
X, 1010 Z, 0001 Y, 1011
X, 0101 Z, 1000 Y, 1101
X, 0010 Z, 1100 Y, 1110
X, 1001 Z, 0110 Y, 1111
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3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Kuantum Mantik Devrelerinin Analizi

Kantum bilgi isleme siirecisinde birden ¢ok mantik kapisi kullanilarak elde
edilen bir kantum devresinin analiz edilmesi énemli bir asama olusturmaktadir. Bir
kuantum devre diyagrami, karmasik bir ¢oklu-kiibit kuantum hesaplamasinin daha
basit, genellikle 1-kubit ve 2-kiibit kuantum kapilar1 dizisine nasil
ayristirilabileceginin gorsel bir temsilini saglamaktadir. Herhangi bir n-kibit devresi,
n kiibite karsilik gelen n yatay ¢izgiden olusmaktadir. Devredeki mantik kapilar
soldan saga uygulanmalidir (Williams, 2010). Devre diyagrami soldan saga dogru
ifade edilir. Mantik kapilarinin matrisleri sagdan sola dogru ¢arpilmaktadir. Carpma
islemini dogru uygulamak i¢in, durum vektorii operatoriin sag tarafinda olacak sekilde
islem yapilir (Viamontes,2007).

Bir kuantum mantik devresinde, mantik kapilar1 ve ¢oklu kiibit ifadeleri, tensor
carpimi kullanilarak ifade edilebilmektedir. Sekil 3.1a’daki gibi seri bagh devrelerde
normal matris ¢arpim islemi yani nokta ¢arpim yapilirken, Sekil 3.1b’deki gibi paralel

bagli bir devrede tensor ¢arpimi (direk ¢arpim) yapilmaktadir.

oy Hs w o — v F—m
p —L 8 — p)
() (b)

Sekil 3.1 (a) Seri bagli kuantum mantik devresi, (b) Paralel bagli kuantum mantik
devresi

Sekil 3.1a’daki seri bagl kuantum mantik devresine Hadamard ve Pauli Y mantik

kapilarin1 6rnek olarak |0> durumu i¢in uygulayalim:
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(3.1)

Sekil 3.1b’deki paralel bagl kuantum mantik devresine Hadamard ve Pauli Y mantik

kapilarii 6rnek olarak |00> durumu i¢in uygulayalim:

1[(0 -i
(Y®H)|OO>—ﬁ[(i )
0 0 —i —i\(1
110 0 —i ilo
“2li i oo oo
i i 0 o0)lo

0) (0

1 [lo] |o

“ 21 o

o) (1

=\E(| >+|1>)

Pl )0

3.2)

3.2. Kiitritler I¢in Genellestirilmis Pauli Operatérleri

Genellestirilmis Pauli operatorleri, kuantum teorisinde 6énemli bir rol oynar.

Genellestirilmis Pauli spin matrislerinin yapisi, yari-basit Lie cebirleri teorisinde,

kuantum mekaniginde, kuantum teorisinde ve kuantum hesaplamasinda (iiniter hata

tabanlari, kuantum hata diizeltmesi) yaygin olarak kullanilmistir. Boyutu d olan

genellestirilmis Pauli matrisleri, d boyutlarinda genellestirilmis bir Pauli grubu

olusturmaya hizmet edebilir (Kibler, 2008). Siradan Pauli matrislerinin kapsadigi

siradan Pauli grubunu genelleyen bir grup. Genellestirilmis Pauli operatorlerinin

denklemi asagida verilmistir:

Unm
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Bu ifadede n,m=0,1,2....,(d —1). Operatorler U__ uniterdir. Kutritler igin, X*, X2, Z*
ve Z?nin sirastyla X1, Xz, Z1 ve Zz'ye karsilik geldigi soylenebilir. Bunlarla ilgili
ayritili bilgi bolim 2.4 te verilmistir. Denklem 3.3 e gore kutritler icin dokuz tane
genellestirilmis Pauli operatorlerinin - matris temsilleri  Tablo 3.1’deki gibi
olusturulabilir. Bu dokuz operator, Ucli sistemler icin kuantum hata dizeltme
kodlarinda hata operatorleri olarak kullanilir.

Tablo 3.1. Kiitritler i¢in genellestirilmis Pauli operatorleri

100 10 0 1 0 0
Ug,=1=[0 10 Uy,=2,=|0 w 0 U,=Z,=|0 w* 0
0 0 1 0 0 wW 0 0 w
01 0 w 0 0 w
U,=X,=|1 0 0| U,=XZ=[1 0 0| U,=XZ,={1 0 0
10 w 0 0w 0
0 0 0 w 0

U20:X2: 1 UZl—Xzzlz O W2 U22_X222: O 0
0 0 0 1 0 0

3.3. Kiitritlerde Ozdeslikler

Basit matris carpimiyla, kiibitler icin  HZH = HZH™"=X ve
HZH = H'ZH ™" =X o6zdeslikleri yazilabilir. Ancak kiitritler i¢in durum farklidir.
Clinkii Hadamard kapisinin tersi kendisine esit degildir. Ayrica iki tir X-Pauli ve Z
Pauli operatorleri vardir. Buna gore kutritlerde asagidaki 6zdeslikler yazilabilir:

1 1 1Y1 0 0Y1 1 1 (3.4)

HZH" =21 w w ([0 w 0|1 w w
1w w

1
3

o
o
%
i
=
=
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1 1 1)1 0 o)1 1 1 (3.5)
HZZH‘lzé 1w wW [O wo 0|1 wow
1w w/lo 0 w/ll w w
1w w 1 1
I wow
3 1w w woow

Kuditlerde (d 23) Hqa ve CNOTy(d) kuantum mantik kapilarinin tersleri

kendilerine esit olmadigini bilyoruz. Bu durum bdliim 2°de ele alinmistir. Genel olarak

CNOT,(d) ile CNOT,*(d) arasnda CNOT,"(d)=CNOT,"*(d) 6zdesligi
gecerldir. Kutritlerde (d=3) bu 6zdeslik CNOTa_l(B) =CNOT? (3) olarak yazilir. Bu

0zdeslik Sekil 3.2°de gosterilmistir.

Sekil 3.2. Kiitritlerde CNOT,*(3) ile CNOT, (3) arasindaki 6zdeslik
Iki kiiditlik CNOT, (d) ve CNOT, (d) arasinda Sekil 3.3te verildigi gibi:
(H, ®H,)CNOT, (d)(H,;! ® H,*)=CNOT,* (d) (36)
seklinde bir 6zdeslik yazilabilir (Terzi, 2019). Bu 6zdesligin kiitritlere uygulanmasi:
(H, ® H,)CNOT, (3)(H,*®H,") = CNOT;(3) (3.7)

olarak yazilir. Kiitritler i¢in bu 6zdeslik Sekil 3.4’de verilmistir (Terzi, 2019).
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Sekil 3.3. Kiiditlerde CNOT lar arasindaki 6zdeslik (Terzi, 2019)

D

S

Sekil 3.4. Kiitritlerde CNOT lar arasindaki 6zdeslik (Terzi, 2019)
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Kuantum sistemleri, dogalar1 geregi cok degerlidir ve ¢ok degerli kuantum
bilgisayarlar, baz1 kriptografik protokollerde (Bechmann-Pasquinucci, 2000) arama
algoritmalarinda (Wong, 2015) ve makine Ogreniminde (Adhikary, 2020) ikili
benzerlerinden daha iyi performans gosterebilir. Cok degerli sistemler i¢in QECC,
kiibit sistemleri icin QECC yapisindan dogrudan taginabilir (Chau, 1997). Bildigimiz
kadariyla, daha diisiik boyutlu bir sistemden haraketle, belirli bir ylksek boyutlu
kuantum sistemi icin agik¢a daha verimli QECC olusturmanin miimkiin olup olmadigi
bilinmemektedir. Ancak daha yuksek boyutlu sistemler i¢in kuantum hata dizeltme
kodu, genel olarak, dogrudan kiibit sistemleri kodlarindan olusturulabilir.

Kuantum hata diizeltme kodlarinin (QECC) ¢ogu, iki boyutlu alt sistemlerden
olusan kuantum sistemleri i¢in olusturulmustur (La Guardia, 2020). Bu calismada
kiibit yerine kiitrit kullanilacaktir. Uglii bir kuantum sistemi (kiitrit), en basit ¢ok
degerli sistemdir. Kuantum Ggli sistemin guraltili ortamda pratik uygulamasi igin,
sistemdeki hatalar1 diizeltmek ¢ok onemlidir. Literatiirde, kiibitlerde hata diizeltmesi
icin 9-kubit, 7-kubit ve 5-kiibit kodlart mevcuttur. Bununla birlikte, bildigimiz
kadariyla, li¢lii kuantum sistemleri i¢in hata diizeltme kodlar ile ilgili az ¢alisma

vardir. Daha yiiksek boyutlu hata diizeltme i¢in girisimlerde bulunulmus, ancak bunlar

ya (2#2) boyutlu hatalar1 ya da (d *d ) boyutlu hatalar dikkate almislardir. Bunlarla

ilgili hi¢bir agik devre sunulmamistir. Bu ¢alismada, (3*3) boyutlu hatalar1 goz

oniinde bulundurarak kiitritlerin kuantum hata diizeltmesi i¢in farkli kuantum hata
diizeltme kodlar1 incelenmistir. Bunlar G¢ kutritlik kuantum hata duzeltme, dokuz
kitritlik kuantum hata diizeltme ve bes kiitritlik kuantum hata diizeltme kodlaridir.
4.1. Uc Kiitritlik Kuantum Hata Diizeltme Kodlar
4.1.1. Ug Kutritlik Trit-Cevirme Kuantum Hata Diizeltme Kodu
Trit-cevirme hatalarimi diizeltmek i¢in kullanilabilecek tig-kutrit trit-cevirme
kodu fikri, baslangicta ilgilendigimiz hata modeli trit-¢cevirme kanalidir. Bu kanala

dongiisel (kaydirmalr) kanal denir. Uglii sistemler igin, iki tiir kaydirma miimkiindiir -

saat yoniinde kaydirma Xl(O -1 2) ve saat yoniiniin tersine kaydirma

X, (0 1« 2) . Bu kod igin dikkate alinan hata modeli asagidaki gibidir:
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2 (4.1)
& =0l, +Z:,aiXi

i=1

Bu ifadede I; (3x3) birim matris ve X; trit- gevirme hatalaridir. Saat yoniinde

kaydirma ve saat yoOniiniin tersine kaydirma hatalari, sirasiyla asagidaki gibi
|¥) =a|0)+ B|1)+7|2) durumuna etki eder:
X,|w)=all)+ B|2)+7|0) (4.2)
Xalv)=al2)+ B|0)+71) “3)

Ug kiitrit trit gevirme kodu, yardimei kiitritlerin eklenmesi ve her mantiksal kiitritin {i¢

fiziksel kiitritten olusan bir kod so6zciigii ile kodlanmasiyla elde edilir. Baska bir
deyisle, bu kodun kodlanmasi, |0>—>|000>, |1> —>|111> ve |2>—>|222>

eslesmeleriyle olur. Bu kodlama islemini, durumu daha biyiik 3°=27 boyutlu bir
uzaym 3 boyutlu bir alt uzayma indirgenmesi olarak diisiinebiliriz. Ug kiitritlik kod
icin kodlama prosediiriinii gergeklestiren bir devre Sekil 4.1'de gosterilmektedir. Bu

sekilde adim adim gidildigi zaman

|w), =|w)|00) = | 000) + B[100) + 7| 200) (4.4)
|w), = | 000) + 3|110) + 7| 220) (4.5)

[v), =]000)+ pl111) +7|222) = |0), + B[1), +712), =ly).  “O

olur.

)=alohe I A | ) ), ),

Sekil 4.1. Ug kaitritlik trit-cevirmeli kodlama devresi
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Sekil 4.2. Ug kaitritlik trit-cevirmeli hata algilama ve diizeltme devresi

Sekil 4.2°de gosterildigi gibi kiitritlerin hata diizeltmesi, 2. boliimde kiibitler igin

gordiigiimiizle ayn1 olacak sekilde iki adimdan olusur. ilk adim, baslangigta her ikisi
de |0> durumunda olan iki ek yardimci kiitrit gerektiren hata algilama adimidir. Her

iki yardimer kiitrit, baglangigtaki ti¢ kiitrit tarafindan kontrol edilen CNOT (3) Ve

CNOT (3)7l kapi giftleri tarafindan hedeflenir. CNOT (3) ve CNOT (3)7l kapilari

uygulandiktan sonra her yardimci 6lgiiliir ve yardimer cihazlardaki Slgiimlerin
sonuclar1 hata sendromunu belirler. Tablo 4.1'de verilen durumlara gore hata olayini
belirleriz.

Kiitrit durumlart i¢in algilama siirecinin nasil ¢alistigini gorelim. Saat yoniiniin

tersine kayma hatasinin ilk kiitritte oldugunu varsayarsak hatali durum
lw), =a|200)+ |011)+ 7 [122) (4.7)
olur. Hata belirleme adimlariyla

|w), =|w), |00) = | 200)|00) + | 011)|00) + |122)| 00) (4.8)

|w), = | 200)|20)+ 5(011)|00) + y 122) [10) (4.9)
|v), = |200)|20) + | 011) | 20) + 7[122)| 20) (4.10)
), = | 200)[ 20)+ 8|011)| 21) + 7[122)[22) (4.10)
|w), =|200)]20)+ B|011)| 20) + y [122)| 20) (4.12)
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elde edilir. Tablo 4.1°e gore sendrom 6l¢timd, ilk kiitritte hatanin olustugunu gosteren

M:=2 and M>=0 sonucunu verir. Ikinci adim, hata kurtarma adimidir. Burada ilk

ktrite )(1l islemini uygulayarak hatasiz durumuna geri ¢evirilir:

XE|w), = aX}|200)+ AX|011)+ y X1122) = | 000) + B|111) + y[222) (413

Tablo 4.1. Ug Kiitritlik trit cevirme kodu arama tablosu

Bozuk Hata Ktrit durumu M; M, Duzeltme
katrit operatori operatori

Hatayok 1®1®1  ¢|000)+B[111)+y[222) O O 9T ®I

)

Liarit X ®@1®1 «|l00)+ |21 +yj022) 1 0 X, ®I®I
2t X, ®1 «|010)+p[121)+y[202) 2 1 1®X,®I
Skt 1@I®X, a|00D)+p112)+y]220) O 2 I®I®X,
Liart X, ®@1®1 «|200)+p|011)+y[122) 2 0 X @Il
2kt @ X, ®1 «|020)+B[10L)+y[212) 1 2 1®X QI
)

Shmt 1®1®X, ¢|002)+p[110)+y[221) © 1 1®I8X,

Sekil 4.3'te  gosterildigi  gibi, son adimda kodlamanin  kaldirilmasi
gerceklestirilmektedir. Kiitritlerde CNOT kapilarini tersi kendilerine esit olmadigi i¢in

kodlamanin ¢oziilmesi CNOT ~* (3) kullanilarak yapilir. Boylece:

|v), =a|000) + B|111) + y| 222) (4.14)
|w), =|000)+ B[110)+ ¥| 220) (4.15)
), = ] 000) + 5|100) + »|200) (4.16)

= |0)|00)+ 5[1)]00) + 7{2){00) = 1| 00)

olur. Ug kiitritlik trit ¢evirme kuantum hata diizeltme islemenin basarili bir sekilde

uygulandigi bir 6rnekle gosterilmistir.
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Sekil 4.3. Ug kiitritlik cevirmeli kod ¢6zme devresi

4.1.2. Ug Kutritlik Faz-Cevirme Kuantum Hata Diizeltme Kodu
Ktrit'ler, trit-gevirme (X) hatalar1 disinda faz ¢evirme (Z) hatalarina da maruz

kalabilirler. Bu kodun hata modeli su sekilde temsil edilir:

2 (4.17)
g=0l, +Z77ij
=

Bu ifadede I, (3>< 3) birim matrisi ve Zj faz ¢evirme hatalaridir. Bu kodda iki tiir

faz ¢evirme hatas1 Z1 ve Z> miimkiindiir. Bu faz ¢evirme hatalarinin hatasiz durum

|l// > tizerindeki etkisi matematiksel olarak su sekilde temsil edilebilir:
Z,|w)=a|0)+ fc|t) + yc?|2) (4.18)
Z,|w)=al0)+ pc|1)+yc|2) (4.19)

Bolum 2'den, bu hata modeline, trit-cevirme hata modeline benzer sekilde faz ¢evirme

kanal1 diyebilecegimizi biliyoruz. Kiibitler i¢in, { +>,|—>} temelindeki bir faz hatasi

1 1
“") = E(‘ 0> + ‘1>)ve “) = ﬁ(‘ 0> —‘1>) olan {|0>,|l>} temelindeki bir bit hatasina
benzerdir. {|+> A —>} , {|0>,|1>} 'n Hadamard doniisimii ile elde edilir. Bununla
birlikte, bir kitritte, U¢ temel durum oldugundan, bir kiibit sistemindeki Hadamard ile

benzer 6zelliklere sahip degildir. Hadamard kapisinin |0>, |1> ve |2> durumlaria

1
uygulanmasi sirasiyla ‘+>=—(‘0>+‘1>+‘2>), |/):i3(|0>+w|1>+wz|2)) ve

w
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|_>=i<|o>+w2|1>+w|2>) durumlarni dretir. Bu nedenle, {|+),|-)} temel

NE

kiibitlerin bit gevirme durumu, ii¢ boyutlu sistemlerde gegerli degildir. Ug Kiitritlik faz
gevirme kodu i¢in kodlama prosediiriinii gergeklestiren bir devre Sekil 4.4'da
gosterilmektedir. Bu sekilde gosterilen iig kiitrit faz ¢evirmeli kodlama devresi, Sekil
4.1'da gosterilen Ug-katrit trit-cevirme kodlayict ve ardindan temel doniistiirmeyi

gerceklestirmek icin tic Hadamard mantik kapisi kullanilarak uygulanabilir:

), =[)]00) = «]000) + 5[100) + 1| 200) (4.20)

|w), = | 000) + B[110) + y| 220) (4.21)

), = |000) + B|111) + y[222) 4.22)

) oA o (0012 o (0 lei) 4
+ﬂ(|0>+0|\1g02|2>)®(|0>+C|1f>3+C2|2>)®(|O>+C|lf>3+cz|2>)
+y(|°>+03|13_>+0|2>) ®(|O>+C2J|Z'>+C|2>) ®(|o>+c2J|13_>+c|z>)

=alt+4)+ Bl +y|==—)=al0) +BI1) +7[2) =[v),
Yani |0) > |+++), [1) > |/ /1), ve |2) >|-—-) olarak kodluyoruz.

v)=a|0)+AlL+72]

—8
m

o) — i — H [T
o) — ——— B [
N A ) v,

Sekil 4.4. Ug kiitritlik faz cevirmeli kod kodlama devresi

Sekil 4.5'ta gosterilen li¢ kiitrit faz ¢evirme kodunun hata diizeltme adimi,

kiibitlerinkinden baz1 farkliliklar gosterir. Uclii sistemlerin temeli Hadamard
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temelinden hesaplama temeline déniistirmesinde Hadamard kapismin tersi H'’i

kullaniriz.
. o H_l L T H : E
Faz gevirme | i bl i :
R 0 O T I O N B
@ REREREER
—— H? —e—
|0} S e e
10—+
[, Wi Whe (v Why [ I i W |

Sekil 4.5. Ug Kiitritlik faz cevirme kodunun hata diizeltme ve kod ¢ézme devresi

Simdi bu kod i¢in hata diizeltme isleminin nasil ¢alistigini gérelim. Bir hatanin

ikinci kitriti bozdugunu (Z1) varsayalim:

W), =a|+1+)+ Bl =1 +y|-+-)=|y), (4.24)
olur. Daha sonra
|w), = (a|010)+ B|121) + 7| 202)) (4.25)
|w), = |010)[00)+ A[121)[10) + ¥|202)| 20) (4.26)
|v), =a|010)| 20) + 5[121)| 20) + ¥| 202)| 20) (4.27)
|v), =a|010)]21) + B[121)| 22) + | 202)|20) (4.28)
|w), = |010)|21) + B[121)| 21) + ¥ | 202)| 21) (4.29)
), =al++)|20) + Bl -1)|20) + y|-+-)|21) (4.30)
w), =al+++)+ Bl 1) +y]---) (4.31)
|w),, = |000)+ [111) + | 222) (4.32)

[¥),, = [000)+ B|100)+ 7|200) = (0) + A1)+ 7[2)]00)  “3

elde edilir. Burada sendrom Ol¢timii, Tablo 4.2'de verilen arama tablosuna dayali
olarak My = 2 ve M2 = 1 sonucunu verir. Boylece hangi kiitritin bozuk oldugunu
belirleriz ve ardindan hatali olan i’inci kiitrit iizerine karsilik gelen Zi kapisini

uygulariz. Ornegimizde, Z> uygulanmustir.

53



Tablo 4.2. Ug ktrit faz cevirmeli kod Arama Tablosu

Bozuk Hata Kitrit durumu M M Diizeltme
katrit operatori operatorii

Hatayok |®|®] a|+++)+ﬂ|///)+7/|——— 0 0 I ®I®I

lkkitrit 7 @1®]1 all++)+ B~ 1)+ y|+-- 1 0 Z,01®l

)
kinci  1@Z,®1  qg|+/+)+pll-N+y|-+-) 2 1 19Z,6]
)

kitrit

)
)
)
el 1@18Z glr i)+ pllI)ty--+) 0 2 1818
)
)
)

Tlk kiitrit Z,91®I a|—+-|—>+ﬂ|+//>+7/|/—— 2 0 Z,®I®I

Il<kul?r(|:tl 1®Z, 1 g|+—+)+ |+ +y|-1- ! 2 1ez,el
Ulflft’;ft“ 1®1®Z,  g|++-)+B|l1+)+y|--1 0 L 1elez

4.2. Dokuz Kiutritlik Kuantum Hata Diizeltme Kodu

Ug Kkiitrit trit gevirme ve faz cevirme kodlar1, dokuz kiitritten birinde trit cevirme
veya faz c¢evirme hatalarini diizelten dokuz kiitritlik bir kod elde etmek icin
birlestirilebilir. Ayrica, asagida daha ayrintili olarak ag¢ikladigimiz gibi, ayni kiitrit
tizerinde eszamanli bir trit ve faz ¢evirmesini diizeltmemize de izin verir. Bu kod icin

diisiiniilen hata modeli su sekilde verilmistir:

2 2
E=0ly+ ) X+ D mZi+ 3 &Y, (4.34)
i=1 j=1 i
Bu ifadede Y; =X;Z; dir. Bu hata modelinde iki trit gevirme hatas (X}), iki faz

¢evirme hatasi (Z j) ve dolayisiyla dort olasi Yij =X,z j hata vardir.

Dokuz ktrit kod icin kodlama, Sekil 4.6'da gosterildigi gibi iki asamada caligir.
[lk olarak, her kiitrit, ti¢ kutritlik faz cevirme kodundaki gibi kodlanir:

|v), =[¥)/00)|000)|000) (4.35)
— |000){000)] 000)-+ 3[100)| 000) 000) + | 200)| 000)|000)
), = |000)|000)| 000) + £[100)[100)|000) + | 200)| 200)|000) ~ (4-36)
), = |000)|000)|000) + /5[100)[100)[L00) + | 200)| 200)| 200) ~ (4-37)
Hadamard mantik kapilarini 1., 4. ve 7. kiitritlere uygulayarak
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(4.38)

IW>3=%(If’)+|1>+|2>)|00>(|0>+|1>+|2>)|00>(|0>+|1>+|2>)|00>

+i(|o)+w|1)+w2|2))|oo)(|o)+w|1)+w2|2))|oo)(|o)+w|1)+w2 2))[00)

33

+%(IOHWZ|1>+W|2>)|00>(|0>+W2|1>+W|2>)|00>(|0>+W2|1>+W|2>)|00>

elde edilir. Ikincisi, faz ¢evirmeli kod sozciigiindeki ii¢ kiitritin her biri, ii¢ kiitritlik

trit-cevirme kodunda oldugu gibi bir ti¢liiler kiimesi halinde kodlanir:

V), = %(moo) +]110)+|220})(|000) + 110) +| 220))(|0) +[110) +| 220})) (4.39)
if(|ooo>+w|11o>+w2|220>)(|ooo>+w|110>+w2|220>)(|ooo>+w|110>+w2|220>)
Lf(|ooo>+w2|110>+w|220>)(|000>+w2|110>+w|220>)(|ooo>+w2|110>+w|220>)

)= ﬁﬂooo)+|111>+|222>)(|000>+|111>+|222>)(|000> +[111) +]222)) (4.40)

+%(|000>+W|111>+W2|222>)(|000>+w|111>+w2|222>)(|ooo>+w|111>+w2|222>)

+%(|OOO>+WZ|111>+W|222>)(|000>+w2|111>+W|222>)(|000>+W2|111>+W|222>)
Béylece 3 temel kod sozciigii asagidaki gibi elde edilir:
10)-[0), :%(moo)+|111>+|222>)(|ooo>+|111>+|222>)(|ooo>+|111>+|222>) (441)
1) —]1), :%(|000>+W|111)+w2 |222))(/000) + w[111)+ w?|222))(|000) + w|L11)+ w* | 222) (4.42)
(4.43)

12)-]2), :%(|ooo>+w2 [111)+ w|222))(|000)+ w? [111) + w]|222) ) | 000) + W [111) + | 222))
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Sekil 4.6. Dokuz kiitritlik Shor kodlama devresi

Ktritlerde bir trit-cevirme ve faz-gevirme hatalarindan bahsedebiliriz. Bunlar
sirastyla X (Xyve X2) ve Z (Z1 ve Zy) dir. Ayrica bunlarin kombinasyonu olan Y = XZ
den ortaya ¢ikan dort farkli hata olabilir. Sekil 4.7'de gosterilen dokuz kutritlik hata
bilirleme, hata diizeltme ve kod ¢6zme devresi iki asamadan olusur:

[k asama, ii¢ adet ii¢ kiitritlik trit-cevirme dedektori, kurtarma ve kod ¢oziici
devreleri ve ardindan temel doniistiirme gerceklestirmek i¢in ters tic Hadamard kapisi
igerir. Ikinci asama ek bir ii¢ kiitritlik trit-cevirme hata dedektorii, kurtarma ve kod

¢Oziime devresinden olusur.
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Sekil 4.7. Dokuz ktritlik hata bilirleme, diizeltme ve kod ¢6zme devresi

Simdi, Giglii Shor kodunun herhangi bir tek kiitrit tizerindeki faz ¢evirme ve trit
cevirme hatalarini nasil diizeltebilecegini agiklayacagiz. Aslinda burada yaptigimiz
analiz, ¢ kitrit kodda gosterilen 6l¢ciim prosedurd ile benzerdir. Bu kodun baslangig
durumunun nasil kurtarilabildigini agikliga kavusturmak igin bir 6rnek asagida
verilmistir.

[Ik Durum — Trit-gevirme hatalarin1 diizeltme: Yedinci kiitritte bir hatanin (saat

yoniinde X: kaymasi) olusturdugunu varsayalim. Hata durumu su sekilde temsil edilir:

1), =57 (1000)+[111)+[222)) (000) +[111) +[222)) (100} + 213)+]022) (4.44)

+%(|ooo>+w|111>+w2 222))(]000) + w|111) + w? |222))(|100) + w| 211) + w*| 022))
+$(|ooo>+w2 |111) +w|222))(]000) + w* [111) + w| 222) ) (|100) + W | 211) + w| 022))
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Birinci asamanin hata diizeltme isleminin sonucu asagida verilmistir:
a (4.45)
v), = m(|000>+|111>+|222>)|00>(|000>+|111>+|222>)|00>(|100>+|211>+|022>)|10>
+%(|ooo>+w|111>+wz|222>)|00>(|000>+w|111>+w2 |222))|00)(|100) + w|211)+ w*|022) 10}

+%(|ooo>+w2 [111)+w|222) )] 00)(|000) + w* [111) + w|222)}|00) |100) + W* | 211) + [ 022) )| 10)

Burada hata sendromu 6l¢iimiiniin verdigi sonu¢ Ms = 1 ve Mg = 0'dir, Tablo 4.1°¢
gore yedinci kiitritte saat yoniinde kayma hatasi oldugu anlamina gelir. Bu nedenle

X2'y1 bu kiitrit hatasini orijinal durumuna geri dondiirmek icin uygulariz:

K[y, =75 000) 1)+ 222) 00013+ 222) X 100+ o)+ 022) o
(|ooo> +W[L11)+ | 222))(]000) + w{111) + w* [222)) X (|100) + w|211) + w* |022))

(/000) +w? [111) + w|222))(|000) + w* [LL1)+ | 222)) X, (100) + W* |211)+ w[022))

), =575 100012 +[222) 100} 111 22} o0+ 11+ 222)

(/000) + w|111)+w*|222))(|000) + w[111)-+ w” |222))(|000) + w[111) + w*| 222))

Y
a
EY:

V), =
ﬁ

33

L

(|000>+w2|111>+w|222>)(|000>+W2|111>+w|222>)(|000>+w2|111>+W|222>)

[k asamanin kod ¢6zme sonucu asagidaki sekilde verilmistir :

(4.47)

22 =%(I@+|1>+|2>)|00>(|0>+|1>+|2>)|00>(|0>+|1>+|2>)|00>
+%(|O>+W|l>+wz|2>)|00>(|0>+W|1>+W2|2>)|00>(|0>+w|1>+w2|2>)|OO>
+%(|o>+w2|1>+w|2>)|oo>(|o>+w2|1>+w|2>)|oo>(|o>+w2|1>+w|2>)|oo>

Ik asama isleminden sonra, birinci, dérdiincii ve yedinci kiitritler, ikinci asamaya

gecerler ve

|w),, =|000)+ B|111)+y|222) (4.48)

olur. Ikinci asama igin, hata sendromu 6l¢imuniin sonucu M7= 0 ve Mg = 0'dir, bu da

diizeltilmesi gereken faz ¢evirme hatasi olmadig1 anlamina gelir. Daha sonra
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[v),, =(«|0)+ Al1)+7(2))] 00) (4.49)

elde edilir. Trit-cevirme hatalarinin, kiitritlerin her TUgliisii i¢in hata sendromu
Olclimiiyle tanimlandigini gériiyoruz.

Ikinci Durum - Faz ¢evirme hatalarim diizeltme: Ornegin, ikinci kiitritte bir faz

¢evirme hatasinin (Zz2 ) olustugunu varsayalim. Tensor ¢arpiminin 6zelliklerinden

dolayt,
Z;(]000) +[111)+|222)) = (|000) + w* |111) + | 222)) (4.50)

Z;(]000) +w|111) +w* |222)) = (]000) + [111) +| 222)) (4.51)

Z7 (1000) +w?[111) + w|222)) = (|000) + w[111) + W’ |222) (4.52)

elde edilir. Baska bir deyisle, ii¢ temel durum artik su sekilde okunur:

|0), —2=l|0), :%(\OOOHWZ |111) +w|222))(]000) +[111) +| 222))(|000) + [111) +| 222)) (4.53)
channel _ 1 2 2 (454)
\1>L—>\1>6—ﬁ(\000>+\111>+\222))(\000>+w\111>+w |222))(]000) +w|111) +w* | 222))
chame _1 2 2 (4.55)
|2), —emel | 2). _3J§(\ooo>+w\111>+w |222))(|000) + w* [111) + w|222)) (]000) + w* [111) + w| 222))
Hata durumu su sekilde verilir:
[v) = [0);+ A1), +712), (499

Ug Kkiitritlik ii¢ blogun ilk asamasi tarafindan verilen her iki sendrom 6l¢iimiiniin

sonucu 0'dir. Bu nedenle diizeltilmesi gereken trit-gevirme hatasi yoktur. Boylece

) =575 (10)+w* 1)+ w[2))]00)(|0) +[2)-+]2))[00) (|0} +[1) +|2))|00)
B (0)+ 1) +12)[00) (0)+ wit) + w2 00) (0wt s w|2)[00)
+$(|o>+w|1>+w2|2>)|oo>(|o>+w2|1>+w|2>)|oo>(|o>+w2|1>+w|2>)|00>
elde edilir. 1., 4. ve 7. kiitrite Hadamard kapisinin tersi uygulandiktan sonra
|w),, =|200)+ B|011) + y [122) (4.58)
sonucu elde edilir. Ikinci asama hata bilirlenmesinde
|w),, =@|200)|20)+ B|011)| 20) + ¥|122)| 20) (4.59)
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bulunur. Hata sendromu dl¢iimiiniin ¢iktilart M7= 2 ve Mg= 0'dir. Dolayisiyla, Tablo
4.3’ e gore faz degisiminin ilk ii¢ kiitritten birini bozdugunu biliyoruz. Faz ¢evirme
hatalar1, ikinci asamada ortaya ¢ikan paritelerle tanimlanir.

Uclincii Durum - Ayni kiitrit iizerindeki faz ¢cevirme ve trit cevirme hatalari: Bu durum,
oncekilerin dogrudan bir uygulamasidir. Daha kesin olarak, olusan faz cevirme
hatasin1 diizeltmek i¢in ikinci durumu uyguladiktan sonra kanalin trit ¢evirme
eyleminden etkilenen kutriti kurtarmak igin birinci durumda gosterilen proseduru
uygulamak yeterlidir. Bu sonuglar dogrudur, ¢iinkii her iki hata diizeltme siireci
birbirinden bagimsizdir. Dordiincii kiitritin hatali oldugunu varsayalim (X2Z3), hata

durumu su sekilde temsil edilir:

lv), = %q 000) +|111) +|222))(| 200) + w|011) + w*|122) ) (|000) +[111) + | 222)) (4.60)

+i(|ooo> +w[111) +w?|222))(]|200) + w? |011) + w|122))(]000) + w(111) + w* | 222))

33
+$(|ooo> +Ww? [111) + w|222))(]200) +|011) +[122) ) (|000) + W [111) + w| 222))

[k asama igin hata tespit siireci

), ==575(1000)+[118)+|222))00) 200+ wlo1z)+ ' 122) 20) 000} + 123 +[222}) 0) (4.61)

+%(|000>+W|111)+w2 |222))|00)(|200)+w*|011) + w[122) )| 20) (|000) + w|111) + w* |222) ) 00)

+$(|ooo>+w2 |111)+w|222))[00)(] 200) +|011) +122))| 20)(|000) + w* [111) + w| 222))| 00)

olarak elde edilir. Tk asamaya karsilik gelen parite lgiimii bize Ms= 2 ve Ma= 0
sonuglarini verir. Bu da ikinci blogun ilk kiitritinin X2 hatasina sahip oldugunu gosterir.

Ve hatasiz duruma geri donmek i¢in X1 uygunalir:

lw), = 3L(|ooo>+|111>+|222>) X1 (|200)+w|011)+w? [122))(|000) + [111) + | 222) ) (4.62)
|000) +w|111) +w? | 222)) X (]200) +w*|011) + w[122))(|000) + w[111) + w* | 222))
|000) +w? [111) + w| 222)) X, (]200) +|011) +[122)) (|000) + W* |111) + w| 222))

5

5

(/000) +|111) +|222))(]000) + w|111) + w* | 222) ) (| 000) +[111) + | 222) )

(/000) +w|111) +w? | 222))(]000) + w* [111) + w| 222) ) (| 000) + w|111) + w* | 222) )
5

|000) +w? [111) + w| 222) ) (] 000) +[111) + | 222) ) (| 000) + W* [111) + w| 222) )

g g2l g %\h

Birinci agsamanin kod ¢6zme devresinin sonucu asagida verilmistir:
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|0) +]1) +]2))00) (|0) + w|1) + w?| 2))|00) (] 0) +|1) +| 2))| 00) (4.63)

I'//>g=%(

+%(|O>+w|l>+w2 2))|00)(|0) +w? [1) +w|2))[00)(]0) +w|1) +w?| 2))|00)

Simdi faz ¢evirme hatasini diizelten ikinci asamanin silirecini gorecegiz. Bu

(10)+w*|1)+w|2)) 00)(|0) + 1) +[2))|00) (|0) + w*[1) + w| 2} |00}

asamanin girdisi

lw),, = |010) + B[121) + | 202) (4.64)
seklinde temsil edilir. Daha sonra
|w),, = @|010)|22) + B[121)| 21) + | 202)| 21) (4.65)
olur. Sendrom 6lgumleri, ikinci ti¢ kiitritten birinde faz ¢evirme hatasinin olustugunu
gosteren M7= 2 ve Mg= 1 sonucunu verir. Xz operatoriinii uygulayarak ikinci kutriti
orijinaline geri dondurlyoruz:
w), = XZ|w), =aX2|010)+ AX2[121)+ y X | 202) (4.66)
= 2| 000) + B|111)+y | 222)

Ve son adim kod ¢6zmedir ve sonug olarak
|lw),, = «|000)+ $3|100) + | 200) = (0‘|0>+,3|1>+7|2>)|00> (4.67)

elde edilir. Boylece dokuz kiitritlik hata diizeltme i¢in Onerilen devrelerin calistig

gosterilmistir.

Tablo 4.3. Dokuz kiitritlik ikinci asama Arama Tablosu

Bozuk blok Hata operatori My M, Diizeltme operatorii
Birinci blok Z,®IQI 1 0 X,®1®l
ikinci blok 1®Z,®1 2 1 | ®X,®1
Ugiinci blok I®1®2Z, 0 2 | ®1®X,
Birinci blok Z,®1®I 2 0 X, 91l
ikinci blok 1®2,®1 1 2 | ® X, ®I
Ustincii blok 1®1®2Z, 1 | ®1® X,

4.3. Bes Kiitritlik Kuantum Hata Diizeltme Kodu
Herhangi bir (3%3) boyutlu kuantum hatasini diizeltmek icin bes kiitrit kodunun hata

modeli asagidaki gibi 6zetlenebilir:
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2 2 (4.68)
e=+ D nXi+ 2 mZi+ &Y,
i-1 =L i

Burada I (3%3) birim matrisi, X, and Zj sirastyla (3%3) boyutlu trit ve faz hatalaridir
ve Yij = XiZj ,
Tablo 4.4. Bes kiitritlik sabitleyici jeneratorleri

Operatdr / kitrit 1 2 3 4 5
M . I X1 z1 z X
M , X1t z?t z X I
M X z1 z X I X1
M . z X I X1 zt

Genel bes-kudit kodunun [[5, 1, 3]]4 sabitleyici jeneratorleri tiim boyutlarda ayni
formu alir. Tablo 4.4' de gosterildigi gibi, genellikle geleneksel genellestirilmis Pauli
operatorleri cinsinden sunulur.

Bes kiitritlik kodun hata sendromunu teshis etmek icin bu genel dort karsilikli
iletisim operatoriinii  kullanacagiz. Tek bir kiitrit |l//>:a |0>-|— S |1>+7/|2> 'deki

kuantum bilgisi, bilgiyi tek bir hatadan korumak i¢in bes kiitrite dagitilir. Bes kiitritlik

kod s6zciikleri en agik ve kullanish sekilde Mi agisindan tanimlanmustir.

|0), =(1+M,)(1+M,)(1+M,)(1+ M, )|00000) (4.69)
1), =(1+M,)(1+M,)(1+M,)(1+M,)[11111) (4.70)
12), = (1+M,)(1+M,)(1+M,)(1+ M, )| 22222) (4.71)

Bu ifadede M, =M, +M, ve M, =(|\/|;‘)'l ornegin M, =Z, ® X, ® 1 ® X, ®Z, ve
M,=2Z,®X,®I® X, ®Z, seklinde yazilir.
Kodlanmis mantiksal kiitrit |l//>L = 0{|0>L -I-,3|1>L -|-}/| 2>L 'dir, burada:
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|0), =|00000)-+|02010)+|01020) +| 20100) +|10200) (4.72)
+w|22110) + W2 |12210) +w? | 21120) + w|11220) +|01002)

+|02001) + w” |00012) + w|01011) + w|02022) + w* | 00021)
+w|21102) +W? | 22101) +w? [11202) + W|12201) + w?| 20112)

2| 21111) + w?[10212) + w[11211) + | 22122) +| 20121)

+w|12222) + W[10221) +]10020) +| 20010) + w? [12000)
+w|22020) + w[11010) +w? | 21000) + w? |00120) + w|10110)
+W|20220) + w*|00210) +w?|02100) +|12120) + w* | 22200)

+w? |02220) + W [01110) + W?|11100) +| 21210) + w? | 01200) +
+W[11022) + W?21012) +w? [12021) +w|22011) + w? |L0002)
+W?|20022) + WP [11001) + W? | 21021) +[12012) + w? | 22002)

+w? [10011) +w? |20001) + w|01122) + w[11112) +]02121)

+W|12111) +w|21222) +w* |01212) + w| 22221) + w|02211)
+w[00102) +[10122) +w? |01101) + w? |11121) +| 20202)

+w]00222) +|21201) + w|01221) + W? |02112) +[12102)

2] 00111) +w|10101) + | 22212) + w|02202) + w? | 20211) +|00201)

|1), =|11111)+10121)+]|12101)+|01211) +|21011) (4.73)
+W|00221) + w*| 20021) + w*|02201) + w| 22001) +[12110)

+[10112) +w? [11120) + w|12122) + w|10100) + w* |11102)
+W|02210) +w’ |00212) + w*| 22010) + w| 20012) + w| 01220)

+w’|02222) +|21020) + w| 22022) +w|00200) +|01202)

+W|20000) +w|21002) +|21101) +|01121) + w* | 20111)

+W|00101) +w|22121) + w? [02111) + w’ [11201) + w| 21221)
+Ww|01001) + w*|11021) + w?|10211) +|20201) + w’ | 00011)

+W’ [10001) + W’ [12221) + w* | 22211) +|02021) + w?|12011)
+W|22100) +w? [02120) + w? | 20102) + w|00122) + w* | 21110)
+w’[01110) + w*|22112) +|02102) +| 20120) + w’ |00110)
+W’[21122) + w?|01112) + w[12200) + w| 22220) +|10202)

+W| 20222) + w|02000) +|12020) + w|00002) + w[10022)
+]11210) + w?| 21200) + w* [12212) + w” | 22202) + w|01010)

+w’ [11000)+|02012) + w*|12002) + w” [10220) +|20210)

+W’ [11222) + w|21212) + w[10020) + w|10010) + w’ [11022) +|11012)
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ve

|2), =|22222) +|21202) +|20212) +]12022) +|02122) (4.74)
+W[11002) + w? |01102) + W?|10012) +|00112) + |20221)
+|21220) + W?|22201) + w| 20200) + w| 21211) + | 22210)
+W[10021) + W [11020) + w? |00121) +|01120) + w|12001)
+w|[10000) +|02101) + w| 00100) + w|11011) +[12010)

+|01111) +02110) +]02212) +|12202) +|01222)
+W[11212) + W] 00202) + W?[10222) + W? | 22012) + w|02002)
+W[12112) + W? |22102) + W?|21022) +|01012) + w? |11122)
+W?[21112) + w? |20002) + W?|00022) + w* [10102) + w|20122)
+w|00211) +w? [10201) + w?|01210) + |11200) + w? | 02221)

+w? [12211) +W?|00220) + [10210) + w| 01201) + w? |11221)
+|02200) +[12220) + | 20011) + w|00001) + | 21010)

+|01000) +w[10111) +|20101) +]11110) +| 21100)

+|22021) + w? |02011) + w| 20020) + W| 00010) + w|12121)
+w?[22111) +[10120) + w? | 20110) + w? | 21001) +|01021)

+w? [22000) + W| 02020) +[11102) +| 21121) + w|12100) + w? | 22120)

Hata diizeltmesi i¢in mantiksal durumlar, herhangi bir hata igin E,

<OL|E|0L>:<1L|E|1L>:<2L|E|2L> oldugunu belirten Knill-Laflamme kosuluna

(Knill ve digerleri, 2000) uymalidir.

Bu kodlama i¢in kosulun karsilanip

karsilanmadig1 kolaylikla kontrol edilebilir.

Y, =

Bu kod icin iki trit-cevirmeli X., iki faz-cevirmeli Z j ve dolayistyla dort olasi

X,z j hatasi vardir. Bu nedenle, fiziksel kiitritlerin her biri i¢in sekiz olasi hata

durumu ve bir hatasiz durum vardir. Bu bes kiitrit kodu yalnizca tek bir hatayi

diizeltebilir ve kodlanmuis kiitrit izerinde birden fazla hata olusursa basarisiz olur. Bu

kod, farkli kiitritlerde meydana gelseler bile tek bir trit-cevirme ve faz-gevirme

hatalarini birlikte diizeltemez.

Asagidaki kriterler karsilanirsa, bir dizi operator Ml,...,Mn,l'nin kuantum

durumu |l//> 'vi stabilize ettigi soylenir (Gottesman, 1997):

Milw)=lw) vi.
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e Tum hatalar igin E, 3 j oyle ki Mj(E|l/I>)=—(E|l/l>). (-1) asamasi ikili
kuantum  sistemleri  igindir.  Uglii  sistemler icin  bu  durum
M;(Elw))=w(E|y)) veya M, (E|w))=w (E|w)) olarak giincellenecektir.

e Farkli E ve E hatalar1 igin , 3 j,k 0yle ki M (E|l//>) =M, (E' |l//>)

o Vi j [M;M]=0.

Tablo 4.5, bes kiitritlik kodu igin her bir operatorle antikomiite eden tek hatali
operatorleri ve Ureticileri 6zetlemektedir. Tablo 4.6'da bes kiitritlik kodun sendrom

aramasinin islemleri verilmistir. Tablo 4.7, tek hatalar1 ve ayn1 kod i¢in karsilik gelen

sendromlar1 gostermektedir. Alt simgeler, hatalarin konumlarini gosterir. Bir trit
cevirme hatas1 X; olarak belirtilir. Z; bir faz ¢evirme hatasidir. Y; ise bir trit-cevirme

ve bir faz-gevirme hatalarinin kombinasyonudur.

Tablo 4.5. Bes kiitritlik kod igin her bir operatorle antikomiite eden tek hatali
operatorleri ve Ureticileri

Hata Jeneratorler Hata Jeneratorler Hata Jeneratorler Hata Jeneratorler

X; MM, Z} M, X;Z,  MyM M,  X1Z2 MMM,
X2 MM, 72 MM, X2z MM, MM, X272 MM, MM,
X} MM, 7 M, X3z} MMy Mg, X°73 MMy, Mg,
X, M, Z! M, M, Xz MMM, X'z, MMM,
X! M, 2 MuM; o x°z? M, M;, M, Xz, M, M;, M,
X;  MgM, Z M, X:Z; MMM,  XZF M, MM,
Xz MM, 72 MM, X2zZ M, MMM, X272 MMMy M,

X; MM, 7 Moo X3z MuMaMa X375 MM, M;,
X; M, Z; M,, M, X;Z; M;,M,, M, X;Zf M;,M,, M,
x25 M, Z? M,, M, X25225 M,,M;, M, X25215 M;,M;, M,
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Tablo 4.6. Bes kiitritlik kodun sendrom aramasinin islemleri

Ml MZ M3
xj 1 1 WZ
X12 1 W2 w
X3 W2 w 1
1

X4 W 1 1
1

X5 1 1 1
1
1 1 1 w

XZ

X22 1 w wa

Xg W W2 1
4 W 1 1

X2
5 1 1 1

XZ

Zl 1 w 1
1

ZZ w 1 1
1

23 1 1 W

z! 1 W 1

ZS W2 1 w
1

! 1 W 1

ZZ W2 1 1
2

Z3 1 1 w
2

Z4 1 w 1
2

225 w 1 W2
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Tablo 4.7. Bes kiitritlik kodun tek hatalar1 ve bunlara karsilik gelen sendromlari

Hata Sendrom Hata Sendrom Hata Sendrom Hata Sendrom
Xll 1200 le 0010 Xllzll 1210 xllzé 1220
X12 0120 le 2001 xlzzlz 2121 Xlzzzz 1122
Xf 0012 213 0200 X13213 0212 X13223 0112
Xl4 0001 214 1020 X14214 1021 XfZ; 2011
X15 2000 215 0102 X15215 2102 XISZ;) 2201
X; 2100 Z; 0020 X;Z; 2120 X;le 2110
X22 0210 ZZZ 1002 Xzzzzz 1212 Xzzzlz 2211
X23 0021 ZS 0100 XZSZS 0121 X23213 0221
X; 0002 Z; 2010 X;Z; 2012 X;Zf 1022
X25 1000 ZZS 0201 XZSZE 1201 ngf 1102

Tek fazli bir hatay1 diizeltmek i¢in kiitritlerin Hadamard esasina doniistiiriilmesi
gerekir. Bu nedenle, faz hatalarini diizeltmeye yonelik devrenin her kiitrit i¢in basinda

bir Hadamard Kapis1 H ve sonunda bir Hadamard kapisiin tersi H olmasi gerekir.

0} H ’ HY —
10} H » 1
0} H * H! [
|0} H . H1 —
x|z z
— x| zl-l — zl :::
L7 L
[z | x P
I Pl

Sekil 4.8. Bes kiitritlik kodun sendrom 6l¢timii i¢in kuantum devresi

67



5. SONUC VE ONERILER

Tezin bulgular ve tartisma boliimii {i¢ ana kisimdan olusmustur. Birinci kisimda
tic kiitritlik trit cevirme ve faz ¢evirme kuantum hata diizeltme kodlar1 incelenmistir.
Ug Kkiitritlik trit cevirme kodu, trit cevirme hatalarini diizeltmektedir. Uclii sistemler

icin, kaydirma hatalar1 olarak adlandirilan iki tiir trit-gevirme hatas1 miimkiindiir. Bu

iki hata, saat yoniinde kaydirma X, (0 —>1—2) ve saat yéniiniin tersine kaydirma

XZ(O 1« 2) hatalaridir. Ug Kkiitritlik trit ¢evirme kodu, yardimci kiitritlerin

tanitilmas1 ve her mantiksal kiitritin ii¢ fiziksel kiitritlik bir kod sozciigii ile

kodlanmasiyla elde edilir. Bagka bir deyisle, bu kodun kodlanmasi, temel durumlarin,
|O> —)|000> , |1> - |111> ve |2> - | 222> eslestirmeleriyle yapilir. Bu kodun hata
diizeltmesi iki adimdan olusur. ilk adim, iki ek yardimci kiitritin gerekli oldugu hata

tespitidir. Baslangigta ikisi de |0> durumundadir. Her iki yardimci da, {i¢ kod sozctigii

kiitritinin alt kiimeleri tarafindan kontrol edilen CNOT (3) ve CNOT (3)_1 kap giftleri

tarafindan hedeflenir. Yardimci cihazlar iizerindeki Olgiimlerin sonuglari hata
sendromunu belirler ve Tablo 4.1'de verilen LUT'a dayanarak hata olaymi tanimlariz.
Ikinci adim, hatanin tersini bozulmus kiitrite uyguladigimiz hata kurtarmadir. Son
adimda ise, kod ¢ozme islemi gergeklestirilir. Bu islem karsilik gelen kodlamadaki

dgelerin sirasin1 basitge tersine cevirerek yapilir. Uglii sistemler i¢in kod ¢dzme adimi

CNOT (3)7l kullanilarak yapilir.

Ug kiitritlik faz cevirme koduyla, faz ¢evirme hatalar1 diizeltilir. Iki tiir faz
¢evirme hatas1 Z1 ve Z» vardir. Bu kod igin, bir faz ¢evirme hatasini trit- ¢evirme
hatasina doniistiirelebiliriz. Bu da ¢ kiitritlik trit ¢evirme kodunu faz g¢evirme

hatalarin1 diizeltmek i¢in uyarladigimiz anlamina gelir. Spesifik olarak, faz ¢evirme

isleminde |+>:%(|O>+|1>+|2>), |/>:i(|0>+w|1>+wz|2>) ve

J3
|—> = %(|0>+W2 |1>+W|2>) Hadamard temel durumlar1 dikkate alinir. Faz ¢evirme

Z1'in etkisi, sirasiyla |+>, |/> ve |—> durumlarini |/ >,|—>,|+> durumlarina doniistiiriir.

Ters doniisiim icin ise, faz ¢evirme Z, uygulanir. Yani, Hadamard bazinda ¢alisirsak,

faz c¢evirme hatalar1 tipki trit ¢evirme hatalar1 gibi davranir. Hadamard bazinda
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|O> —>|+-|--|->, |1> —>|/ / /) ve |2>—>|———> kodlamalar1 kullanilir. Kodlama, hata tespiti

ve kurtarma i¢in gereken islemler, yalnizca simdi {| +> , | / > , | —>} bazina gore g kiitritlik

trit cevirme kodunda oldugu gibi gerceklestirilir. Uglii sistemler i¢in, Hadamard kapisi
H'nin hesaplama temelinden Hadamard bazina bir temel degisikligi gergeklestirirken,
Hadamard kapisinin tersi H? ise, Hadamard temelinden hesaplama bazina bir temel
degisikligi gergeklestirir. Tipk1 faz c¢evirme hatasi modelinin Hadamard kapilari

modeli tarafindan konjuge edilen trit cevirme hatasina esdeger olmasi gibi.

Bulgular ve tartisma bolumindn ikinci kisminda dokuz kutritlik kuantum hata
diizeltme kodu &nerilerek uygulanmustir. Ug kiitritlik trit-cevirme ve faz-gevirme
kodlarmin birlesimi bize dokuz Kkiitritten birindeki trit-cevirme veya faz- cevirme
hatalarini diizelten dokuz-kiitritlik kodu verir. Ayn1 zamanda ayni kiitrit lizerinde es
zamanl1 trit ve faz gevirme hatasini diizeltmemize de olanak tanir. Uclii Shor kodunun

kodlamas1 iki asamada c¢alisir: Ilk olarak, her bir kiitrit, {i¢ kiitritlik faz ¢evirme

kodunda oldugu gibi, 0> —>|+++>, |1> — |/ /1 > ve |2> - |———> eslestirmeleri
yapilir. ikinci olarak, faz ¢evirme kod sdzciigiindeki ii¢ kiitritin her biri, ii¢ kiitritlik

trit-cevirme  kodunda  oldugu  gibi  bir  Ug¢li  kiimede  kodlanir:

|+) —> i3(|ooo> +[111) +|222)) s

NG

1) - ig(| 000) +W|111)+w* | 222))

73
ve |_>A%Qooo)wz|111>+w|222>)_

Shor'un dokuz kiitrit hata diizeltme ve kod ¢oziicli devresi iki asamadan olusur:
[lk asama, {ic adet ii¢ kiitritlik trit-Gevirme dedektorii, kurtarma ve kod ¢oziici
devrelerini, ardindan hesaplama temeline doniistiirmeyi gerceklestirmek igin Ti¢
Hadamard kapisinin tersini igerir. Birinci asamanin sendrom 6l¢timii, dokuz kiitritten
hangisinin hatali oldugunu (trit-cevirme hatalarr) verir. ikinci asama, ek bir ii¢ kiitrit
trit-cevirme hata dedektort, kurtarma ve kod ¢Ozicu devrelerini icerir. Faz ¢evirme
hatalar1, ikinci asamada ortaya ¢ikan paritelerle tanimlanir. Béylece, Shor kodunun
modifikasyonu ile, hem trit hem de faz ¢evirme hatalarini diizeltmek i¢in dokuz

kiitritlik hata diizeltme kodu ilk defa bu ¢alismada uygulanmastir.
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Ucgiincii kisimda bes kiitritlik kuantum hata diizeltme kodu énerilmistir. Bu kod
iki trit-cevirmeli X, iki faz-cevirmeli ZJ- ve dolayistyla dort olasi Yij = XiZj hatalarini

diizeltelebilir. Bu bes kiitritlik kuantum hata diizeltme kodu yalnizca tek bir hatay1
diizeltebilir. Bes kiitritlik kod sozciikleri en agik ve kullanigh sekilde Mj’ler kullanarak
elde edilir:

|0), =(1+M,)(1+M,)(1+M,)(1+M,)|00000)

B,

12), =(1+M,)(1+M, ) (1+M,)(1+M,)| 22222) .

(1+ M) (1+M,)(1+ M, )(1+M,)[11111)

Bes kiitritte hata olustugunda X1, X2, Z1, Z; hatalar iizerinde stabilizatorlerin
etkisi Tablo 4.4'de gosterilmistir. Bu kodun hatalar1 algilamasi i¢in bu kodun

stabilizator jeneratorlerini kullandik.

Kubitlerde kuantum hata dizeltme konusunda oldukca fazla ¢alisma vardir.
Ancak kuditlerde kuantum hata diizeltme ile ilgili yok denecek kadar az ¢caligma vardir.
Bu tez calismasinda kiitritler i¢in baz1 kuantum hata diizeltme kodlar1 incelenmistir.
Bundan sonraki ¢alismarlarda kiitritler ig¢in 7-kiitritlik ve yeni bagka kuantum hata
diizeltme kodlar gelistirilebilir. Ayrica kiikuartlar (d=4) i¢in kuantum hata diizeltme

konusunda ¢aligmalar yapilabilir.
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