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OZET

DUAL INVOLUT EGRISININ CATILARINA GORE BAZI OZEL REGLE
YUZEYLER

Selma PALAVAR

Ondokuz May1s Universitesi
Lisanstistii Egitim Enstitisu
Matematik Ana Bilim Dali

Yuksek Lisans,Ocak/2021
Danisman: Dog. Dr. Mustafa BILICI

Bu ¢aligma dort bolim halinde diizenlenmistir. Giris boliimiinde ¢alismanin
amaci ele almmustir. Kuramsal temeller bolimiinde Oklid uzayinda regle yiizeyler ve
invaryantlar1 ayrica ID-Modil, ID-Modiil’de 1-parametreli uzay hareketi ve regle
yuzeyler incelendi. Materyal ve yontem béliminde T, N, B ve C birim dual
vektorlerinin olusturduklar1 kapali regle ylizeylerin invaryantlart ile ilgili sonuglar
incelendi. Ayn1 boliimde dual involiit egrisinin Frenet vektorleri tarafindan tretilen
kapali regle yiizeyin invaryantlar1 incelendi.

Calismanin son béliimiinde, bir dual egrinin dual involiitiinin C sabit pol
egirisi tarafindan fiiretilen [C] kapali regle Yyiizeyinin integral invaryantlar:
arastirilmistir. Ayrica involiit egrisinin Frenet vektorleri ve sabit pol egrisi tarafindan
tretilen [R,], [R;], [R3] ve [C] kapal1 regle yiizeyleri tarafindan smirlandirilan dual
kiiresel alanlar hesaplanmistir. Bulunan sonuglar bir 6rnekle resmedilmistir. Son
olarak bir dual egrinin dual involiit Blaschke vektorleri tarafindan iiretilen kapali

regle yuzeylerin integral invaryantlar1 hesaplanmis ve bazi sonuglar elde edilmistir.

Anahtar Sozclikler: Regle yiizey, ID-Modil, Regle yiizeyin invaryantlari, Dual
involut, Frenet vektor, Blaschke vektor.



ABSTRACT

SOME SPECIAL RULED SURFACES ACCORDING TO THE FRAMES OF THE
INVOLUTE CURVE IN DUAL SPACE

Selma PALAVAR

Ondokuz Mayis University
Institute of Graduate Studies
Department of Mathematics

Master,January/2021
Supervisor: Dog. Dr. Mustafa BILICI

This study consists of four chapters. In introduction, purpose of the study are
given. In theoretical foundations chapter, ruled surfaces and invartians in Ecludian
space and ID-Modul,. 1- parameter spatial motions and the ruled surfaces in ID-
Modul are explained. In material and method chapter, the results related with
invariants of the closed ruled surfaces genarated by the unit vectors T, N, B and C
are explained. In the same chapter, on the invariants of ruled surfaces generated by
the dual involute Frenet trihedron are explained.

In the last chapter, the integral invariants of the closed ruled surface [C]
produced by the dual fixed centrode curve C of the dual involute of a dual curve are
investigated. In addition, the dual spherical areas bounded by the closed ruled
surfaces [R;],[R,],[Rs]and [C] produced by the Frenet vectors of the involute
curve and the fixed pole curve were calculated. The results found are illustrated with
an example. Finally, integral invariants of closed ruled surfaces produced by dual
involute Blaschke vectors of a dual curve were calculated and some results were
obtained.

Keywords: Ruled surfaces, ID-Modul, Invariants of the ruled surfaces, Dual
involute and Frenet vector, Blaschke vektor.



ONSOZ VE TESEKKUR
Akademik egitim silirecinde yiiksek lisans tez caligmalarim boyunca tez
konumun belirlenmesi, ¢aligmanin yliriitiilmesi ve yazimi esnasinda bilgilerini ve
fikirlerini benimle paylasan, bana her konuda yol gdsteren, bu zor siiregte bana

daima anlayish bir tutumla yaklagan danisman hocam Saym Dog. Dr. Mustafa
BILICT’ ye tesekkrt bir borg bilirim.

Yiiksek lisans egitimi boyunca her tirli destegini esirgemeyen Ordu
Universitesi’nden Sayin Dr. Ogr. Uyesi Siileyman SENYURT’ a saygilarimi ve
tesekkiirlerimi sunarim.

Beni bugilinlere getirmek i¢in hicbir fedakarliktan kaginmayan aileme sonsuz
tesekkiir ederim.

Bu tez calismasi, PYO.EGF.1904.19.005 nolu Bilimsel Arastirma Projesi olarak
Ondokuz Mayis Universitesi tarafindan desteklenmistir.

Ocak 2021. Samsun
Selma PALAVAR



i__ciNDEKiLER DIiZINi

OZET ..o i
ABSTRACT . \Y%
ONSOZ VE TESEKKUR .........ooviiiiriieeeceeeeee et en st enas st v
SIMGELER VE KISALTMALAR ..........cccooosviiiiiiiiieicsee e vii
SEKILLER DIZINI ..ot viii
| ] 0 23 1O 1
2. KURAMSAL TEMELLER ...t 2
2 B B o4 a1 (<) ol 1) 4 1 B PR UP R TRUPPPPRTPS 2
2.2, ID-MOQUL ... 16
2.2.1. DUAL SAYIIAT ..ot 16
2.2.2. ID-MOGUL ...t 18
2.3. Dual Uzayda Frenet FOrmMUIErT ........ooveiiiiiiieiiceeeeee e, 26
2.4. ID—Modiilde ve Cizgiler Uzayinda 1—Parametreli Hareketler ...................... 27
2.4.1. Birim Dual Kiiresel Hareketler ... 27
2.4.2. Regle YUZEYIEr TEOIISH ...ccuiiiieieieiieie et 29
3. MATERYAL VE YONTEM ....oooiiiiiieitcesteee et 37
3.1. T, N, B ve C Dual Vektorlerinin Olusturduklar: Kapali Regle Yiizeylerin
INVArYantIars .......cooviiiii e 37
3.1.1. (T)—nin Olusturdugu Dual Regle Yiizeyin Invaryantlari......................... 39
3.1.2. (N)—nin Olusturdugu Dual Regle Yiizeyin Invaryantlari ....................... 41
3.1.3. (B)—nin Olusturdugu Dual Regle Yiizeyin Invaryantlari....................... 42
3.2. Dual Involiit Evoliit EEri Ciftleri.........cccociviiiiriuereiiiiiiieieieeeeeeree e 50
3.3. Dual Involiit Frenet Ugliisii Tarafindan Uretilen Regle Yiizeylerin
INVAryantlars ........c.cooiii 56
3.3.1. [R1] Tarafindan Olusturulan Dual Regle Yiizeyin Invaryantlari ............. 57
3.3.2. [R2] Tarafindan Olusturulan Dual Regle Yiizeyin invaryantlari.............. 58
3.3.3. [R3] Tarafindan Olusturulan Dual Regle Yiizeyin Invaryantlari ............. 59
4. BULGULAR VE TARTISMA ...ttt 61
4.1. C Tarafindan Olusturulan Dual Regle Yiizeyin Invaryantlari......................... 61
4.2.Blaschke Vektorler Tarafindan Olusturulan Dual Involiit Regle Yiizeyin
INVAryantlars ........c.cooiii 74
5.S0NUC VE ONERILER...........ccccooooiiiiciieoeeeeeeeeeeee st 80
KAYNAKLAR et 81
OZ GECMIS ...ttt en st 82

Vi



SIMGELER VE KISALTMALAR

3- boyutlu Oklid Uzay
ID Dual Sayilar Halkas1 Uzerinde ID-Modiil
Dagilma Parametresi
Darboux Vektori
Steiner Donme Vektor
Steiner Oteleme Vektor(
Ani Dual Pfaff Vektor
Acilim Uzunlugu
Acilim Agisi

Dual Acilim Agisi

Dual Egrilik

Dual Torsiyon

vii



SEKILLER DiZiNi

SEKIL 2.
SEKIL 2.
SEKIL 2.
SEKIL 2.
SEKIL 2.
SEKIL 2.
SEKIL 2.
SEKIL 2.
SEKIL 2.

SEKIL 2.
SEKIL 3.

SEKIL 3.
SEKIiL 4.

SEKIiL 4.

SEKIL 4.

1 DARBOUX VEKTORU. ....ccttiiteesteesteateaieeaitesteesbeebeasbesseesbessheasbe s bt anseasbesbeesbeesbeebessaesneesaeesaeennas 3
2 ENB DE REGLE YUZEY ...uttiutiitieitte it ete ettt sttt he e bttt sttt ebt e bt et e e be e be et e s meesbeesbeenbeeneanbeen 5
3 REGLE YUZEYIN DRALI.....cvtiuiiitieitieiieesie sttt nneenneenne e 6
4 ORTOGONAL YORUNGE EGRIST ...ccvviitiiiiiiisieieestees e e 7
5 STRIKSIYON NOKTASI VE STRIKSIYON CizGiSI (HACISALIHOGLU, 1983B).....c.ccccvvvvrerrrrarnnne. 8
6 REGLE YUZEYIN ACILIM UZUNLUGU (HACISALIHOGLU, 1983B)......cccvverieiiiriiriesienenneiennens 10
7 REGLE YUZEYIN ACILIM AGISI..eciutvteeitiieesiiieeesitaeeessteeeessstneessssnsessnsesesssnesesnssssessnssssssnsnens 10
8 E. STUDY DONUSUMU (HACISALIHOGLU, 1983A) ....ccviiceieiiierie s 22
9. DUAL KURESEL EGRI VE KARSILIK GELEN REGLE YUZEY ...cccvteiiiieiiiieiiiesineesneesineesneesineens 30
10 DUAL UZAYDA REGLE YUZEY ....ttittittiteaite st et este et ste sttt bt e sbeesbesnsesnbasssasbeasbeesbeesnesnnens 32
1 DUAL PFAFF VEKTORU (SENYURT, 1994).....cutiiiiiieie ittt 44
2 INVOLUT EVOLUT EGRI CIFTI (SENYURT VD. 2015) ....oucuiieiveiieeieieeeiesee e, 52
LRI REGLE YUZEYT ttiuttiuttitii ittt ettt ettt b ettt st be e ebe e bt ettt e ebbesbeesbeesbeenbe e e s 73
2 R2 REGLE YUZEYT «...cciut ittt ettt ettt ettt b e bt sae e b e e 73
B R3 = CREGLE YUZEYI.....cccuiiuiiiuiiiiei ettt ettt ettt st sbe ettt st nneas 74

viii


file:///C:/Users/Casper/Desktop/ÇIKARTILCAKLAR/tez%20düzeltme.docx%23_Toc66778199
file:///C:/Users/Casper/Desktop/ÇIKARTILCAKLAR/tez%20düzeltme.docx%23_Toc66778200
file:///C:/Users/Casper/Desktop/ÇIKARTILCAKLAR/tez%20düzeltme.docx%23_Toc66778201
file:///C:/Users/Casper/Desktop/ÇIKARTILCAKLAR/tez%20düzeltme.docx%23_Toc66778225

1.GIRIS

Dual sayilar ilk olarak W. K. Clifford (1873) tarafindan geometrik
arastirmalarinin bir araci olarak tasarlanmistir. Daha sonra Alman matematikei
Eduard Study (1903) dual sayilari ¢izgiler uzay1 ve kinematik alaninda yaptigi
caligmalarinda kullanmistir. Study prensibine gore birim dual kiirenin dual noktalar
IR® deki yonlii dogrulara birebir karsilik gelir. Bu nedenle kiire iizerindeki dif-bilir
bir egri ¢izgiler uzaymda bir regle uzaya karsilik gelir (Guggenheimer 1963). Study
tekabiilii kullanilarak elde edilen regle yuzeylerde kaynaklardan bazilar1 (Gursoy,
1990), (Giirsoy, 1992), (Sarioglugil vd. 2011), (Veldkamp, 1976), (Saragoglu ve
Yayl, 2012) seklindedir. Senyurt S. (1994) yuksek lisans tezinde T, N, B ve C birim
dual vektorlerinin olusturduklari kapali regle yiizeylerin invaryantlar: ile ilgili
sonuglar vermistir. Yine literatiirde Senyurt, S., Bilici, M., & Caliskan, M. (2015)
’Some Characterizations fort he Involute Curves in Dual Space’ isimli
caligmalarinda dual uzayda involute-evoliit egrileri ve dual Frenet ¢gatis1 ile Darboux
vektorii arasindaki iligkilere yer vermistir. Bilici M. (2017) *’On The Invariants of
Ruled Surfaces Generated by The Dual Involute Frenet Trihedron’” adli galismasinda
dual involiit egrisinin dual Frenet vektorleri tarafindan olusturulan kapali regle
ylizeylerin integral invaryantlarina yer vermistir.

Bu calismada ise, bir dual egrinin dual involiitiiniin C sabit pol egirisi
tarafindan iiretilen [C] kapali regle yiizeyinin integral invaryantlar1 arastirilmistir.
Ayrica involiit egrisinin Frenet vektorleri ve sabit pol egrisi tarafindan iiretilen
[R11,[R,], [R3] ve [C] kapali regle yiizeyleri tarafindan siirlandirilan dual kiiresel
alanlar hesaplanmigtir. Bulunan sonuglar bir 6rnekle resmedilmistir. Son olarak bir
dual egrinin dual involiit Blaschke vektorleri tarafindan {retilen kapali regle

yiizeylerin integral invaryantlari hesaplanmis ve bazi sonuglar elde edilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Egriler Teorisi
I c IR bir agik aralik olmak {izere
a:l - IR3

s = a(s) = ((a1(s), az(s), as(s))

diferensiyellenebilir doniisiimiine IR® de bir egri denir. Bu egrinin Vs € I igin
lla’(s)|]| = 1 ise a ya birim hizli egri denir ve s € [ yay parametresi olmak Uzere

egrinin a(s) noktasindaki Frenet vektorleri t(s), n(s) ve b(s) ile gosterilirse;

e sYyay parametresi ise, Frenet vektorleri;

t(s) =a'(s)
_ a''(s)
() = e

b(s) = t(s) An(s)

e s keyfi parametre ise, Frenet vektorleri;

()
) = @i

n(s) = t(s) A b(s)

a'(s)na'’(s)
lla’ (s)ra'’ ()|

b(s) =
seklinde tanimlanir. Ayrica egrinin egrilik ve burulmasi sirasiyla kq(s), k,(s) ile
gosterildiginde de;

S yay parametresi ise,
ki(s) = (t'(s),n(s))
ka(s) = (n'(s), b(s))
s keyfi parametre ise,

_la’(s)na”’ (9|

k1(8) = T

det(a’(s),a'' (s).a'" (s))
e’ (s)na' (s)112

ky(s) =



(Hacisalihoglu, 1983b).

t(s),n(s) ve b(s) Frenet vektorleri ile bu vektorlerin tirev vektorleri arasinda,
t'(s) = ki(s) n(s)

n'(s) = —ki(s) t(s) + ko (s) b(s)

b'(s) = —ka(s) n(s)

bagintist vardir. Bu bagintiya Frenet formiilleri ad1 verilir (Hacisalihoglu, 1983b).

a:1 - IR3 egrisinin a(s) noktasindaki {t(s),n(s),b(s)} Frenet ¢atisinin her s
aninda, bir eksen etrafinda bir ani helis hareketi yaptig1r kabul edilir. Bu eksene

egrinin a(s) noktasindaki Darboux (ani donme) ekseni, bu eksenin yon ve

dogrultusunu veren vektdre de Darboux vektdrii denir. Bu vektor W(s) ile

gosterilirse,
W(s) = n(s) A n'(s) 2.1)

seklinde bulunur. b(s) ve W (s) arasindaki actya ¢ ile gosterilir (Sekil 2.1.).

0 ki () £(5)

\

kz(s) b(s)

<!

Sekil 2. 1 Darboux vektori

i 1O NN S 10) " . S
Sekilden cos ¢ = TSR sing = ol olur. Buna gore Darboux yonindeki birim

vektor 5(5) ile gosterilirse,

C(s) = sing t(s) + cos¢ b(s) (2.2)



yazilir ve bu ¢ (s) vektoriniin bir kiire tizerinde ¢izmis oldugu karedir. Bu vektoriin

birim dual kiire tizerinde de bir egri ¢izer (Fenchel, 1951).

A=A

C=C) olacak sekilde bir tek reel t

H/H' uzay hareketinin [‘g ﬂ matrisinde {

parametresinin diferensiyellenebilir fonksiyonlar1 iseler H/H' uzay hareketine 1-

parametreli uzay hareketi denir , eger Vt € IR icin

A(t + 2m) = A(D
{C(t +2m) = C(¢)

ise 1-parametreli kapali uzay hareketi denir.

Darboux dénme vektorl roliini oynayan W vektoriine H/H' uzay hareketinin ani

Pfaff vektorl denir.
a: 1 — E3 diferensiyellenebilir kapali bir egri olsun.
d= 95(a) w (2.3)
vektoriine H/H' uzay hareketinin Steiner donme vektorl denir ve bu egriye bagh
hareket eden H hareketli uzay1 {E;, E,, E5} ortonormal sistemi temsil etmek Uzere
dX = 01E; + 0,E, + 03E;

seklinde tek tiirlii ifade edilen vektoriin a egrisi boyunca egrisel integrali ile

belirtilen

V=dX (2.4)
vektor de H/H' hareketinin Steiner 6teleme vektorudir (Hacisalihoglu, 1983b).
Tanmm 2.1.1.

E? uzaymda bir £ dogrusunun bir a egrisi boyunca hareket etmesiyle elde
edilen yiizeye bir regle yiizey adi verilir. a egrisine, regle yiizeyin dayanak egrisi, £
dogrusuna ylizeyin bir dogrultmani denir. X (s) ve a(s) noktasinda { dogrusuna

paralel bir tanjant vektor ise
@(s,v) = a(s) + vX(s) (255.)
esitligi, regle ylzey ic¢in bir parametrizasyon tanimlar. Vs € [ igin

o(s+2m,v) = p(s,v)



olacak sekilde peryodik ise regle yuzeye kapali regle yilizey denir, (Hacisalihoglu,
1983b). Bazen, v nin biitiin IR yerine IR nin bir araliginda degistigini varsayabiliriz.

Bu durumda, £ dogrusunun tamami yerine bir kismi regle yilizeyin tzerinde bulunur
(Sekil 2.2.).

Sekil 2. 2 E*3 de regle yiizey

Tanim 2.1.2.
Regle yilizeyin komsu iki anadogrusu arasindaki en kisa uzakligin bu iki
komsu anadogru arasindaki agiya oranina regle yiizeyin dagilma parametresi (drali)

denir. Anadogrularinin birim dogrultman vektori X olan bir regle yizeyin dralini Py

ile gosterelim (Sekil 2.3.). Komsu anadogrularin ortak dikmesi dogrultusundaki

birim vektor, vektorel garpim ile, X A X7 oldugundan birim vektér

XAx’
1]

dir, burada X’ = D;X dir.



a(s) Y

X

Sekil 2. 3 Regle ylizeyin drali

Dayanak egrisinin komsu iki noktast a(s) ve a(s+ds) = a(s)+da(s)
oldugundan bu noktalardaki anadogrular arasindaki en kisa uzaklik da vektdriinin

—

anx'’

QU

3 det[d&’,}?ﬁ]

K

olarak bulunur. Eger anadogrularin kiiresel gostergesini gozoniine alirsak bu

gostergenin yay elementi olan
av = || 2| ds = [|pex]|as

komsu iki dogru arasindaki ac1 olarak alinabilir. Boylece regle yiizeyin drali igin

det[d&’,)?,?] .
=] X'llds
= e



- —n2
17l
bulunur.

Bir ¢(s,v) regle ylizeyin agilabilir olmasi ig¢in gerek ve yeter sart dagilma

parametresinin sifir olmasidir (Hacisalihoglu, 1983Db)..

Tanim 2.1.3.

Bir regle yiizeyin anadogrularinin herbirini dik olarak kesen egriye regle

yuzeyin ortogonal yorungesi denir (Sekil 2.4.).

©
a :
(@)

Sekil 2. 4 Ortogonal yoriinge egrisi

S

Teorem 2.1.1.

Bir regle yilizeyde komsu iki dogrultmanin ortak dikmesinin dogrultmanlar
tizerindeki ayaklarma bogaz (merkez veya striksiyon) noktasi, bogaz noktalarinin

geometrik yerine de striksiyon ¢izgisi denir (Hacisalihoglu, 1983b).

fspat



Bir ¢ (s, v) regle yiizeyinin merkez noktasinin a yer vektorii dayanak egrisinin &(s)

yer vektord, X (s) dogrultman vektorii ve dayanak egrisine olan @ uzakligi cinsinden
a(s,u) = a(s) +uX(s) (2.6.)

seklinde ifade edilebilir. & parametresi regle yiizeyin dayanak egrisinin yer vektorl

ve dogrultman cinsinden bulunabilir. Regle yiizeyin ilk ikisi X(s) ve X(s) + dX(s)

olan komsu ti¢ anadogrusu verilsin (Sekil 2.5.).

a(s)

Sekil 2. 5 Striksiyon noktasi ve Striksiyon ¢izgisi (Hacisalihoglu, 1983b)

P, P' ve Q, Q' komsu anadogrularinin ortak dikmelerinin anadogrular tizerindeki

ayaklari olsunlar. Ilk iki komsu anadogrunun ortak dikmesi
X(S)AN(X(s) + D X(s)ds) = X(s) AND X (s)ds

bagmtisindan dolayt X A D, X vektortine paraleldir. Limit halinde PQ vektori PP ile

cakisacak ve bogaz ¢izgisinin tegeti olacaktir. Dolayisiyla
(X,PQ) =0, (X + D, Xds,PQ) =0
olacagindan
(D,X,PQ) =0 (2.7)

elde edilir. Ayrica (2.6.) dan dayanak egrisinin s yay parametresine gore tlrevi

alinirsa ve (2.7.) den dolayz,



da
(DtXJ E) =0
(DX, t + 52X + ADX) = 0

(DX, t) + ullDX||? = 0

(DX,t)
IDe X112

7= (2.8)

bulunur. Boylece striksiyon egrisinin yer vektoru igin (2.6.) den

(DX,t)
IDeX112

a(s) = a(s) —

X(s)

elde edilir. Eger ||D.X|| = 0 ise regle yiizey striksiyon egrisine sahip degildir. Bu hal
regle ylizeyin silindir olmasini karakterize eder. Regle ylizeyler icin striksiyon egrisi

dayanak egrisi olarak alinabilir. Bunun i¢in (2.8.) formuliinde
u=0veya(D:X,t) =0

alinmasi yeterlidir.

Tamm 2.1.4.

Regle yiizeyin anadogrularinin dik yoriingelerinin dayanak egrisi boyunca

integrali

Ly =§, <da,X >=—§  dv

dir. Burada

Ly:1 - IR

v —¢dv

seklinde tanimlanmis bir fonksiyondur (Hacisalihoglu, 1983Db).

Bu fonksiyona regle yiizeyin agilim uzunlugu denir (Sekil 2.6.).



>

Sekil 2. 6 Regle yiizeyin a¢ilim uzunlugu (Hacisalihoglu, 1983b)

Tanim 2.1.5.

Bir ¢ (s, v) regle yilizeyin anadogrularina dik bir dogrultunun bir peryot sonra
ilk konumu ile yaptigi aciya regle yilizeyin agilim acis1 denir ve Ay ile gosterilir
(Sekil 2.7.).

Sekil 2. 7 Regle yiizeyin a¢ilim agisi
10



Regle yiizeyin dayanak egrisi boyunca H/H " hareketinde H hareketli uzayini

H = 5,{t,n, b} olarak sectigimizde hareketin Steiner donme vektori
d= tgﬁ(a) k,ds +Db gﬁ(a) kids (2.9.)

dir, (Hacisalihoglu, 1983b). Burada t ve b, sirasi ile dayanak egrisinin birim teget

vektor alani ve binormal vektdr alamidir. k; ve k, de dayanak egrisinin egrilik
fonksiyonlaridir. Benzer sekilde bir X = (x4, X5, x3)eH dogrultusu icinde Steiner

Oteleme vektoril V = ¢, dé oldugundan,
V=t $ 4 ds dir (Hacisalihoglu, 1983b).

Teorem 2.1.2.

Anadogrusunun birim dogrultman vektori X olan bir kapali regle yiizeyin Ly
acilim uzunlugu ve Ay agilim agisi, sirasi ile, X in H/H' uzay hareketinin Steiner

Steleme vektorii V ve Steiner dénme vektdrii d iizerindeki dik izdiistimlerine esittir,

yani
LX = (VJX)a
AX = <d,X)

Dayanak egrisinin t, n, b Frenet vektorlerinin hareket sirasinda ¢izdikleri regle

yiizeylerin acilim agilar1 ve agilim uzunluklari sirast ile,
A = 43(0() k,ds

A, =0 (2.10.)
Ay = § kr ds

Ly =¢,ds
L,=0 (2.11)
Lb =0

dir, (Hacisalihoglu, 1983b).
(2.10.) ve (2.11.) formulleri (2.9.) de yerine yazilirsa
d = At +Aub (2.12)
11



dir, (Hacisalihoglu, 1983b).
Teorem 2.1.3.

Kapali bir regle yiizeyin dayanak egrisi boyunca {t,n, b} Frenet li¢ ayaklisinin
hareketinde, hareketin Steiner dénme vektoriiniin bilesenleri bu ii¢ ayaklinin
ayaklarmin temsil ettikleri dogrunun ¢izdikleri regle yiizeylerin agilim agilarindan

ibarettir.

H = 5,{t,n, b} uzayinda tespit edilen sabit bir X dogrusunun ¢izdigi regle

yiizeyin agilim agis1 ve agilim uzunlugu
Ax = Aexq + Apx3, (2.13.)
Ly = x1L¢ (2.14.)
dir, (Hacisalihoglu, 1983b).
Teorem 2.1.4.

H/H'uzay hareketinde H uzayinda sabit bir dogrunun H' uzayinda c¢izdigi regle
yiizeyin acilim agisi, asli normal dogrultusundaki bileseninden bagimsizdir

(Hacisalihoglu, 1983b).
Teorem 2.1.5.

Bir a: I — E3 kapali egrisi boyunca tanimlanan H/H'hareketinde H daki sabit bir X
dogrusunun H' de ¢izdigi regle yiizeyin agilim uzunlugu, hareketi belirten a(s)
egrisinin, T tegetinin ¢izdigi regle ylizeyin acilim uzunlugu ile X dogrusunun teget

yoniindeki bileseninin ¢arpimidir (Hacisalihoglu, 1983b).

Ayni X dogrusunun ¢izdigi regle yiizeyin acilabilir olmasi i¢in

_ defgixg] (2.15))

T
drali, sifir olmalidir.

X dogrusu H uzayinda sabit oldugundan

‘;—: = —xpkit + (x1ky — x3k)n + xk,b

dir.

d ax d
det [—“,x,—] =<tAx,Z>
ds ds ds

12



= x3ky — x3(x1kqy — x3k3)
(x% + x%)kz - x1X3k1 = 0

ki x2+x2

Y i (2.16.)
dir.
Ayrica x? + x2 + x5 = 1 oldugundan
ﬁ _ 1-x3
kz o X1X3 (2l17.)
bulunur.
(2.13.) ve (2.14.) deki x; ve x5 degerleri (2.17.) da yerine yazilirsa
ky _ _ (E-13)A
ky  (Ale—IxAp)Ix (2.18)
elde edilir.
X dogrusu H da sabit oldugundan % orani sabittir.
2
Teorem 2.1.6.

H/H'uzay hareketinde H da sabit bir X dogrusunun H' uzayinda ¢izdigi regle
yiizeyin agilabilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart regle yilizeyin dayanak egrisinin
harmonik egriligi

H - ﬁ — (It -1 )Ab
kz (llxlt Ix/lt)lx

olacak sekilde bir egilim ¢izgisi olmasidir, (Hacisalihoglu, 1983b).
Simdi H hareketli uzay: temsil eden {t, n, b} ii¢ ayaklisinin olusturdugu regle
yiizeylerin drallerini hesaplayalim.

t ye karsilik gelen regle yilizeyin P; drali

_ defzoeg]

[<)°
det[t £

HT’
d

t—

P,=0 . (2.19.)



n ye karsilik gelen regle yiizeyin P, drali,

ds’n' ds

d d
det[—a on
ds

__det[t,n,—kqt+k,b]

P, =
n llk1t+kzpll?
_ <b,~kyt+kyb>
Pn - k2+k2 '
1 2
_ _ke
D k24kZ
b ye karsilik gelen regle yiizeyin P, drali
da , db
_ det[a,b,a
Tl
ds
<-n,—k;n>
Py =——F—
k2 !
k2
P, = 2
1
Pb =
)

Pn = kzz
(Z—;) +1
olur. Diger taraftan (2.38.) den
Pp
l:)n = 7
(%) +1
k)2 _ Py
(kz) T op,
elde edilir.
Teorem 2.1.7.

(2.20.)

(2.21)

(2.22.)

H/H' uzay hareketinde (@) egrisinin harmonik egriligi ile harekete istirak

eden asli normal ve binormal dogrularmin H' cizdikleri regle yizeyin dralleri

arasinda

14



2
k P

(_1) =-b_1
k> Pp

bagintis1 vardir. Her iki tarafin karesi alinirsa

(ﬁ)z _ (-1’4 (2.23)

k2] (AxLe—LAg)2L%
ki\2 .. )
ve (2.22.) den (k—) cozillerek (2.23.) da yerine yazilirsa
2

Py (G-1)
Pn  (AxLe—LyAp)?L2 (2.24)
elde edilir (Hacisalihoglu, 1983Db).

Teorem 2.1.8.

H/H'kapali uzay hareketinde H da sabit bir dogrunun H' de ¢izdigi regle
ylizeyin agilabilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart H/H' uzay hareketine katilan {X t,

n} dogrularinin H' de ¢izdikleri regle yiizeylerin agilim agilar1 ile dralleri arasinda

Po _  (13-13)°23
pn N (Ath_Lx)Lt)ngc

+1
bagintisinin var olmasidir (Hacisalihoglu, 1983b).
(C) egrisinin olusturdugu regle yiizeyin acilim agisi, agilim uzunlugu ve drali
Ac =<d,C >,
Ac =<t$kyds +b$kids,sinpt+cospb >,
Ac =sing $kods + cos ¢ § kqds . (2.25)
Lc =¢ <da,C >,

da .
L¢ —gﬁ<E,sm¢t+cosq,’>b >ds,

Lc = gﬁsinq,’) ds . (2.26.)
- det[%,cz,%]
|%I
Pe = — cos ¢ (k4 sin p—kcos ¢) (2.27.)

(%)Zﬂklsin ¢—k, cos ¢)?

seklinde bulunur. Bu ylizeyin agilabilir olmasi i¢in P; = 0 olmalidir. Buradan

15



b _cosé _ 0 = sabit
k, sing '

2.2. ID-Modul

2.2.1. Dual Sayilar
Va,a* € IR olmak Uzere A = (a, a*) ikilisine bir siral ikili denir ve
ID = {(a,a*)|a,a” € IR} seklinde gosterilir.
A= (a,a”) ve B = (b, b*) olmak lizere
@:IDxID - ID
(A, B) > A®B=(a+b,a*+b")
ile taniml1 igleme ID de toplama islemi,
Q: IDxID - ID
(A,B) > AQ® B = (a+ b,ab* + a*b)
ile tanimli isleme de ID de ¢carpma islemi denir ve
a = b,a" = b* ise de A ile B esittir (Hacisalihoglu, 1983a).
Tanmm 2.2.1.

IR reel sayilar ciimlesi olmak tizere ID = IR X IR cumlesi izerinde toplama,
carpma ve esitlik islemleri yukaridaki gibi tanimlanmis ise ID climlesine dual sayilar

cumlesi ve Va,a* € ID elemanina da bir dual say1 denir (Hacisalihoglu, 1983a).
Teorem 2.2.1.

(ID,®,®) uclusl birimli ve degismeli bir halkadir (Hacisalihoglu, 1983a).
Teorem 2.2.2.

ID dual sayilar halkasi, IR reel sayilar ciimlesine izomorf bir alt climleyi alt

cisim olarak kapsar (Hacisalihoglu, 1983a).
Tanim 2.2.2.
(a, 0) dual say1si a reel sayisi ile gosterilir (Hacisalihoglu, 1983a).

Tanim 2.2.3.

16



Bir A = (a,a”) € ID dual sayisinda a reel sayisina A nin reel kismi, a* reel

sayisina da A nin dual kismi1 denir ve
ReA=a,DuA=a"

seklinde gosterilir (Hacisalihoglu, 1983a).
Tanim 2.2.4.

(1,0) = 1 dual sayisina ID deki ¢arpma isleminin birim elemani veya ID deki

reel birim denir (Hacisalihoglu, 1983a).
Tanimm 2.2.5.

(0,1) dual say1si1 kisaca € ile gosterilir ve bu sayiya ID deki dual birim denir
(Hacisalihoglu, 1983a).

Sonug 2.2.1.

Carpma islemi geregince

e®e=¢?=(00) (2.28.)
dir.
Teorem 2.2.3.
A = (a,a") € ID dual sayis1 A = a + €a”* seklindedir (Hacisalihoglu, 1983a).
Teorem 2.2.4.

Iki dual sayinin ¢arpimu sifir ise garpanlardan biri sifir olmak zorunda degildir

(Hacisalihoglu, 1983a).
Teorem 2.2.5.

A = (a,a”) bir dual say1 ve 1 € IR ise A ile A nin ¢arpim1 A4 = (1a, Aa*)
dir. (Hacisalihoglu, 1983a).

Tanim 2.2.6.

Z = (X,x*) dual sayilarmin biitiiniine dual duzlem denir. Z= x + ex* dual

sayisl i¢in |x| reel sayisina Z nin mutlak degeri denir (Hacisalihoglu, 1983a). Yani

|Z] = |x + ex*| = |x] dir.

17



Iki dual saymin ¢arpimmin mutlak degeri, mutlak degerleri carpimma esittir.

Yani

|Zl-ZZ| = |Z1|- |Zz|-

Tanim 2.2.7.

Z = x + &x* dual sayismin eslenigi diye Z = x — ex* dual sayismna denir

(Hacisalihoglu, 1983a).
Teorem 2.2.6.

1. Z € ID ise Z nin dual eslenigi Z dir.
Yani
(Z)=z,
2. Z,Zy,€IDicinZ, + Z, = Z1+Z,,
3. 21,7, €EID icinZy. 2y = Z1.25
ve
Z, # (0,x7)
4. YZ€IDicinZ.Z =Z|?,
5. Z+Z=2ReZ,Z—-7Z=2DuZ
ve
Z=7 ise Z€ IR

dir (Hacisalihoglu, 1983a).

2.2.2. ID-Modul

Birimi 1 olan degisimli bir halka H olsun. H {izerinde bir modiil diye bir S abel

grubu iizerinde asagidaki 6zellikleri saglayan
HxXxS—->S

(a,) - aa

dis islemine denir:

a,beHve a,f € S olmak lzere

18



1. a(a+pB)=aa+apf ,
2. (a+b)a=aa+ ba,
3. (ab)a = a(ba) ,

4, 1l.a=a,

ID dual sayilar halkasi {izerinde
ID3 = ID X ID X ID = {(Ay, Ay, A3)|Ay, Ay, As € ID}
bir moduldiir (Hacisalihoglu, 1983a).
Tanim 2.2.8.

A=(4,), B=(B;) € ID3 icinAd=B < A, = B,
ID3 de toplama islemi
+: ID3xID3 - ID3

(A,B) - A+B=(4;+B)
ID3 de skalerle ¢arpma islemi, A € ID,
(.):1D X ID? = ID3

(A, A)>24=A4),1<i<3

(Hacisalihoglu, 1983a).

Teorem 2.2.7.

1<i<3dir.

(ID3,+) ikilisi bir degismeli gruptur ve ID Uzerinde bir moduldir. Bu moduli

kisaca ID? veya ID-Modill seklinde gosterecegiz. ID-Modiil’iin elemanlar olan sirali

dual Gglilere dual vektorler denir (Hacisalihoglu, 1983a).

Teorem 2.2.8.

a, a* € IR? olmak tizere ID-Modiil’de her bir A dual vektorii

A=a+¢ea”
seklinde yazilabilir (Hacisalihoglu, 1983a).

Teorem 2.2.9.

A =a+ea” = (a,a") dual vektoriiniin A€ ID skaleri ile ¢arpimi1
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AA = (Aa, Aa™) dir (Hacisalihoglu, 1983a).
Teorem 2.2.10.
A=(a,a")veB=(b, b*) € ID-Modil i¢in
A =B < a=bvea" = b* dir (Hacisalihoglu, 1983a).
Teorem 2.2.11.

IR® vektor uzayr ID-Modiil’iin elemanlari (a,0) seklinde olan bir alt

ciimlesine izomorftur (Hacisalihoglu, 1983a).
Tanmm 2.2.9.

(0,0) € ID-Modul, dual vektoriine sifir dual vektorii denir (Hacisalihoglu,
1983a).

Tanim 2.2.10.
ID-Modul de i¢ ¢arpim
A= a + ga*, B=b + eb* € ID-Modil olmak tizere
f:ID3 xID3 - ID
(A,B)—- f(A,B) =< A,B >
seklinde tanimli bir doniisiimdiir (Hacisalihoglu, 1983a).

Vektor uzayi tizerindeki i¢ ¢carpim aksiyomlarii ID- Modil Gzerinde de kabul

edebiliriz. Bu aksiyomlar sunlardir:
1. YA,B € ID — Modul i¢gin
<AB>=<B,A>,
2. YA,B €ID — Modiil ve a € ID igin
<aA,B>=<A,aB>= a<AB>,
3. VA,B,C €ID — Modil igin
<A+B,C>=<A,C>+<B,C>,
<AB+C>=<AB>+<A,C >,

4. VA € ID — Modil i¢in

20



<AA>=04=0

Bu aksiyomlar reel ve vektor uzayindaki i¢ ¢arpim aksiyomlari ile aynidir.

Buna gore
<AB>=<a+e¢&a",b+b*>
=<ab>+e[<a’',b>+<ab*>].
Tanmm 2.2.11.
A =a + ea” dual vektorinin normu

14l = (< 4,4 >)"2

<a,a*>

llall

= (llall + e=52),a # 0

seklinde tanimlanir (Hacisalihoglu, 1983a).

Bundan sonra bu dual say1

_ « _ <a,a*>
a=lall,a" ==

olmak lzere

|A|l| = a + ea*
olarak yazilacaktir.
Tanim 2.2.12.

Normu reel birime karsilik gelen dual vektore birim dual vektor denir

(Hacisalihoglu, 1983a).
Teorem 2.2.12.
A = a + ea” birim dual vektor ise
llall =1, < a,a* >= 0 (Hacisalihoglu, 1983a).
Teorem 2.2.13.

A # (0,a*) € ID- Modiil olmak {izere U=”:+” bir birim dual vektordir

(Hacisalihoglu, 1983a).
Tanim 2.2.13.

K ={X=x+x*|IXIl = (1,0); x,x* € IR?}
21



ctimlesine ID-Modul de birim dual kiire denir (Hacisalihoglu, 1983a).
Teorem 2.2.14. (E.STUDY)

A # (0,a*) € ID- Modul olmak tizere ID-Modiil’de denklemi ||A|| = (1,0)
olan birim dual kiirenin dual noktalar1, IR® deki yonlii dogrulara birebir karsilik gelir

(Hacisalihoglu, 1983a).
ispat

A ve B iki birim dual vektor olsun. E.STUDY Teoremine goére bu vektorler
IR3 de iki yonlii dogru belirtirler. Bu dogrular, sirasi ile d; Ve d, olsun. d; in yoni a,

yeri a* ve d, nin yonu b, yeri de b* ile belli oldugundan a ile b arasindaki ac1 ¢ ise
<AB>=<ab>+e(<ab" >+<a’,b>)

i¢ carpiminin reel kismi
<ab>=coso, 0<¢p<m, ¢€IRdr.

Simdi < a,b* > +< a*,b > ifadesinin geometrik anlamini agiklayalim (Sekil 2.8.):

Sekil 2. 8 E. Study doniisiimii (Hacisalihoglu, 1983a)
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a* ve b*, sirast ile, d; ve d, yonlii dogrularn iizerindeki X ve Y noktalarinin

secilisinden bagimsiz olduklarindan X ve Y noktalar1 d; ve d, dogrularinin ortak

dikmesinin ayaklari olarak diisiiniilebilir. Bu dikme yoniindeki birim vektor

_ aAb
= llanb||
dir.
d, ve d, arasindaki en kisa uzaklik ¢* ile gosterilirse
aAb %
XY= En?
dir.

a*=xAa ve b*=yAb

olduklarindan

<ab*">=<ayAb>= —<y,aAb>
ve
<ab>=<xANa,b>=<x,aANb>

<a,b>+<ab*">=<x-—y,aANb>

aAb
— llanbll

¢ ,anNb >,

=+ < aAbaAb>,
[[anbl]

=x¢*llanbll,
=+¢*sing .
Sonug olarak A ile B nin i¢ ¢arpimi i¢in
<AB>=cos¢p+edp*sing
cos¢p — ep*sinp = cos(p + €¢™*)
elde edilir.
® = ¢ + €¢p” bir dual say1 olmak {izere
<A,B>=cos® = cos(d + €d)
dir.
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Tanim 2.2.14.

® = ¢ + €¢p” dual sayisina A ile B birim dual vektorleri arasindaki dual ac1

denir (Hacisalihoglu, 1983a).

Eger A ve B dual vektorleri birim degil ise bunlarin

eksenleri birim dual vektorlerdir. U ve V arasindaki dual a¢1 @ olmak tizere
< UV >=cosd
oldugundan
< A,B > = ||Al|||B|| cos ® (2.30.)
elde edilir.

Yukaridaki ifadelerden yararlanarak IR3 deki yonlii dogrularin birbirine gore

durumlart incelenebilir.
1. <AB>=sufdual & cosd=0=¢=T/,,¢"#0ise

A ve B birim dual vektorlerinin belirttikleri yonlii dogrular dik durumlu fakat

aykiridirlar.
2. <AB>=swrfreel= ¢* = 0olsun.
Bu durumda yonlii dogrular kesisir ve
<ab*">+4+<a*'b=0
ifadesi bu iki dogrunun kesisme kosuludur.
3. <AB>=0=cos®=0=>¢=T/, ve $* =0 :
Y6nlii dogrular birbirini dik olarak keser.
4, <AB>=(10)=¢=0:

Yonlii dogrular paralel ve zit yonliidiirler. Eger ¢* = 0 ise bu iki dogru ayni

zamanda cakisiktir.
5. <AB>=—-10)=0¢=m1:

Yonlii dogrular paralel ve zit yonliidiirler. Eger ¢* = 0 ise dogrular ¢akisiktir.
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Tanim 2.2.15.
ID—Modiil’de dual vektorlerin dis carpimi
A ID3 x ID3 - ID3
seklinde bir islemdir ve A, B€ ID—Modill i¢in
AAB=aAb+e(anb*+a*Ab)
olarak tanimlanir (Hacisalihoglu, 1983a).
Teorem 2.2.15.
A, Be ID—Modul igin
A AB=||A]l.]|B]| .sin ®N
dir (Hacisalihoglu, 1983a).
Tanim 2.2.16.
A, B, C € ID—Modiil vektorlerinin karma ¢arpimi
f: ID3 x ID3 x ID3 - ID
seklinde bir doniisiimdiir ve
f(A,B,C) =<AAB,C >
<AAB,C>=<aAb,c>+e(<aAb,c*>+<aAb’',c>+<a"Ab,c>)
(2.31)
olarak tanimlanir (Hacisalihoglu, 1983a).
Tanim 2.2.17.

A, B, C € ID—Moddl has dual vektorler ve 4; =c¢; +ec; €ID , 1<i<3,

olmak tizere
/1114 +/12B +/13C == 0

icin VA; =0 ise A, B, C vektorlerine linecer bagimsizdir denir (Hacisalihoglu,
1983a).

Tanim 2.2.18.

A,B,CelID—Modil, A; =c;+¢ec; €ID , 1<i<3,c¢; #0igin
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/1114 +/123 +/13C == 0

icin en az bir 4; # 0 ise, A, B, C vektorlerine lineer bagimlidir denir (Hacisalihoglu,
1983a).

Tanim 2.2.19.

A4, Ay, A birim dual vektorlerinin IR de temsil ettikleri yonlii dogrular bir
noktada dik olarak kesisiyorlarsa bu vektorlere ortonormal dual vektorler denir
(Hacisalihoglu, 1983a).

Teorem 2.2.16.

A, A,, A5 ortonormal (¢ dual vektor ise S = {A;,A4,,A5} climlesi lineer

bagimsizdir (Hacisalihoglu, 1983a).
Tamm 2.2.20.

ID—Modiil’iin bir S alt ciimlesi asagidaki iki 6zellige sahipse ID—Modiil’iin

bir baz1 adin1 alir ;

1. S lineer bagimsizdir.

2. Sp{S}=1ID — Modil’diir.
(Hacisalihoglu, 1983a).
Teorem 2.2.17.

Ay, Ay, A; € ID—Modil vektorleri ortonormal ise S = {A4;,4,,A; } cumlesi
ID — Modil’in bir bazidir (Hacisalihoglu, 1983a).

2.3. Dual Uzayda Frenet Formuilleri
@l cIR - ID3
s—a(s) =a(s) +ea*(s)

ID3® dual uzayinda birim hizli dual egri olsun. ID® dual uzayindaki @(s) dual
egrisinin hareketli dual Frenet ¢atistm1 {T,N, B} ile gosterelim.T, N ve B sirasiyla

dual teget, dual asli normal ve dual binormal vektdrdiir.

k(s) = k; + €ki ve 1(s) = k, + €k; fonksiyonlar1 & dual egrisinin sirasiyla dual

egriligi ve dual burulmasi olmak lzere,

& dual egrisinin Frenet formiilleri
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T'(s) = k(s)N(s)
N'(s) = —k(s)T(s) + 1(s)B(s)

B'(s) = —1(s)N(s)

dir. Buradan egriligin ve burulmanin hesaplanmasi

seklindedir.

Eger a egrisi birim hizli degil ise, egriligin ve burulmanin hesaplanmasi

dir.

K(s) =

(77 __det(r,T',T"")
K(S) = (T ,T ), T(S) = W

|’ ($)aa' ()| det(a’(s),a’’ (s),a’"’ (s))

TSRS A P ywIraTE

(2.32.) formiiliiniin reel ve dual kisimlarina ayirirsak,

t'(s) = kn
n’(S) = - klt + kzb

b'(s) = —kyn

t* (s) = kyn* + kin
n*'(s) = — kyt* — kit + kob* + k3b

b*' (s) = —k,n* — kin

elde edilir (Hacisalihoglu, 1983a).

(2.32)

(2.33)

(2.34))

(2.35.)

(2.36.)

2.4. ID—Modulde ve Cizgiler Uzayinda 1—Parametreli Hareketler

2.4.1. Birim Dual Kiresel Hareketler

V =

ve

Ayni merkezli, K ve sabit K’ birim dual kiirelerini, sirasiyla,

Vi
V2
Vs

<V, V>

—_ *
61']'1 Vi —Ui+€17i
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Ey
E,
E;

E= ,<Ei,Ej>=6ij,Ei=ei+€€£k

1 <1i,j < 3, dual ortonormal sistemleriyle temsil edelim. Bu sistemler arasinda,
A= [aij(t) + sa;‘j(t)] , t € IR, bir has dual ortogonal matris olmak (zere,
V=AE (2.37.)

doniisimii vardir, (Hacisalihoglu, 1983a). Eger A matrisi t-parametresine gore
diferensiyellenebiliyorsa, bu doniisiime, K dual kiiresinin K’ dual kiresine gore 1-

parametreli dual kiiresel (dual donme) hareketi denir ve K /K" ile gosterilir.
Eger

A(t+T) = A(t), T: peryot

ise harekete 1-parametreli dual kiiresel kapali hareket denir.

V=AE denkleminin t-parametresine gore diferensiyeli alinirsa

av, 0 02 3, _ _
dv,| =107 0 Qff|V2|, Ql=-0 (2.38.)
dvsl ot a3 o0 ]LVs
bulunur, (Hacisalihoglu, 1983a). Burada,
Q = dAAT (2.39.)

ile belli olan Q = [Qi] matrisinin elemanlarma da dual 1-formlar veya E.CARTAN

formlar1 denir, (Hacisalihoglu, 1983a).

K kiresinin K’ sabit klresine gore 1-parametreli hareketine ¢izgiler uzayinda

H uzaymin H' uzayina gore 1-parametreli uzay hareketi karsilik gelir.
K kiiresi iizerinde tespit edilmis bir X dual noktasinin K’ ye gore bazi,
Y =03V, + 0, + 02, (2.40.)
olmak Uzere,
dX =¥ AKX (2.41)
ile bellidir, (Mller,1963).

Tanim 2.4.1.
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K/K' 1-parametreli birim dual kiiresel hareketinin dual 1-formlart

0l =-0f, 1<ij<3
olmak tizere

dual vektoriine hareketin ani dual Pfaff vektor( denir, (Muller, 1963).
Tanimm 2.4.2.

1-parametreli K/K' dual kiiresel hareketinde W, ani dual Pfaff vektorii olmak

Uzere,
D=d+ed =¢¥ (2.42))

seklinde tanimmlanan D vektOriine hareketin dual Steiner vektorl  denir
(Hacisalihoglu, 1983a).

2.4.2. Regle YUzeyler Teorisi

1-parametreli K/K’ dual kiiresel hareketinde, K da tespit edilmis bir X dual
noktast K’ sabit dual kiiresi Uzerinde t € IR parametresine bagli bir
X=X =x(t) +ex*(0), IIXll =1

egrisini gizer (Sekil 2.9.). t-parametresine gore diferensiyellenebilen bu dual kiiresel
egriye bir regle yiizey olarak bakabiliriz. Cilinkii E.STUDY doniisiimiine gore, bu
egriye c¢izgiler uzayinda 1-parametreli bir dogru ailesi karsilik gelir. Eger dual

kiiresel egri kapali ise, karsilik gelen regle yiizey de kapalidir.
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Sekil 2. 9. Dual kiiresel egri ve karsilik gelen regle yiizey

X = X(1) aual kuresel egrinin
dd = d¢ + ed¢* (2.43)
dual yay elementi icin
(dDP)? =< dX,dX >=< X', X' > (dt)?
yazilabilir. Buradan da
(d¢p)? =< dx,dx >, (2.44)
dé.do* =< dx, dx* > (2.45.)
elde edilir.

d® dual biytikligli X(t) ve X(t + dt) komsu birim dual vektorler arasindaki
dual agidir.

d® nin dp reel ve d¢* dual kisimlarina, X(t) ve X(t + dt) birim dual
vektorlerine regle yiizeyde karsilik gelen komsu iki ana dogru arasindaki ag1 ile bu

komsu iki ana dogru arasindaki en kisa uzaklik karsilik gelir.
<dX,dX >=<dx,dx > 42 < dx,dx* >
dual ifadesi koordinat degisimlerine gore invaryant oldugundan

<dx,dx >ve<dx,dx*>
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reel biiyiikliikleri ve koordinat degisimlerine gore invaryanttir ve dolayisiyla bunlarin

orani regle ylizeyin en basit diferensiyel degismezidir (Hacisalihoglu, 1983a).
Tanim 2.4.3.

X = X(b), [IX(®)] =1, telIR, regle yizeyinde X(t) ve X(t+ dt) komsu
anadogrular1 arasindaki dual ag1, d® = d¢ + ed¢* olmak lizere

_ <dxdx*> _ d¢”
T o<dxdx>  do

(2.46.)

biiyiikliigiine bu yilizeyin X(t) anadogrusu boyunca dagilma parametresi veya drali
denir (Hacisalihoglu, 1983a).

Tanim 2.4.4.

Komsu anadogrular1 kesisen regle yiizeylere torslar veya agilabilir yiizeyler

denir.

Dral’in sifir olmasi regle vyiizeyler icin bir karakteristik &zelliktir

(Hacisalihoglu, 1983a).
Tanim 2.4.5.

X =X(t), t € IR regle yiizeyinde X(t) ve X(t + dt) komsu anadogrularinin ortak
dikmesinin, X(t) anadogrusu iizerindeki ayagina, merkez noktasi veya bogaz noktasi
veya striksiyon noktasi denir. Bu noktalarin geometrik yerine ise, bogaz cizgisi veya

striksiyon ¢izgisi denir (Hacisalihoglu, 1983a).
Tamm 2.4.6.

X=X(t), telR, [X(®)| =1, regle yiizeyinin biitiin anadogrularin1 dik

kesen egriye, regle yiizeyin ortogonal yoriinge egrisi denir (Hacisalihoglu, 1983a).
Dayanak egrisi a = a(t) denklemi ile belli olan (C) egrisi ve anadogrulari

X = X(t) birim vektorl olan regle yizey denklemi

y(t,u) = a(t) + u.x(t)

dir. Burada

x*=aAx Ve xAx"=a—-<aqx>x

olduklarindan, regle yiizeyin denklemi

v=ut+<a,x >
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olmak (zere
y(t,v) =x(@) Ax*(t) +v.x(t) ,x*(t) = a(t) Ax(t) (2.47)

bulunur (Sekil 2.10.).

©)

X(t) = x(t) + ex* ()

Sekil 2. 10 Dual uzayda regle yuzey

Tanim 2.4.7.

K/K’ dual kiiresel hareketinde sistemin birinci ekseninin ¢izdigi kapali regle

yluzey T =T(s),s € IR olsun. Ayrica (N, B) dual dizleminde N ile
D(s) = ¢p(s) + 9" (s)
dual ag1s1 yapan
N; = cos ®N + sin ®B (2.48))

birim dual vektoru, regle yiizeyin ortogonal yoériingesi boyunca bir tors cizsin. Bir
periyot sonra  ®(s) = ¢p(s) + €¢p*(s) agismnin toplam degisme miktarina regle

ylzeyin dual agilim agis1 denir ve  Ar ile gosterilirse

Ap=$dd (2.49.)
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dir. Burada, integral, T =T(s) kapali egrisi ilizerinden almman dual egrisel

integraldir, (Hacisalihoglu, 1983a).
Teorem 2.4.1.

1-parametreli K/K’ birim dual kiiresel hareketinde, hareketli sisteme siki bir
sekilde bagli olan bir X = x + ex* birim dual vektoriiniin ¢izdigi kapali regle

yiizeyinin dual agisin1 Ay ile gosterirsek,
Ax=—<D,X > (2.50.)
dir, (Hacisalihoglu, 1983a).
(2.50.) ifadesini dual ve reel kisimlarina ayirirsak,
A= —<d, x> —¢e(<dx">+<d,x>) (2.51)
bulunur.
Tanim 2.4.8.

K/K’ birim dual kiiresel hareketine, ¢izgiler uzayinda karsilik gelen hareket
H/H' ise, H da tespit edilmis bir X-anadogrusunun ¢izdigi kapali regle yiizeyin
acilim uzunlugu

Ly =<d,x*>+<d",x > (2.52.)
dir, (Hacisalihoglu, 1972).

Teorem 2.4.2.

ID — Modiil’de bir X = X(t), ||X(t)|| = 1, t € IR kapali regle yiizeyinin dual

acilim acis1 bu yiizeyin reel integral invaryantlari cinsinden,
Ax= Ay — €Ly (2.53.)

seklinde ifade edilebilir. Ly ve 4, reel sayilari ylizeyin, sirasiyla, agilim uzunlugu ve

acilim agisidir, (Hacisalihoglu, 1983a).

ID — Modiil’de X(t) iiretici vektdr olmak lizere, bir regle ylizeyin dual ortonormal

sistemi

() =X =ad, ) +ad;®
,(t) = d,(t) + as(t) (2.54)
3(t) = as(t) +adz(t)

Ny ISy >y
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seklinde alinirsa, bu sistemin d, (t), d,(t), ds;(t) eksenleri bogaz noktasinda kesisir
ve bu kesisim noktasi1 d, (t) ekseni lizerindedir. A)g (t) dogrusu ffl (t) dogrularina dik,
yiizeyin bogaz noktasindaki tegetidir. /Tz(t) ise ylizeyin bogaz noktasindaki
normalidir. Bu sekilde elde edilen {4 (t),4,(t), A;(t)} vektorlerine Blaschke

vektorleri denir. Bu vektorler ile onlarm tiirev vektorleri arasinda

A1) = k(4 ()
A1) = — k(OAL(8) + T A3(D) (2.55.)
A5(t) = —1(0)A,(0)

bagintis1 vardir, (Blaschke, 1949). Burada

k() = kg (8) + k5 (0) = /d;(t)ﬁ;(t»

det(A}(0),47 (0,47 (1))
(A7 (D),41(0))

T(t) = ko (1) + k2 () = (2.56.)

ifadeleri regle yiizeyin dual egrilikleridir. (2.55.) ifadesi reel ve dual bilesenlerine

ayrilirsa,

(d;(t) = ky()ay(t)

dy(t) = — ky(t)ad, (t) + ky(t)ds(t)

&’3 (t) = _kz (t)dz (t)

d; (t) = ki(®©)d,(t) + ke (D)5 (1)

dy (£) = — ki(®)d;(6) + k3()ds () — k(D) + ko (D3 (D)
L@ (£) = —k;(D)d, () — ko (a3 (1)

(2.57.)

olur. (2.47.) bagmntisina gore (4),(4,),(4;) regle yiizeylerinin denklemleri

sirasiyla,

Va, (t,v) = d; (&) Ady(t) +vd,(t),di(t) = a(t) Ad;(t)
Va, (t,v) = d,(t) Ady(t) +vdy(t),d5(t) = a(t) Ady(t)
Va, (6, v) = dz(t) Adz(t) +vds(t),as(t) = a(t) Ads(t)

seklinde yazilir. dj(t),a;(t),ds(t) vektorel momentlerinin sirasiyla tiirevleri

alinirsa;
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di (t) = ky(0)d3(t)
d@; (t) = ds(t) — kg (£)@; (1) + kp(£)d3(0) (2.58.)
ay (t) = —dz(t) — k(a3 ()

olur. Boylece (2.57.) bagmtisindaki tiirev vektorleri ile vektorel tiirev momentleri
arasindaki iliski (2.58.) seklindeki gibi olur. {4, (t), 4(t), A5(t)} dual ortonormal

sistemi her t aninda ani dual Pfaff vektorii etrafinda bir dual donme hareketi yapar.

Bu vektor
W(t) = T()A,(t) + k(t)As(t) (2.59.)
denklemi ile ifade edilir. Hareketin dual Steiner vektori ise
D(t) = $W(t) = 4, (t) $ 7(t) dt + A5 (t) $ () dt (2.60.)

dir. Regle yiizeyin (14_1)1), (14_1)2), (/T3) kapal1 regle yiizeylerinin dual agilim uzunluklari,

dual acilim agilar1 ve dagilma parametreleri sirasiyla,

Ly, = $ k5 (t)dt

Na,= — gﬁ T(t)dt (2.61.)
_ KO
kPAl - k1(t)
LAZ =0
Aa,= 0 (2.62.)
p :kl(t)ki(t)+kz(t)k§(f)
Az k2(£)+k2(t)

La, = $ k3 (t)dt

Aa,= —re(t) dt (2.63)
_k®
43 7 ky(0)

seklinde bulunur (Hacisalihoglu, 1983a).
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Teorem 2.4.3.

Bir birim dual kiresel kapali X = X(t) egrisinin ¢evreledigi kiiresel alan, bu
kapali egrinin E.STUDY resmi olarak kapali regle yiizeyin a¢ilim agis1 ve agilim

uzunlugu cinsinden,
Fy =2n(1 —n) + (Ax — €Ly)
=2n(1—n)—(D,X) (2.64.)

seklinde ifade edilebilir, (Hacisalihoglu, 1983a).
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3. MATERYAL VE YONTEM
3.1. T, N, B ve C Dual Vektorlerinin Olusturduklar1 Kapah Regle
Yiizeylerin invaryantlar

Bir parametreli K/K' birim dual kiresel hareketinde hareketli dual ortonormal
sistemini 0zel olarak T, N, B (dual teget vektor, dual asli normal vektor, dual
binormal vektor) secersek kiire yiizeyine ¢izdikleri kapali egrilere ¢izgiler uzayinda
kapali regle ylizeyler karsilik gelir. Dolayis1 ile bu yiizeylerin invaryantlar

hesaplanabilir. Bunun i¢in 6nce su hazirliklar1 yapalim.
T=t+et",
<T,T>=1,
<tt+et t+et">=1,
<t t>+2e <t tr>=1,

<ttt >=0. (3.1)

N =n + en¥,
<N,N =1,
<n4+en,n+en*>=1,
<nn>+42e<nn>=1,

<nn*>= 0. (3.2)

B =b+¢eb",
<B,B>=1,
<b+eb*,b+eb*>=1,
<b,b>+2¢<b,b*>=1,

<bb*>= 0. (3.3.)

<T,N>=0,
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<t4+et',n+en*>=0,

<tn>+el<t,n">+<t",n>)=0,

<tn" >+<tn>= 0.

<T,B>=0,
<t+et'b+eb*>=0,
<t,b*>4+<t"b>= 0.

<N,B>=0,

<n+en*,b+eb*>=0,

<nb*>4+<n* ,b>=0.

Ayrica a egrisinin dual egriligi,

K = kl + Ekl*
dual burulmasi
T= kz + Ekz*
olmak Uzere
T 0 k O][T
—IN|[=]-x 0 T[N
ds
B 0 —t OlLB

dir (Senyurt, 1994).

(3.4.)

(3.5.)

(36)

3.7)

(3.8.)

(3.9.)

K/K’ birim dual kiresel hareketinde T, N, B dual ortonormal sistemi her t

aninda ani dual Pfaff vektorii etrafinda bir dual donme hareketi yapar. Ani dual

Pfafff vektoriiniin yon ve dogrultusu
Y=1T +kB

denklemi ile bellidir. Hareketin dual Steiner vektori,

d=t$k,ds+bk, ds,
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(3.11)
d* = tjgkz*ds+t*jgkzds+b§kl*ds+b*7§k1ds

olmak uzere
D=d+ed* =¥ (3.12)
dir.
3.1.1. (T)—nin Olusturdugu Dual Regle Yiizeyin Invaryantlan
Tanim 2.4.8. dan T nin olusturdugu regle yiizeyin a¢ilim uzunlugu
Ly =<d,t* > +< d"t> ,
Ly =<t$k,ds+ b kyds,t* >
+<tfky, ds+t* Pk,ds+bk, ds+b*Pkyds,t>,
Lt =<t t*> $k,ds+< b, t* > Pk, ds
+<t5t>Pkyds+<t t> Pk, ds
+< b*t> ¢k, ds+< b, t >k, ds ,
Ly =<t t*> $kyds+<t*,t > Pk,ds
+(< b, t* > +< b*t >)Pkids
+$k, ds
(3.1.) ve (3.5.) degerleri yerine yazilirsa
Ly =¢$k, ds (3.13)
elde edilir (Senyurt, 1994).
Teorem 2.4.1. den regle ylizeyin acilim agis1
Ar=—<D,T >,
=—-<d+e&dt+et" >
=—[<d,t>+e(<d,t*>+<dt >)],
=—[<tPkyds+bPkids t > +ePk, ds] ,

= —($kyds+ePky'ds) ,
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/\T: _éTdS'. (314)
Sonug 3.1.1.

A= —Fk,ds —ePky'ds ,

ifadesinde (2.10.) ve (3.13.) ifadeleri yerine yazilirsa
elde edilir.

Tanim 2.4.3. den regle ylzeyin drali

<dt,dt*>
PT =
<dt,dt>

dir. (3.9.) dan dt ve dt* degerleri hesaplanir ve denklemde yerine yazilirsa

ar _
ds

kN ,

% (t + et™) = (ky + ek (n + en”) |
dt dt* % *

L te-= kin+e(kyn*+ ki n)
dt = kynds ,

dt* = (kyn* + k;'n)ds ,

_ <(kqn*+kq"n)dskynds>

Pr ,
<kindskinds>
kiky®

PT = klz ’
k"
kq

bulunur.

Teorem 3.1.1.

(T) nin olusturdugu regle yiizeyin drali (3.16.) ifadesi ile verilir.
Regle yiizeyin acilabilir olmasi i¢in
ki"*=0
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olmalidir. Bu ise dual egrinin dual egriliginin sirf reel olmasidir. Bunu da su teorem

ile verebiliriz:

Teorem 3.1.2.

(T) nin olusturdugu regle yiizeyin acilabilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart dual

egriligin sirf reel olmasidir (Senyurt, 1994).
3.1.2. (N)—nin Olusturdugu Dual Regle Yiizeyin invaryantlar
Tanim 2.4.8. dan N nin olusturdugu regle yiizeyin agilim uzunlugu
Ly =<d,n* > +<d",n> ,
Ly =<n¢k,ds +b$k,ds,n* >
+<nfky, ds+n"$ky,ds+bk,"ds+b*Pkyds,n>,
i¢ garpim yapilir (3.2.) ve (3.6.) degerleri yerine yazilirsa
Ly=0, (3.17)
bulunur (Senyurt, 1994).
Acilim agisi,
Ay=—<D,N > |
=—-<d+ed' ,n+en" >
=—[<d,n>+e(<d,n*>+<d,n>)],
= —[<t$kyds +bPkids,n>+¢.0] ,
AN=0 . (3.18.)

Tanim 2.4.3. den regle yizeyin drali

<dn,dn*>
PN =
<dn,dn>

dir. (3.9.) dan dn ve dn* degerleri hesaplanir ve denklemde yerine yazilirsa

& — kT +1B
ds

% (n+en) = —(ky + ek (E + et™) + (ky + ek ) (b + £b*)

41



Z_Z + sdd_rj = (—kit + kyb) + e(—kst" — ki"t + kob” + k2 'b)
dn = (—kyt + kyb)ds

dn* = (—kyt" — k"t + k,b" + k,"b)ds |

_ <(—k1t+k2b)ds,(—k1t*—kl*t+k2b*+k2*b)ds>

Py = <(—kqt+kyb)ds,(—kqit+kyb)ds> :

kiky*+kyky”

Py ==z (3.19.)
bulunur (Senyurt, 1994).
Teorem 3.1.3.
(N) —nin olusturdugu regle yiizeyin drali (3.19.) denklemi ile verilir.

Regle ylizeyin agilabilir olmas1 igin
kl'kl* + kz.kz* = O
olmalidir.
Buradan

ke ka"

Pl (3.20.)
dir.
Teorem 3.1.4.

(N) —nin olusturdugu regle yiizeyin agilabilir olmasi i¢im gerek ve yeter sart

ky k"
ke kgt
olmasidir.

3.1.3. (B)—nin Olusturdugu Dual Regle Yiizeyin invaryantlar
Tanim 2.4.8. den B nin olusturdugu regle yiizeyin a¢ilim uzunlugu
Lg =<d,b* > +<d*,b >,

Lg =<t $k,ds+b§k, ds,b* >
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+<tPk, ds+t* $kyds+bPk, ds+b*$kyds,b>,
i¢ carpim yapilir (3.3.) ve (3.5.) degerleri yerine yazilirsa
Lg = ¢k, ds (3.21)

bulunur.
Acilim agisi,
Ag=—<D,B >

=—<d+e&d,b+eb" >

=—[<d,b>+e(<d,b*>+<d*b>)],

=—[<tPkyds+bkids,b>+edk,"ds] ,

= —($kids +edk,"ds)

Ag=—Pkds . (3.22)

Sonug 3.1.2.

Ag=—Pkids —ePk ds ,
ifadesinde (2.10.) ve (3.21.) ifadeleri yerine yazilirsa

ANg=Ap —€lp (3.23)
bulunur.

Tanim 2.4.3. den regle yizeyin drali

_ <db,db*>
B ™ <db,db>

dir. (3.9.) dan db ve db* degerleri hesaplanir ve denklemde yerine yazilirsa

dB
—=—1N ,
ds

% (b + eb*) = —(k, + ek, )(n + en*)

db db* . .
—te——= —k,n —e(koan* + ky n)
db = —k,nds

dn* = —(k,n* + k,"n)ds
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_ <—kpnds,—(kn*+k;"n)ds>
- <—kynds,—k,nds>

P

Py=" (3.24.)

Teorem 3.1.5.

(B) —nin olusturdugu regle yiizeyin drali (3.24.) denklemi ile bellidir.
Regle yiizeyin acgilabilir olmasi i¢in
k,”=0
olmalidir. Buradan su teoremi verebiliriz:

Teorem 3.1.6.

(B) —nin olusturdugu regle yiizeyin agilabilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart

dual burulmasinin sirf reel olmasidir.

3.1.4. (C)—nin Olusturdugu Dual Regle Yizeyin Invaryantlar

Y ani dual Pfaff vektorii ile B vektorii arasindaki agi @ = ®(s) ise (Sekil 3.1.)

0 T _
-/
@
«B 77

Sekil 3. 1 Dual Pfaff vektorii (Senyurt, 1994)
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Kk = ||¥|| cos ®

T=|?|sin®, & =+ edp” (3.25.)
dir.
Y ani dual Pfaff vektort yonundeki birim dual vektér € = C(s) = c(s) +
ec*(s) ise
1Pl =VkZ+72>0
olmak Uzere
C= ”17“ ”"7”3

elde edilir. x ve T nin (3.25.) deki degerleri yerine yazilirsa
C=sin®T +cosPB (3.26.)
bulunur.

sin® =sing + e¢p* cos ¢,

(3.27.)
cos® =cos¢p —epp*sing
degerleri (3.26.) de yerine yazilirsa
c=sin¢gt+cos¢ b,
(3.28))

c*=sin¢pt +¢*cospt+cospb*— ¢ singb
elde edilir.
Tanim 2.4.8. dan C nin olusturdugu regle ylizeyin agilim uzunlugu
L. =<d,c* > +<d%c>
dir. Simdi < d, c* > ve < d*, ¢ > ifadesini ayr1 ayr1 hesap edelim:

<d c*>=<t$k,ds+bPk,ds,singpt*+ ¢*cospt+cospb* —
¢*singp b >

=¢*cospPk,ds+cosp$k,ds.<t,b*>

+singp$kyds.<b,t* > ¢p*sing Pk, ds .
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<dLc>=<tPk, ds+t"$k,ds+bPk, ds+b*Pk,ds,singpt+cospb>
=sin¢p Pk, ds+cospk,ds.<t*,b>
+cosp Pk, ds+singp Pk, ds.<b*t> .

Bu ifadeler yukarida yerine yazilir ve diizenlenirse

L¢ =sin¢7€k2*ds+cos¢7€k1*ds

+¢p*cospk,ds — p*sing $kyds (3.29.)

elde edilir (Senyurt, 1994).

Teorem 3.1.7.
(C) egrisinin olusturdugu regle yilizeyin agilim uzunlugu (3.29.) ifadesi ile
verilir (Senyurt, 1994).
Acilim agis1
Ae=—<D,C> ,
=—-<d+ed,c+ec*>,
=—[<d,c>+e(<d"c>+<d,c*>)] .
<dc>=<t$k,ds+bk,ds,singpt+cos¢pb >,
<d,c>=sin¢ $k,ds+cosp Pk, ds ,
Ac= —[singp$k,ds +cospPk,ds+esingp Pk, ds+ecosdp Pkyds
+ep*cosp Pk, ds —ep*sing $kq ds] .
Ac= —[singp ($kyds + ek, ds) +cosp (ki ds + ePk, ds)]
—e[p*cosp Pk, ds — p*sing § kq ds]
Ac= —[sin¢ ¢ 1ds + cos p $ kds] — e[¢p* cosp $ k, ds — ¢p*sinp § k; ds] (3.30.)
Teorem 3.1.8.

(C) egrisinin olusturdugu regle yiizeyin agilim agis1 (3.30.) ifadesi ile verilir
(Senyurt, 1994).
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Sonug 3.1.3.
Ac= —sin¢p $1ds — cos p P kds — ep*(cos p $ k, ds — singp $ k, ds) ,

ifadesinde (3.14.), (3.22.) ve (2.27.) degerleri yerine yazilirsa

Ae=sin¢g Ar+ cosp Ag— ep*(cos p Ay — sin¢p Ag) (3.30)
elde edilir.
Sonug 3.1.4.
A= —[sinp $k,ds + cosp$kyds+ e(sing $k,"ds + cosp $ ky"ds

+¢*cosp Pk, ds —p*sing ki ds)],
ifadesinde (2.25.) ve (3.29.) degerleri yerine yazilirsa
Ae=Ae — €. Lg (3.31)

olur.

Tanim 2.5.3. den regle yizeyin drali

<dc,dc*>
PC =
<dc,dc>

dir.

c=sin¢pt+cospb,¢=ap(s)
oldugundan

dc =(¢p'cos¢pt+singpt' +cos¢pb’ — ¢ sing b)ds

dir.
tl = kln )
b’ = _kzn

degerleri yukaridaki yerine yazilir ve kisaltmalar yapilirsa

dc = (¢p'cospt —¢'sing b)ds

olur. Buradan

<dc,dc>=<(¢p'cos¢pt—¢'singb)ds,(¢p'cos¢pt —¢'sin¢ b)ds >

= (¢")*(ds)?
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bulunur.
c*=sinpt*+¢ cos¢pt+cospb*—¢*singb

oldugundan

GZZ =¢'cospt”+sing (t*) + (¢p*) cospt+ ¢ cospt’' —p*@p'singpt
—¢'singp b* + cosp (b*) — (¢p*) singp b — p*@p' cos¢p b — ¢* sin¢p (b)’
dir.
) =kn*+kn,
t' =kn,
(b*) = —k,n* —k,'n,
b' = —k,n,
degerleri yukarida yerine yazilirsa
dc* =¢'cospt™ + ((¢p*) cosp — "¢’ sinp)t

—¢'singp b* — ((¢p*) singp + ¢p*¢p’ cosp)b

+(k*sing + kp*cos¢p — 1" cosp + p*Tsinp)n
olur. Buradan
<dc,dc*>=¢ cos¢p ((¢p*) cos — p* ¢’ sinp)

+¢'sing ((¢p*) sing + ¢*¢’ cos p)(ds)?

bulunur. Bu ifadeler yerine yazilirsa

p. = ¢’ cosp((¢") cosp—¢*¢’sin @)+’ sin p((¢™)’ sinp+¢" ¢’ cos ¢)
. =
(¢")?

P =4 (332)

elde edilir.
Teorem 3.1.9.

(C) egrisinin olusturdugu kapali regle yiizeyin drali (3.32.) ifadesi ile verilir.
Regle yiizeyin acilabilir olmasi i¢in
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(@) =0
olmalidir. Bu ise ¢p* =sabit olmas1 demektir (Senyurt, 1994). Bunu da su teorem ile

verebiliriz.
Teorem 3.1.10.

(C) egrisinin olusturdugu regle yiizeyin agilabilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart

¢* =sabit olmasidir (Senyurt, 1994).

Ayrica

T K

vektoriniin s-ye gore diferansiyeli alinir, gerekli kisaltmalar yapilir, reel ve dual

kisimlarina ayrilirsa

_ (k1?ky' —kqky 1) t+ (ko2 ke —kika ko' )b

dc

(R4
I !
de* = (ka2ky'—kenky ko)t + (ke ko™ +2kiks "k —kakoler™ —kiks Ky "=k "kaky ')t
w3
!
(k22k1'—klkzkz')b*+(k22k1* +2koky ky —k1koko *’—klkz'kz*—kzkz'kl*)b
w3

olur.
Buradan da
<dede>= (k21 —xr'1)  + (22—t )

’ l'w||®
ve
<dedct>= (KZT’—KK’T)(KZT*’+2KK*T’—KTK*’—KK"E*—K*‘EK’)

) =

e

!

!
%k’ —xtt) (%t +21t' K —kTrt —kt T -1 k)

e

bulunur. Bu ifadeler

<dc,dc*>
P =2
<dc,dc>
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de yerine yazilir ve gerekli sadelestirmeler yapilirsa

! !
_ (kl*kz+k1k2*)(k1k1’—kzkz’)+(k12+k22)(k1* ky—kiks* )+2k22k2*k1'—2k12k1*k2'
¢ (ka2 +ky2) (ke ky —koky )

(3.33)
elde edilir.

Burada

ki k'
ky  kp'

olmalidir.
Teorem 3.1.11.
(C) — nin olusturdugu regle yiizeyin drali

ko
ky | kg

olmak Uzere (3.33.) ifadesi ile verilir (Senyurt, 1994).
3.2. Dual Involiit Evoliit Egri Ciftleri
Tamm 3.2.1.

@1 - 1ID% ve f:1—ID?® birim hizli dual egriler olsun. Eger @& dual
egrisinin tegeti ile § dual egrisinin tegeti ortogonal ise, § dual egrisi @ dual egrisinin
involutii veya @ dual egrisi 8 dual egrisinin evoliitiidiir. Tanimdan & dual egrisinin

tegetini T, § dual egrisinin tegetini de R, olarak belirtirsek,
<T,R;>=0 (3.34)

yazabiliriz.

Teorem 3.2.1.

@ ve [ dual egrileri verilsin. Eger, § dual egrisi & dual egrisinin involiitii ise
B(s) = a(s) + [(c1 = 5) + £c,]T(s) , 1, ¢, € IR

seklindedir (Senyurt vd. 2015).
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Ispat
Tanim (3.2.1.) geregince baz1 A(s) fonksiyonlari igin,
B(s) = @(s) + AT(s), A(s) = u(s) + u*(s). (3.35))
yazilabilir.
(3.34.) deki denklemin s ye gore tiirevini alip (2.32.) daki Frenet formillerini

kullanirsak

§=(1+%)T+AKN

denklemini elde ederiz.

Burada @ ve 8 dual egrilerinin parametreleri sirasiyla s ve s* dir. Buradan

ds* di
R1 E = (1 + g) T + AkN (336)
(3.36.) denklemi ile T nin i¢ ¢arpimi
ds” aa
S (T Ry) = (1+)(T,T) + AT, kN) (3.37.)

seklindedir.

Involiit-evoliit egri ¢iftinin tanimindan

(T,R1) =10

yazabiliriz (Sekil 3.2.). Bu son esitligi (3.37.) denkleminde yerine yazarsak ,

1+%4

ds

0ve == (u(s) + eu’(s)) = -1 (3.38)
elde ederiz. Buradan
W(s)=—1veu; (s) =0
bulunur. Son denklemlerden integralini alarak
U(s) =c;—sveu(s) = ¢, (3.39))

elde edilir.
(3.39.) denklemini (3.35.) denkleminde yerine yazarsak,

B(s) — a(s) = [(c; — 5) + £c,]T(s). (3.40))

ispat tamamlanir.
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N R,
T R
a(s)) — B B(s)
R
(@)
B
, ®
0
Sekil 3. 2 Involiit evoliit egri ¢ifti (Senyurt vd. 2015)
Sonug 3.2.1.
@ ve B dual egrileri arasindaki uzaklik |c; — s| + ec, dir.
ispat
(3.40.) denkleminin normunu alirsak,
d(a(s),f(s)) = lc; — s| + ec, (3.41))
elde edilir.
Teorem 3.2.2.

@ ve B dual egriler olsun. Eger § dual egrisi & dual egrisinin involiitii ise bu

durumda @ ve 8 dual egrilerinin dual Frenet vektorleri arasindaki iliski
R,=N
R, =—cos®T +sin®B (3.42)
R; =sin®T + cos® B
seklindedir (Senyurt vd. 2015).
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Ispat

(3.35.) denkleminin s ye gore tirevini alirsak

B'(s) = Ak(s)N(s), A = (c; — 5) + €c,
ve

1B ()| = 2xe(s)

béylece £ nin tanjant vektori bulunur.

R, = F® _ AN
L7l s

Eger denklemi diizenlersek
Ry = N(s)

(3.43.) denkleminin s ye gore tirevi alinirsa
B7(s) = —Ak?(s)T + (Ak' — k)N + AktB
elde edilir.
Eger B'(s) A B"(s) vektorel carpimini hesaplarsak

B’ A B = A%Kk?TT + 21%Kk3B
B’ A B vektdriniin normu,

17 A B7|| = 26VeE T 2
seklindedir.

f dual egrisinin dual binormal vektorii,

l

e

!

1877 B |

formalinden (3.44.) ve (3.45.) denklemleri kullanilarak

A
A

=

R3=

|

=
=

T K
V2 +12 Vi2+12

R3
seklinde elde edilir.

£ dual egrisinin dual asli normal vektoriinden
Rz = R3 N Rl
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ve

(3.48)

seklindedir.

@ egrisinin dual Darboux (ani donme) vektéri W ve dual birim binormal

vektoril B arasindaki dual agis1 @(® = ¢ + €¢*, €2 = 0) oldugundan

T

Vi2+12’

K

VK2 +7?

cos® =

sin® = (3.49.)
yazabiliriz.

(3.48.) denklemini (3.45.) ve (3.46.) denklemlerinde yerine yazarsak ispat

tamamlanir
R,=N
R, =—cos®T +sin®B
R; = sin®T + cos® B (3.50.)
Vektorlerinin reel ve dual kisimlarini ayirarak yazarsak
rn=n
r,=—cos¢pt+singb

r3 = sint +cosPp b

n=n

TS = —cos pt* +sing b* + ¢*(sin ¢t + cos ¢ b)
3 =singt*+cospb* + ¢p*(cospt* —sing b*)
seklindedir.

sin® = sin(¢ + £¢p*) = sin¢ + £d* cos ¢

cos ® = cos(¢p + £¢p*) = cos p — £¢p* sin P

oldugunu biliyoruz. Eger

T

VK2 412

sin® =
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ifadesini reel ve dual kisimlarina ayirirsak

.= k1
singg = ——
¢ ki+k3 '

- k2+ki—2k ko ki—2Kk3K

COS(p — 1 2 1R21 22

b (kf+K3)?

elde edilir. Benzer sekilde

ifadesini de reel ve dual kisimlarina ayirirsak

j— kl
cos ¢ =
¢ ki+ks’
. T 2kE+Ki+2kqkok—kik;—kIk]
sing = = 2. 242
P(ki+k3)
elde edilir.

R, R, ve R; ve Ry, R;, ve Rj vektorleri arasindaki iliskiler:
R, = PR,

Ré = _PR1 +QR3

seklindedir.

BuradaP = p + ep*, Q =q+eq* smasiyla S involiit egrisinin

torsiyonudur. Bu son denklemin reel ve dual bilesenleri

r_
rn =pn;

r, = —pr; +qr;
r3 = —qr,

T =p'r,tpr

*I

r, =-p'ry—pri +q'r3+qr;

*! _ * *
3 =—q T, —qr,

seklindedir.
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BIA BT VK2+12 BT [T RTIT > )
= ”ﬁii | _ Y+ ve Q = M = — seklinde bulunur. P ve Q nun reel
18"l e 8" 8" e

ve dual kisimlari,

x ka(kiks—kik;)

k)
uk? /k§+k§

p (3.53))

seklindedir (Senyurt vd. 2015).

3.3. Dual Involit Frenet Uclusii Tarafindan Uretilen Regle

Yiizeylerin invaryantlar

Bu béliimde, (3.42.) denklemindeki S dual involiit egrisinin dual Frenet
vektorleri tarafindan olusturulan [R,], [R2] Ve [R3] kapali regle yiizeylerin integral

invaryantlarini hesaplayacagiz.

Dual kiresel hareketteki, {R;, R,, R5} dual ortonormal sistemi Vt € IR aninda
WP ani dual Pfaff vektori etrafinda dual bir donme hareketi gergeklestirir. Ani dual

Pfaff vektoriiniin yon ve dogrultusu
¥ = QR, + PR;. (3.54.)
ile verilir.
Dual Steiner vektori dual involiit egrisinin dual Frenet gatisina bagl olarak
D =R,$Qds+ R; ¢ Pds. (3.55.)
denklemi ile verilir.
Eger (3.55.) denklemini reel ve dual kisimlarina ayirirsak,

d=7$qds+r;$pds , (3.56.)

F=r1¢q*ds+r1*%qu+r3fp*ds+r§‘§pds
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seklindedir.

Simdi kapali regle yiizeylerin integral invaryantlarini hesaplayacagiz.

3.3.1. [R;y] Tarafindan Olusturulan Dual Regle

Invaryantlar
Teorem 2.4.1. den [R,] kapali regle yiizeyinin dual agilim agisi,
AR1: _<51 Rl)y

formallinden (3.55.) denklemini kullanirsak,
AR1= - % st

=—$qds—c$q'ds

olarak elde ederiz.

YUzeyin

(3.57.)

(3.53.) denklemindeki g ve q* degerleri (3.57.) denkleminde yerine yazilirsa,

a/ k J)*,—k*aﬁ’
AR1: —ﬁu—klds —SﬁlﬂTldS
elde edilir (Bilici, 2017).

Sonug 3.3.1.

(3.58.)

(2.52.) ifadesinden [R;] kapali regle yiizeyinin agilim agisi ve agilim uzunlugu

sirastyla,
¢F!
Ag, = — d
fa f pky *
k ! _ k* N
! pki
.- . . . (dTl,de)
Tamim 2.4.3. den [R;] kapal regle ylizeyinin drali Pp, = ———, (3.52.)
(dry,dry)
denkleminde dry ve dr; degerleri yerine yazilirsa
_r
Py, = g (3.59.)
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Sonug 3.3.2.

R; tarafindan olusturulan [R;] kapali regle yiizeyinin agilabilir olmasi igin

gerek ve yeter sart p* = 0 olmasidir.

(3.53.) denklemindeki p ve p* degerleri yerine yazilirsa,

_ ka(kik3—Kkiky)

P, =
Ry kq(k3+k3)

(3.60.)

elde edilir.
Teorem 3.3.1.

R; tarafindan olusturulan [R;] kapali regle yilizeyinin agilabilir olmas1 igin
gerek yeter sart k, = 0 ve :—j = :—j olmasidir (Bilici,2017).
3.3.2. [Ry] Tarafindan Olusturulan Dual Regle Yiizeyin
Invaryantlar

Teorem 2.4.1. den [R,] kapali regle yiizeyinin dual agilim agisi,
Ag,= —(D,Ry) dir.
Boylece, (3.54.) denklemini kullanarak,

Ag,=0 (3.61.)

elde ederiz.

Sonug 3.3.2.
(2.52.) ifadesinden [R,] kapali regle yiizeyinin agilim agis1 ve agilim uzunlugu
sirastyla,
Ag, = 0ve Lg, =0 dir.
Tanim 2.4.3. den [R,] kapali regle yiizeyinin drali

_{drp,dry)
Rz — (dry,dry)

dir.

(3.52.) denkleminde dr, ve dr, degerleri yerine yazilirsa
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Pr, = pp+49” (3.62.)

2 p2 +q2
elde edilir.
Sonug 3.3.3.
g—: = —s ise R, tarafindan olusturulan [R,] kapali regle ylizeyinin agilabilirdir.

(3.53.) denklemindeki p, p*, q ve q* degerleri yerine yazilirsa,

_ ka(kik3—kikp)+o' (ki@ k1)
PRz = PRI ITCS . (3.63.)

elde ederiz.

Teorem 3.3.2.
ky(kiky — kiky) + @' (kid™ — ki¢p") = 0 ise R, tarafindan olusturulan [R,]
kapali regle yiizeyinin agilabilirdir (Bilici,2017).

3.3.3. [R3] Tarafindan Olusturulan Dual Regle Yiizeyin
Invaryantlar
Teorem 2.4.1. den [R;] kapal1 regle yiizeyinin dual agilim agisi,
Ag,= —(D, Rs).
Boylece, (3.54.) denklemini kullanarak,
Ag,= — § Pds.

= —§pds —ePpds. (3.64.)

elde ederiz.

(3.53.) deki q ve g* degerleri (3.64.) denkleminde yerine yazilirsa,

/k2+k2 «_px
_ s — g grelakahik) oo (3.65.)

M= = pky $ uk? [K2+k3

Sonug 3.3.4.
(2.52.) ifadesinden [R;] kapali regle yiizeyinin agilim agisi ve agilim uzunlugu

sirastyla,
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[k2+k2 x_px
/‘lR = _¢ ! : dS ve LR = é—kZ(klkz kikz) dS
3 #kl 3 ukz k2+k2
11} 1 2
dir.Tanim 2.4.3. den [R3] kapali regle yiizeyinin dralli

_{dr3,dr3)
R3 - (dT3,dT3),

(3.52.) denkleminde dr; ve dr; degerleri yerine yazilirsa

Py, = % (3.66.)

elde edilir (Bilici, 2017).

Sonug 3.3.5.
R; tarafindan olusturulan [R3] kapali regle yiizeyinin agilabilir olmasi i¢in gerek ve

yeter sart ¢* = 0 olmasidir.

(3.53.) denklemindeki q ve g* degerleri yerine yazilirsa,

ki —kiD'
PR3 = 11(1—(7)'1 (367)

elde edilir.

Teorem 3.3.3.

R; tarafindan olusturulan [R3] kapali regle ylizeyinin acilabilir olmasi igin

gerek ve yeter sart % = % olmasidir (Bilici, 2017).
1
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4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1. C Tarafindan Olusturulan Dual Regle Yiizeyin Invaryantlar

Bu bolimde, # dual involiit egrisinin C sabit pol egrisi tarafindan iiretilen
kapali regle yiizeyin integral invaryantlarin1 hesaplayacagiz. Bunun i¢in 6nce su

hazirliklart yapalim.
Ry =mr +eryf,
(3.50.) ifadesinden yararlanarak,
<R{,R{ >=<N,N >=1,
<rn +terf,n+ery >=1,
<rn,n>+2e <,y >=1,
<r,n>=1<nr,r>=0 4.1)
elde edilir.
Ry =1y + ey,
(3.50.) ifadesinden yararlanarak,
<Ry,R,>=<—cos®PT +sin®B,—cos®PT +sin®B >,
=<T,T>cos?®—2<T,B>sin®cos®+< B,B > sin?®
=1
<rpter,rnter, >=1
<1y >42e <y, >=1,
<1, >=1,<rr >=0 4.2)
elde edilir.
Ry =13 + ery,
(3.50.) ifadesinden yararlanarak,
<R3,R; >=<sin®T +cos®PB,sin®T + cos® B >,
=<T,T>sin?®+2<T,B>sin®cos®+< B,B > cos®* D

=1
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<ryt+ers,rz3terg >=1
<1313 > +2e < 13,13 > =1,
<r3r3>=1,<r31r3>=0
elde edilir.
(3.50.) ifadesinden yararlanarak,
<R,R, >=<N,—cos®T +sin®B >,
=—<N,T>cos®+< N,B >sin®
=0
<rn+erf,rp+er, >=0
<r,r>te(<r,ry>+<r,n>)=0,
<r,n>=0<rr>+<r,rn>=0
elde edilir.
(3.50.) ifadesinden yararlanarak,
<R{,R; >=<N,sin®T + cos®B >,
=< N, T >sin®+< N,B > cos®
=0
<r+er{,r3+ers >=0
<r,r3>te(<r,rs >+<r,r>)=0,
<n,r>=0,<r,r3>+<r,r3>=0
elde edilir.
(3.50.) ifadesinden yararlanarak,
<RyR;>=<—cos®T +sin®B,sin®T + cos®B >,
= —<T,T>cos®sin®+< B,B > sin ® cos ®
—<T,B>cos?®+< B, T > sin>? ®
=0

<rtery,rzt+er; >=0
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<1y, 13> +e(<1y,13 >+ <1y,13>) =0,
<113 >=0, <113 >+<1y,13>=0
elde edilir.

Ayrica f§ egrisinin dual egriligi,

P=p+ep”
dual burulmasi
Q=q+eq
olmak Uizere
R, 0 P O01[R;
%Rz :[—P 0 Q] R,|.
R3 0 _Q 0 R3

P ani dual Pfaff vektorii ile R; vektorii arasindaki act @ = ®(s) ise

P = ||?||. cos D,
Q=||?|.sin®,®=¢ +e¢

seklindedir.

(4.6.)

4.7.)

(4.8)

(4.9)

(4.10.)

¥ ani dual Pfaff vektorii yonundeki birim dual vektor C = C(s) = ¢(s) +

ec*(s) ise

17l =yP2+ @720
olmak tizere

F=_9 P

C= T Ry + 12 Rs

elde edilir. P ve Q nun (4.1.) deki degerleri yerine yazilirsa
C = sin ® R, + cos PR,
bulunur.
sin ® =sin¢ + e¢p* cos P,
cos® = cos¢p — e¢p*sinp

Teorem 2.4.1. den C kapali regle yiizeyinin dual agilim agist,
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A= —(5, C)
=—(R,$Qds + Ry § Pds,sin® R, + cos DR;)
Isleminde gerekli sadelestirme ve kisaltmalar yapilarak,

Ae=—singp$qds —cosp$pds —e(p*cosp $qds+sing $q*ds —
¢*sinp pds + cosd §p*ds) (4.14.)

elde edilir.

(3.53.) deki p, p* , q ve q* degerleri (4.14.) denkleminde yerine yazilirsa,

3 /kl k2
—=—smq.’>gﬁ ds—cosqbgﬁ

ds

/k +hy?
—e| ¢* cosgbgﬁ—ds+smq,’>gﬁMd —¢*sing § S

ds

+ coscﬁgﬁwds (4.15.)

uk? /k§+k§
elde edilir.

(3.31.) ifadesinden Agz= Ag — eLg oldugundan, C kapali regle yiizeyinin acilim agis1

ve acilim uzunlugu (4.14.) denkleminden;
dg = —sing $qds—cosp $pds,
c=¢ cospPqgds+singfq ds—d*sinp$pds+cospPp*ds (4.16.)
bulunur.

(3.53.) deki p, p*, g ve g* degerleri (4.16.) denklemlerinde yerine yazilirsa,

/k +hy?
¢ 51n¢§ﬁ¢ ds — cos g $I——

ds,

/kl +k2

+cos¢ ¢ kalakikiks) g (4.17))

uki [KE+k3

kidp* — ki’
ke

Lg =<,l_)*cosq.’_>f ¢

ks ds — ¢* sm(l)f
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elde edilir. O halde, (2.64.) den bir birim dual kiiresel kapali C = C (s) egrisinin

cevreledigi kiiresel alani

Fe=2n(1—-n)+ (A — €L¢)

/kl +k2

k¢ — ki’
pk?

=2n(1—n)+ (—smgbgﬁ—ds—cosqbgﬁ [l ke ds

ds — ¢~ sm¢>§£

—&| + cos (f)fﬁwds (4.18.)

uki [KE+k3

dir. Tanim 2.4.3. den C sabit pol egrisi tarafindan iiretilen kapali regle yiizeyin drali

<dc,dc*>
<dc,dc>

Pe=

dir.
(4.12.) den C sabit pol egrisinin reel ve dual kisimlarini ayirirsak,

C=1,sing +1r3c05¢,p = d(s) (4.19.)

" =1¢*cos + 1 sing +r;cos¢p —r;p*singd (4.20.)

elde edilir. (4.19.) deki denklemin s yay parametresine gore tlirevi alinirsa,

dc = (r,¢' cos P +r{sin P + 13 cos p — 3¢’ sin p)ds (4.21)
olur.
T = qr3,
T3 = —pry

degerleri (4.21.) denkleminde yerine yazilir ve (4.10) denklemlerinden elde edilen
gsing = pcos¢
esitligi gbz Online alinirsa

dc = (ry¢’' cosd — 3¢’ sin¢p)ds (4.22)
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olur. O halde
(dc,de) = ((r ¢’ cos p — 130" sin ¢p)ds, (1,0’ cos ¢ — 3¢’ sin P)ds)
= ({r1, 11)(@")? cos? ¢ + (r3,13)(@")? sin® $) (ds)?
= (¢")?(ds)? (4.23)
bulunur.
(4.20.) deki denklemin s yay parametresine gore tiirevi alinirsa,
o =ri¢ cos g +7($7) cosd i@ sind + (17) sin g + ¢ cos §
tricos —r3¢'sing — (15)' ¢”sind —r3(¢*) sing —ri¢p*@’ cos p
(4.24.)
olur.

()" = qry +q’r,,

T = qry,

(r3) = —p'r, —pry,

r3 = —pr;

degerleri (4.24.) denkleminde yerine yazilirsa,

% = 1((§") cosp — "' sing) + 1’ cos ¢ +15(q" cos b — p cos
+q"sing +p ¢ sing) + r;(qsing + pd*sind) —r3¢'sinp
—13((¢")'sing + ¢*¢' cos P) (4.25)

bulunur. O halde
(de,dc’) = ((r1¢' cos @ — 3¢ sinP)ds, (11 ((¢") cos p — ¢* @’ sin P)

+17 ¢’ cosd +12(qp" cosp —pcos¢p +q”sin
+p*¢"sing) + 75 (qsind + pd”sin @)
—73¢'sing — 75 ((¢*)'sin @ + ¢’ cos §))ds)
= ¢'((¢")' cos? ¢ — ¢’ cos p sinp — q cos® ¢ sin
—p$” cos? psing — gsin® ¢ — pg*sin® ¢ + ¢’ sin? ) (ds)?
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(4.26.)

elde edilir. (4.23.) ve (4.26.) ifadeleri

<dc,dc*>
PC_' = —
<dc,dc>

de yerine yazilirsa

5'((5*)’ cos? p—¢* @’ cos ¢ sin p—q cos? ¢ sin @)

Ps = 3
Cc ( (¢')2

@' (=p@* cos? ¢ sin p—q sin® p—p¢p* sin® ¢+’ sin? ‘7’)) (ds)?

' @ (@

o cin o Frcin Fa (F cne2 Fol FAE coe T ocin Fa ! cin? 7

_ —asing-p'sing+(3") cos; ¢°¢ cosgpsingrd sy 57

elde edilir.
Sonug 4.1.1.

C sabit pol egrisi tarafindan {iretilen kapali regle yiizeyin drali (4.27.) denkleminde
verilmistir.

Regle yiizeyin agilabilir olmast i¢in ¢’ # 0, k; # 0, u # 0 olmak lizere ¢* = 0 ve

- 1
¢ = arcsin—
ukq

olmalidir.

191l = /P2 + Q2

IZIl = \/p? + q% + 2e(pp* + qq%),

! !
pp'+qq"+&(p'p*+pp" +q'q" +aq" )

P = — ,
C_QR+PR o o .- sre tiirevi al
= _||¢|| 1 _||¢|| 3 egI’lSH’lll’l S-ye gore urcvi alnirsa,
= _ (Q'R1+QR1+PR3+P'R3)|IP|-|IP|I' (QR1+PR>)
dc = 2 s,

Reel, dual kisimlarina ayrildiginda ve gerekli kisaltmalar yapildiginda,

dc = p2q'r1—pp’ qri+q®p'r3—qq’ pr3+elri(p?q’-pp'q)+73(a’p'-aq4'p)
&3
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! !
+71(p?q* +2pp*q’-pp'a’-ap'p*-avp*)
1213

! !
+75(a%p" +2q4"p"-qa'p*-pa'a*-paa*')]
13

ds

Son denklemi reel ve dual kisimlarina ayirirsak,

de = n@ta-pr'ars@’r’~qa’p) o
1z13 '

* * *, * * * *,
—  ri(p?q’-pp'q)+7ri(a*p'—qq'v)+r1(p?a" +2pp*q’-pp'q*—ap'v*—qpp
dc* —
N 1213

! !
+75(a%p" +2q9"p'-qa'p"-pa’a"-paq”’)
&3

ds

olur. Buradan da

2.0 2+ 2.0 1.2
(p%q"-pp'q)"+(q%*p"'-q4q'p) (ds)?,

<dc,dc >= —
eie

_ (p*a’-pp'a)(v?a* +20p"a’-pp'a"-ap'p"-app")

<dc,dc* > —
&6

! !
+(a%p'-aa'p)(a?p* +24a*p'-qq'v*~pa’¢*~paq*’)
nelne

(ds)? (4.28)

elde edilir. Tanim 2.4.3. den C sabit pol egrisi tarafindan iiretilen kapali regle

yuzeyin drali
<dc,dc*>
P(j - <dc,dc>

dir. (4.28.) ifadesindeki < dc,dc* >, < d¢,dc > degerleri P yerine yazilirsa

_ (0*+a?)(pa” -ap” ) +(@?+a*)(0*a’-a"p") +(va’-ap')(a*a-p"P)

P; = Tl (4.29.)
elde edilir.
Sonug 4.1.2.

C sabit pol egrisi tarafindan iiretilen kapal regle yiizeyin drali (4.29.) ifadesi
ile verilir.
Bu regle yiizeyin acilabilir olmasi i¢in yeter sart
pq” —ap” =0,
p'q' —qp' =0
esitlikleriyle beraber pq’ — qp’ = 0 veya q*q — p*p = 0 olmasidur.

Birinci durumda
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elde edilir.

Ikinci durumda

*, * !

bp_Pp bp _ P

4

7 = =

a ¢ @ q
esitlikleri elde edilir. Birinci veya ikinci durum saglandiginda regle yuzey acilabilir

olur.

(3.53.) denklemindeki p, p*, q, g* degerleri gz oniine alindiginda,
1 _ Bka(kakg—kika)—p'kq (KE+K3)

u2k§Jk§+k§

« uk%[k§k§(k§+k§)+(k1k2k§’—kik%)(k§+k§)+k{k2(—Zka%—2k§k{
P= u2kt (k2+k3) /2
+kykiky+k5k)]+(kE+kZ)(kokiks—kik3)(—p'kZ—2puk 1 kY)
w2k +k3) 2
q = u(p" k1—kip")—p'k1 @’
n2kg

25! = =11, % 15! I / ! 271
«f _ W(kTP" —Kiki ¢ —k1¢p ki—k1k @ +2k k1P ) k1(k1d" ki) 4.30
q - szi ( " ')

elde edilir. (4.30.) de bulunan esitlikler (4.29.) da yerine yazilirsa,

/k§+k§

u(kl(k@*"—Eb”ki)+<7)’(kiki—ki'k1)+k1(ki$’—k1$*')>+u’k%(kﬁh’—&*')]

P = e
<7>’[uk%(k%+k%)<kz(klk;'—k’{'kz)+kz(k£k§—kik£)+k£(k1k;—kik2)>]
N 31,5(1,2 2 3/2
u3k3 (ki +k3)
n @' ky(kyks—kik) [ k2 (k2+k3)+2pk ik (k2 +k2)+uk?(kik]+kak})]
3
w3k§ (k3 +k3) 2
+ kalkakes —kika) (" ka =" ke1) ~p'ks 9] (k2@ 118" ko (s ks~ )"k (K +K3))]
T - T
W (k+k3) 2 WK (i +K3) 12
[(k@*'—k’;&’) /k%+k%+k2<k1k§—kikz)][(k%+k%)(k1$"—k{5’)+$’k2(kikz—klk;)]
+ 204022 /2 (12412 1 (512
u?kt(kf+k3) (k1+k2+(¢) )
(4.31)
elde edilir.
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Sonug 4.1.3.
(€) nin olusturdugu regle yiizeyin drali (4.31.) denklemi ile verilir.
Regle yiizeyin agilabilir olmasi igin yeter sart k; # 0 ve u # 0 olmak Uzere
kiky —kik, =0,
kiki —ki'k, =0,
kik; — kik; =0,
k1¢_)*’ - kI¢_>’ =0,
k™ = ¢"k; =0,
k14;’ - <I-'_)*’ =0

esitlikleri saglandiginda Pz = 0 olmasidir. Bu esitliklerden yararlanarak

ke _ K _ kI K k3 _ " _ 3
PN e s —_*,,vekl— =7
ka kK3 ky ki ¢ ¢ ¢
elde edilir.
Ornek 4.1.

Birim dual kiire tizerinde birim hizli olan
a(s) = Gcoss,— sins,%coss) +¢ Gsins,coss,%sins)
egrisini alalim.
Bu egrinin dual evoliit egrisinin tegetler, asli normaller ve binormaller gostergelerine
E3 de karsilik gelen regle yiizeylerini bulalim.
Oncelikle @(s) egrisinin birim dual teget vektdriinii hesaplayalim.
T=t+et"

=a’(s)

= (—%sins,—coss, —%sins) + € Gcoss,— sins,%cos s)
Yani birim dual teget vektoriiniin reel ve dual bilesenleri soyledir;
t = (—%sins,—coss,—%sins) vet' = Gcoss,—sins,%coss)
a(s) egrisinin yay parametresi :
s=[lla@l+ef(ta’(s)=s,lla'l=1
dir.
Involiit egrisi
f(s) = @&(s) + AT, A= (c—>s) +&d

1 1 . . V3 V3(c-s
= (Ecoss +E(C — s)sins, —sins — (c —s) C0SS,—-COSS —%coss)
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V3(1-d)

+s(¥sins+§(c—s)coss,(1—d)coss — (c —s)sins, sins +

V3
~ (c —s)cos s)

£'(s) = (— % (c —s)coss,(c—s)sins, — \/3(;_5) cos S)

c—S) . d . V3d
+£(—(2—)sms —Ecoss,dsms— (c—s)coss,—Tcoss —

2
£ ' (s) egrisinin dual ve reel kisimlari

MCOSS>

B'(s) = <_%(C_S)COSS,(C—S)sins,— >

’ (C_S). d .
B (s)= |- > sms—icoss,dsms—(c

V3d V3(c —s) Sins)

—5) coss,—Tcoss -
dir.
[ (s) egrisinin yay parametresi § = § + £5* olsun.

= [UB' S + & [6rs, B () = (cs —2) + eds

elde edilir.

%1}

S=c—s+ed=1,1=(c—s)+ed

”E,(S)” =(c—s)+ed=21

Involiit egrisinin tegetler, asli normaller ve binormaller gostergelerine E3 de karsilik
gelen regle ylizeylerini bulalim.

B'(s)
R, = =
LB o)

1 : V3 1. V3 .
= (—3coss,sins, ——-coss )+ &(—sins,—coss,——sins
R; in reel ve dual kisimlari;
1 : V3
r = (—3coss,sins, ——-coss

*

1 . V3 .
rf =(—3sins,—coss,——sins
dir.

R. = BB )
37 B )R
71



=(£,O,_1)+S(N_3d,0 ﬂ)

2 2 c-s ' ’c-s

R2: R1 /\RZ
1 . V3 . 1 . V3
= (;sins,coss,—-sins + € —5C0ss,sins, ——-CoSs

£ (s) egrisinin dual egrilik ve dual burulmasimi hesaplayalim.

_BeB el _1
Bor

aet(B'OB"DB"S) _

S TN ITET &
dir.
o J- 5 _dRy d§ 1 _dRy , 1 _ AR
R; = P.R; oldugundan R, = P o A 3 olup R, = — dir.
¢ = PRstORs

_ (V3 1 2v3d , 2d

=(F.0-))+e (5305

elde edilir. (2.64.) denkleminden birim dual kiiresel kapali R; = R;(s), R, =
R,(S), R3 = R3(s), C = C (s) egrilerinin cevreledigi kiiresel alanlari, sirasiyla,
(3.57.), (3.61.), (3.64.) ve (4.18.) denklemlerinden faydalanarak,

Fr, =2n(1—n)

FRZ = 27-[(1 - TL)

d
Fg, =2n(1—n)+ln(c—s)—s(

>+ c1,c1€R

d
F5=2n(1—n)+ln(c—s)—s(c_s

) +¢q,c1€R
bulunur. Simdi R;,R,,R; veC dual involiit egrilerinin regle yiizeylerini
hesaplayalim ve resmedelim.

[R,] = (—%,O,—%) +v(—%coss,sins,—%coss)

[R,] = (—?,O,—%) + v(%sins,coss,%sins)

[R] = €] = (0.222,0) + v (£,0,-2)

elde edilir. Burada —5<v <5, ¢ =d = 10 alindiginda Sekil 4.1., Sekil 4.2., ve
Sekil 4.3. elde edilir
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Sekil 4. 1 [R,] regle ylizeyi

Sekil 4. 2 [R,] regle ylzeyi
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Sekil 4. 3 [R5] = [C] regle yiizeyi

4.2.Blaschke Vektorler Tarafindan Olusturulan Dual Involiit Regle

Yiizeyin Invaryantlar

@:1 - R® egrisinin birim teget vektorii £(s) ve vektdrel momenti
t*(s) = a(s) A t(s) dir.
?(s) = t(s) + et*(s) dual vektorii birim dual kiire tizerinde bir dual egri ¢izer. Bu
egrinin Blaschke vektorleri sirasiyla,
Ay = d,(s) + edi(s) = T(s) = &(s) + et*(s)

7/

T (s) =1i(s) + en’(s)

Ay = dy(s) + edy(s) =

Ay = ds(s) + ea;(s) = A, AN A, = B(s) + eb*(s)
dir
Tanimm 4.2.1.
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@:1 - ID3ve (:1 - ID3 birim hizli dual Blaschke egriler olsun. Eger & dual
egrisinin tegeti ile § dual egrisinin tegeti ortogonal ise, § dual egrisi & dual egrisinin

involitii veya @ dual egrisi 8 dual egrisinin evoliitidiir.

& dual egrisinin tegeti 4, , § dual egrisinin Blaschke vektorleri A, A,, A,

olmak iizere, § dual egrisinin tegetini de /Tl olarak belirtirsek, Tanim 4.2.1. den

(A)l, ILTl) =0 O|UI’

- -

/fl, A,, A; Blashke vektorlerinin invaryantlarini hesaplanabilir. Bunun igin énce su

on hazirliklar1 yapalim.

t*=dant (4.32)
i =aAn (4.33)
b*=dAb (4.34)

=tAt+e(EAt +T AE)=0
=tAt=0
= tAt +EAE=0 (4.35.)
TAN = (£+ &) A G+ 1)

= IAR + AR =D (4.36.)

=t (4.37)

& +b* AL=T7" (4.38.)



T4

143

)
Il

T4

T4

T4

T4

T4

T4+

(4.39.)
(4.40.)
(4.41.)
(4.42.)
(4.43.)
(4.44.)
(4.45.)

= E AT esitliklerinden

t(s)+ et *(s) olsun. Teget vektori de t ve vektorel

-

-

(s) A ?*(s) olmak tizere t =7 ve

>
a

“(s)
B egrisinin Blaschke vektorleri sirasiyla,

2

momenti ¢t

E egrisinin lireteg vektorii T

-

*
1

ea

_|_

=t(s)+et*(s) = a

T~
Il

e_A
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:Hzﬁ'l‘gﬁ*zczlz‘l‘géz*

=4

A2=

~i

~i

1423 :jl/\jz :&3'{‘8&3*
dir. @ dual egrisinin involiit egrisi 5 olmak tizere (3.35.) den,
B =@+ A8(s), 2 = ¢ — s + ed yazilir. Tiirevi alindiginda (4.43.) denkleminden,

ﬁ’ = Ak7 elde edilir ve

I3l = x

dir.

E*=fAt
=(@+ ) AR
= 17"+ Ab

A, =T =7 +e(ii* +Ab)

Denklem (4.41.), (4.44.) ve (4.45.) den yaralanarak /_T)l in tiirevi hesaplanir.

=/ - -

A, =—kt+7tbh+e¢ (—Kf* +1b* —tii(c — s)) (4.46.)

S

A; tiirevinin normu ise

A, | = v+ =2 (4.47)

olarak bulunur. /Tl nin turevini bulurken (4.40.), (4.42.), (4.43.), (4.44.) ve

(4.45) denklemlerinden yararlanilir.

7

A, =—k't—Kk*R+7Db—1%
+e(te(c—s)t—t'(c— )t —t%(c — )b — k't + (—k2 — 27" + T'E*>

(4.48.)

- I

A; niin tirevini hesaplamak icin ise (4.40.), (4.41.), (4.42.), (4.43.), (4.44.) ve

(4.45) denklemlerinden yararlanilir.

i

A, = (k" + K3+ k)i + (“3k'k — 3T DA+ (=2t + 1" — 3)b
+e[(zt'r(c — 5) + K'T(c — 5) — kDT + (c — s)(—t" + T2 + Tk D)7d
+(—x?—17'(c - S))B + (=" + K3 + k)T
+(=3k'k = 3t'0)n* + (—k?1+ 1" — T3)B*] (4.49)
O halde jz vektoriindeki (4.42.) ve (4.43.) denklemlerindeki esitliklerini yerine

yazarsak
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—KE+T5+£(—KE* +TB*—TT7(C—S))

VK2 412

A, = (4.50.)

elde edilir. (3.49.) denklemindeki esitlikleri kullandigimizda ise,

jz = —cos®t + sin®b + ¢ (—cosCTDE* + sin®b* — sin®7(c — s))

bulunur.

A; denkleminde ise A, =17 + e(fi* +Ab) ve (4.50.) denklemindeki A,

vektoriniin esitligi yerine yazilip vektorel carpimlarini inceledigimizde (4.35.),

(4.36.), (4.37.) ve (4.38.) denklemlerini kullanarak

2 kb +Tl+e(—K7AL)

4 =—"me
buluruz. (3.49.) denklemindeki esitlikleri kullandigimizda ise,

(4.51.)

Ay = cos®b + sin®F + e(—cos®iir), A= c — s + &d
elde edilir.

(4.47.) denklemindeki esitlik yazildiginda

P=||A|
= VK2 + 12
K2+ k2 + e akithal
/k§+k§
=P+ ep’ (4.52.)

dir ve Q egrisini hesaplamak icin ise (4.46.), (4.47.), (4.48.), (4.49) denklemleri
yerine yazildiktan sonra determinantini hesaplamak icin de (4.35.), (4.36.),
(4.37.), (4.38.), (4.39.) denklemlerindeki esitlikler kullanilarak

AR TRNNTT
det(A1 A JAq )

Q=

> 2
]

" (c—s)(z' +K’)]

K2+712

=0+¢ [—KZ(KZ +1) +K't(c—95)(t—k) +

=q+eq, (g=0) (4.53)
bulunur. O halde /fl,jz,/i Blaschke vektorlerinin invaryantlar sirasiyla
asagidaki gibi bulunur:

k" (c — s)(t' + k')
K? + 12

Lz, = f [—K(KZ +1)+K't(c—95)(t—kK) +
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Ni,= —f Qds = —&Lg,

P* kyki koK
Pgl = ? = ﬁ (454)
Lz, =Ng,= 0
_ _ PP'+aq" _ kakitkzk;
P; = g KR (4.55.)
Lz, = fﬁ* ds = 7€ ka + k3ds
_ kiki + kyk3
o _ _ f 2 4 12
Ni,= %Pds 3€ ki+k5+e \/m ds
P, =% (4.56)

bulunur. Béylece asagidaki sonuglari verebiliriz.

Sonug 4.2.1.

(4,), (A,) nin olusturduklart regle vyuzeylerinin drali (4.54.) ve (4.55.)
denklemleriyle verilir.

Sonug 4.2.2.

(4,), (4,) regle ylizeylerinin agilabilir olmas1 icin yeter sart k; # 0 veya k, #= 0
olmak tzere,

kq
k>

Sonug 4.2.3.

Ky oo
= - k—l esitliginin saglanmasidir.
2

(4,), (4,) nin olusturduklari regle yiizeylerinin dralleri P4 , = Pg, olur.

Sonug¢ 4.2.4.

(43) nin olusturdugu regle yiizeyin drali (4.56.) denklemi ile verilir. Regle yiizeyinin
drali (4.53.) denkleminde g = 0 oldugundan tanimsizdir.
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5.SONUC VE ONERILER

Bu caligmada, bir dual egrinin dual involiitiiniin C sabit pol egrisi tarafindan
tretilen [C] kapali regle yiizeyinin integral invaryantlar1 arastirilmistir. Ayrica
involiit egrisinin Frenet vektorleri ve sabit pol egrisi tarafindan {iretilen
[R11,[R,], [Rs] ve [C] kapal1 regle yiizeyleri tarafindan smirlandirilan dual kiiresel
alanlar hesaplanmistir. Bulunan sonuglar bir 6rnekle resmedilmistir. Son olarak bir
dual egrinin dual involiit Blaschke vektorleri tarafindan iiretilen kapali regle

yuzeylerin integral invaryantlar1 hesaplanmis ve bazi sonuglar elde edilmistir. Benzer

calisma alternatif ¢atilar kullanilarak da yapilabilir.
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