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Hem frekansgt hem de Bayesci istatistik okullari, toplanan veriler veya
Olctimler icin gelismis istatistiksel araglara ve model segeneklerine sahiptir. Model
secim yaklagimlari, dogrusal tahmin edicilerin degiskenleri gruplayarak degistigi ve
model parametrelerinin sayisinin farkli olmadigi karmasik hiyerarsik modelleri
karsilagtirmanin zorlugu nedeniyle ilerlemistir. Tekrarli 6l¢tim verileri, ayn1 bagiml
degiskenin tekrarli Olgiimlerinin (gdzlemlerinin) zamana, mekana veya c¢oklu
durumlara bagl olarak iki veya daha fazla noktada alindigi bir boylamsal veri tipi
olabilir. Tekrarli olgtimler, dogasi geregi kiimelenmistir ve tipik olarak klinik
deneylerde, egitimde, bilissel psikolojide ve tedavi takibinde ortaya ¢ikar. Bu tez
calismasinin amaci, cesitli bagimli degisken tiirleri ile tekrarli 6l¢iim verilerine
hiyerarsik modellerde parametre tahminleri igin Bayesci Markov Zinciri Monte Carlo
(MZMC) yaklagimlarin farkli veri seti kullanarak uygulanmasi ve model segme
yontemlerinin incelenmesidir. Bu tezde, Bayesci Hiyerarsik modeller, ti¢ farkl
durum i¢in uygulanmaktadir: siirekli bagimli degisken (durum 1), kategorik bagiml
degisken (durum II) ve karisik bagimli degisken (durum III). Ug farkli MZMC
yaklagimiyla iki uygulama veri seti i¢in en uygun modeller belirlendi. Kurulan
modellerin karsilastirmalari, bir adet disarida birakma kriteri (LOO-IC), Bayesci
sapma kriteri (DIC), Bilgi karmasikligi (ICOMP), Watanabe uygulanabilir Bayesci
bilgi kriteri (WAIC) ve K-kat ¢apraz dogrulama olgiitleri kullanilarak yapildi.
Bayesci hiyerarsik modellerini tahmin etmek igin her durumda Metropolis-Hastings
(MH), Gibbs orneklemesi ve Hamiltoncu Monte Carlo yaklasimi kullanildi. Bu U¢
Bayesci yaklasimi i¢in bos model, rastgele kesisim modeli ve tam hiyerarsik rastgele
egim modelleri yerlestirildi. Hem s6zel 6grenme testi veri seti (ACTIVE ¢alisma veri
seti) hem de Damar Tikanikligi Hastaliklart (DTH) veri seti icin en iyi tahmin
performansina sahip model, her durumda, Hamiltoncu-Markov Zinciri Monte Carlo
yaklasimini kullanan tam hiyerarsik rastgele egim model oldu.

Anahtar SoOzcukler: Hiyerarsik, Bayesci, En iyi uyum, Model se¢imi, Bilgi
karmasikligi



ABSTRACT

BAYESIAN HIERARCHICAL MODELS FOR CATEGORICAL AND
CONTINUOUS REPEATED MEASURES DATA USING MARKOV CHAIN
MONTE CARLO APPROACHES

Endris Assen EBRAHIM
Ondokuz Mayis University
Institute of Graduate Studies

Department of Statistics
Ph.D. August/2022
Supervisor: Prof. Dr. Mehmet Ali CENGIZ

Both Frequentist and Bayesian statistics schools have improved statistical tools
and model choices for the collected data or measurements. Model selection
approaches have advanced due to the difficulty of comparing complicated
hierarchical models in which linear predictors vary by grouping variables, and the
number of model parameters is not distinct. Repeated measurement data can be a
longitudinal data type in which repeated measurements (observations) of the same
dependent variable are taken at two or more points depending on time, location, or
multiple states. Repeated measures are inherently clustered and typically occur in
clinical trials, education, cognitive psychology, and treatment follow-up. This thesis
aims to apply Bayesian Markov Chain Monte Carlo (MCMC) approaches to different
types of repeated measures data and model selection methods for parameter estimates
in hierarchical models with various outcome variable types. In this thesis, Bayesian
Hierarchical models are applied for three different cases: continuous outcome (case
1), categorical outcome (Case Il), and mixed outcome (Case Il1). We identified the
best-fitted models under two application datasets using the three MCMC approaches.
Comparisons of the fitted models were done using leave-one-out information criteria
(LOO-IC), Deviance informaticon criteria (DIC), Information complexity (ICOMP),
Watanabe applicable Bayesian information criterion (WAIC), and K-fold cross-
validation methods. We used Metropolis-Hastings (MH), Gibbs sampler, and
Hamiltonian Monte Carlo approach in all cases to estimate the Bayesian hierarchical
models. For these three Bayesian approaches, we fitted the null model, random
intercept model, and the full hierarchical random slope models. In all cases, the
model with the best predictive performance for the verbal learning test dataset
(ACTIVE study dataset) and Arterial Occlusive Diseases (AOD) dataset was the full
hierarchical random slope model using the Hamiltonian Monte Carlo approach.

Keywords: Hierarchical, Bayesian, Best-fit, Model selection, Information
complexity
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1. GIRIS
1.1. Hiyerarsik Tekrarh Olcum Verileri

Tekrarli O6l¢iim verileri, aym1 bagimli degiskeninin tekrarli 6l¢cumlerinin
(gbzlemlerinin) zamana, mekana veya ¢oklu durumlara bagl olarak iki veya daha
fazla noktada alindigr bir boylamsal veri tipi olabilir. Tekrarli Slgiimler, birey,
hayvan veya makine gibi ayni deneme iinitesinde birden fazla 6l¢iimiin yapilmasiyla
elde edilir (Liu, 2016b).

Yasam bilimleri, halk sagligi, biyo-istatistik ve epidemiyoloji, tarim,
Ekonometri, Sosyal Bilimler, cevre ¢alismalar vb. gibi gesitli disiplinlerde tekrarli
Olglim verilerini analiz etmek igin gelismis istatistiksel tekniklere olan yiiksek talep
nedeniyle, tekrarli 6lgiim verilerinde arastirmalar ¢ok hizli bir sekilde artmaktadir
(Twisk, 2006).

Tekrarli 6l¢tim verilerinin istatistiksel modellemesi, iki tiir bagimliligin varlig
nedeniyle karmasik hale gelir (Kang, vd., 2018):- birncisi, bagimhi ve agiklayict
degiskenler arasindaki bagimlilik ve ikincisi bagimli degiskenlerinin gdzlemlenen
Olgimleri arasindaki bagimliliktir. Genal olarak, bagimli degiskenleri iki turli
olabilir. Birincisi kategorik (nitel): sirali1 veya nominal ve ikincisi nicel: kesikli veya

surekli olur.

Tekrarl 6lgimli ¢ok degiskenli verileri analiz ederken, aynmi katilimcilardan
tekrarli olaylardan dolay1 Ol¢iimler arasindaki bagimlhiligin tiirii biiyiik endise
kaynagidir. Bagka bir deyisle, bireyler igindeki ve arasindaki korelasyonun dogasi
hesaba katilmalidir (Kang, vd., 2018; Rolfe, 2010; Tango, 2017).

Rastgele etkiler, karisik etkiler veya c¢ok duizeyli modeller olarak
adlandirilabilecek hiyerarsik istatistiksel modeller, birim gruplarini igeren ve yapi
icinde yuvalanmig veriler i¢in yaygin olarak kullanilir. Aragtirmacilar, tekrarli 6lgim
verilerini iki duzeyli bir hiyerarsi olarak inceleyerek, daha karmasik hiyerarsik model
yapilarina sahip olabilir. Kategorik, sayim, strekli ve ¢ok degiskenli karigik bagimli
degisken tlrleri iceren farkli alanlardaki genis metodolojik ¢aligmalardan
yararlanabilirler. Bu nedenle, bu tez ¢alismasi, sirekli, kategorik ve ¢ok degiskenli
karisik bagimli degiskenleri ile Bayesci dogrusal hiyerarsik regresyon modellerini
tekrarlt 6lglm verileri altina uydurmak icin MZMC yaklagimlarinin uygulanmasina

odaklanacaktir.



1.2. Bayesci Hiyerarsik Modeller icin Tekrarh Olgiim Veri Yapisi

Tekrarli dlgim verileri dogal olarak iki dlzeyli hiyerarsiktir ve daha fazla
diizeye genisletilebilir. Ornegin, diizey 1: g6zlemler olarak tekrarli okuma
performansi1 puani Ol¢cimleri ile basit tekrarli 6lcimlii bir tasarim ve dizey 2'deki
bireysel ¢ocuklarda (6grenciler) hiyerarsik olarak i¢ i¢ce ge¢mis durumdadir. BHM’ye
uyumasi igin eksik degerleri yansitan dengesizlige dikkat etemeye gerk yok. Tum
birey (cocuklar) her durumda o6l¢tilmemistir (Islam ve Chowdhury, 2017). Bayesci
Hiyerarsik modelleme icgin gerekli olan uzun formattaki kiimelenmis (tekrarl
Olclimler) verilerin genel yapisi, asagidaki Tablo 1'de gosterilen 'vektorlestirilmis'

formdur.

Tablo 1.1. Uzun Formatta Tekrarli Olgiimlerin Genel Yapist

Birey/Kisi zaman Eksik Sonug Aciklayict Degisken, X;Z;
(Kimlik) noktasi g0sterge
1 1 Vi1 X111 0 X11p
1 : : E S . E Z1
j j* Y1j X1 . Xajp
n n*q Yin, Xing1 = Xingp
1 1 Vi1 X110 Xip
i : : : oo : Z:
j j* Vij Xij1 . Xijp t
n; n *; yini xinil xinm
1 1 V11 Xm11  Xmip
m i : : : ' i z
j j* Yij Xmj1 - Xmjp m
N n*, Yin, Xmngl = Xmngp

1.3. Tezin Amaclar1 ve Onemi

Bayesci istatistik teknikleri, gergek diinya verilerinin karmagik dogasini
yakalayan modeller gelistirmenize olanak tanmiyan modelleme varsayimlarinda
esneklik sunar. Bu esnek modelleme teknikleri, bagimli degisken dagiliminin
secimini, olasilik fonksiyonlarimi veya onsel dagilimlari, regresyon yapisini, ¢coklu
gOzlemsel birim duzeylerini vb. icerir. Markov Zinciri Monte Carlo (MZMC)
yontemleri, ince farkliliklara sahip parametrelerin gercekei karmasik fonksiyonlar
olan Bayesci modellerini genellikle daha standart modellere uydurmak igin
kullanilan tahmin yontemleri ailesidir. Cok diizeyli faktor analizi, hiyerarsik dogrusal

modeller ve ¢apraz smiflandirilmis ve ¢oklu iiyelik modelleri gibi bazi karmasik



modeller, yalnizca Markov Zinciri Monte Carlo (MZMC) kullanilarak tahmin

edilmistir.

Bayesci istatistikler i¢in kullanilan Markov Zinciri Monte Carlo (MZMC)
tekniklerinin en popdler algoritmalarindan Gibbs drneklemesi, Metropolis-Hastings
(MH) algoritmast ve Hamiltoncu Monte Carlo (HMC); R yaziliminda (R2MIwiN,
MCMCglmm ve BRMS paketleri) mevcuttur. Tekrarli dl¢timler igin tahmine dayali
model secimi Bayesci hiyerarsik modelleri Bayesci Faktorii, Capraz Dogrulama,
Bayesci Bilgi Kriterleri (BIC) Akaike Bilgi Kriterleri (AIC) vb. kullanilarak
yapilabilir.

Literatirde calismalara ve uygulamalara bagli olarak hiyerarsik verilerin
modellenmesine ¢esitli isimler verilmistir: ¢ok diizeyli modeller, rastgele etki
modelleri, karisik etki modelleri, rastgele katsayr modelleri ve varyans bilesen
modelleri. Boylamsal ¢aligmalarin uygulamali Bayesci modellemelerinin ¢ogu,
model parametreleri ve tek bagimli degiskeniyle yalnizca bilgilendirici olmayan
onsel dagilimlar kullanilarak gelistirilmistir (Kang vd., 2018; Li vd.,2016; Terzi &
Cengiz, 2013). Bununla birlikte, hem bilgilendirici hem de bilgilendirici olmayan
onsel dagilimlarin kullanimiyla daha fazla alt grup tanimlanabilir. Ayrica, zaman,
alan veya Ol¢lim durumlar iizerinden tekrarlt 6l¢iim verileri, karmasik zamansal
varyans-kovaryans yapisina yol acan oto-korelasyonlu sonuglar1 igerebilir.

Gelecekteki arastirmalarin olasi odak noktasi bu olacaktir.

Cok degiskenli modellerde ozellikle bagimli degiskenlerin  karisik yapida
oldugu durumlarda tekrarli 6lcim veri modellemesinde, MZMC yaklasimlarini
kullanimi, bu tez dahil olmak iizere uygulamali istatistik alanindaki birgok
arastirmatirmada arastimacilar1 zorlamaktadir. Bu uygulamali tez ¢alismasinda, farkl
tekrarlt 6lglim verilerinin farkli Bayesci dogrusal (dogrusal olmayan) hiyerarsik
modeller (tek degiskenli bagimlilar, ¢ok degiskenli ayni tiir ve ¢cok degiskenli karisik
tip sonuclar) kullanilacaktir. Gergek veri setleri ve MZMC yaklasimlari ile uydurma
modellerinin uygulanmasi, arastirmacilar1 daha fazla uygulamali ¢aligmalar igin
gelismis istatistiksel modelleri kullanmaya yonlendirecektir. Kisaca, bu tez
calismasinin amaci, ¢esitli bagimli degisken tiirleri ile tekrarli Sl¢iim verilerine
hiyerarsik modellerde parametre tahminleri i¢in Metropolis-Hasting, Gibbs
orneklemesi ve Hamiltoncu Monte Carlo Bayesci MZMC yaklagimlarinin farkli veri

seti kullanilarak uygulanmasi ve model segme yontemlerinin incelenmesidir.



2. LITERATUR ARASTIRMASI/YORUMLARI

Tekrarli 6lgtimler veri analizinde sik sik komplikasyonlar vardir ¢iinkii eksik,
dengesiz ve baglantilidir. (Maas ve Snijders, 2003) gore her zaman noktasinda tiim
verilerin toplanmast pek beklenemeyecegi igin, bir denegin sonraki veri toplama
Olctimleri sirasinda bir veya daha fazla eksik degere sahip olmasi durumunda eksik
veri veya birakma sorunu ortaya ¢ikmustir. Peter (2010) tarafindan belirtildigi gibi
Bayesci Markov Zinciri Monte Carlo tahmini, sonsal dagitimlardan tekrarl
ornekleme yoluyla, ister kalict 6zne etkileri (genellikle basitce "rastgele etkiler"
olarak adlandirilir), korelasyonlu veya yapilandirilmamis gozlem diizeyi hatalari,

zamanla degisen, tekrarli 6l¢lim verilerinin hiyerarsik modellemesini kolaylastirir.

Hiyerarsik Lineer Modelleme (HLM), hiyerarsik olarak yapilandirilmis verileri
analiz etmek icin tasarlanmig 6zel bir regresyon teknigidir (Raudenbush ve Bryk,
2002). Sosyal Bilimler ve 0zellikle Egitim Bilimlerindeki arastirmalarda kullanilan
veriler genellikle hiyerarsik ve i¢ ice ge¢mis (nested) bir yap1 gostermektedir. Yani
ogrenciler siniflar icerisinde, siniflar okullar icerisinde, okullar bolgeler icerisinde i¢
ice geemis (kiimelenmis) bir yapida bulunmaktadirlar (Goldstein, 2010). Saglik
mesleklerinde ve egitim arastirmalarinda karsilasilan ¢ istatistiksel metod;
birlestirme (toplama), carpma ve tekrarli 6l¢iim analizidir. Birlestirme metodinda,
tekrarli 6l¢limler, her bir 6l¢iim i¢in ortalama puanlara (yani toplamlara) indirgenir
ve bunlar sonraki analizlerde kullanilir. Carpma, tekrarli Slgiimler ayni kisilerden
degil de farkh kisilerden geliyormus gibi degerlendirilir. Hiyerarsik olarak tekrarli
Ol¢iimler analiz metodinda, verilerin tekrarli 6l¢iimler oldugu gibi ele alinir. Bu
baglamda, arastirmada kullanilan veriler hiyerarsinin farkli diizeylerinde yer
alabilmektedirler. Bu arastirmada hem hiyerarsinin en alt diizeyinde yer alan tekrarli
Olctimlerden hem de hiyerarsinin iist diizeyinde yer alan bireysel kisiler veya grupdan
elde edilen veriler kullanilmistir (Bosker ve Snijders, 2012). Boyle hiyerarsik veri
yapisinin bulundugu ¢aligsmalarda degiskenler arasindaki iligkilerin (sabit etki) hangi

diizeyde incelenecegi arastirmalarda karisiklik yaratmaktadir (Hox, 2010).

Tekrarli 6l¢tim (¢ok diizeyli) verilerin yer aldig1 arastirmalarda analizler; birlestirme
(aggregation), ayristirma (disaggregation) ve c¢ok duzeyli analiz teknikleri olmak
Uzere Ug¢ farkli sekilde gergeklestirebilir (Hofmann, 2016). Ancak literatlrde
geleneksel analiz teknikleri olarak kabul edilen birlestirme ve ayristirma

tekniklerinin, ¢ok diizeyli veri yapisina uygun olmadigi ve bu tekniklerin kullanildig
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arastirma sonuglarmin genellikle yanli ve hatali sonuglar ortaya koydugu ifade

edilmektedir (Hox, 2010; Bosker ve Snijders, 2012).

Matsuyama ve Ohashi (1997), Gibbs érneklemesini kullanarak tek bir bagimli
degisken i¢in hiyerarsik modelin bir genellemesi olan her bir konu igin (potasiyom
ve kalsiyum diizeyi) iki degiskenli bagimli degiskenler gelistirir. Tek degiskenli
model ile 2. dizeyi igin sonsel tedavi etkisinin, iki degiskenli hiyerarsik modeli ile

elde edilenlere kiyasla daha az tahmin edildigi sonucuna varilmistir.

Terzi & Cengiz (2013), Manyetik Rezonans Goruntuleme (MRI) ve
Bilgisayarli Tomografi (CT) icin sedasyon Ol¢iimiinden elde edilen kategorik
uzunlamasima (tekrarli Olgim) verilerin analizi i¢in Bayesci hiyerarsik modeli
kullanilmistir. Bagimli degisken icin ¢ok terimli bir logit modeli, Gibbs 6rneklemesi
kullanilarak, ilgili parametre icin bazi uygun Onsel dagilimlarla popiiler MZMC

tahmin teknigi olarak yerlestirilmistir.

Markov Zinciri Monte Carlo (MZMC) yaklasimlari, modelde korelasyon yapisi
varken diger impiitasyon yontemlerine gore etkili olmustur (Ingsrisawang ve
Potawee, 2012; Tango, 2017), randomize kontrolli denemeleri modellemeyi diistindii
ve tanmmlamistir. Diger kitaplar (Mastrangelo, 2011; Leyland ve Groenewegen,
2020) coklu ve karisik tip bagimlilarla tekrarli Olglim verilerinin istatistiksel
metodolojik zorluklarini aciklamaktadir. Ornegin: Kan basinci (siirekli) ve sigara
icme durum (kategorik) gibi c¢ok degiskenli karma sonuglarin modellenmesi

mUmkundr.

Song vd. (2017), dogruluk verilerinin hiyerarsik modellerine Bayesci yaklasimi
uyguladi. Analiz, model secimi icin Watanabe-Akaike Bilgi Kriteri ve Bayesci
faktorii ile lojistik ve probit karma modelleri kullanilarak yapildi. Bayesci hiyerarsik
modelleri, hesaplamali olarak karmasik tekrarli binary verilerin analizi igin yetenekli
bir arag olarak gelistirilmisti. MZMC yontemleri, sonsal dagilimda ilgilenilen
parametrelerin tamamini, Gibbs Ornekleyicisindeki yavas yakinsama problemini ve
Metropolis-Hasting algoritmasin1 saglasa da, ters Bayesci formilu (IBF)
ornekleyicisi gibi verimli MZMC algoritmasimin sonsal modlar1 tahmin etmek igin
kullanilmasi gerekir (Tan vd., 2006).

Bayesci analizi, veriler daha az kiimeye sahip oldugunda varyans bilesenlerinin

(rastgele terimler) dogru tahminini saglamistir. Tiim istatistiksel yazilim prosediirleri



icin, varyans bilesenlerinin tahmini, kiime sayisina bakilmaksizin kiime bagina

yalnizca bes konu oldugunda zayif olma egilimindeydi (Austin, 2010).

Bayesci genellestirilmis dogrusal karisik etki  modellerinde varyans
bilesenlerinin tahmini, tim MZMC yontemleri ve onsel 6zellikler icin gercek
baslangi¢ degerleri kiigiik oldugunda bazi1 yakinsama zorlugu gostermistir (Yimer ve
Shkedy, 2021). Tim yazilimlar i¢in elde edilen tahminler, 6nsel varsayilanlara bagli

olarak asagi veya yukar1 dogru 6nyargili olma egilimindedir.

Lages ve Scheel (2016), tarafindan yapilan arastirmaya gore, gizli atama ve
grup Ozgii parametrelere sahip Bayesci lojistik karma modelleri verileri daha iyi
hesaba katarken, karigik etkilere sahip klasik lojistik hiyerarsik modeli iyi tahmin

etmistir.

Farkli MZMC yaklasimlari, model yapisina bagli olarak hiz ve yakinsama ile
ilgili performanslarinda farklilik gosterir (Korner-Nievergelt vd., 2015). MZMC
yaklagimlarin R BUGS ve STAN paketleri kullanilarak teorik ve pratik yollarla
sunulmustur. Lemoine (2019), bilgilendirici 6nsellerin sonsal parametre tahminlerini
ve model performansini nasil etkiledigini gostermek i¢in R simiilasyonlarim

kullanmistir.

Sengupta vd. (2015) dort gradyansiz MZMC yaklagiminin (rastgele yiiriiyiis
Metropolii orneklemesi, dilim orneklemesi, uyarlamali MZMC ve popllasyona
dayali MZMC ile temperleme) performansini, birim hesaplama siiresi basina
iretebilecekleri bagimsiz Ornek sayist agisindan karsilastirmistir. Ve hem
uyarlanabilir hem de popiilasyona dayali yaklagimlarin, rastgele yiiriiylis Metropolii
yaklasimi veya dilim Orneklemesi ile karsilagtirildiginda daha verimli oldugu
sonucuna varildi; ancak uyarlanabilir MZMC 0Orneklemesi, hesaplama stresi

acisindan daha umut vericidir.

Zhang vd. (2021)'ya gore Bayesci Lojistik Regresyon (BLR) sonuglari,
HMC'nin tiim veri setleri lizerinde en 1yi performansa sahip oldugunu gostermistir,

bu da genel olarak diger yontemlere gore listiinliiglinii gdstermektedir.

Cesitli caligmalar, klasik istatistiksel ¢ikarimlarin hiyerarsik modellerinde art
arda Olcilen bagimli degiskenlerinden biri olarak kabul edildi (Fieuws vd., 2007). Bu
ayr1 modeller, rastgele etkilerinde niteliksel, ¢ogunlukla binom/ kategorik ve

niceliksel (slirekli) degiskenin ortak dagilimini belirleyerek cok degiskenli karma



sonuclar hiyerarsik modeline baglanabilir. Bu strateji ¢cok degiskenli uzunlamasina
profillerin veya diger ¢ok degiskenli tekrarlanan veri tiirlerinin birlestirilmesinde
kullanmilmistir (Cox ve Wermuth, 1992). Cok degiskenli hiyerarsik modellerdeki
boyutsal sinirlamalar1 agmak igin olas1 tiim iki degiskenli karma sonuglar hiyerarsik
model modellerinin takildigi ve c¢ikarimin sdzde olabilirlik argiimanlarindan
kaynaklandig ¢ift yonlii bir modelleme yaklagimi 6nerilmistir. Cok degiskenli karma
sonuclar hiyerarsik modeli baglaminda ¢ift yonlii yaklasimin performansini gosteren
isitme esiklerinin 22 degiskenli boyuna OSlgiimleri ilizerinde pratik bir veri analizi

yapilmustir.

Rastgele etki yapisinin hiyerarsik modellemesini ve istatistiksel ¢ikarim
Uzerindeki etkisini agiklar. Bununla birlikte, sonuglarin sayisi arttiginda ve biiyiik

bagimlilik yapis1 meydana geldiginde hesaplama problemleri artabilir (Bai vd.,
2020).

Karigik bagimli degiskenli ve tek sirekli bagimli degiskenli regresyon
modellerini analiz etmek i¢in olasiliga dayali bir teknik Onerilmektedir. Karisik tip
sonuclarin ¢ok degiskenli modellerinin ¢esitli dnemi arasinda, cok degiskenli
sorgular1 raporlamak icin bagimli degisken vektorlerinin korelasyon yapisini arastirir
ve farkli bagimli degiskenlerin tek degiskenli analizleri yapildiginda ortaya ¢ikan
1.tip hatasinin yiikselisi lizerinde kontrol saglar. Model parametrelerinin coklu
karsilastirmalar hesaba rastgele terimler katilmadan gergeklestirilir. Ayrica, her
analize farkli birey kiimeleri katkida bulundugundan, bagimli degisken olmadiginda
bagimli degiskenler ile yorumlarin kolaylig1 arasindaki iliskiyi hesaba katarak daha
kesin parametre tahminleri saglar (Cox ve Wermuth, 1992; Fitzmaurice ve Laird,
1997).

Tidemann-Miller vd. (2016), tarafindan farkli tipteki g¢oklu fonksiyonel
bagimlilart (6rnegin ikili/ kategorik ve sirekli veriler) birlikte analiz etmek icin
Bayesci yaklasimi onerilmistir. Bu durumda, ¢ok degiskenli gizli normal sireci ve
gizli siirecin bagimlilig1 yoluyla fonksiyonel tepkiler arasindaki bagimliligi modeller.
Aciklayici degiskenlerin etkisini ayni anda agiklarken ve tim varyans-kovaryans goz
oniinde bulundurularak ¢ok degiskenli karisik sonuglarin ortak bir analizini yapmaya
ihtiya¢ vardir (Kapur vd., 2015). Tate ve Pituch (2007), varsayimsal bir senaryo igin
rastgele alan deneylerinden ve simiilasyon verilerinden kaynaklanan hiyerarsik bir

dogrusal modelde ¢ok degiskenli ¢oklu sonuglarin kullanighiligini gosterdi. Cok



sonu¢lu uzunlamasina verilerin dogrusal hiyerarsik bir modelde analiz edilmesi, ¢ok
sonuglu tekrarlanan 6nlemler grup arasinda ve grup igi korelasyonu modellemek igin
bliyiik esneklik saglar. Cok degiskenli 6grenci-t-lineer karisik modele saglam bir
Bayesci yaklasimi, Gibbs semasi ile birlikte hesaplama agisindan verimli bir ters

Bayesci formiilleri (IBF) 6rnekleyicisi ile donatilabilir (Wang ve Fan, 2012).

Suesse ve Liu (2013)’e gore BHM, birden fazla kategorik degiskenin
tekrarlanan Gl¢timleri igin yapilabilir. Burada bagimli degisken olarak kategorilerden
birden fazlasimi segebilir ve marjinal (veya popiilasyon ortalamasi alan) bir
modelleme. Bu, kosullu yorumlamalara sahip genellestirilmis dogrusal hiyerarsik
(karisik efekt) bir modelin, hem zaman i¢inde hem de Ogeler arasinda farkl

korelasyon yapilarini hesaba katmak i¢in kullanilabilecegi anlamina gelir.

Karisik kategorik (binom) ve sirekli (normal) bagimli degiskenli BHM, eksik
kesitsel veriler Gzerinde modellenebilir. Bu durumda, kategorik bagimli degisken igin
model bagimli degisken gostergesi slirekli bagimli degiskene bagl olabilir. Boyle bir
modelleme olgusu, ebeveynlerin psikolojik bozuklugunun hem sézel anlama skoru
hem de ¢ocuklarinda olumsuz semptomlarin varligr {lizerindeki etkisinin eksik
bagimli degiskenlerin varliginda modellendigi gézlemsel bir ¢alismanin verileri ile

gosterilmistir (Ganjali, 2003).

AlIfo ve Giordani (2022)’e gore ¢ok degiskenli karigik bagimli degiskenler igin
esnek bir regresyon modeli, sonuca 6zgii rastgele efektlere sahip birkac (kosullu
bagimsiz) tek degiskenli regresyon modeli géz 6niinde bulundurularak takilabilir. Bu
cok degiskenli model, ortak dagilimlari araciligiyla sonuglara 6zgii gdze ¢arpmayan
heterojenligi ve sonuglar arasindaki bagimliligi agiklar. Ayrica, farkli bagimh
degiskenli regresyon Esitliklerindeki rastgele etkiler arasinda daha genel bagimlilik

yapilarina agilir.

Xin ve Qiu (2017), ¢coklu bagimli degisken tekrarli Slgiimlerde model belirtimi
(tanimlama) ve model uydurma (parametre tahmini) icin Onerilen metodolojinin
yararliligmi ve yeterliligini gostermek icin gercek bir veri kiimesi kullanild.
Kovaryans ve regresyon katsayilar1 i¢in tahminler, belirli bos hipotez testleri
altindaki duruma genisletilir ve degisken se¢imi i¢in en iyi BIC alt kiimesi kullanilir.
Farkli zaman noktalarinda antisosyal davranisa verilen dort bagimli degisken

arasinda pozitif korelasyon katsayilar elde edildi.



3.METODOLOJI/TEZE iLISKIN YONTEM

Herhangi bir bilimsel alanda toplanabilecek siirekli, kategorik ve karisik
bagimli degiskenleriyle birka¢ tekrarli Ol¢iim veri setinin bulunmasi gerekir.

Internetten ve herhangi bir organizasyondan gelen ikincil veriler tek kaynak olabilir.
3.1. Genel ve Genellestirilmis Bayesci Hiyerarsik Modelleri

Hiyerarsik lineer modellemenin, birlestirme ve ayristirma tekniklerinin beraberinde
getirdigi sorunlarin listesinden gelebildigi, tekrarli 6l¢lim (¢ok diizeyli) veri yapisina
uygun oldugu, ayrica ¢ok diizeyli veya hiyerarsik degiskenler arasindaki iliskilerin,
etkilesimlerin incelenmesine ve hiyerarsinin farkli diizeylerinde yer alan tekrarl
Olciim verilerin ayni1 anda analizine olanak sagladigi ifade edilmektedir. Bu
hiyerarsik verileri modellemek icin kullanilan regresyon analizlerinde maksimum
olabilirlik ve Bayesci Markov Zinciri Monte Carlo (MZMC) tahmin yontemleri
yaygin olarak kullanilmaktadir. Ancak, bu yontemlerin performansi Bayesci
hiyerarsik modellerin rastgele ve sabit tahmini icin yeterince ¢alisilmamistir. Ayirca

tek bagimli degisken modellerin bir tek MZMC yaklasimla kullanilmistir.

[statistiksel modellerin gogu, gdzlemlerin tek bir dagilim ve bir veya daha fazla
bilinmeyen parametre ile ayni ve bagimsiz olarak dagildigini (i.i.d.) varsaymuistir.
Ancak, bircok durumda, 6lglimlerin ayn1 dagilimdan aynm1 parametre (ler) ile ayn1 ve
bagimsiz olarak dagitilmis (i.i.d.) olarak ele alinmasi mantikli degildir (Hilbe, 2009).
Siirekli (Or. gelir, Agirlik, hayvancilikta tiiketim, not ortalamasi) ve kategorik (Or.
Ogrencilerin devamlilik durumu, akademik durumu) bagimli degiskenler icin, tek
dizeyli klasik dogrusal ve binary lojistik veya cok terimli lojistik regresyon
modelleri, onsel dagilimlar eklenerek ve regresyon katsayilarinin kiimeler iizerinde
rastgele farklilasmasina izin vererek Bayesci hiyerarsik//cok diizeyli bir modele
genellestirilebilir. Bu tezde, cesitli veri turleri ile tekrarli 6l¢im verilerinin

modellenmesi ele alinacaktir.

Genel Bayesci hiyerarsik dogrusal modeli (GBHDM), tekrarli 6lgtim verilerin
modellemek i¢in bir yap1 saglarmak icin dagilim ve yapisal varsayimlarla karakterize
edilebilir (Chen ve Chen, 2021). Sabit etkilerin ve rastgele etkilerin dogrusal
belirleyicilerine bagli olarak, zaman veya kosuldaki konu ve 6l¢lim verilerinin iistel

aileye gore dagitildigi varsayilmaktadir,



Yitbir — a(0;) 3.1)

(YitlOir, @) = exp ( o + c(Yie, eit))

Burada 6;; model parametre (ler) ini temsil eder ve e yapisal kavram kosullu olarak

beklenen deger E(y;;) = uir = a'(6;;), igin varsayilan formlari regresyon baglantisi
9 (i) = 1y, ve varyanslar V;; = ¢pVar(u;.) ile yonetir. Eslenik/Conjugate/dnseller,
Ozellikle rastgele varyasyon tahmin edicileri icermiyorsa, uUstel aile bagiml
degiskenleri igin gruptaki rastgele varyasyonu veya gozlem diizeyinde ele almak igin

uygun olabilir. Baglanti islevi g(.) ile, yapisal varsayim sunlar1 belirtir:
IIEWieluir, ei)] = Mie = XieB + ZitUie + €3¢ 3.2)

Daha karmagik Bayesci genal hiyerarsik dogrusal modeller matris cebirinde
asagidaki gibi ifade edilebilir:

Ynx1 = Xprﬁpxl + ZnxmqUmgx1 +  Enxi (3.3)
Sabit etkiler  Rastgele etkiler ~ hataterm

Burda Yy, bagimli degisken(ler)inin  vektoridir (yyi,v3,...,vm)"; XB, sabit
etkilerin dogrusal tahmincisidir: ZU rastgele etkilerin dogrusal tahmincisidir ve &
artik terimdir. Bu kavramda, Bayesci analizi, tim sabit etkileri ve rastgele etkileri
kendi dagilimlarina sahip rastgele degiskenler olarak kabul eder. Burda, Z, her
blogun bir n; X g matrisi oldugu m bloklarindan olusan bir N X mq blok diyagonal
tasarim matrisidir; ., sabit efekt parametre vektorudir; Us,qxq = [v1,V3, ..., Up]’
rastgele efekt vektorldir; ve eyy, hata vektoridir. U~Normal(0,G) ve
e~Normal(0,o%R) varsayalim  ve i=12,..m(grup:kisi),j =t =
1,2,...n; (6lgimler) ve N = Y72, n; olur; U ve & bagimsiz olarak dagitilir. R ve G,
pozitif kesin blok diyagonal matrislerdir ve G, mq X mq'dir ve her biri D olan
m 6zdes bloklardan olusur. Yani
Dy

G = veR = a2y, 0, Ppx1 Vektorinin, D matrisinin ve skaler o 'nin
Dp,

elemanlarindan olusan bilinmeyen parametre vektoriinii gostersin. Belirli bir
parametre tahminleri kiimesi icin 8, Y'nin kovaryans matrisi su sekilde verilir:

Cov(Y) =V =Z2GZ' +R.
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3.2. Durum I: Normal veya Surekli Bagimh degisken Modelleri

Tezin bu boliminde, Bayesci Hiyerarsik Dogrusal modelde (BHDM)
modellencbilen bireyler i¢inde yuvalanmis tekrarli 6l¢imler/gozlemlerle normal

dagilimli stirekli bagimli degiskeni tanimlanacaktir.
3.2.1. Surekli Tekrarh Olgiimler i¢in Hiyerarsik Dogrusal Modelleme

Hiyerarsik modelleme, bir sekilde gruplanmis gozlemlerimiz oldugunda
onemlidir. Farkli eyaletlerdeki birkag kisiyi gozlemlemis veya kisi basina birden ¢ok
gbzleme sahip olabiliriz. Standart ekonometrik terimlerle, bu genellikle
otokorelasyona ve degisen varyansa yol acacak ve gruba Ozgii araglarin ve
varyanslarin tahmin edilmesini gerektirecektir. Bir regresyon ortaminda, katsayilarin

gruplar arasinda nasil degistigi ek olarak tahmin edilebilir (Goldstein, 2010).

Daha diisiik diizeyli birimler bir veya daha fazla Ust diizey tabakanin igine
yerlestirildiginde, geleneksel tek diizeyli regresyon analizi uygun degildir. CUnki
gozlemler artitk bagimsiz degildir: aym1 okullardaki Ogrenciler veya ayni
topluluklardaki haneler, farkli okullardaki veya farkli topluluklardaki hanelerdeki
ogrencilerden daha fazla birbirine benzeme egilimindedir. Bu tiir bir bagimlilik,
yuvalama g6z ardi edilirse standart hatalarin asagi dogru dnyargili oldugu ve tahmin

etkilerine iligkin sahte ¢gikarimlar yapilabilecegi anlamina gelir (Congdon, 2020).

Tekrarli 6l¢iim verilerinin analizi i¢in diger istatistiksel teknikler Varyans
Analizi (ANOVA) ve Cok Degiskenli Varyans Analizidir (MANOVA). ANOVA
tekniginin ilk sinirlamasi, tekrarl 6lgiimler arasindaki kovaryansi hesaba katmamasi
ve zaman boyunca sabit varyans varsaymasidir. Ikinci sinirlama, bu ydntemin
yalnizca dengeli (eksik olmayan) veri dizisi i¢in ise yaramasidir, yani gézlem sayisi
ayni zaman noktalarinda her birim i¢in ayni olmalidir. MANOVA, birka¢ bagimh
degisken iceren ANOVA'nin bir uzantisidir. Hem ANOVA hem de MANOVA,
gruplar1 zaman igindeki ortalama gozlemlerin egilimleri agisindan karsilastirmaya
odaklanir. Ancak birey/6zne profillerinin zaman veya mekan icinde nasil degistigi
hakkinda ¢ok az bilgi saglar. MANOVA ile kovaryans yapisinin modellenmesi daha

da karmasik hale gelir (Gardini vd., 2021).

Tekrarli Ol¢lim veri analizi i¢in dikkate alabilece§imiz farkli hiyerarsik
modelleri tanimlayalim. Diyelim ki, j-nci zaman noktasinda, zaman 6lgeginde veya

durumda (j=t=1,23,..n;), i-nci bireyi/6zne (i =1,2,3,..N)icin YV;; = Y,
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bagimli degiskeni belirtmis olalim. Ayni1 birey/kisi i hakkinda ayn1 anda n; tekrarh
Olgum alindig1 i¢in, daha sonra bagimli degiskeni tizerindeki Sl¢iimler bir n; X 1

vektor olarak gruplanabilir.

Yie = | Yi3) ve X = | Xit3)
\Yini \Xijp

Her sonug veya bagimli degiskeni Y;; ile, t-nci 6l¢iim zamani veya i-nci vesilesiyle
birey (duzey-2) i¢in zaman, zamanla degiskenlik ve zamanla degismeyen
ongordculer iceren ortak degiskenler veya P X 1 aciklayici degiskenler vektorii
vardir. i-nci birey (grup) lzerinde n; tekrarli 6l¢iimlerin her biri ile iliskili ortak
degiskenlere veya dngoriculere karsilik gelen bir vektor vardir. Ortak degiskenlerin
n; X P vektorlerini bir ortak degiskenler matrisine gruplayabiliriz:
/Xill Xz o Xiap
Xig1 Xz Xin\
X; = I Xi3} Xi32. )-(i3p I
Xing Xinz  Xingp )

Her bir X; satirin, n; farkli 6lgtimlerdeki sonug veya bagimli degiskenne Y; karsilik
geldigi ve X; siitunlari, p farkl ortak degiskenlere veya ongoriiciilere karsilik geldigi
gorilmektedir. Zaman iginde ortak degiskenlerdeki degisiklikleri iliskilendiren
ortalama g6zlem i¢in dogrusal bir regresyon diisiinelim;
Yie = B1Xit1 + B2Xitz + -+ BpXijp + € (3.4)
Burada, Y;; ortalamasimmi1 karsilik gelen X; ortak degiskenlerle iliskilendiren
bilinmeyen katsayilar 1, 5, ..., B, seklindedir. Dolayisiyla, her n; dlgimde bagiml
degisken icin ¢Ozilecek n; ayr1 regresyon bagimhleri vardir. e;;, Ortalama sifir olan
rastgele hatalardir:
E(Yie/Xit) = B1Xit1 + B2 Xipp + - + ﬁpXitp (3.9)
Genel olarak X;;; = 1, her i bireyi ve j =t i¢in ayn1 zaman noktasinda
onleme/kesisim modeli olarak da adlandirilir. Yukaridaki regresyon Esitligi (3.4)

matris temsili sdyledir:

Y=XB+¢cveya V;=X,f+e¢ (3.6)
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Burada, e; = (eil,eiz, ...,eini)T karsilik gelen i-nci denegin bagimli degisken
vektorii ile iliskili rastgele hatalarmm bir n; X 1 vektortdir. e; ~N(0,02)
varsayillmaktadir. Strekli bir bagimli degisken igin, sonug vektoriiniin ¢ok degiskenli
normal dagilim oldugu varsayilir. Ortalama bagimli degisken vektori: E(Y;) = u; =
X;B ve kovaryans matrisi: Y;; = Cov(Y;) seklindedir. Tekrarli Sl¢limler arasindaki
seri korelasyon (dizey 1), Y; kovaryans matrisinin diyagonal dis elemanlar
tarafindan yakalanir. Hiyerarsik modeller, verilerin hiyerarsisini ve Ozneler
arasindaki dogal heterojenligin kaynaklarini ele almak i¢in gruplar arasinda veya
Ozneler icinde rastgele degismek lizere bazi regresyon katsayilarini (f) dikkate alir.
Hiyerarsik veya cok diizeyli model fikri, ortalama yaniti, sabit etkiler olarak bilinen
tim bireyler igin ortak olan populasyon o6zelliklerinin (tahminler), g ve rastgele
etkiler olarak bilinen belirli bir bireyinin belirli etkilerinin bir kombinasyonu olarak
modellemektir. Bu nedenle, bu tir genel modele hiyerarsik veya karisik etki modeli

de denir.
3.3. Genel ve Genellestirilmis Dogrusal Bayesci Hiyerarsik Model Tiirleri

Hiyerarsik veya Cok diizeyli model, Bos model, Rastgele kesisim modeli,
Rastgele Egim/Katsayilar modeli ve rastgele kesisim ve egim modeli olabilir. Bunlar

kisaca asagidaki gibidir:

e Model 1: Bos Modeli: Her grup (6zne), genel (tim) kesisimye ek olarak farkli bir
kesisim alir. Ancak bagimsiz degisken (ler) eklenmez.

e Model 2: Rastgele Kesisim (Sabit Egimli) Modeli: Her grup (birey), genel (ttim)
kesigim ek olarak, bagimsiz degisken (ler) in her biri (veya bir alt kiimesi) i¢gin
farkli katsayilar alir.

e Model 3: Rastgele Kesisim ve Rastgele Egim Modeli: Her grup (6zne), genel
(tm) bir kesisimye ek olarak, her bagimsiz degisken i¢in hem farkli bir kesigim

hem de farkli katsayilar alir.
3.3.1.Bos Model

Hiyerarsik modeline uydugumuzda, toplam varyansin iki rastgele bilesene
bolindiigiinii gorerek baslamalidir: 6zneler (bireyler) ve gruplar icindeki Olguim
durumlar1 (zaman noktalar1) arasinda. Bu temel varyans bilesen modeli, daha

karmasik hiyerarsik modelleri karsilastirmak i¢in temel bilgiler saglayan aciklayici
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degiskenler veya ortak degiskenler ile donatilmistir. Hiyerarsik bos model sdyle
yazilabilir.

Yii= Botu +é&; (3.7)
i-nci 6zne/birey igin j = t zaman noktasindaki bagimli degisken Y;; icin, u; rastgele
Ozne (grup) etkisidir ve g;; zaman noktasindaki érnekleme hatasidir. Hem u; hem de
&;; normal rastgele degiskenler u;~N (0, Q); &;~N (0, Z;) olarak kabul edilir ve ayn
zamanda birbirinden bagimsiz oldugu varsayilir (yani, farkli bireyler/gruplar
tizerindeki gozlemler, Olglimler bagimsizdir, ancak ayni birey/grup icindeki

gozlemler bagimlidir, iliskilidir).
3.3.2.Rastgele Kesisim (Sabit Egimli) Modeli

Zaman veya vesileyle (diizey 1) toplanan tekrarli 6lglim veriler igin hiyerarsik
model, 6znelerin igine yerlestirilmistir veya bireyler (dlzey 2) iki hiyerarsi duzeyini
dikkate alir. Her bireyinin populasyondaki bagimli degisken Uzerinde bir etkisi
oldugunu varsayarsak, standart dogrusal regresyon modeli (3.6), su sekilde yeniden

yazilabilir:

Yie = XiB +wi + & (38)
i-nci 6zne/birey igin t-nci zaman noktasindaki veya durumdaki Y;; bagimli degisken,
u; rastgele 6zne (grup) etkisidir ve g;; zaman noktasindaki 6rnekleme hatasidir. Hem
u; ve hem de ¢; asagidaki parametrelerle normal rastgele degiskenler oldugu
varsayilir(u;~N (0, 62); ;;~N(0,2)). Bu modelde, kiimelenmis veriler i¢in farkl
duzeylerde iki varyasyon kaynagimiz var, bu hiyerarsik modellerde u; ve ¢;; rastgele
terimler adi verilir ve birbirinden bagimsiz olduklar1 varsayilir ve ayrica farkl
bireylerde (gruplar) yapilan gézlemler (6lgtimler) bagimsizdir, ancak ayni birey
(grup) icindeki Ol¢lim gozlemleri ayni seyi paylasir ve iliskili, bagimlidir.

Genel olarak model bize, i-nci birey igin t-nci zaman noktasinda (Slglim
vesilesiyle) cevabm/sonucun grup diizeyin, u;, neden oldugu rastgele bir etki ve 6zne
ici bir hata, ¢;;, nedeniyle popiilasyon ortalamasindan, X}, farkli oldugunu soyler.
Dolayisiyla, herhangi bir bireyinin (grubun)j =t = 1,2,...n; dénem boyunca
ortalama yanit sdyle olabilir: E(Y;|u;) = XLB + u; oldugu igin yukaridaki Esitlik
3.8”de inceleniyor.

Yie = XZ;B +u; + & (3.9)
= B1Xit1 + B2 Xirz + -+ BpXiep + Ui + &t
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= P1+ BoXitz + -+ BpXiep + Ui + &t
=B+ u) +PXip + -+ ﬁpxitp + &t
Xij1 = 1 (sabit) ile timd i ve j = t icin, B; sabit etki olan kesmeyi temsil eder. u;

rastgele oldugu igin i-nci birey (grup) icin kesisim, bireyler arasinda (gruplar
arasinda) f; + u; seklindedir ve rastgele degisir. Kolaylik ve net bir anlayis igin, iki
etki duzeyi su sekilde yazilabilir:

Yie = B1i + BoXiez + - + BpXitp + €1t (3.10)

Pri = B+ u
Her bagimli degiskenin, Y;; marjinal varyansi su sekilde verilir:

Var(Yy) = Var(XLB +w; + &) = Var(w) + Var(gy) = 02 + o2
Herhangi iki bagimli degisken arasindaki marjinal kovaryans (gozlemler ve bir i-nci
grupta (6zne) su sekilde verilir: Cov(Yy,Ys) = Cov(XLB + w; + &ie, XL + u; +
&i5); t # sigin = Cov(u; + €, u; + &) = Cov(uy, uy) = Var(w;) = of
Dolayisiyla, bagimli degiskeninin tiirti siirekli oldugunda, ayni gruptan (birey)

bagimli degiskenine iliskin iki Ol¢im gozlemi arasindaki korelasyon su sekilde

verilir;
Cov(Yi, Yis) (3.11)
Corr(Yy,Yis) = ———Fo—~—
VaT(Yit)
ICC =p= 05
—P= of + a2

Bireyler (grup) aras1 degiskenligin, o2, dikkate alinmasi, ayn1 grupta (bireysel)
tekrarli dlgiimler arasinda korelasyonu tetikler. Terim o2 olmadan korelasyon sifir
olur. Rastgele kesisim modeli, yalnizca kesisimin degistigini varsayar. Oysa egimler
veya diger regresyon katsayilari tim bireyler (gruplar) i¢in aynidir. Bu modelin en
biliylik dezavantaji, Olclimler (gozlemler) arasindaki korelasyonun tiim zaman
noktalart (6l¢lim durumlar1) boyunca sabit oldugunu varsaymasidir. Ortak
degiskenler ile bagimsiz degiskenler arasindaki degisen korelasyonu barindirabilecek

daha esnek bir model gereklidir.
3.3.3.Rastgele Kesisim ve Rastgele Egim (Katsayilar Modeli)

Yukarida tartisilan hiyerarsik modelin genel formu, kesisimlerin ve
katsayilarin, rastgele etkiler kovaryans yapisini indiikleyen bireyler arasinda (grup
arasinda) rasgele degistigini disiinen bir modeldir. t-nci 6lgim vesilesiyle, j =t =
1,2, ...,n; = T;, i-nci birey (grup) tzerinde Olgilen Y;; bir sonucu (gozlem) tekrar ele

alalim. Tekrarli 6l¢limler, zaman i¢inde dogal olarak dengesiz olabilir.
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Hiyerarsik bir model (bir diizey-2 olarak i gruplama ve zaman(durum) iginde
tekrarli Olctimler (6lcim vesileleri, gozlemler) duzey-1 olarak, vektér ve matris
notasyonlar1 kullanilarak yazilabilir ve agagidaki gibi ifade edilebilir:

Yi=Xip+Zu; +¢ (3.12)
Burada:
e Y, (n; X 1), bagimli degiskeninin bir stitun vektori,
e fB(p x 1), sabit etkilerin vektor,
e u;(q % 1), bir vektor rastgele etkiler (8 tamamlayicisi olarak),
e X;(n; X p), bir ortak degiskenler matrisi (6ngoriiciiler),
e 7;(n; X q), q rastgele etkileri icin bir es degiskenler matrisi (rastgele sabit
olan1 X; tamamlar).
e ¢&;(n; x 1), bir kism1 agiklanmayan kalintilarin bir stitun vektoridur.

Burada, Z;'in ilgili X; siitunlarin1 dahil ederek bilesenlerin rastgele degismesini
kolaylastirmak i¢in Z; tasarim matrisi verilmistir. u; ve &; gruplar (bireyler) arasinda
karsilikli bagimsiz ve bagimsizdir. Rastgele etkiler vektorinin (grup etkileri
arasinda), u;, ortalama E(u;) = 0 ve varyans-kovaryans Cov(u;,u;) = Var(u;) =
D = Q ile ¢ok degiskenli normal oldugu varsayilir (Laird ve Ware, 1982). Hata
vektoriniin g; (6lgtimler arasinda, grup etkileri iginde), ortalama E(g;) =0 ve
varyans-kovaryans, Cov(e;, ;) = Var(e;)) =%; ile ¢ok degiskenli normal oldugu
varsayilir. €; Ve g, bir ¢ift hata terimi olarak varsayilirsa, &; ve &5 bagimsizdir.
Burada, X; = azlni bir 6zdeslik matrisi anlamina gelen kdsegen bir matris olabilir.
Verilere en iyi uyan bir kovaryans X; 6runt matrisi segmek mimkindir. Bununla
birlikte, atanmig bir X; kovaryans oriintiisii ile modelleme, 6lgiim hatalar1 &;; olarak
iyi yorumlanmayabilir. Ayrica, hem D = Q hem de X; mevcut veri setinden tahmin

elde etmek her zaman mumkun olmayabilir (Kapur vd., 2015).

Bu nedenle, rastgele etkilerin (u;) ve rastgele hatalarin, (¢;) kalintilarin
birbirinden bagimsiz oldugu varsayilir. Bir bireyin (grubun) ortalama yanit profili
veya kosullu ortalama, Y; verilen u; , E(Y;|u;) = X;B + Z;u; seklindedir. Ortalamasi
alinan popiilasyon veya Y;'in marjinal ortalama, rastgele etkiler, u; degerleri
lizerinden ortalama alinir, ve

E(Y) = E{E(Yilu)} = EQGB + Ziwy) = Xif + ZiE(u;) (3.13)

= XiB.E(u;) = 0
olur. Clnki E(u;) = 0.
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Bu nedenle, B regresyon parametre vektorinin tim bireyler (gruplar) i¢in ayni
oldugu varsayillmistir. Vektor u; (karsilik gelen S ile birlestirildiginde) rastgele
etkilerdir. Verilen wu; kosullu Y;’nin kovaryansi Cov(Y;|u;) = Cov(e;) = Z;
Seklindedir. Rastgele etkilerin, u; dagilimi {izerinden ortalamasi alinan Y;’nin
marjinal kovaryansi sdyledir:

Cov(Y;) = Cov(Z;u;) + Cov(e;)
= Z;Cov(u;) + Cov(e;) (3.14)
= Zi.QZT + Ei

Olgiim gézlemleri ciftinin bagimsiz oldugu varsayildiginda, &; = azlni, yani
kovaryans, Cov(Y;) = Z;QZ" 4+ o%1,,, sifirdan farkli diyagonal elemanlara sahip
oldugundan, ayni grup (0zne) iizerinde tekrarli gozlemler arasindaki korelasyonu
aciklar. Boylece, grup arasi/birey (D = Q) ve grup i¢i (¥;) degisimler bu model igin
etkin bir sekilde hesaba katilir. Hiyerarsiyi aciklamak igin zamani, t;; bir

yordayici/bagimsiz degisken olarak ele alalim.

1 ti

1 ¢
Xl — Zl — : .1.2

1 tini

Esitlik (3.12), (i = 1,2,3,...Nvet = j = 1,2,...,n;) i¢in su sekilde yeniden
yazilabilir (Y;; = By + Batic + by; + Baitic + &it):

Vi1 1 ¢t 1ty i1
Yi2 1 t; B, 1 ¢ iz

u .
=Y =] 1 e [(5)+ ] 1 te [()+] o
YVin, 1t 1ty Ein;

Hiyerarsinin 1. Diizeyi, birey diizeyindeki ortalamanin diistiniilebilir.

Y = Bui + Baitic + &5 €1~(0,0%) (3.15)
Hiyerarsinin diizey-2'si bireyler aras1 degiskenlerin dogrusal bir islevi olarak ifade
edilebilen B; rastgele olusur. Ornegin A;, E(B;) = A; ve Cov(B;) = G veya y; =

a1 + Uyj; Boi = A + Uy;.

R (H I ) 69
Seklinde olsun. Bagmili, Y;; degiskeninin varyansi, Var(Y;;) = Var(f; + Batis +
bii + Baitic + &) = Var(uy; + Basti; + &) = Var(uy) + 2t;;Cov(uy;, up) +
tiVar(uy) + Var(ey) = ga1 + 2t;;01, + tf;92, + 0% olur. Burada varyans, t;;

zamanin islevidir ve zaman i¢inde sabit degildir. Benzer sekilde, gruplar i¢i (bireyler)
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Olglimlerin  kovaryanst  Var(Yy,Ys ) = g11 + (tir + tis )12 + tictisgo2  ilE

gosterilebilir. Genel olarak, iki diizeyli bir hiyerarsik model su sekilde yazilabilir:

Y; 1 ty 1 ty zl; \

Yo | _ (1 ti2 |(9n 1T tip | wa e

N el IE R (a21) o (uzi) +| 2 (3.17)
Yin, L tin, L tin, \gin.

Vi =Xif+Ziu; + ¢
Z; Uzerindeki 6geler, X; siitunlarinin alt kiimesidir. Bu nedenle, X; siitunlarini sabit

efektlere karsilik gelen bir siitun kiimesine X i(F) ve rastgele etkilere karsilik gelen bir
siitun kiimesine X su sekilde bélebiliriz:
Y, = XPpE) 4 x®p® 4 ¢, (3.18)

Burada S8, sabit efektlere B¢ ve rastgele efektlere S® bolinmiistir. Hem sabit
etkiyi hem de rastgele etkileri hesaba katan tiim hiyerarsik modellerde, bilinmeyen
parametreler By, B,,02,,02, ..., bilinmeyen sabitler olarak ele alinmustir. Klasik
yaklagim, ana hedef, sabit etki parametrelerini ve rastgele etki parametrelerini tahmin
etmektir. Klasik istatistik uygulamalarinda bilinmeyen parametreleri tahmin etmek
icin Parametrelerin Beklenti Maksimizasyonu ve Yinelemeli Genellestirilmis En
Kiigiik Kareler gibi fonksiyon optimizasyon algoritmalari ile Maksimum Olabilirlik
Tahmini veya Siirli Maksimum Olabilirlik Tahmini teknikleri kullanilmistir.
Bununla birlikte, hiyerarsik modellerin tiim parametrelerini rastgele olarak ele alan
daha ileri bir modele ihtiya¢ vardir. Bu, modellerin ilgili tim parametreler igin

onselleri belirledigi Bayesci yaklasima yol agar.
3.4. Tekrarh 6lcum verileri icin Bayesci hiyerarsik dogrusal modelleme

Bayesci hiyerarsik modelleri, regresyon katsayilar (sabit etkiler) ve rastgele
etkiler olarak varyans bilesenlerinin dagilimindaki parametrelerden once bir (diiz
veya yaygin) belirleyerek rastgele etkiler modelinin uzantilaridir. Simdiye kadar
dikkate alinan modellerin parametrelerine Onsel dagilim varsayimlarini eklersek,
Bayesci bakis agisiyla aynit model yelpazesini kullanamayiz ve ¢ogu uygulamada, bu

MZMC yodntemlerine bagvurmamiz gerekir.

Bayesci Hiyerarsik modeller, analistlerin i¢selligi hesaba katmasina izin verir.
Bir Bayesci Hiyerarsik modeli, bir rastgele degiskenler kiimesini ve bunlarin kosullu
bagimliliklarin1 yonlendirilmis bir dongiisel olmayan grafik araciligiyla temsil eden

olasiliksal bir grafik model olan Bayesci bir agdir (Alsefri vd., 2020). Bayesci
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Hiyerarsik modeller, {i¢ veya daha fazla rastgele degisken diizeyi igererek veya gizli
degiskenler kullanarak kendilerini alt kiimeler haline getirir. Bir duzey, birim ici
analiz ve baska bir dlizey, birimler arasi analiz i¢in kullanir. Birim i¢i model, zaman
icindeki bireysel yanitlayicilar1 tanimlar. Birim arasi analiz, birimlerin ¢esitliligini

veya heterojenligini tanimlamak i¢in kullanilir.

Boylamsal ve tekrarli Slgiim verilerini igeren ¢ok diizeyli veya hiyerarsik
verilerde, gozlemler farkli gruplara aittir. Gruplar, hastaneler, hastanelerde i¢ ice
gecmis doktorlar ve hastanelerdeki doktorlarin icine yerlestirilmis hastalar gibi farkli
hiyerarsi diizeylerini temsil edebilir. Cok diizeyli veya hiyerarsik modeller, regresyon
modelinde gruba 6zgii etkileri birlestirir ve genellikle normal bir dagilim olan bazi
onsel dagilimlara gére gruplar arasinda rastgele degistigini varsayar. Bu varsayim,
hiyerarsik/cok dlzeyli modeli Bayesci analizi igin dogal adaylar haline getirir.
Bayesci hiyerarsik dogrusal modeller ayrica regresyon Kkatsayilari ve varyans
bilesenleri gibi diger model parametrelerinin gruba 6zgii etkilerin varyanslarinin da

rastgele oldugunu varsayar.

Tekrarli 6l¢iimler veri ¢aligmasinda i = 1,..., N bireyi igin t;; <-- < t;; <
<t J =t=1,..,mn; zaman veya durumlarda gozlemlenen bir sirekli bagiml
degiskeninin Y ve bir ortak degisken X vektoriiniin degerlerini (Yit'X L-t,) ile

gosterelim.

Populasyon efektleri ve bireye/kisiye 6zgi rastgele efektlere sahip Bayesci
Hiyerarsik Dogrusal Modeller (BHDM'ler), tekrarli 6l¢iim modeli araciligiyla

hiyerarsik olarak tanimlanir:
Yie = XieB + zjpvi + &, €.~N(0,05) (3.19)

X ortak degiskenlerin/agiklayici degiskenlerin vektorii, kesisim terimi igin bir sabit
1 icerir, ve z;; = 1 igin rastgele kesisim (sabit egimli) modellerine ve z;; daha fazla
aciklayic1 degisken eklenirse rastgele egim (sabit kesisim) modellerine yol agan bir
alt vektordlr. Hatalarin ayni sekilde bagimsiz olarak dagitildigi varsayilir), ancak
otokorelasyonu (oto-iliskilendirilmis) hatalara uzantilar da miimkiindiir. Onsel
rastgele efektler, v;_[ug;, ... u;]'~N(0,D), bilinmeyen (elemanlar) D ile
tanimlanabilir. Daha sonra, u~N(0,Q), Q = blockdiag(D, ...,D) tim r rastgele

efektlerin vektdrl u = [uy, ..., u;.]" icgin onseldir. Y ve i¢indeki hatalar1 € bir araya
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getirirsek ve X ve tasarlanmis matris Z'yi yukarida agiklandigi gibi tanimlarsak,
dogrusal hiyerarsik modeller genel formda su sekilde yazilabilir:

Y=XB+Zu+¢e, £~N(0,0%I) (3.20)
Dogrusal hiyerarsik modellerin tam Bayesci ¢ikarimi igin, hiper Onseller, hiper

parametrelere o2 = Var(g;) ve D = Cov(v;) atanmalidir. o2 icin standart énsel

secim IG(a, b), p(0?) «

exp (;—f) a > 0, b > 0, uygun olan bir ters gamma

(o2)a+1
(IG) onselidir. Bununla birlikte, kullanomi MZMC 0Ornekleyicileri  bunu
saptayamayacak sekilde uygunsuz sonsalla sonuglanabilir. Bu nedenle, kiigik a =
b =k = 0.1,0.01, veya 0.001 olan 'yaygin' ters gamma (IG) Onselleri 6nerilmistir.
Bu onsel secimi, a2,1G (k, k), az sayida gruba veya daha yiiksek dizeyli birimlere
sahip modellerde aslinda oldukca bilgilendirici olabilir, digerleri ayrica standart
sapmalardan 6nsel tek tip veya katlanmis-Cauchy yogunlugu gibi alternatif onseller
Onerdi. Ters gamma (IG) ve ters Wishart (IW) onseller (kosullu olarak) eslenik
onsel oldugundan, Gibbs &rneklemesinin sonsallar i¢in miimkiin olmasi gibi
hesaplama avantajina sahiptirler. Bunlardan 6nce baglamak, hiper parametrelere gore
hassasiyeti kontrol etmek (en azindan seyrek veri durumunda) ve muhtemelen
alternatif onsellerle devam etmek iyi bir strateji olacaktir (Rasbash vd., 2020; Scott
vd., 2013).

Bayesci bir hiyerarsik modelin bi¢imi burada, i-nci gruptan (06zne, birey,
hayvanlar, kisi, vb.), bireyler (grup) bir yordayici ile diizey-2 olarak ve birey iginde
birinci diizey olarak yuvalanmis ¢-nci zaman noktasinda (vesile ile) tekrarli
gozlemler, Y;, iki dizeyli hiyerarsisini dikkate alir. Bayesci bir rastgele kesisim
modeli su sekilde yazilabilir:

Yij = e + €t (3.21)
Burada, ;e = E(Yic/xie) = ui + e
Yie~N (,uit, af) ve u;~N(uy,, 62)’ min olasilik dagilimlarmi varsayalim. Ardindan,
Esitlik (3.21)’de, S, af, Iy, Ve a2 hiper-parametreler olarak vardir. Niifus dagilimmin
(yani B, 03%) hiperparametreleri, makul bilgilendirici olmayan o6nsel dagilimlar
varsayilarak tahmin edilebilir. u, ve 62 icin onsel dagilimlari segmek icin farkli

fikirler mevcuttur.
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Uygulamada, genellikle uygunsuz diizgiin bir dagilim veya o2 icin tekdize ters

Gamma (IG) dagilim1 ve y,, i¢cin normal dagilim kullanilir.

H ,:
/
/
L

Sekil 3.1. Rastgele Kesisim Modeli (Bayesci ¢ercevesi)

Bayesci rastgele kesisim model grafik olarak sekil 3.1 gibi gosterilebilir. Modelin her
parametresi grafikte bir diigim olarak goriiniir. Noktali oklar, parametreler
arasindaki deterministik bagimliliklar1 temsil ederken (6rnegin, [ - u; arasi)
kesintisiz oklar olasiliga dayali (rastgele) bagimliliklar1 (6rnegin, 03% - Y, arasi)
temsil eder. Bayesci bir rastgele kesisim ve katsayi/egim modeli Esitlik (3.22)

sekilde yazilabilir:

@ _________ it
Bireysel i

Y i=t=12 ..n
& )

Sekil 3.2. Rastgele kesisim ve egim/katsayr modeli (Bayesci ¢ergevesi)

Bayesci rastgele kesisim ve egim/katsayr modeli grafik olarak sekil 3.2 ile

gOsterilebilir. Yukaridaki sekil 3.1 ile karsilastirildiginda, S rastgele kesisim ve
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rastgele egim modeli i¢in olasiliksal bir diigiimdiir. Boylece, rastgele kesisimlerle
birlikte her birey (kiime) igin rastgele katsayilarimiz/egimlerimiz var. Parametreler
arasindaki korelasyonu ele alarak modeli yazmanin daha dlizenli bir yolu asagidaki

gibidir: Y;;~N(u; + t;f;,02) olmak tizere

2
(5] ~mvn (ZZ) ' <p::0'ﬁ pag;;)

Hem kesisim hem de Kkatsayi/egim modelinin = u,, ug, oy, 0g ve p  hiper-

(3.22)

parametrelerinin, parametreler igin uygun varsayimlarla tek tip hiper Onsel

dagilimlara sahip oldugu varsayilabilir.

Genel matris formunda, Esitlik (3.22) marjinal formunda rastgele etki modeli
ile su sekilde iliskilendirilebilir: Y;~MVN(X;8,Z;QZ; +%;). Bayesci hiyerarsik
modeli hakkinda daha ayrintili tartismalar, tekrarli 6l¢iim verilerine uygulanmasiyla
birlikte arastirmanin bir sonraki béliimiinde yapilacaktir. ki dizeyli bir Bayesci

hiyerarsik dogrusal modelin ortak sonsal,

P(B,u,02,62/X,Y) < p(Y,X/B,u,a¥)p(u/a)p(B)p(cl)p(a) dir.
En basit ornekler disinda, bu karmasik modelin analitik olarak ¢o6ziilmesi
neredeyse imkansizdir. Alternatif bir yaklasim gereklidir ve MZMC yontemlerinin

buna uydugu yer burasidir (Chib ve Carlin, 1999).
3.5.Durum Il: Kategorik Bagimh Degisken (ler)i icin Modeller

Tezin bu bolimuinde, Bayesci Hiyerarsik Lojistik/Cok Terimli Modelinde
(BHL/CTM) modellenebilen bireyler i¢inde yuvalanmis tekrarli 6lgimler/gozlemler
ile iki terimli veya c¢ok terimli dagitilmis kategorik bagimli degiskeni tanimlanacak

ve veri analiz ile pratik olacaktir.
3.5.1. Kategorik Bagimh Degisken Icin Bayesci Hiyerarsik Modelleri

Modern istatistik caginda, kategorik bagimli degiskenyle tekrarli Olglim
verilerinin analizi i¢in istatistiksel modellerin gelistirilmesi amaciyla 6nemli gabalar
sarf edilmistir. Bu cabalarin ¢ogu i¢in model gelistirmeye odaklanmigken sayimlar
veya oranlar gibi farkli bagimli degiskenler ve binom kategorik veya poisson verileri,
coklu kategorilere (nominal veya sirali) kategorik tekrarli gozlem verilerine goreceli
olarak az ilgi gosterilmistir. Ikili kategorik ve coklu kategorileri (sirali veya nominal)

iceren kategorik verileri tekrarlayan élglimler veya t = 1,2, ..., T; 0Olglim tekrarlar
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icin i = 1,2, ..., N bireylere/kisilere gore k = 1,2, ..., K nitelikler genellikle marka
seciminde, isgiicli piyasast ve siyasal bilimler uygulamalarinda bulunur. Bunlar,
vit € (1,2, ..., K) kategorik bagimli degiskenlerle ifade edilebilir. Bayesci hiyerarsik
modelin en disik dizeyinde (tekrarli gozlemler), vi. = Vie1, Yiezs o» Yitk)
Ozniteligin bireysel se¢iminin, i-nci bireyin su sekilde tanimlanan K. kategoriye sahip
oldugu cok terimli dagitildig: varsayilir:
yit~Binomial, (1,m;;). Burada, m;y = p(y;; = k) bireysel i bir kisi, t zaman
noktas1 ve K kategori i¢in olasilik.
Hiyerarsinin ikinci duzeyi (bireyler, gruplar olarak), standartlastirilmis bir ;.

terim araciligiyla modellenmis nedensel etkilere baglanir:

itk (3.23)

Ik(=1 Uitk
log(uitk) = Box + Ui + XitBr + Zi Vi k=12 ..,K

Burada, X;; aciklayict degiskenlerin bir matrisidir, Z;; gecikmeli bagimli

Ttk =

degigkenlerinin bir matrisidir, y, ve [ bilinmeyen parametrelerin iligkili
vektorleridir ve u;;, bir rastgele etki terimidir. Tekrarli 6lgimler veri analizinde, u
rastgele etkiler tizerine kosullu olarak, t-nci zaman noktasinda veya vesilesiyle i-nci

birey i¢in (bagimli degisken kategorik olur) Y;; = k olasihig1 su sekilde yazilabilir:

Tie = i = Pr(yie = k|ug, Xie, Zit) (3.24)
K -1
=1+ z exP(Xi,t.Bs + Zi,t.Bis)‘ exp(Xi,t.[))s
s=1

+ZitBis), for k
=s=12,..,K

Hem regresyon katsayilarinin (sabit etkiler) 8, hem de rastgele etkilerin k alt
simge tasidigi yerde, bu nedenle, regresyon katsayilarinin ve rastgele etkilerin
varyans-kovaryans matrisinin bagimli degisken kategorileri arasinda degistigi
varsayilir. Bu parametreler kendi olasilik dagilimlarina sahip olmak igin daha fazla
rastgele hale getirildiginde hiyerarsik ¢ok terimli logit regresyon modeli Bayesci

yaklagimi kapsamina girer.

Modelin tanimlanmasi, bir referans kategori belirlemeden imkansizdir ve

k =1 secilebilir, log (?) = log (”"”‘) = log(u;x) k =1 icin ve log(u;s1) = 0.

it1 Hit1

Buna karsilik ilgili parametrelerin timii [y, )4, u;; sifira ayarlanir. Bu nedenle, her
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bir kategoriyi bagimsiz olarak tahmin etmek i¢in K — 1 Esitliklerimiz var, bu da her
kategorinin olasiligin1 temel (referans) kategori ile karsilastiran kategorik bir
bagimliya esittir. Boylece, log (i) temel k = 1 kategoride olma olasiligina gore k
kategoride olma olasilig1 log olarak yorumlanabilir. Kalanlarin u;, ¢ok degiskenli

normal oldugu varsayilmaktadir: w; = (u;q1, Uy, ..., Ui ) ~MVN(0, X).

Daha sonra, bilgilendirici olmayan onsel sartname ile, ortak sonsal dagilimi su

sekilde yazilabilir:

PB,y,v,2/X,Y) xp(X,Y/B,y,v,2) X p(u/E) X p(B) x p(y) X p(Z)  (3.25)
Burada, B,y ve I bilinmeyen parametrelerin dnceden bagimsiz oldugunu ve
yalnizca u bunlara baglhi ¥ oldugunu varsaydik. m;; = u;; kategori sonucu 1
olasiligina ve 1 — ;¢ kategori sonucu 0 olasiligina sahip ikili (binom) bir kategorik
bagiml degisken y;; icin ortalama E (y;;) = u;; ve varyans Var(y;;) = m;:(1 — ;)
seklindedir. Bayesci hiyerarsik lojistik regresyon modeli, k = 1,2 = K, logit baglanti
islevi kullanilarak modellenebilecegini su sekilde dikkate

alir: y;; /u;~Bernoulli(m;;)

Logit p(yie/u;) = logit p{y;r = k = 1/u;} =y + Xi1f + Zj,u; (3.26)

Hiyerarsik bir modelde, en diigiik dizeydeki gozlemler arasindaki korelasyon,
daha yuksek diizeydeki agiklanamayan sonug¢ varyansinin oranini gosteren bir Sinif
Ici Korelasyon Katsayisi (ICC) ile tahmin edilebilir. Bagimli degiskeninin tiirii
kategorik oldugunda, iki diizeyli modelde ICC su sekilde tanimlanir:

o2 (3.27)

2 4 1
o5 t+5
Ayrica, hiyerarsik bir lojistik regresyon veya kategorik bagimli degisken

ICC=p=

rastgele etkiler modelinde, hatalarin ortalama sifir ve yaklagik 72/3 = 3.29

varyansla standart bir lojistik dagilimi izledigi varsayilir (Twisk, 2006).
3.6. Durum III: Cok Degiskenli Karisik Bayesci Hiyerarsik Modeller

Yukarida tartistigimiz I ve Il numarali durumlardaki modeller, bagimsiz olarak
alinan tek tipte siirekli (normal dagilima sahip) ve kategorik (binom veya ¢ok terimli)

bagimli degiskenleri sahipti.

Siirekli degiskenin Normal dagilimima sahip ¢oklu bagimli (¢ok) degiskenli

hiyerarsik modeller, uygulamali arastirmalarda yaygindir. Ancak, daha az uygulanir,
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ve farkli bagimli degisken tlrlerinin analizini hiyerarsik ¢ok degiskenli karisik
bagimli degiskenler modelinde birlestirmek miimkiindiir; 6rnegin, ¢ok degiskenli
modeller gibi sigara icme durumu gibi kategorik bir bagimli degiskenin yani sira kan
basinct gibi siirekli bir bagimli degiskeni de dahil edebiliriz (Leyland ve
Groenewegen, 2020).

Esitlik (3.6)'deki genel modele dayanarak, tek bagimli degiskenli Bayesci
hiyerarsik modeli, karistk bagimli degiskenleryle ¢ok degiskenli Bayesci
hiyerarsik modeline genisletilebilen ¥, olarak ifade edildi. Cok degiskenli
(karigik) bagimli degiskenler artik matris bigiminde temsil edilebilir (MacCallum
vd., 1997).

Boik (1988); MacCallum vd.(1997); Sperling (2010) 'de agiklandigi gibi,
vektoru Esitlik (3.18)'dan genisleterek, ilk s + 1 terimlerinin sabit etkiler oldugunu
ve geri kalaninin r sayida bagimli degiskenne sahip rastgele etkiler oldugunu

varsayiyoruz (eger iki degiskenli ¢ok degiskenli karigik bagimli degiskenler varsa,

— D .- . < @re e . 5 .
r = 2,Y;; 'nin kategorik oldugunu ve Y;;"'nin stirekli oldugunu ima eder).

Y=XB+ZU+E (3.28)

Burada, X = [1,, Xy, .. Xs]€Mps41, Z = [Xsp1, - Xp | €My p(s41) VE

Bor = Por ,8(5+1)1 ,B(s+1)r

‘ - ]6M5+1,r and U = : © [ €Mp—(sruyr
.le .Bsr ﬁpl ﬁpr
seklindedir. Bayesci hiyerarsik modellemesi nedeniyle, tiim parametrelerin hiper-

onseli vardir ve rastgele olarak kabul edilir.
3.6.1.Bayesci Hiyerarsik Karisik Bagimh Degisken Modellemesi

Normal, Bernoulli (Binom) ve Multinomial dagitilmis bagimli degiskenlerinin
karisimlarini tekrarlayan ol¢iim veri yapisinda modellemek basit bir is degildir.
Bunun nedeni, farkli tiirdeki bagimli degiskenlermiz i¢in c¢esitli baglanti
fonksiyonlarmin ve iistel ailelerin farkli dagitim varsayimlaridir (Liu, 2016a). Su
anda, R2ZMLwiN'de MZMC tahmin yaklasimlarini kullanarak, yalnizca Normal ve
Binom bagimli degiskenlerinin karigimlarini ve ardindan Binom igin yalnizca bir
probit baglanti1 fonksiyonunu sigdirabiliriz. Bunun nedeni, yalnizca bu bagiml

degisken kombinasyonunun, en diisiik diuzeydeki kalintilar i¢in tanimlanabilir bir
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dagilimla sonuglanmasidir. Diger bagimli kombinasyonlari, dl¢lim (en disiik)
dizeyinde (genellikle gergek¢i olmayan) bagimsizlik varsayimi yapilarak ele
alinabilir (Rasbash vd., 2020).

Karigsik kategorik ve siirekli bagimli degiskenler kiimesine sahip modeli
tanimlayalim. Basit olmasi igin, lojistik (veya probit) modellerde binom kategorik
sonucu ele alalim. Modeli birden ¢ok kategorik (sirali ve nominal) bagiml
degiskenne genelleme prensipte basittir ¢linkii her kategorik degisken bir dizi binary

gosterge degiskeniyle degistirilebilir.

Her i=1,..,N bireyin, resp; =Y = Viie - ¥Vsic) (t=1,..,T; =n;)
seklinde s adet surekli bagimli degiskenler Uzerinde Olgiimleri olsun. Bu bireylerin,
Z,, yordayici/bagimsiz degiskenlerin vektorii ile respy = Yo = V1t 0 Y1ie)' T
adet ikili (binary) bagimli degiskenlerini gézlemledigini varsayalim. Yani Yi(ts) i-nci
(i=12,..,N)bireysel 06znenin t-nci (t=1,2,..,n;) Olcim gozlemi igin
gozlemlenen s-nci (s =1,2,..,m) bagimli degiskenidir. Bir probit baglantisi
varsayilirsa, (Goldstein vd., 2009; Luo & Wang, 2014) agiklandigi gibi, gizli bir

normal degiskeni orneklemek icin algoritmadaki her yinelemede ekstra bir adim

ekleyebiliriz. Daha sonra, normallestirilmis bagimli haline gelir. Bdylece,
gozlemlenen Y{¥ bagimli degiskenlerin her biri (kategorik) Y, gizli degisken
tarafindan normallestirilir. Bu nedenle, s farkli tipte bir dizi ilgili karisim bagimli

1 (@) (s)
O, v

degiskenler Ol¢iitiiniin oldugu, Y;; = [ , Tespqi, respzi, ..., reSPmi
ve normallestirilmis gizli bagimli degiskenin respg; s =1, ...,m oldugu oldukga
genel durumu ele aliyoruz.
Bireysel kisiler i¢inde yuvalanmig 6l¢iim gozlemlerine sahip 2 dizeyli bir hiyerarsik
model icin, cok degiskenli karisik bagimli degisken modeli su sekilde yazilabilir:

Yie = 8ilXieBr + Zigyie + wa] + (1 — 8 [XieBr + Zigyie + wi + €] (3.29)
Eszamanli bagimli degisken gostergesi kukla degiskeni,

5 = { 1, egir Y, kategorik
P70, e8ir Yy, strekli

seklindedir.
Durum III'teki hiyerarsik yapmnin Bayesci uzantisi, durum I ve durum II gibi

ilgilenilen parametrelerin rastgele hale getirilmesidir. Hiyerarsik modeller hem veri
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hem de parametre yapisi bakimindan gerekli modeller olmasina ragmen, analitik

¢oziimlere cogu zaman ulasilamaz.

3.7.Bayesci Cikarim ve Markov Zinciri Monte Carlo (MZMC)

Yaklasimlan

Klasik yaklasimda, Y = y;,y,,¥s, ...y, Orneklem gdzlemlenen oOlcumleri,
rastgele kabul edilen veri kiimeleridir. Bilinmeyen 6 parametre seti ise sabit olarak
alimir. Bayesci yaklasimda motivasyon, parametrelerle ilgili belirsizligi yansitan
bilinmeyen 6 parametre setini rastgele Y 6rneklem gozlemlenen 6lgiimlere dayali
olasilik dagilimlarina sahip olarak almaktir. Daha sonra, Bayesci ¢ikarim, Bayesci

teoremi uygulanarak resmilestirilebilir:

0 0
p(61y) = EETEE — o p(y[6) x p(6) = ¢ x p(YIOIP(6)  (330)

Normallestirme ¢ sabiti ile, mevcut goriisiimiizii (6nsel dagilim, p(0)) elde edilen

verilerle (olasilik p(y|@)) glincelleyerek yeni goriisimiizii (6’nin sonsal dagilim
olarak p(8]y)) elde ederiz. Onsel dagilim, p(#) sonsal dagilimda veriyi gérmeden
onnce O’nin belirsizligimizi ifade eder, sonsal dagilim, p(@|y) veriyi gordikten

sonraki 6’nin belirsizligimizi ifade eder.
3.7.1.Markov Zinciri Monte Carlo (MZMC) Yaklasimlar:

Bir dagilimdan ¢ok sayida rastgele degeri ornekleyen herhangi bir simiilasyon

teknigine Monte Carlo Simiilasyonu denir. Markov Zinciri Monte Carlo (MZCM)
fikri, &, parametre degerlerinden "drnekleme" yapmaktir. Bir uzun siire Bayesci

analizi, sonsal dagilimi elde etmek i¢in ¢ok boyutlu integrallere ihtiyag duyan

karmagik modellerin degerlendirilememesi nedeniyle engellenmistir.

Bu nedenle, analiz, sonsalin 6nsel ile ayni formu aldig1 ve dolayisiyla ortalama,
medyan ve diger 6zet Olclimlerin karmasik ¢cok boyutlu entegrasyon yapmak zorunda
kalmadan bilindigi eslenik analizlerle sinirlandirilmigtir. Bununla birlikte, modern
hesaplama giiclinlin ortaya ¢ikmasiyla birlikte, artik Markov Zinciri Monte Carlo
yontemleri olarak bilinen simiilasyonlar1 kullanarak karmasik integralleri hesaplama

yetenegine sahibiz. Bu, Bayesci fikirlerin biylimesine yol acar.

Modern istatistiksel metodolojide, Markov Zinciri Monte Carlo (MZMC)
yontemleri, hiyerarsik, ¢ok diizeyli veya karma efektli modelleri tahmin etmek igin

kullanilabilen Bayesci tahmin teknikleridir.
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MZMC yontemlerinin temel asamalar sunlardir:

a) Analitik yontemlerin simiilasyonla degistirilmesi: p(6/y), ortak sonsal
dagilimindan 6rnek alin ve ¢ok sayida makul 6 degeri kaydedin. Daha sonra,
ornegin, orneklenen degerlerin  6rnek ortalamasini, E(6/y) sonsal
ortalamanin bir tahmini olarak kullaniriz.

b) Sonsal dagilimdan oJrnekleme:Bir Markov zinciri tiretme olasiliginin
carpimiyla orantili oldugu bilinen ortak bir sonsal dagilimdan 6rnekleme
yontemleri, burada bir sonraki simiile edilen deger i¢in dagilim yalnizca
mevcut degere baghidir. Markov zincirlerinin teorisi, genis kosullar altinda,
numunelerin sonunda bir "denge dagilimima" yakinlasacagini belirtir. Denge
dagilimini saglamak i¢in belirtilen p(y/0) x p(8) formunu kullanan sonsal
dagilimin bir dizi algoritmast mevcuttur. Popiiler teknikler sunlari igerir:
Gibbs orneklemesi, Metropolis algoritmasi ve yeni melez yontemi.

c) Simiilasyonun bagslatilmasi: Markov zinciri bir yerden baslatilmalidir ve
bilinmeyen parametreler i¢in baslangic degerleri segilir. Teorik olarak,
baslangi¢ degerlerinin se¢imi nihai Ornekler {izerinde bir etkiye sahip
olmayacaktir, ancak pratikte yakinsama oraninda bir fark yaratirlar.

d) Yakinsama kontroll: Bir Markov zincirinin birlesip birlesmedigini kontrol
etmek zor bir sorundur. Yakinsama eksikligi, 6rneklenen degerlerin diizensiz
davranigin1 gozlemleyerek teshis edilebilir, ancak yakinsamayi teshis etmek
ozellikle zordur. Fikirlerden biri, ¢esitli baglangigc degerlerinden birkag zincir
calisirmak ve bunlarm ayni sonsal dagilimdan gelip gelmedigini kontrol
etmektir.

Markov Zinciri Monte Carlo (MZMC) yaklagimi, bir Markov zincirini
{6,,t € T} O icin yaklasik dagilimlardan simiile etmeye ve ardindan simiilasyonu
hedef sonsal dagilima p(6/y) daha iyi yaklastirmak i¢in ayarlamaya dayanan genel
bir yaklasimi ifade eder (Gleman vb., 2004). Bir Markov Zinciri, 8, rastgele (gizli)
degiskenler 6,04, 65, ..., dizisi olarak tanimlanabilir. Oyle ki her t > 0 yineleme bir
sonraki durum 6;,;, yalnizca zincirin 6; mevcut durumuna bagli olan bir
P(0:41/6;), teklif dagilimindan Orneklenir, yani, P(0;41/6¢ 0i—1,...,600) =
P(60:,1/60;). Modern Bayesci istatistiklerinde, Bayesci marjinal ve birlesik sonsel

yogunluklarin verimlilikte degisiklik gosteren tahmininde kullanilan {i¢ popiiler
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MZMC algoritmas: vardir (Liu, 2000). Bunlar, Metropolis-Hasting (MH), Gibbs

orneklemesi ve yeni melez (Hamiltoncu) Monte Carlo algoritmasidir.
3.7.1.1. Metropolis-Hastings (MH) Algoritmalar:

Metropolis vb. (1953) tarafindan ilk kez Onerilen Metropolis algoritmasi,
sonsal dagilim igin analitik bir ifadenin yazilmasi imkansiz oldugunda kullanilir.
Algoritma, Q(6;/6;) yogunluk islevine sahip bir teklif dagilimi gerektirir ve bu
dagilimdan oOnerilen ve asagida aciklandigi gibi bir Metropolis-Hasting orani
tarafindan kabul edilen veya reddedilen simiilasyonlara dayali olarak bir yineleme
zamaninda bir adim ilerler. Hedef dagilim1 (Bayesci analizdeki sonsal dagilim) P(.)
ile gosterelim ve Q(./6,) teklif dagilimi, yineleme t zamaninda aday noktanin 6*

orneklendigi bir 6neri dagilimi olsun.

Tablo 3.1. Metropolis Algoritmasi: Rastgele Yiiriiyiis Metropolii

Girdi: 8, baslangi¢ noktasi, Q teklif dagilimi ve T yineleme sayist;
t=0,12,..,Tigin:
0*~Q(./6:),Q(6:/0") = Q(67/6;) kosulunu saglayan drnek cek;

P(6%)
'P(Gt)}

Kabul olasiligini hesapla; p = a(0;,60%) = min{l

Rastgele bir degiskeni drnekle; U~Uniform(0,1)
Eger U <p:
6, - 0"
0; — 0, (yeni aday cekmek icin geri doniin),
t’yi artir
Ciktr: 6

Simetrik bir 6neri/teklif dagilimini, Q = Normal, se¢en Metropolis yaklagimi,
tarihsel olarak Metropolis-Hastings'den once bulunmustur. Bazen rastgele yiiriiyiis
(Random-Walk) Metropolis'ten farkli kabul olasiligina sahip asimetrik bir teklif
dagilimina, Q(./6,), ihtiyacimiz olabilir. Bu nedenle, Algoritma 1 ve Algoritma 2,
kabul olasiliginin, Q(./6;), hesaplanmasi bakimindan farkhidir. Burada, 6,
verildiginde yeni deger i¢in Q(./8;) kosullu dagilimindan ¢ekilen bir 6rnek yeni
deger olarak onerilir, bu deger belli bir olasiliga gore kabul edilir. Edilmezse eksi

degerde kalinur.
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Tablo 3.2. Metropolis- Hastings (MH) Algoritmasi (Genel)

Girdi: Q bazi ilk teklif dagitimindan ve T yineleme sayisindan 6, baslangi¢ noktasi; (6,'in
verilmest durumnda)
1. icin; yapmakt = 0,1,2,...,T
2. Cikilis orneklem 6/, ,~Q(6;,0%), Q teklif dagitiminin ihtiyag duymadigi (ancak 6
bagli olabilecegi) durumlarda;

3. Kabul olasihgini hesaplayin; p = a(6¢,0;{,1) = min{l,%%}
4. Rastgele bir degiskeni 6rnekleyin;U~Uniform(0,1)

5 EgerU<p,0i41 = 0{41

6. Baska/Yoksa, 6;,; — 8; (yeni aday ¢ekmek i¢in geri doniin), artirin t.

Ciktr: 6

3.7.1.2. Gibbs Orneklemesi

Gibbs 6rnekleme algoritmasi, esasen Metropolis-Hasting'in bir varyasyonudur.
Burada her bir bilesen 8; € 8 diger tiim bilesenlerin degerleri verildiginde kosullu
dagilimindan ornek alinarak sirayla degistirilir. Metropolis-Hastings (MH)
ornekleyici, Gibbs drnekleyici dahil olmak tizere herhangi bir MZMC yaklagiminin
0zl olabilir. Gibbs Orneklemesinin kullanilmasinin 6nseli nedeni, dogru hedefe
ulagan bir dizi diisiik boyutlu simiilasyon olusturarak ¢ok boyutluluk problemini
(hem reddetmeyi hem de 6nemli 6rneklemeyi etkiler) kirmakti. Gibbs 6rneklemesi,
strekli bagimli degisken modelleri icin sonsal dagilima aitanalitik bir ifadenin

yazilmasiyla dogrudan kosullu sonsal dagilimdan bir 6rneklemedir.

Resmi bir tanimla, Gibbs Orneklemesi, bir (1) kabul olasilig1 ile 6zel bir
Metropolis-Hastings (MH) algoritmast durumudur. Gibbs 6rneklemeside teklif
dagilimlar her zaman kabul edilir. Gibbs orneklemesi, sert ¢ok degiskenli eklem
sonsal dagilimindan, Q(.) = Q(616%...6°7), kolay tam (tek degiskenli) kosullu
dagilimlara, Q(61/62 ...67),Q(68%/6%63 ...0"), ..., Q8P /61 ...6P~1), cekmeyi

azaltir. Algoritmanin adimlar1 asagidaki gibidir:
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Tablo 3.3. Gibbs Orneklemesi

Girdi: verilen noktadan baslayarak, 6,tn verilmesi durumunda ve ters ornekleme gibi

kosullu dagilimlardan yararlanmanin bir yolunu bulun; t = 0, ... igin
A. Cekilis:o{~0 (657 /61...60)

t+1 t+1 t+1

B. Gekilis:0.;~0 (6:21/6(36...01)

1 (D) () /1) (D=1
C. Cekilis: 6,91~ (6:21/6% .67 ")

D. Ayarlamak 6;,, = (Ht(i)l Ht(fi); ardindan Q(Y/6,)'dan Y degeri Cekilir.
Ciktr: 6

3.7.1.3. Hamiltoncu Monte Carlo (HMC) Algoritmasi

Son zamanlarda, Markov Zinciri Monte Carlo (MZMC) yontemleri, karmagik
ve vyiksek boyutlu dagilimlardan Ornekleri iiretmek igin yaygin olarak
kullanilmaktadir. TUm Bayesci yaklasim yontemleri arasinda, Hamiltoncu Monte
Carlo (HMC) (Almond, 2014) yaklasimi, karmasik veri yapist modellerine
yaklasmak i¢in en verimlidir ve geleneksel Metropolis-Hastings ve Gibbs
yontemlerinden daha hizli bir sekilde yakinsaktir (Kruschke ve Vanpaemel, 2015).
Cok bilinen MZMC yaklagimlari, karmagik parametre yapilarinda (Yao ve Stephan,

2021) zayif performans ve muazzam derecede yavas yakinsama géstermektedir.

Gibbs oOrneklemesine benzer sekilde, Hamiltoncu Monte Carlo (HMC)
parametre uzayindaki mevcut konuma bagl olarak rastgele bir teklif dagilimi
kullanir. Ancak Gibbs algoritmasindan farkli olarak, HMC, parametreleri kosullu
sonsal dagilimindan hesaplama ve 6rnekleme islemlerinedayanmaz. HMC'nin diger
MZMC yontemlerine gore iki avantaji vardir. Birincisi, orneklerin otokorelasyonu
cok azdir veya hi¢ yoktur. Diger avantaji ise hizli mix-in, yani zincirin dagilima
hemen yakinsamasidir. Bu nedenle, diisiik (oto) korelasyon ve diisiik 6rnek reddi ile

stirekli dagilimlar i¢in en iyi yaklasimdir (Nishio ve Arakawa, 2019).

Model parametreleri ayrik yerine siirekli oldugunda, hibrit Monte Carlo olarak
da bilinen Hamiltoncu Monte Carlo (HMC), 6rnekleme problemini bir hedef
dagilimdan digerine doniistiiren akilli bir yardimer degisken semasi araciligiyla bu

tiir rastgele ylirlime davranigini bastirabilir (Neal, 2011).
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HMC, birinci dereceden gradyan bilgisi ile bildirilen bir dizi adim atarak, diger
MZMC yaklagimlarini rahatsiz eden iliskili parametrelere karsi rastgele yiiriime
davranigini ve duyarliligi 6nleyen bir MZMC algoritmasidir. HMC, BHM'ye uyacak
sekilde niteliklere ve popiilasyon yapisina dayali uygun parametre ayarlarini
gerektirir. Dahasi, HMC'nin performans: simiile edilmis veriler i¢in Gibbs

orneklemesinden daha iyiydi (Nishio ve Arakawa, 2019).

Hamiltoncu Monte Carlo (HMC) algoritmasi, bir t =0,... T slresi igin
yoriingeyi hesaplayan ve ardindan son konumu X(T) = X,,,; alan Hamiltoncu'ya

(toplam enerji) dayanmaktadir.

Tablo 3.4. Hamiltoncu Monte Carlo (HMC) algoritmasi

Girdi: 8, baslangi¢ noktasi ve bir hiz dagilimi 6, = X,q(v)
1. Iginn=0,..
2. Baslangi¢ konumunu su sekilde ayarlaym;X(t = 0) = X,
3. Yeni bir rastgele ilk hiz ¢izin v(t = 0)~q(V);
4. Yorlingeyi bir siire igin toplam enerji ile sayisal olarak entegre edin (Leapfrog
yontemini kullanin) H(X, v) = U(X) + K(v) = —log p(X) —logq(v) T

5. Kabul olasiligini hesaplaym a(X,41, X, ) = min {1, exz)[(;;i_(ﬁ?;.zn;]l)]}

6. Ayarlamak X,,,; =X(t=T)
7. Artig
Cikt1: 6

3.8. Bayesci Hiyerarsik Modellemesi I¢cin Paketler ve Onseller

Bu tez calismasi, Bayesci hiyerarsik modellerine kisa bir genel bakis saglayip cesitli
bagimli degisken ve 0Onsel spesifikasyonlardaki modellere, uygun model se¢im
kriterleriyle R2MIwiN, MCMCglmm ve R-stan/BRMS kullanilarak bunlarin nasil
uydurulacagina odaklanacaktir (Kruschke, 2014). Bu ii¢ R paketi, farkli alile
dagilimlarindan gelen tek veya ¢ok (karisik) degiskenli bagimli degiskenlerle
BHM’ye uygundur. Bunun yaninda, BHM {i¢ farkli Markov Zinciri Monte Carlo
(MZMC) vyoOntemiyle uyumludur. Kisacasi, (Mai ve Zhang, 2018) tarafindan
belirtilen Bayesci hiyerarsik (cok diizeyli) modellemeye yonelik yazilim paketleri
listesinden {i¢ii, MZMC algoritmalar1 farkliliklarina dayanarak bu tezde kullanilmak
tizere secilmistir. Farkli paketlerindeki modellerin kurulmak i¢in farkli inceltme,

yakma periyodu (burn-in) ve iterasyonlu deger uyugulanmistir. Tim modeller,
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Hamiltoncu Monte Carlo yaklasiminda 2 ¢ekirdekli, isinma veya 1000 yanmali, 1
inceltme ve 10000 iterasyonlu dort zincirle model kuruldu. Bayasgi Modelleri,
2000'lik bir inceltme araligr ile 100.000'lik bir yanmadan sonra 5.000 yineleme igin
Gibbs 6rneklmesi kullanarak MCMCglmm paketi ile donatilmis. Ayrica, Metropolis
Hasting yaklasimi i¢in R2MIwiN'li modelleri, 10'luk bir inceltme ile 1000'lik

yanmadan sonra 10000 iterasyon i¢in yerlestirmistir.
3.8.1.R2MIwiN paket: Cok diizeyine bir R komut arayizi

Bir paket R2MIwiN olarak, MLwiN'deki ¢ok dizeyli pencereler R komut
araytzunde ydritulebilir. Bu paket WinBug ve Ime4 ile baglantilidir (Zhang, 2014,
Zhuge vd., 2020). Bayesci ¢ercevesindeki hiyerarsik dogrusal modeller i¢in bu paket
varsayilan olarak Metropolis- Hasting (MH) algoritmasi kullanir (Zhang vd., 2016).
Gibbs drneklemesi ayrica segilen olasilik ve 6nsel kombinasyonlar icin desteklenir.
MZMC'nin yakinsamasi ve verimliliginin kontrol edilmesi, parametreler ve 6nsel
dagilimlar igin sonsal ozetler elde edilmesi ve model karsilastirmasi da saglanir.
Analizimize dahil etmek istedigimiz ortalama parametre veya onceki ¢alismalardan
elde edilebilen bilgilendirici Onseller (sik sik kullanilan HM tahminleri) i¢in

bilgilendirici olmayan duz 6nsel (1 yogunluklu) kullanabiliriz.

Onsel secimi, veri yapisina ve yazilim paketlerine baghdir (Alvarez vd., 2014;
Lemoine & Lemoine, 2019). WinBUGS ve R2MLwiN, ters Wishart (IW (Phi, nu))
dagilimini rastgele etkileyen kovaryans matrisi i¢in kosullu eslenik olarak kabul eder.
Ancak bu se¢imin sorunlu oldugu goriilmiistiir. Kime sayisi (birey) azdir (Leckie ve
Charlton, 2013). Bununla birlikte, kovaryans matrisinin onseli i¢in (Gelman ve Hill,
2006) Olcekli ters Wishart (IW) kullanilmasint 6nermektedir. Herhangi bir Bayesci
modelinin yeni 'varsayilan' onceligi olarak zayif bilgilendirici oncelleri diistinmek

daha iyidir (McElreath, 2018a).

3.8.2. MCMCglmm paket: MZMC ile Genellestirilmis Dogrusal Karisik
Modeller

MCMCglmm (Hadfield, 2017), MZMC yontemlerini kullanan genellestirilmis
dogrusal hiyerarsik modelleri uydurmak icin bir R paketidir. Bayesci genellestirilmis
cok diizeyli (hiyerarsik) dogrusal modellerin yani sira, R'deki MCMCglmm
kiitiphanesi BHM'yi siirekli ve karistk bagimli degiskenlere yapabilir. Model

katsayilar1 ve kesisimler i¢in varsayilan Onseller, standart normal dagilimlar olan
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bilgilendirici degildir (Gromping, 2015). Daha (st diizey rastgele etki igin onsel
dagilim, G-yapisi ve artik terim R yapis1 i¢in, varsayilanlar V ve nu olmak {izere iki

ayr1 terim belirterek ifade edilir (Hadfield, 2010, 2015).
3.8.3.BRMS in Stan paket: Stan kullanarak Bayesci regresyon modelleri

BRMS (Birkner, 2018; Burkner, 2017), tam Bayesci ¢ikarimi igin 'Stan'
kullanan Bayesci (genel) genellestirilmis (dogrusal olmayan) dogrusal, tek degiskenli
ve ¢ok degiskenli hiyerarsik (¢ok diizeyli) modellere uyabilir. BRMS'de ¢ok cesitli
dagitimlar ve baglanti islevleri desteklenir (McElreath, 2018a). MCMCglmm ve
BRMS gibi “R” karigik etki model paketlerinden takilan nesneler, 'broom.mixed'
paketinin ¢izgileri boyunca diizenli veri gergeveleri seklinde sekillendirilebilir.
MCMCglmm ve BRMS gibi “R” karisik etki model paketlerinden takilan nesneler,
model diizeyinde istatistiklerin tek satirlik bir 6zetini saglayan 'siipiirge' paketinin
cizgileri boyunca diizenli veri ¢ergeveleri seklinde sekillendirilebilir (Bolker, 2019).
BRMS'de varsayilan olarak (P. C. Burkner, 2017), 3 serbestlik derecesine sahip
yarim Student-t Onsel dagilimi kullanir. Bu Onsel, genellikle nispeten zayif
bilgilendirici olmakla birlikte, modellerin yarim 'Cauchy' 0Onselinden daha iyi

yakinsamasina yol agar.

Farkli bilim adamlari, yerlesik Bayesci model yapisina ve MZMC yontemine
bagli olarak degiskenlik parametrelerinin hiyerarsik bir modelinde bir bilesen icin
cesitli onseller onerdiler. Baz1 arastirmacilar, Gibbs Orneklemesinde tek tip ve ters
gama aileleri de dahil olmak tzere bilgilendirici olmayan 6nsel dagilimlar 6nerdiler.
Diger arastirmacilar, hiyerarsik model icin bir yarim t ailesi 6nerdi ve nispeten zayif
bilgilendirici 6n dagilim gosterdi. Yar1 6grenci-t Onseligi, standared sapma (SS)
parametreleri i¢in BRMS'de bir varsayilan onsellik daha iyi yakinsamaya yol agar.
Yine de, yerel biiziilme parametreleri, Stan'in BRMS'sinde artan sayida farkli

gecislere yol agmaktadir (Piironen & Vehtari, 2016).
3.9. Bayesci Hiyerarsik Model Karsilastirma Kriterleri

Farkli modelleme tiirlerinde uygulanan ve farkli yazilim paketlerinde bulunan
cok daha fazla bilgi kriteri vardir. Bunlar arasinda Akaike Bilgi kriterleri (AIC),
Diizeltilmis Akaike Bilgi kriterleri (AICc), Schwartz Bayeci Bilgi Kriterleri (SBC,
SBIC), Bayesci Bilgi Kriterleri (BIC) ve belirtme katsayisi(R?) vardir. Tiim bu bilgi

kriterleri, sapma teriminin ve ceza teriminin toplami olarak ifade edilebilecek
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Maksimum Olabilirlik Tahminine (MOT) dayanmaktadir. Bu 6lgiitler, uyum o6l¢ii
eksikligi i¢in fazla belirlenen parametreyi cezalandirarak, yeterli bir uyum iyiligi ve
az sayida parametreden olusan “en iyi” modelin se¢ilmesinde kullanilir. En iyi
model, kriteri en aza indirir (Vehtari vd., 2017). Bu bilgi él¢cimlerinin matematiksel

hesaplamalar1 agagidaki gibidir:
a) AIC = —2logp (v|Omor) + 2k

b) BIC = —2logp (y|Omor) + k * In(N)

) (3.31)
¢) AlCc = —2logp (¥|0mor) + 2k * N_k—1'¢

. N +2
d) SBIC=—210gp(y|9M0T)+k*ln< o )

Gortilebildigi gibi yukaridaki listeler (a-d) model karsilagtirma indiksi de ayni
—210gp(y|§M0T) terimi kullanmaktadir, ve Oyor Maksimum olabilirlik tahmini

(MOT) temelli parameter nokta tahmini ve logp (y|§MOT), Omor temelli verinin
olabilrliginin logaritmasidir. Ceza terimi i¢in AIC, 2k ve BIC, k *In(N)
kullanmaktadir. Burada k parameter sayisini, N ise ©rneklem boyutunu
gostermektedir. AICc, AIC’1n diizeltilmis bir versiyonudur. N 6rneklem boyutunun k
parametre sayisina orani kiiglik oldugunda AIC iizerinde bir diizeltme yapar. SBIC
1se model karmasikligini (k parametre sayis1) BIC’dan daha sert cezalandiran, BIC 1n

bir versiyonudur.

Yukaridaki dort model karsilagtirma yonteminde da goriildiigli gibi yontemler
sapma terimini MOT nokta tahmini ile ve ceza terimlerini parametre sayisi ile kiigiik
orneklem boyutu ile hesaplamaktadir. Tim bu 4 bilgi kriteri, sapma terimlerini
Maksimum Olabilirlik Tahminine (MOT) nokta tahmini ile hesaplar. Ama ceza
terimlerini sonsal tahmini diistinmeden (Beklenen sonsal tahmincisini bulmadan)
sadece Orneklem biiylikligli ve parametre sayist ile hesaplar. Bu nedenle, bu
yontemler genellikle tam Bayesci olarak kabul edilmez. Bunun igin, bu tezde, ceza
terimlerini sonsal tahmini ve varyans/kovaryans termi diisiiniinen degir Bayesci

model karsilastirma yontemlerini el aldik.

Bu yontemlerin Bayesci factorii, AIC, BIC ve R? gibi geleneksel bilgi kriteri
temelli model segme yontemlerinden daha iyi performans gosterdikleri gosterilmistir

(Ryoo, 2011). Bununla birlikte, Bayesci analizi baglaminda model se¢imi i¢in en iyi
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kriterler hakkinda bir fikir birligi yoktur (Ariyo vd., 2019) .Watanabe-Akaike bilgi
kriteri (WAIC) ve bir tane disarda birakma capraz gegerliligi (leave-one-out, LOO-
IC) iki Bayesci model secme yontemidir. DIC ve WAIC, Bayesci bilgi kriteri
indisleridir ve sapma terimi ile ceza teriminin toplami olarak ifade edilebilirler (Y. Li
vd.., 2013; Link & Sauer, 2016). Bu tezde kullanilan ti¢ paket, yakinsama teshisi i¢in
diizenli ozet istatistikler ve grafikler ¢ikarabilen hemen hemen tiim yaygin Bayesci
hiyerarsik (¢ok diizeyli) model tiirlerini desteklemektedir (Busemeyer ve Wang,
2000; Mai ve Zhang, 2018). Iyi uyum endeksleri i¢in MCMCglmm ve R2ZMLwiN,
Bayesci sapma bilgi kriterini (DIC; Spiegelhalter vd., 2002) ¢ikarirken, BRMS’de
Watanabe—Akaike bilgi kriteri, LOO-IC ve k-fold sunar (Mai & Zhang, 2018;
Vehtari vd., 2017). En iyi uygulama i¢in, bu tezde, yakin zamanda savunulan WAIC,
LOO-IC ve ICOMP, DIC ile, Bayesci model karsilastirmalari ve se¢im yontemleri

olarak kullanilmistir.
3.9.1.Bayesci Sapma Kriteri (Bayesian Deviance Information Criteria)

DIC, Bayesci model secimi icin (Spiegelhalter vd., 2002) tarafindan AIC'nin
Bayesci baglamina uyarlanmasi olarak gelistirilmistir. DIC su sekilde hesaplanabilir
DIC = —2logp (¥|8kas) + 2poic (3.32)
Burada, maksimum olabilirlik tahmininin, 9M0T, sonsal dagilim ortalamasi, éBayes =
Opas = E(O|Y) ile degistirilmesi ve k parametrelerinin sayisinin veri tabanl bir
sapma diizeltmesi ile degistirilmesi yapilir. Beklenen log-noktasal tahmin yogunlugu
olarak ifade edilen Bayesci tahmin dogrulugunun yeni dlgiisii:
poic = 2 (logp (¥10gas) — Epost(logp (¥16))) (3.33)
Burada DIC Ogag, beklenen deger sonsal (EAS) tahmini, yani sonsal ortalama
tahminini temel alan bir nokta tahminini kullanmaktadir. BOdylece, verinin log-
olabilirligini hesaplayabilmektedir (logp (y|fgas)) + Ceza terimi (3.33)te
hesaplanir. Burada parantez igindeki ikinci terim verinin log-olabilirliginin sonsal
ortalamasidir. Sonsal dagilimi kullanan tek ceza terimi oldugu i¢in DIC kismen
Bayesci olarak kabul edilir. Benzer sekilde, DIC su sekilde tanimlanabilir:
DIC = Dhat + 2pp;c = Dbar + Pp;¢ (3.34)
Burada, Dhat = D(thetabar) =—2logp (y|0gas), Dbar = sonsal dagilimin
ortalamanin sapmasi ve Ppjc, sapmanimn sonsal dagilimi ortalamasi eksi sonsal

dagilimin ortalamasinin samasidir.
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3.9.2. Bozdogan'in Bilgi Karmasikhg Kriterleri (ICOMP)

Bir model M, igin yeni gelistirilen bilgi karmasiklig1 olgiitleri (ICOMP),
modelin serbest parametrelerinin sayisini cezalandirmaya alternatif olarak modelin
kovaryans karmasikligin1 cezalandirir (Bozdogan, 2009). Genel olarak, Bozdogan'in
Bilgi karmasikligi (ICOMP) kriter, su sekilde tanimlanabilir

ICOMP = —2log(Bmor|Y) + 2C(Zrmoder) (3.35)
ICOMP, C degerli (3.35) esitligi ile hesaplanan genel ¢cok degiskenli dogrusal veya
dogrusal olmayan bir model i¢in bilgi temelli kovaryans karmasikligi indeksi
tizerinden elde edilen tesadiifi vektorler seti veya bir elemanin yapisal karmasiklig
ile hesaplanir. ICOMP, gercek degerli bir karmagiklik olglisund temsil eder ve
Smoder = Kov(Oyor) = Var(Oyor) olur. Bu da modeldeki parametre vektérlerinin
kovaryans matrisinin tahminidir ve bir modelin tahmini ters Fisher bilgi matrisi
(IFIM veya F~1) olabilir (Howe, E.Deniz, Bozdogan H, 2017).

Model yapisina bagli olarak (Bozdogan, 1988, 2000, 2009; Bozdogan ve
Haughton, 1998a; Kartal Koc ve Bozdogan, 2015), ICOMP'un ¢esitli bigimlerini ve
teorik gerekgelerini tanimlamistir. Bu tezde (Wand, 2007) tarafindan tiiretilen ve
Ozetlenen ters Fisher bilgi matrisini (IFIM veya F~1) g6z oéninde bulundurarak
Bayesci hiyerarsik (karigik etki) modelleri icin en genel ICOMP stilini (Howe vd.,
2012) kullaniyoruz. Bozdogan'in sonsal beklenen degeri en iist diizeye ¢ikarmak igin

Bayesci cercevesinde bilgi karmasikligi (ICOMP) kriteri

ICOMPypyy pgy = —2LogL(By) + k + 2C(F™1) (3.36)
olarak tamimlanabilir. Burada, C karmasikliktir 6l¢ii. Ve 8., k bilinmeyen
parametreli M modeli altinda 8, parameter vektoriiniin maksimum sonsel dagilimi
tahminidir. Ayni1 veri kiimesinden birlestirilmis BHM’ler arasinda en kiiciik
ICOMP'a sahip bir model en iyi model olarak secilir (Bozdogan, 2009). ICOMP
kriterinin karmasiklik 6l¢tsinG hesaplamak i¢in (Bozdogan, 1988, 1990, 2000, 2010;
Hamparsum Bozdogan & Haughton, 1998), asagidaki gibi bir maksimum bilgi
karmasiklig1 6l¢iisti C(Z) Onermistir:

a d tr(Z 1
C(Zmodel) = ;log% — EloglEl (3.37)
d: kovaryans matrisi 2'nin boyutudur. Model belirtimi dogruysa, fmodel(g) =F1

olur (Bozdogan, 2009). Yukaridaki (3.36) ve (3.37) Esitliklerin kullanarak ve
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(Shang, 2016) tarafindan hiyerarsik dogrusal (karisik etki) modeller i¢in ICOMP'un
tiiretilmesinden yola ¢ikarak, ICOMP'U su sekilde yeniden yazabiliriz:
tr(F~1)

ICOMPgyy = —2LogL(8y) + d log —log|F~1| (3.38)

3.9.3.Watanabe 'in Yaygin Uygulanabilir Bayesci bilgi kriteri (WAIC)

WAIC (Watanabe-Akaike veya yaygin olarak uygulanabilir bilgi kriteri
(Watanabe, 2010), Bayesci modelleri icin sapma bilgi kriteri (DIC) Uzerinde bir
gelisme olarak goriilebilir. Yaygmn Uygulanabilir Bayesci bilgi kriteri (WAIC)’1n
hesaplanmasinda kullanilan sapma terimi Log-Nokta Tabanli-Tahminsel-Yogunlugu
(LNTTY) gerektirir. LNTTY asagidaki gibi hesaplanir.

LNTTY = X, log [ p(:16) X Ppost (6)d6 (3.39)

Log-Nokta Tabanli-Tahminsel-Yogunlugu (LNTTY)’nin hesaplanisinda tiim
Dpost(6)  sonsal dagiim  kullamlmaktadir. LNTTY, AIC ve BIC'm

hesaplanmasindaki logp(y|§MOT) ve DIC’in hesaplanmasindaki 10gp(y|§EAS)
degerlerinin tamamen Bayesci bir analogu olarak goriilebilir. LNTTY ye benzer
olarak WAIC’1n ceza terimi tamamen Bayescidir ve agsagidaki gibidir.
Pwaic = Xic1 Varyes: (logp(y:10)) (3.40)
Burada pya;c ceza terimi, N veri noktasi iizerinde toplanmig log-tahminsel-
yogunlugundaki terimlerin varyansidir. Watanabe- Yaygin Uyugulanabilir Bayesci
bilgi kriteri su seklinde hesaplanabilir:
WAIC = —2LPPD + 2py a;1c (3.41)

3.9.4.Bir tane disarida birak bilgi kriteri (LOO-IC)

Bayesci LOO-IC, bir tane disarida birak bilgi kriteri (leave-one-out information
criteria, LOO-IC) yukarida bahsedilen bilgi kriterlerinden farklidir. Cunkd

hesaplanisinda higbir ceza terimi yoktur.

LOO — IC = —2LPPDyyy = =2 X1 1og [ p(¥:16) X Ppose- (0)d0  (3.42)
seklinde hesaplanir. Burada py,os¢(—;)(0), veriden i noktasindaki verinin ¢ikarilmasini
temel alan sonsal dagilimdir. LNTTY i veri noktasin1 hem sonsal dagilimi hem de
tahmini hesaplamak i¢in kullanir. Burada ise bunun aksine LPPD,,, aynisini sadece
tahmin i¢in kullanmaktadir. Bu nedenle veriyi iki kez kullanarak potansiyel yanlilig
dizeltmek igin ceza terimine gerek yoktur. Yaygin Uygulanabilir Akaike/Bayesci
bilgi kriteri (WAIC), bir tane ayirarak gapraz gegerlilik (LOO-IC) ve K-katl ¢apraz
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gecerlilik kullanarak tamamen Bayesci modeli iken Bayesci Sapma kriteri (DIC) ve
ICOMP kismen Bayesci olarak kabul edilir (Vehtari vd., 2017).

3.9.5. K-kath ¢apraz gegerlilik (K-fold-CV)

Bazen cok sayida Pareto Diizeltmeli Onem o6rneklemesi (PSIS-LOO-IC)
basarisiz olabilir ve tekrar model kurmak cok uzun surebilir. LOO-IC capraz-
gecerliligini, veriyi tamamen rastgele katlara ayirip K-katli capraz gegerlilik
kullanarak ve ardindan her bir ¢apraz gecerlilik tahminlerine ayr1 ayr1 bakarak
tahmin edebiliriz (Vehtari vd., 2018). Bayesci K-kat ¢apraz dogrulama, verileri k alt
kiimelerine y,(k = 1,2,...,K) olarak bolimlere ayirir. BHM, pposee)(6) =
p(9|y(ke)) bir sonsel dagilim dondiiren her egitim veri kiimesi y,'ye ayr olarak
olusturur (Vehtari ve Gelman, 2014). WAC ve LOO-IC ile tutarliligi korumak i¢in,
her veri noktasi i¢in 6ngoriicii dogrulugu tanimlariz, boylece y, icin log 6ngoricu
yogunlugu su sekille gdsterir.

108 Dpost(k.e) V) =108 [ Pprea Di10) Ppost(k.e)(0)d0, ick (3.43)
i. veri noktasini ve p(8|yg,)) sonsel dagilimmi igeren k (genelde K = 10) alt
kiimesine karsilik gelen "S" simulasyonlar kullanilarak, yeni bir veri kiimesi igin

beklenen log noktasal 6ngorl yogunlugunun toplam tahmini asagidaki gibi belirlenir.

n n S
_ 1
elpdye = ) Ipd; = ) log <§Z p(yiw'“)) (3.44)
i=1 i=1

s=1

WAIC, LOO-IC ve K-katli ¢apraz dogrulama ile ilgili model tan1 miktarlari R
Bayesci ¢ikarim paketi BRMS'de hesaplanabilir. Burada, R2ZMLwiN, BRMS ve
MCMCgImm paketlerinin kullanildigi Bayesci hiyerarsik modelde, parameter

degerlerinin sonsal simulasyonlarinda degerlendirilen log-olabilirlik kullanilarak
kurulmus bir Bayesci Hiyerarsik modelinden elde edilen nokta bazli 6rneklem dis1
tahmin dogrulugunu tahmin etmek i¢in DIC, bir adet disarida birakma kriteri (LOO-1C)
ve yaygin olarak uygulanabilir bilgi kriteri (WAIC) yontemleri uygulanmistir.

Genel olarak bu tezde DIC, WAIC, ICOMP, LOO-IC ve K-kath ¢apraz
dogrulama model se¢im tekniklerini uyguladik. DIC belgi kriteri BRMS'de
uygulanabilir degilken, ¢apraz dogrulama teknikleri (yani, WAIC, LOO-IC ve K-
fold) R2ZMLwiN ve MCMCglmm modellerinde gegerli/uygulanabilir degildir.
Clnku, Bu, Bayesci analizinin noktasal ve ortak prediktif dagilim yaklasimlarindan

kaynaklanmaktadir.
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Bagunh degisken tipi

nRenns

Metropolis Hastings Gibbs Omeklemesi Hamiltoncu

| | | |

DIC ICOMP WAIC Loo-IC K-fold

Sekil 3.3. Caligmanin genel biitin metodoloji adimlari

Not: Yaygin Uygulanabilir Bayesci bilgi kriteri (WAIC), Bir tane ayirarak gapraz gegerliligi (LOO-IC), K-katl ¢apraz gegerlilik(K-Fold), Bayesci Sapma kriteri (DIC) ve
Bozdogan'in Bilgi karmasikligi kriter (ICOMP)
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4. TEK DEGISKENILi SUREKLI BAGIMLI DEGISKENE
UYGULAMASI

4.1. Durum | i¢in Uygulama Veri Tanimlamasi

Uygulama Veriler: Depresyonlu Kisilerde Ruh Hali ve Fiziksel Aktivitenin
Ekolojik Anlik Degerlendirmesi olur. ACTIVE (Advanced Cognitive Training for
Independent and Vital Elderly: Bagimsiz ve Hayati Yaslilar i¢cin Gelismis Biligsel
Egitim), 1999-2001 (Birlesik Devletler), koordinasyon merkezi olarak New England
Arastirma Enstitiileri (NERI) ile alt1 saha sahasinda yliriitiilen ¢ok bolgeli randomize
kontrollii bir denemeydi. Denemenin birincil amaci, daha 6nce laboratuvar veya
kiclk olcekli saha kosullarinda yashilarin temel bilis Olgtimleri tizerindeki
performansini iyilestirmede basarili oldugu bulunan ii¢ farkli biligsel miidahalenin
biligsel olarak zorlayici giinliik aktivitelerinin 0lguimleri Gzerindeki etkilerini test
etmektir. Ug bilissel miidahale, hafizaya, yiiriitiicii akil yiiriitmeye ve islem hizina
odaklandi. Tasarim temassiz bir kontrol grubu igeriyordu. Katilimcilar baslangigta,
egitimden hemen sonra ve sonrasinda yillik olarak degerlendirildi. Arastirmaya
toplam 1575 yash yetigkin alind1 ve hepsi analitik 6rnege dahil edildi. Katilimcilarin
%26’s1 Afrika kokenli Amerikaliydi. Bu veri setinde 13 degisken bulunmaktadir
(Jobe vd., 2001; Hollands vd., 2020). Tablo 4.1, Durum 1 icin ACTIVE veri
setindeki degiskenleri aciklamaktadir.

Tablo 4.1. Durum I;: ACTIVE veri seti

Veri setindeki degisken ad1 Degiskenlerin agiklamasi

Site:Yer yukarida listelenen toplam 6 site

Yas:age Katilimcilarin yast

egitim:edu Egitim y1ili

grup: group dort grup vardir - kontrol grubu ve diger ii¢ egitim grubu (hafiza,
akil yliritme ve hiz)

Yukseltici: booster destekleyici egitim alip almadig1

Cinsiyet: Sex. Gender 1= erkek, 2= kadin

Sebep( reason) muhakeme yetenegi

Hvltt Hopkins Sozel Ogrenme Testi 1. zamandaki toplam puani

hvltt2 Hopkins Sézel Ogrenme Testi 2. zamandaki toplam puani

hvlitt3 Hopkins Sézel Ogrenme Testi 3. zamandaki toplam puani

hvlitt4 Hopkins Sézel Ogrenme Testi 4. zamandaki toplam puani

MMSE Mini zihinsel durum muayenesi toplam puan (Biligsel Durum)
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Model uydurma uygulamas: R2ZMIwiN (Zhang vd., 2016), MCMCglmm ve R-
BRMS (Stan) bilgisayar paketleri kulanilarak yapilmistir. Bagimli Degisken: Toplam
Hopkins Sozlii Ogrenme Test Skoru (THVLTS). R2MLwiN Metropolis hasting'i
kullanirken, MCMCgIlmm Gibbs sampler (6reneklemesini) kullanir. Halbuki, Stan-
BRMS kullanirken Bayesci gergevesi, rastgele ve sabit etkiler (Eager ve Roy, 2017);
(Nicenboim ve Vasishth, 2016) arasindaki korelasyon igin zayif bilgilendirici
onseller kullanarak ve ¢ikarim igin tam sonsel daglimi kullanir. BHLM'lerin
kullaniminm1 gostermek i¢in, herhangi bir bagmsiz degisken eklemeden sadece sabit

etkilere ve kesisim ve egim lizerinde model olusturduk.

Bu uyugulamada, durum I, Esitlik (3.7), (3.8) ve (3.12) kullanarak bos model,
rastgele kesisim modeli ve rastgele kesisim ve katsayisi (tam) modeli asadaki gibi
belirtildi,

1. Bos Model

THVLTS;~Normal(u;, 0.),i = 1,2,3,..n
Ui = & + Asypject[i] T Xtimeli]
Asypject ~Normal(0, sypject)

Atime~Normal(0, 64ime)
a~Normal(0,10)
Osubject~Half Cauchy(0,1)

(4.1)

Otime~Half Cauchy(0,1)
o.~HalfCauchy(0,1)
2. Rastgele kesisim model
THVLTS;~Normal(u;, o,)

Wi = & + Asypject[i] T Xeime[i] + BXi
Asypject~Normal(0, ogyoup)
Atime~Normal(0, O¢ime)

B~Normal(0,10) (4.2)
a~Normal(0,10)
Osubject~Half Cauchy(0,1)
Otime~Half Cauchy(0,1)
o.~HalfCauchy(0,1
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3. Rastgele kesisim ve katsayisi (tam) model

THVLTS;~Normal(u;, o,)

Hi=a + Xsubject[i] + Atime[i] + BX; + (.B + .Bsubject)Xi)

asubject] MVN([a S]
Bsubject .3'
Oy 0 Oy 0 aazc,subject 0q0pp
§= 0 o R 0 o5)|~ 2
B B O0q0pP O-B,subject

asubject~N0rmal(0' asubject)

(4.3)
Atime~Normal(0, o¢ime)
B~Normal(0,10)
a~Normal(0,10)
Oasubjece~Half Cauchy(0,1)
Otime~Half Cauchy(0,1)
o.~HalfCauchy(0,1)

Gﬁsubject~Halfcau6hy(0’1) ve R~LK]corr(2)

4.1.1.Durum I: Bos Modeller: Tekrarh Olciim Siirekli Bagimh degisken

Tablo 4.2. Durum | : Bos Modeller: R2MLwiN, MCMCglmm ve BRMS

I. Population-Level Effects: Sabit etkili parametreleri: Metropolis-Hastings (MH)

Katsaylar Std.H. Fzgﬂim(): Al szogs GA st ESS
Kesisim 26.438 0.116 0.000 26.214 26.675 337
2.diizeyi:varyans 18,308 0,758 - 16,865 19,839 2991
1.diizeyi:Varyans 10,715 0,219 - 10,284 11,147 2920

I1. Population-Level Effects: Sabit etkili parametreleri: Gibbs Orneklemesi

Kesisim : kisi 25.7967 - <0.002* 25.4927 26.0369 500
Zaman: Tekrar 0.2559 <0.002* 0.1868 0.3246 465
Iig;;ﬁ’l' 29.602 - <0.001* 27.44 31.566 500
;gﬂ;g: -4.397 - <0.001* -4.86 -3.955 500
1.diizeyi:zaman 2.139 <0.001* 2.02 2.299 500
111.Population-Level Effects: Sabit etkili parametreleri: Hamiltoncu Monte Carlo (HMC)
Kesisim 26.3312 0.7331 <0.001* 24.8501 27.7214 1371
2.duizeyi: kisi 4.3105 0.0852 <0.001* 4.1524 4.4751 810
1.duzeyi: zaman 1.3035 0.6456 0.5754 3.0562 2047
o, (sigma) 3.1134 0.0256 3.0462 3.1662 3315

* Paramtereler %5 veya %1 anlamlilik diizeyinde anlamlidir.
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HMC'ye gore, sabit etkilerin Tablo 4.2 sonsal ortalamanin sozlii test puaninin
0.73 SS ile 26.33 oldugu tahmin edilmektedir. %95 giivenilir aralig1 sonsal dagilimin
ortalama (kesme) anlamliydi. Ote yandan, rastgele etki gruplar (katilimc1 denekler)
ve durumlar (farkli zaman noktalarimin farkli 6l¢iimleri arasinda) arasinda 6nemli
s0zlU puan testi degisimi gdstermistir. Boylece, Bos modele gore, Hopkins Sozel
Ogrenme Testi (HVLT) skoru grup ici (tekrarlanan Slciimler arasinda) varyasyondan
daha fazla grup/konu varyasyonu gosterdi. Durum I igin, bos modeli Tablo 4.2'de
gosterildigi gibi tic MZMC yaklagimim1 kullanarak kuruldu. Sozlii 6grenme testi
varyasyonu yasl yetiskinler arasinda bir kisinde 6l¢iilen tekrarli 6lglimlerinden daha

yiiksek oldgunu gostermistir. Yani, 2.dlizeyi varyasyonu 1.duzeyiden yiksek oldu.

4.1.2. Durum I: Rastgele Kesisim Modeller: Stirekli Bagimh Degisken

Tablo 4.3. Durum I: Rasgele Kesisim Model: Metropolis-Hastings (MH) ile (R2ZMLwiN)

PMZMC %95 GA ESS
(1-side)  AltSmir  Ust

Ortak degiskenler Katsaylar ~ Std.H.

Population-Level Effects: Sabit etkili parametreleri

Kesisim 9.446 1.8202  <0.001"  5.868 12.995 725
Age(yas) -0.124 0.0167  <0.001"  -0.157 -0.092 664
Eigtim (edu) -0.004 0.0034  0.207 -0.011 0.002 647
Yiikseltici: booster  .195 0.1741  0.263 -0.139 0541 617
Cinsiyet: Gender 2.664 0.2021  <0.001"  2.269 3.064 677
Sebep( reason) 0.147 0.0081  <0.001°  0.131 0.163 601
MMSE 0.601 0.0510 <0.001"  0.506 0.704 667
Group-Level Effects: Rastgele etkili parametreleri

2.duizeyi: kisi 8.939 0.4206 - 8.103 9.784 2091
1.diizeyi: Takrar 10,715 02214 - 10.288 11156 2775

" Paramtereler %5 veya %1 anlamlilik diizeyinde anlamlidir.
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Tablo 4.4. Durum I : Rastgele Kesisim Model: Gibbs Orneklemesi ile(MCMCglimm)

%95 GA

Ortak degiskenler SBD pPMZMC —— » ESS

Sinir

Population-Level Effects: Sabit etkili parametreleri

Kesisim(intercept) 8.3100 <0.002" 45186  11.8957  439.6
Time (tekrar) 0.2577 <0.002° 0.1899  0.3337 500
Age(yas) -0.1185 <0.002" -0.1528  -0.0874 500
Eigtim (edu) -0.0036 0.300  -0.0103  0.0033 436
Yiikseltici: booster 0.1702 0.328  -0.1711  0.5019 433
Cinsiyet: (Gender) 2.5769 <0.002"  2.1551 2.9797 500
Sebep( reason) 0.1455 <0.001" 0.1306  0.1643 500
MMSE 0.6116 <0.002" 05109  0.7255 500
Group-Level Effects: Rastgele etkili parametreleri
2.diizeyi(SS): kisi 22.154(0.781) 20.613 23é71 648.9
igﬂ;g:x -4.775(0.222) 5234 4362 500
1.diizeyi: Time 2.135(0.079) 1.990 2.287 900
sigma 0.05(0.00) 500

" Paramtereler %5 veya %1 anlamlilik diizeyinde anlamlidir.

Tablo 4.3’te, 4.4°de ve 4.5’te durum I igin ti¢ yaklasimin1 kullanarak rastgele
kesisme modellerini ayr1 ayr1 kuruldu. Sonuglara gore, Metropolis-Hastings ve Gibbs
Ornekleyici altindaki rastgele kesisim modelinin sonuglart HMC yaklasimiyla tutarl

gorinmektedir.
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Tablo 4.5. Durum I: Rastgele Kesisim Model: Hamiltoncu Monte Carlo (HMC)

%95 GA =
Ortak degiskenler Estimate/Tehmin ~ Std.hata ~ Alt  Ust Bulkgss Tailgsg R
Smir  Smnir
Population-Level Effects: Sabit etkili parametreleri
Kesisim(intercept)* 9.2314 1.9411 5.4712 12.951 1260 189 1.00
Age (Yas) * -0.1211 0.0212 -0.1611 -0.0854 926 1702 1.01
Edu (Eigtim) -0.0034 0.0011 -0.0101 0.0042 4139 2838 1.01
Booster (Ylkseltici) 0.1865 0.1754 -0.1511 0.5432 645 1838 1.00
Gender (Cinsiye) * 2.6564 0.2015 2.2752 3.0654 910 1607 1.00
Sebep (Yetenegi)* 0.1464 0.0112 0.1310 0.4232 980 1673 1.00
MMSE* 0.6012 0.0462 0.5013 0.7012 1032 2128 1.00
Group-Level Effects: Rastgele etkili parametreleri
2.duzeyi: kisi* 3.0312 3.0312 2.8845 3.1645 1146 2271 1.00
1.dlzeyi: Tekrar* 1.2654 1.2654 0.5832 3.0812 1852 2121 1.00
Sigma* 3.1102 3.1102 3.0462 3.1761 4264 3029 1.00

* Paramtereler %5 veya %1 anlamlilik diizeyinde anlamlidir.

Tablo 4.5’e gore, destekleyici egitim katsayisinin sifir iist Giste binen %95 GA

ile pozitif oldugunu gostermistir. Bu, ortalama olarak, destekleyici egitim almanin

yash yetiskinlerin s6zlii 6grenme ve hafiza testi puanlarimi 0.1865 artirdigina dair

¢ok az kamit oldugunu goéstermistir. Ote yandan, yetiskinlerin egitim yillar1 (edu)

tahmini negatiftir ve %95 GA sifinn kapsamaktadir. Bu negatif tahmin, ortalama

olarak, rastgele kesisim modelinde, egitim yillarinin artirilmasinin yaslh yetiskinlerin

sOzIli 6grenme ve hafiza testi puanlarini 0.0034 birim azalttigina dair ¢ok az kanit

vardir.
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4.1.3.Durum I: Rastgele Kesisim ve Egim Modelleri: SUrekli Bagimh Degisken

Tablo 4.6. Durum I: Rastgele Kesisim Ve Rastgele Egim Modeller: MH

pMZMC %95 GA
Ortak Degiskenler Katsayler Std.H. . . ESS
(1-side) Alt Sinir Ust

Population-Level Effects: Sabit etkili parametreleri

Kesigim 9.961 1.9745 <0.001* 6.060 13.786 607
Age (yas) -0.117 0.0175 <0.000* -0.151 -0.0833 664
Edu (Eigtim) -0.005 0.0032 0.068 -0.011 0.0015 770
Booster(Y kseltici) 0.158 0.1707 0.1752 -0.179 0.4925 678
Gender (Cinsiye) * 2.529 0.1978 <0.001* 2.138 2.920 663
Sebep (Yetenegi)* 0.141 0.0076 <0.001* 0.125 0.155 741
MMSE 0.581 0.0513 <0.001* 0.484 0.684 677

Group-Level Effects: Rastgele etkili parametreleri

2.dlzeyi:Varyans 70.105 46,349 23.256 196.469 110
Cov(Kesisim, yas) -0.834 0.6113 -2.4295  -0.2051 110
Age:varyans 0.0125 0.0082 0.0036 0.0328 120
Cov(Kesisim, reason) -0.047 0.1048 -0.3596  0.1200 100
Cov (Reason , yas) -0.00094 0.0013 -0.0033  0.0027 120
Reason: Varyans 0.0012 0.00035 0.0006 0.002 160
1.dlzeyi 10,717 0,221 10.303 11.167 2933

* Paramtereler %5 veya %1 anlamlilik diizeyinde anlamhidir.
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Tablo 4.7. Durum I: Rastgele Kesisim Ve Rastgele Egim Model: Gibbs Orneklemesi

Sonsal Beklenen %95 GA i}
Ortak degiskenler Degeri pMZMC Alt Sinir Ust ESS
Population-Level Effects: Sabit etkili parametreleri
Kesigim(intercept) 8.8987 <0.002* 5.0719 12.5994 500
Time (tekrar) 0.2536 <0.002* 0.1800 0.3221 500
Age(yas) -0.1098 <0.002* -0.1464 -0.0761 506.8
edu -0.0039 0.224 -0.0110 0.0024 500
booster 0.1007 0.528 -0.1927 0.4501 566.7
gender 2.4708 <0.002* 2.1291 2.9200 369
reason 0.1439 <0.002* 0.1283 0.1581 500
MMSE 0.5794 <0.002* 0.4774 0.6757 436.3
Group-Level Effects: Rasgele etkili parametreleri
2.duzeyi: Kesisim(SS) 42.3307(37.7531)  * 6.5049 121.0989 500
Time (tekrar): Kesisim -5.8717(1.7748) * 94561  -2.8618 500
Cov (Reason , yas) -0.2827(0.4246) -1.1951 0.0569 500
Cov(Kesisim, reason) -0.1122(0.1644) -0.4262 0.1080 500
1.diizeyi 2.1452(0.0762) * 1.9877 2.2775 500

* Paramtereler %5 veya %1 anlamlilik diizeyinde anlamhidir.

Tablo 4.6’de, 4.7°de ve 4.8’de durum I i¢in {i¢ yaklagimi kullanarak rastgele
kesism ve egim modellerini ayr1 ayr1 kuruldu. Sonuglara gore, Metropolis-Hastings
ve Gibbs Ornekleyici altindaki rastgele kesisim ve egim modelinin sonuglart HMC

yaklasimiyla tutarli goriinmektedir.
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Tablo 4.8. Durum I: Rastgele Kesisim Ve Rastgele Egim Model: Hamiltoncu Monte Carlo

Bagimli  Ortak degiskenler SBD Std.H. %95 GA Bulk_  Tail_ R-
Degisken Alt st ESS ESS Hat
Sabit Kisimi1 Stur Sinir ®
Intercept(kesigim)* 9.8412 2.0602 5.8523 13.934 3157 2918 1.00
Age(Yas)* -0.1211  0.0213 -0.1513 -0.082 2846 2720 1.01
Toplam Edu(Eigtim) -0.0033  0.0012 -0.0122 0.001 5523 2770 1.00
EoPNNS Booster(Yikseltici) 01412 01703 02145 0483 3362 2876 100
Ogrenme Gender(Cinsiyet)* 25505 0.2004 21712 2933 3236 2866 1.01
(TTe;t\fllﬁrSu) Sebep(Reason)* 0.1444 0.0113 0.1313  0.440 3087 2867 1.00
MMSE* 0.5803 0.0512 0.4822 0.684 3256 3042 1.00
Rasgele Kisimi
Duzey-2 o0&, = var(vy;)” 19222 12833 0.0724 4311 111 488 1.00
\k/:\g?;:r_ls o = var(vy)” 1.3022 0.8004 0.5702 3.134 2027 2270 1.00
02, = var (vs)* 0.0424 00133 00123 0063 100 833  1.00
0oy = cOV(Ug, vy;)* 00405 00132 00212 0073 138 391  1.00
Oosy = cov(vp;, vs;)* 01033 04333 -07042 0830 111 255  1.00
015, = cov(vy;, vs;)*  -0.3902  0.4204 -0.9011 0.621 100 388  1.00
Diizey-1 o2, =var(vy)* 05922 02645 -0.9042 0140 519 1053  1.00
varyans s (sigma) * 31102 00333 30533 3171 3767 2748 1.00
* Paramtereler %5 veya %1 anlamlilik dizeyinde anlamlidir.
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Sekil 4.1. Bayesci hiyerarsik rasgele egim model yakinsama teshisi: Durum I
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Sekil 4.2. Bayesci hiyerarsik rastgele egim model yakinsama teshisi (Devam): Durum |
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Sekil 4.3 'e gore, rastgele egim ve kesisim modeli iyi uyum saglar ve ACTIVE
calismadan THVLTS'nin bagimli degiskeninin neredeyse ayni sonsal gdzlemlenen
yogunlugu ve sonsal prediktif dagilim grafikleri iiretir. Ayrica, her bir tehmin
edebilecek degiskeninin marjinal etkisi, yas ve akil yiiriitme (Sebep) becerilerinin
ACTIVE c¢alismanin THVLTS'sini tahmin eden en 6nemli aciklayict degiskenler
oldugunu ortaya koymustur (Sekil 4.4).
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0.0
-_— ¥
W oeems
0.02
.00
o 10 Z0 20 40
Sekil 4.3. Gozlenen ve tahmin edilen sonuglar igin Bayesci hiyerarsik model: Durum |
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Sekil 4.4. Bayesci hiyerarsik rasgele egim modeli i¢in marjinal tahmin etkileri: Durum |
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4.2. Model Karsilastirmalari: Tekrarh Olciim Siirekli Bagimh Degisken

Bir dizi model olusturduktan sonra, hangi modelin daha dogru oldugunu ve
sonu¢ cikarmak icin kullanilmasi gerektigini bilmemiz gerekir. Gergek verilere
mutlak uyumu daha iyi olan modeli segmek (6rnegin R? kullanarak) biraz zor
olabilir. Clinkl bu model yeni verilerde mutlaka iyi performans gostermez. Bunun
yerine, en iyi tahmin yeteneklerine sahip modeli, yani heniiz gézlemlenmemis
verileri tahmin etme konusunda en iyi performansi gosteren modeli, se¢cmek
isteyebiliriz. Bu yetenege modelin Orneklem dis1 tahmin performansi diyoruz
(McElreath, 2018a). Ek veriler mevcut olmadiginda, WAIC ve LOO-IC gibi ¢apraz
dogrulama teknikleri kullanilabilir. Tablo 4.9’da, yukaridaki kurulan modeller
arasinda, Hamiltoncu Monte Carlo algoritmasindaki son model (Model 3) en iyi
model gibi gorinmektedir. Bu nedenle, alt1 agiklayici degiskenin bir fonksiyonu ve
yas ve akil yiiriitme yetenegi i¢in rastgele katsay1 olarak Model 3, bilissel Hopkins

Sozlii Ogrenme Testi igin en iyi tahmin performansina sahiptir.

Tablo 4.9. Durum | : Genel Olarak Model Karsilastirmalari: Bayesci Hiyerarsik Dogrusal Model

MzZMC Bayesci Hiyerarsik Belgi Kriteri (R2MLwiN, MCMCglmm and R-BRMS)
Yaklagtmlarini Model Tirler DIC ICOMP WAIC LOO-IC  K-fold
Model 1 3419428 32998.99  N/A N/A N/A
Metropolis Model 2 34033.05 3287656  N/A N/A N/A
Hasting(MH) Model3 34023.35 3282751  N/A N/A N/A
Model 1 7382733 6976207  N/A N/A N/A
Gibbs Model 2 738272.4  697509.6  N/A N/A N/A
Orneklemesi Model 3 7382712 6974549  N/A N/A N/A
Model 1 N/A 318458 33479.8 338527  32051.1
Hamiltoncu Model 2 N/A 313942 314586 33349.8  31854.3
MC Model 3 N/A 3095243 310549 328904  31065.2

Not: Yaygin Uygulanabilir Bayesci bilgi kriteri (WAIC), Bir tane ayirarak gapraz gecerliligi (LOO-
IC), K-katl ¢apraz gecerlilik(K-Fold), Bayesci Sapma kriteri (DIC); N/A = gegerli degil veya mevcut
degil

Tablo 4.9°da, LOO-IC, WAIC ve DIC degeri ne kadar kiglkse, sonsal
tahminsel dogruluk acisindan model o kadar iyi olur. Modeller arasindaki LOO-IC
fark fikri, farkin derecesini belirlemek icin 2 X standart hata olabilir. Bu
karsilagtirmada, LOO-IC, (i¢ tane standart hatadan daha buyuktir ve bu, LOO-IC’1n
rastgele kesisim/sabit etkili egimli hibrit model HMC i¢in gozle goriiliir sekilde daha
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iyi bir model oldugunu goéstermektedir. Genel Olarak, Model 2’den (Rasgele
Kesisim) Model 3 (Rasgele Kesisim ve Rasgele Egim) modelleri daha iyidir. Fakat
Bos modeller, M;, agikga en kotiidiir.

4.3. En Iyi Model Secimi

Model Karsilagtirma teknikleri kullanarak rasgele kesisim ve rasgele egim
modelinin Hamiltoncu Monte Carlo (HMC) Algoritmasi ile veri setine en iyi uyum
saglayan modeli belirleyebiliriz.

TSOTP~Normal(u;, ;)
K = Bo + prage + - femmse
Bi~Normal(0,10) ve §.~Half Cauchy(0,10)

Tablo 4.9'dan, Model 2- Hamiltoncu’nun (yani, son model) daha diisilk LOO-
IC'ye sahip oldugu icin diger modellerden ¢ok daha iyi performans gosterdigini
goriiyoruz. Bu 0Ozet, skor sireleri icin kesisimler ve egimler arasinda negatif bir
korelasyon ortaya koymaktadir; bu, biiyiik bir “temel degiskenlik seviyesi” olan
zamanlarin (yani, biliylik bir ortalama puan degeri ile), kadinlar tarafindan
erkeklerden daha fazla degiskenlikle telaffuz edilme egiliminde oldugu anlamina
gelir. Bununla birlikte, bu modelin egim tahmininin, ilgili standart hata ve giivenilir
araligin genisligi ile gosterildigi gibi, dnceki modellerden daha belirsiz oldugunu fark

ediyoruz.

4.4. Bayesci hiyerarsik modellerindeki onseller ve duyarhhk analizi:

Durum |

(Birkner ve Vuorre, 2019) ve McElreath (2018b), BRMS'de SS o6nselleri igin
yart normal bir dagilim oOnerdi. Kesik bir normal dagilimin sec¢ilmesi, standart
sapmanin 0'dan az olamayacag1 konusunda iyi bir fikir olarak kabul edilir. Bununla
birlikte, uzun bir sag kuyruk ile rastgele etki parametresinde bir 6nciil, SS'nin hacimli
deger tahminlerine izin verdigi icin “konservatif” olarak ortaya c¢ikmustir.

parametreler.

Gelman ve Hill (2006), verilerin hiyerarsik yapisindaki az sayida gruplama
icin yeterli bilgi saglamadan Once, yar1 Cauchy'nin kisitlayict yapisint makul bir
sekilde aciklayarak, 0'da bir mod ve 6nemli bir degere ayarlanmis Olgek ile 6nce yari
Cauchy'yi Onerdi. Gercekci olamayacak kadar buyik SS tahminlerinin olusumunu

azaltmak igin Bayesci hiyerarsik modeli, BRMS-Stan dokiimantasyonu, yari-
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Cauchy'nin otomatik olarak 0'a baglanan 6ncel oldugunu onerdi. R-Stan, sinirlar

arasindaki alanin toplami 1 olacak sekilde kullanilan dagilimi yeniden normallestirir.

Yarim Cauchy (0, 1) onsel dagilimi, standart sapma (SS) metriginde
parametrelendirilmis v = 1 serbestlik derecesi olan yar1 Ogrenci t dagilimmnin bir
ornegidi. Kokeni ¢ok iyi performans gosteren farkli onsel siniflarin makul bir orta
zemini kaplar. Parametre alaninin niifus seviyesi (konum) ve grup seviyesi etkisi ile

ilgili ciddi uzlagsma tahminlerine yol agmaz (Polson ve Scott, 2012).

Etkin 6rneklem biiyiikliigi 1000'den biiyiik ve R-hat't 1.00'e en yakin ancak
1.10'dan biiyiik olmayan modeller, bir Markov zincirleri grubunun tutarliligini
gosterdi (Dominique, 2015). Ayrica, hem Bulk-ESS hem de Tail-ESS'nin guvenilir
olmasi ve ilgili sonsal kantillerin tahminlerinin giivenilir oldugunu gostermesi igin
Markov zinciri basma en az 100 (yaklasik olarak) olmasi gerekir(Vehtari ve
digerleri, 2021). Bu yazida, bos, degisken kesisim ve degisken katsayili modellerin
R-hat, Bulk-ESS ve Tail-ESS sonuglar1 bu yakinsama tani 6lgiitlerini karsiladi. Bu
nedenle, etkin 6rnek boyutlar1 (ESS) ve potansiyel 6l¢ek kiigiiltme (R-hat) yakinsama

tani Olgiitleri, kurulan her modelde kararli tahminler i¢in yeterlidir.

Farkli 6nsel dagilimlar kullanilarak elde edilen sonuglarla, onsel varsayilana
(veya referansa) dayali olarak nihai tamamen hiyerarsik olarak belirtilen model
(Model 3) sonuglarini incelemek igin onseller i¢in duyarlilik analizini kullandik.
Sabit etkiler ve rastgele etkiler igin medyana gore sonsal dagilimlar ve %95 sonsal
yogunluk (HPD) araliklari, sézel 6grenme testi puaninin SS'si de dahil olmak (izere,
belirtilen Onsellere bagh olarak fazla degismedi, bu da pratikte ayni yoruma isaret
ediyor ve oOnsellere bagli olarak tahminler. Bu nedenle, alternatif Onsel
spesifikasyona bagli olarak modeller arasinda énemli bir yiizde sapma olmamasi
nedeniyle, iyi model yakinsamasi ve yeterli ESS degerleri (yani, 100'den biiyiik veya
100'e esit) saglayan onsel yari Cauchy ile model sonuglarini bildirdik. Ayrica, R0o0s
vd., (2015) agiklandig: gibi, duyarlilik analizi sonuglari, Shiny uygulama grafiklerine
benzer sekilde gorseller araciligiyla saglanabilir veya tahminlerdeki tutarsizlik
derecesini veya parametreler arasindaki %95 sonsal yogunluk (HPD) araliklarini
gosteren bir tablo formatinda olabilir.Asagidaki Ek tablosunda sundugumuz gibi.
Asagida (Tablo 4.10) 6nselerin duyarlilik analizi, takilan modellerde farkli 6nsel

dagilimlari se¢erken bir Bayesci analizin saglamligini gostermektedir.
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Tablo 4.10. Durum I : Onsellerin dogruluguyla birlikte sonsal tahminler: Duyarlilik analizi

reellor degtentes | TMINGS) GG wswesHop LIRSS e
kesesim 9.841(1521) 9.8331 5851393  9.832(1.93) 0.0926
Yas -0.121 (0.021) -0.1201  -0.15,-0.08  -0,12(0,423) -0.9812
egitim -0.003 (0.001) -0.0033  -0.0120.001  -0.003(.005) -2.9412

Yikseltici  0.141(0.102)  0.1413  -0.21,0.48 0.141(0.62) 0.0709

Cinsiyet 2550 (0.112)  2.5504  2.17,2.93 2548 (0.22) 0.0706

Sebep 0.144 (1.902)  0.1443  0.13,0.44 0.144 (2.08)  0.0693

MMSE 0580 (0.028)  0,5921  0.48,0.68 0,580 (0,08)  0.0345

Alternatif oy, ercept subjec 1.9222 19221 0.07,4.31 1.9212 0.0521
%rfr?:n' Ointercepttime  1.3022 13102 057,3.13 1.3032 -0.0767
g’,‘ghy Cage 0.0424 0.0403  0.01,0063  0.0425 0.0126
Oreason  0.0405 0.0402  0.02,0073  0.0401 -0.9975

COlneerceptage 0-1033 01032  -0.71,0.83 0.1031 0.1040
COFnterceptrea -0-3902 -0.8902  -0.90, 0.62 -0.390 -0.0512
COFagereason  -0.5922 -0.5887  -0.91,0.14 -0.592 -0.0169
oc(sigma)  3.1102 32041  3.05,3.17 3.111 -0.0321
kesesim 9.842 (1.543) 9.8231  6.14,1365  9.832(1.932) -0.0112
Yas -0.121(0.034)  -0.1212  -0.15,-0.086  -0,122 (0,42) -0.0825
egitim -0.003(0.011)  -0.0034  -0.012,0.002  0.003(0.005) -2.9412
Yikseltici  0.141(0.124)  0.1412  -0.216,0.487  0.141(0.62) -0.0708
Cinsiyet 2551(0.142) 25505  2.172,2.937  2.548(0.22)  -0.0353
Sebep 0.144(2.013)  0.1444  0.145,0456  0.144(2.08) -0.0692

MMSE 0.580(0.035)  0.5872  0.485,0.695  0,580(0,082) 0.0172

Alternatif ~ Cinterceptsubjec 1.921 19221  0.072,4341 1921 0.0468
onselll: 6, crceptiime  1.303 13102 0562, 3.134 1303 -0.0844

Normal (5,

0.01) Oage 0.042 0.0403 0012, 0062  0.042 -0.2353
Oreason  0.040 0.0402  0.021,0073  0.040 -0.2463

COTinterceptage 0-103 01032  -0.704,0.830  0.103 0.0969
COTpnterceptrea -0-390 -0.8902  -0.902,0.622  -0.3904 -0.0256
COFagercason  -0.592 -0.5987  -0.8045,0.140 -0.5923 -0.0169
oc(sigma) 3211 32141  3.0533,3571 31112 -3.1543

Not: Goreceli yiizde sapma su sekilde hesaplanabilir: [((6nsel yeni alternatifi kullanarak tahmin
et)-(varsayilan/Onsel referansi kullanarak tahmin et))/(6nsel varsayilani/referansi kullanarak
tahmin et)]*100. Bununla birlikte, %10'un altindaki bir ylizde sapmanin muhtemelen ihmal
edilebilir oldugu diisiiniilebilir (Depaoli ve van de Schoot, 2017). Varsayilan tahmin = BRMS
varsayilani/onsel referansi ile analizin sonsal tahmini (ortalama) (Ogrencinin t (3); %5-%95 en

yiksek sonsal yogunluk (HPD) araligidir.
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5. TEK KATEGORIK BAGIMLI DEGISKENLI
UYGULAMASI

5.1. Durum I ve I11: Uygulama veri seti, yapi ve degisken aciklamalar:

Damar Tikanklig1 hastaliklari, genellikle ateroskleroz nedeniyle ortaya ¢ikan
ve kan hareketlerinin azalmasindan kaynaklanan, bacaklardaki (veya nadiren
kollardaki) damarlarin tikanmasi veya daralmasidir (Percy, 1992). Etkilenen viicut
kismma kan akigim1 Olgmek ve ameliyat, goreceli tikanikliga goére hastalik
durumunu belirlemek ve semptomlari azaltmak ig¢in kullanilir. Saglikli damarlar,
kanin pihtilasmasin1 6nleyen ve sabit kan akisini destekleyen pliriizsiiz bir astara

sahiptir.

Periferik damar hastaligit (PDH), aterosklerozun neden oldugu alt
ekstremitelerin (kalga, diz, bacak ve ayak bilegi eklemleri gibi) kronik damar
tikanklig1 hastaligidir (Stoffers vd., 1997). Hem sag hem de sol bacakta tekrarlayan
tikanklig1 periferik damar hastalig1 teshisi konuldu. Daha sonra semptomlara ve
fiziki ve enstriimantal muayene sonuclarina gore gerekli teshis yapilir, hastanin
saglikli veya hastalikli olup olmadigina karar wverilebilir. Veriler 1988/89
yillarinda Liverpool, Ingiltere'deki Broadgreen Hastanesinde toplanmistir (Percy,
1992). Veriler, alt ve st taraftan sag ve sol bacakta 4 noktada 6zellikleri Slgiilen
32 hastay1 ele aldi. Veri toplama sirasinda Olgiilen tiim hasta 6zelliklerinden
yalmzca hastanin  saghk durumunu, ultrason Ol¢iimlerini, kaf basinci

Olciimlerindeki azalmay1 ve hastalik siddeti puanlarini dikkate aldik.

Burada yapay (dummy) bir degisken saglik durumu ve {ig siirekli degiskenimiz
var. Hastanin saglik durumu ve hastalik siddeti skorlar1 bagimli degiskenleri,

ultrason ve kaf basinci Olglimlerindeki azalma bagimsiz degiskenler olarak kabul
edildi.

Bu degiskenler (Tablo 5.1°e gore) su sekilde gosterilebilir:

Score: Yig.l): j-inci bacak yan kisminda hastalik siddeti puani

Ultrasound: U;j: j.inci bacak yan kisminda ultrason dlgtimleri

RCP: X;;: j.inci bacak yan kisminda kaf basinci 6l¢limiinde azalma

Status: Yig.z): j.inci bacak yan kisminda hastanin saglik durumunu
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Tablo 5.1. Damar Tikankligi Hastaliklarin 6rnek veri seti, yapist ve degisken dogast

Sag bacagi Sol bacak
Ust kisim Alt kisim Ust kisim Alt kisim
Xy Uy v ooory Xij Uy vg) vy Xij Uy v oory Xij 7 (R
1 170 .25 1 .00 45 .66 0 .02 170 1.0 1 .00 45 81 1 .02
2 -5 12 1 .54 25 .23 0 A0 -5 .78 1 .53 25 37 1 A1
3 30 .29 0 -12 -10 .23 0 .20 30 .58 1 -12 -10 12 0 .20
4 160 A7 0 67 100 .37 0 21 160 91 1 .37 100 1.0 1 21
5 50 .63 1 59 70 .61 1 .70 50 .69 0 .59 70 1.0 0 .70
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5.2. DTH verileri igin Bayesci hiyerarsik lojistik modelinin belirtilmesi

Bayesci hiyerarsik dogrusal logit model, hem sabit hem de rastgele etkileri
(dolayisiyla karisik etkiler) igerecek sekilde genellestirilmis dogrusal modellerin bir
uzantisidir. Modelin genel matris formu asagidaki gibi yazilabilir.

Ynx1 = Xpr.Bpxl + ZNxququl + Enx1 (5.1)
N— N——_— 3 ———
Sabit(fixed)etkileri  Rastgele etkileri  residuals(artiklar)

Burada Y;, j. tekrarli 6l¢iimde i. birey i¢in bagimli degiskennin bir situn vektoradur.

X;; bir Ongoriicii (agiklayicl) degiskenler matrisidir. B, regresyon katsayilart ve
kesisim noktasinin (), Dbir situn vektorudir. Z sabit etki X'in rastgele bir
iltifatidir. U, sabit B etkilerin tehmini rasgele bir bilesenidir, i = 1,2,...,m ; j =
1,2,..,m;ve N = Y™ n,. Burada, U~N(0,G) ve e~N(0,0¢R), U ve & bagimsizdir.

Bu tezde, 0zellikle, Damar Tikankligi Hastaliklar (DTH) verileri icin cerrahi
planlamay1 diisiinelim. Invaziv yontemleri, her bir bacagini saglik (0) veya hastalikli

(1) olarak siniflandirmak i¢in kullanilir:

@ 1, Eger i. hastast j. bacak dlgilerinde hastalikli gosterildiyse
y® =
K 0, Eger i. hastast j.bacak olgiilerinde saglikll gosterildiyse

Burda, her hasta igin genel varsayim olarak, i.inci hastadaki saglik durumunun YL.S.Z)

olarak Bernoulli dagilim Slgiimleridir. Hastaligin daha basit fakat daha az dogru bir
degerlendirmesi, brakiyal ve popliteal damarlar arasindaki kaf basinci 6lgtimlerindeki
azalmadir, bu nedenle her hasta i yukarida agiklanan 6zellikleri 6lgtiim.

Ikili (binary) bagimli degiskeni Y;;'nin basar1 olasiligi p;; olan bir Bernoulli
dagilimina sahip oldugu varsayilir; dl¢iim j bacagindan alimirken Pr(Y;; = 1) = pyj,

hasta i 'in Damar Tikanklig1 Hastaliklar1 gelistirme olasiligidir; hastaliga yakalanma

Dij

olasilig1 'dir. Kategorik bagimli degisken i¢in iki diizeyli hiyerarsik lojistik

ij
modeller Y. = Binom(ny, p;;) asagidaki gibi yazlabilir:
(5.2)

. bij
loglt(pij) =In <1 —Up--> = Bo +vo; + B1;Uij + B1jXi;
ij
Durum Il uyugulamada, Esitlik (5.1) ve (5.2) modellemesi kullanarak bos model,
rastgele kesisim model ve rastgele kesisim ve katsayis1 (tam) modeli olarak asadaki

gibi belirtildi,
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M;: Bos model
Saghk durum ;;~Binomial(n;, m;) (5.3)
logit(m;) = Qnastafi] + Prastafij(bacak yan kisminda )

ahasta,[i]
} ~farkli onsel dagilimi
ﬁhasta,i

M,: Rastgele kesisim modeli
Saglik durum ;;~Binomial(n;, m;) (5.4)
loglt(ﬂl) - ahasta + ﬁhasta (bacak + Ul] + Xl] )

Xhasta,[i]
} ~farkli onsel dagilimi
ﬁhasta,i

M3 qun: Rastgele kesisim ve Rastgele katsayis1 modeli

Saghik durum ;;~Binomial(n;, m;) (5.5)
logit(m;) = Apastai] + Prastarij(bacak + U;j + X;;)

hasm] ~MVNormal ([ ] )
ﬁhasta

5=(3 )27 o)
a~Normal(0,10)
B~Normal(0,10)
(0w aﬁ)~HalfCauchy(0,1)
R~LK]corr (2)
Burada, R paketlerinde bulunan farkli 6nsellere ve MZMC yontemlerine gore farkli

modeller olusturulmustur.
5.3. Durum I1: Tekrarh Ol¢iim Kategorik Bagimh degisken ile BHM’leri

Kategorik bagimli degiskenler i¢in Bayesci hiyerarsik modelinin yapisi, siirekli
bagimli degisken ile aymidir. Tek fark, logit (Y = 1) olarak tahmin edildigi bagimlh

degiskennin dogasidir ve seviye-1 artik varyansiin tahmini yoktur.
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5.3.1. Metropolis—Hastings algoritmasim kullanarak DTH verileri igin

Bayesci hiyerarsik lojistik regresyon modellerinin sonug¢lari

Burada, Metropolis—Hastings (MH) 6rnekleme algoritmasini kullanarak 3 tip

model taktik. Sinif i¢i korelasyon: ICC (Varyans bolme katsayilari: VPC), hiyerarsik

yapt tarafindan agiklanan toplam varyasyonu bize bildiren bos modelden

belirlenebilir.

Tablo 5.2. Durum II: Tim modeller: Metropolis-Hastings

Parametre %95 GA Model tiiru
tahmin Std.H. z Pr(>lz]) Alt Ust ESS
Population-Level Effects: Sabit etkili parametreleri

Kesisim -0.2908  0.189 -1.53 0.1257 -0.6794 0.0929 1561
Group-Level Effects: Rasgele etkili parametreleri

2.dlzeyi 0.1209* 0.2189 - 0.00082 0.8216 35 Bos Model

1.dlzeyi Sabit 1e-05 - - sabit sabit 10000
Population-Level Effects: Sabit etkili parametreleri

Kesigim -4.197 0.8682  -4.83 0.000* -5.969  -2.8529 100

bacak 0.4397 0.2275 193 0.053  0.0068 0.904 196

Ultrason 5.4556 1.305 4.18 0.000* 3.159 8.126 171

RCP 0.00675 0.0055 1.22 0.2226 -0.004 0.0176 528 Ean?eeslrene
Group-Level Effects: Rasgele etkili parametreleri

2.dlzeyi 0.0723* 0.142 - - 4e-04 0.4741 68

1.duzeyi 1.000 1e-05 - - 0.999 1 1000
Population-Level Effects: Sabit etkili parametreleri

Kesisim -11.712  0.233 -50.24  0.000* -12.099 -11.512 17

bacak 2.967 0.097 30.71 0.000* 2.849 3.065 10

Ultrason 19.987 0.348 57.40 0.000* 19.528 20.448 3

RCP -0.0041  0.0074  -5.55 0.000* -0.0057 -0.0037 10 Eii?;lri &
Group-Level Effects: Rasgele etkili parametreleri sz1§gele

2.dlzeyi 0.0482 0.0124 0.0339 0.0692 10 Fgtm

Okisiultrason  ~9-425 0.133 -5594  -5194 10

Oultrason 0.011 0.0085 0.0095 0.0115 10

* Paramtereler %5 anlamlilik diizeyindeanlamlidir.

Table 5.2’de, durum II i¢in Metropolis-Hastings yaklasimi kullanarak Bos

Model, rastgele kesism model ve rastgele egim modellerini ayri ayri kuruldu.
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5.3.2. Gibbs 6rneklemesi kullanarak DTH verileri i¢cin Bayesci hiyerarsik lojistik

regresyon modellerinin sonuclari

Tablo 5.3. Durum II: Tum modeller: Gibbs 6rneklemesi

Ortak degiskenler SBD/tehmini pMZMC %95 GA Model
Alt Ust ESS. tard
Sinir
Population-Level (Location ) Effects: Sabit etkili parametreleri Bo
Kesisim(intercept) -29.9 0.394 -153.98 86.01 595.5 Mos del
Group-Level Effects: Rasgele etkili parametreleri
2.dlizeyi: Kesisim 9.163 <0.001* 8.386 9.984 1000
1.dlzeyi: Kesisim 2.735 <0.001* 0.174 9.90 1000
Population-Level (Location ) Effects: Sabit etkili parametreleri
Kesisim(intercept) -416 <0.020* -729.95 -69.29  757.3
Bacak 42.38 0.204 -46.97  139.46 1000 Rasgele
Kesisim
Ultrason 503.38 <0.001* 14169  800.77 554.6 & Sabit
Egim
RCP 0.733 0.194 -0.422 2.122 868.5 Modeller
Group-Level Effects: Rasgele etkili parametreleri
2.duzeyi: Kesigim 704.5 <0.001* 0.0014 3361 771.7
1.dlzeyi: Kesisim 14216 <0.001* 0.00028 48627 1000
Population-Level (Location ) Effects: Sabit etkili parametreleri
icl 1 - *
Kesisim(intercept) 411.182 <0.024 55010 12,9788 614.1 Rasgele
Bacak 42.089 0.120 -14.88 121.033 1000 Iée“s‘m
Ultrason 508.138 <0.001* 181.300 856.047 439.9 Rasgele
Egim
RCP 0.7791 0.162 -0.339 2.100 816.8 Modeller
Group-Level Effects: Rasgele etkili parametreleri
2.dlzeyi: Kesisim (hasta)  326.5 0.00021 2009 582.4
Oultrason 3517 0.00024 22453  62.03
ORrcp 618.7 0.00037 3587 496.9
1.dlzeyi: Kesisim 2.735 <0.001* 0.174 9.90 1000

* Paramtereler %5 anlamlilik diizeyindeanlamlidir.

Table 5.3’te, durum 1l icin Gibbs orneklemesi yaklasimi kullanarak Bos Model,
rastgele kesism model ve rastgele egim modellerini ayr1 ayri1 kuruldu. Sonuglar
gosterdi ki hastalar arasindaki varyasyonu, hastanin bacak dl¢timlerindeki varyanstan

daha fazladir.
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5.3.3.Hamiltoncu Monte Carlo kullanarak DTH verileri i¢gin Durum Il

modelleri

Tablo 5.4. Durum II: Tim modeller; Hamiltoncu Monte Carlo (HMC)

Ortak degiskenler Estimate/ %95 GA(CI) _ Model
Tehmin  Std.hata ~AltSmr Ust  BUIK_ESS Tail_ESS i

Population-Level Effects: Sabit etkili parametreleri

Kesisim(intercept) -0.33 0.51 -1.45 0.67 3783 3624 Bos
Group-Level Effects: Rasgele etkili parametreleri model
2.duzeyi: kisi* 0.44 0.30 0.02 1.08 3923 4014
1.duzeyi: bacak* 0.82 0.41 0.17 1.79 3718 3892
Population-Level Effects: Sabit etkili parametreleri Rasgele
Kesigim(intercept)*  9.22 2.14 4.88 13.57 449 612 Kesisim
Ultrasond * -0.12 0.02 -0.16 -0.09 525 551 & Sabit
RCP * 0.011 0.01 -0.01 0.02 555 548 Egim
Group-Level Effects: Rasgele etkili parametreleri Modeller
2.diizeyi: kisi* 3.03 0.07 2.89 3.16 259 414
1.dlzeyi: bacak* 1.68 1.15 0.61 450 234 462
Population-Level Effects: Sabit etkili parametreleri
Kesigsim(intercept)*  -3.33 0.86 -5.14 -1.74 3741 3257
Ultrason * 5.73 1.48 3.04 8.78 3760 3486 Rasge|e
RCP * 0.02 0.01 0.00 0.03 4062 3773 Kesisim
Group-Level Effects: Rasgele etkili parametreleri &
2 diizeyi: kisi: * 0.37 030 001 109 3847 3722 ngr%e'e
Oultrason ™ 0.73 0.65 0.02 2.30 2878 2841 Modeller
Orcp™ 0.01 0.01 0.00 0.03 3987 3377
-0.08 0.41 -0.80 0.72 3816 3657
Okisi,ultrason
Okisi RCP -0.02 0.41 -0.77 0.74 3881 3545
Oultrason RCP -0.08 0.41 -0.81 0.72 3535 3224
1.dlzeyi: bacak * 0.92 0.63 0.08 2.48 3500 3660

* Paramtereler %5 anlamlilik diizeyindeanlamlidir.

Table 5.3’te, durum II i¢in Gibbs Orneklemesi yaklasimi kullanarak Bos
Model, rastgele kesism model ve rastgele egim modellerini ayr1 ayr1 kuruldu. Tablo
5.2, 5.3 ve Tablo 5.4 sondiglere gore, her modeldeki ortalama genel hastalarda damar

hastalik olasiliginin tahmini oranlar1 asagidaki gibi belirlenmistir:

Odds orani MH= 0.4278; 0dds orani Gib™ 0.0000231 ve 0dds orani HMC

0.4182. Bu nedenle, P(Yi(].l)z 1)=exp(800)/(1+exp(ﬁ ) Bayesci tahmini
00

Metropolis-Hasting(MH), Gibbs Orneklemesi ve Hamiltoncu Monte Carlo
yaklagimlarin1 kullanarak hastalarin bacaklardaki tiim 6l¢timlerde Damar Tikankligi

Hastaliklara yakalanma olasiliklar1 ortalama %42'tir. Ve Esitlik (3.22) Kulanarak
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Sinif i¢i Korelasyon Katsayis1 (ICC) asagidaki gibi belirlenmistir:ICCyy = %3.54;
ICCqip = %4.719 velCCypc = 0.02 CI %95: [—0.09 0.37].

Bu sonuclar, Damar Tikankligi Hastaliklar1 olan rastgele hasta ornekleri arasinda

biiytik bir degisiklik olmadigini gostermistir.

Tablo 5.5. Durum II: Model Karsilagtirmalari: Bayesci Hiyerarsik Dogrusal Lojit Model

MZMC Belgi Kriteri (R2MLwiN, MCMCglmm and R-BRMS)

Yaklagimlart ~ Model Tiri  DIC ICOMP  WAIC(SE) LOO-IC(SE) K-fold (SE)
Metropolis Model 1 177.606 194429 N/A N/A N/A
Hasting (MH)  Model 2 131.818  164.774  N/A N/A N/A

Model 3 119.995  163.69 N/A N/A N/A
Gibbs Model 1 6.13 68.595 N/A N/A N/A
Orneklemesi Model 2 2.68 61.839 N/A N/A N/A

Model 3 2.52 18.105 N/A N/A N/A

Model 1 N/A 1851.43  171.91(6.28) 172.19(6.3)  172.93(6.1)
Hamiltoncu ~ Model 2 N/A 931.07  133.4(15.25) 133.71(15.3) 129.85(14.4)
MC Model 3 N/A 1712.27  136.4(15.46) 137.5(15.51) 142.33(16.3)

Not: Yaygin Uygulanabilir Bayesci bilgi kriteri (WAIC), Bir tane ayirarak ¢apraz gegerliligi (LOO-
IC), K-kath c¢apraz gegerlilik(K-10-Fold), Bayesci Sapma kriteri (DIC), Bozdogan'in Bilgi
karmagikligi(ICOMP) kriteri; N/A = gegerli degil veya mevcut degil

Bir veri kiimesi i¢in ti¢ farkli MZMC R paket prosediirii yaklagimina sahip (¢
farkli modeltiiriic kuruldu. Tablo 5.5'ten, Metropolis Hasting (MH) ve Gibbs
Orneklemesi kullanarak rasgele kesisim & rasgele egim daha diisiik Belgi Kriteri
(DIC ve ICOMP) sahip oldugu i¢in diger modellerden ¢ok daha iyi performans
gdsterdigini goriiyoruz. Ote yandan, Hamiltoncu'nun (yani, Hibrit Monte Carlo)
kullanarak sadece rasgele kesisim model daha diisiik Belgi Kriteri (DIC, ICOMP,
WAIC, LOO-IC ve K-fold) sahip oldugu igin diger modellerden ¢ok daha iyi
performans gosterdigini goriiyoruz. Ayni veri kiimesinin model performanslarindaki
bu farkhiliklar, tic MZMC yaklasminin farkli prosediirleri ve uygulanan onsel

dagilimlar nedeniyle ortaya ¢ikmis olabilir.
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5.3.4.Durum I1'de secilen modellerin yakinsama ve kosullu etkileri
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Sekil 5.1. Metropolis Hasting’den Rasgele Kesisim ve Egim Modelinin Dogrulugu Teshisi
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Sekil 5.2. Rastgele kesisim ve egim MH modelinde ilgili tiim parametrelerin iz ve yogunluk grafikleri.
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Sekil 5.3. Rastgele kesisim ve egim Gibbs modelinde ilgili tiim parametrelerin iz ve yogunluk

grafikleri
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Sekil 5.4. HMC yakinsamasinda Rastgele kesisim ve egim modelinin ilgili tiim parametrelerinin iz ve
yogunluk grafikleri
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Sekil 5.5. Sabit ve rastgele terimlerin etkileri ile sonsal olasilik yonii: Durum 1l
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Sekil 5.6. Ultrason ve RCP (kaf basinci 6lglimiinde azalma)'nin farkli bacak olgiilerinde hastalarin
hastalik durumu tizerindeki kosullu etkisi.

Yukarida se¢ilen modeller lizerindeki yakinsama (Sekil 5.2, Sekil 5.3 ve Sekil
5.4) ve kosullu etkilerin degerlendirilmesi (Sekil 5.5 ve Sekil 5.6), HMC yaklagimi
altindaki rastgele kesisim modelinin en iyi sekilde birlestigini gostermistir. Ayrica,
bir hastanin hastalik durumunda bacaklar arasinda hastalardan daha fazla varyasyon
vardir. Ultrason Slglimlerinin hastalarin damar tikankligi hastalik durumu iizerinde
net bir olumlu etkisi varken, RCP olmamaistir. Sekil 5.5’e gore, ultrasonun hastalarin
saglik durumu fizerinde daha olumlu etkisinin gozlendigini gostermistir. Ayrica,
hastalarin saglik durumu, bir hastanin bacak tarafi Ol¢iimleri arasinda, farkli

hastalarin 6l¢timleri arasinda oldugundan daha fazla varyasyona sahiptir.
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6. COK DEGISKENLi KARISIK BAGIMLI DEGISKEN
TEKRARLI OLCUMLERDE UYGULAMASI

Onceki calismalar, ayni aile dagilimmin c¢ok degiskenli modellerinin
otokorelasyonla ortak oldugunu gostermistir (Sammel vd., 1999; Sperling, 2010;
Williams vd., 2020). Bununla birlikte, bu, yalmizca STATA, SAS'm PROC veya
R'nin Ime4'i gibi tek degiskenli sonug¢ vektorlerini alan standart yazilim
paketlerindeki korelasyonlar1 dikkate alan farkl: {istel ailelerden gelen karma bagiml
degiskenlerini modellemenin sinirlamalarinin istesinden gelmek igin yaygin bir
“hile’’dir (Goldstein vd., 2009; Yucel, 2011; Achana vd., 2021). Bu yaklagim, Stan
gibi matris yapilandirilmig programlar ve BRMS, MCMCglmm ve R2ZMLwiN gibi
Bayesci hiyerarsik ¢ergevelerindeki ilgili R paketleri i¢in gerekli degildir (Kruschke,
2014; McElreath, 2018a).

6.1. Durum I11: DTH verileri icin ¢cok degiskenli karisik bagiml

degiskenle modelinin belirtilmesi

Hastalik tanis1 amaciyla enstriimantal saglik durumu 6nlemleri kullanildiginda,
hastalar i¢in ortalama hastalik siddeti puanlarinin farkli durumlare diger hasta
ozellikleri ile tanimlanmas1 gerekir. Durum III i¢in: Karisik Sonuclar, Bir bagiml
degisken Y;; kategorik oldugunda (hasta hastaliklart durumu) ve bagka bir bagimli
degisken Y;;, siirekli oldugunda (hastalik siddeti skoru), genellikle gizli bir degisken
olan Y;;'yi kosullu kiimelenmis siirekli model olarak benimseyerek karigik tip gok
degiskenli sonuglari birlikte modelleyebilebiliriz. Bdylece, poli-seri korelasyon 7j;

g0z Oniine alindiginda iki degiskenli normal dagilimi izlerler:

(59) -, (1) 9% Tk 6.1
Y; 2\ ' \ryoion,  of
Faktorizasyon yontemi, surekli bagimli degisken P(Y;,) i¢in marjinal yogunluk ve

stirekli bagimli degisken verilen gizli degisken i¢in kosullu yogunluk P(Y{;- Yl-k) ile
eklem iki degiskenli normal dagilim igin uygulanabilir. Asagidaki varsayimlar
dogrudur:

e Y, =Y, surekli bir bagiml degiskendir ve Y, ~N (i, 07).

e Y =Y, kategorik bagimli degisken, Y;; igin gizli degiskendir. Burada

_ _ 9 v _ 2 _ 52(1 —
Yie = N | Wijie = Mij + T o (Y = Hire), G = 0 (1=

*
Yij
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dij = — @'nin, kosullu olasilik P(Yl’; |Yik) olarak yazildigini varsayalim.

Tjlk
d(d;;)if Vi =0
Yik)_{ ( U)l lk

P(Y;
] P —

®(—dy;), if Yy = 1
Tablo 6.1. Durum I11: Cok degiskenli karigik bagimli degisken tim modelleri: MH

Parametre/Ba %95 GA ESS  Model
gimlt tahmin  Std.Hata Z Pr(>lz]) Alt Ust tard
Degisken Sinir
Population-Level Effects: Sabit etkili parametreleri
Kesisim. Y; 0.3069 0.0532  5.77 0.000* 0.2027 0.4111 1561
Kesisim. Y, 0.0210 0.0125 1.68 0.005* 0.0124 0.0321 1120 Bos
Group-Level Effects: Rasgele etkili parametreleri Model
2.dulzeyi 0.0904 0.2189 - * 0.00082 0.8216 530
1.duzeyi sabit le-05 - - Sabit sabit 1000
Population-Level Effects: Sabit etkili parametreleri
Kesisim. Y; 0.3115 0.0520 5.99 0.000* 0.2410 0.3850 1011
bacak.Y; 0.4312 0.2275 1.89 0.046* 0.0041 1.0310 110
Ultrason .Y, 4.8906 1.0211 4.79 0.000* 4510 9.2540 208 Rasgele
RCP.Y; 0.0051 0.0034 1.50 0.211 -0.0045 0.0198 650 Kesisim
Kesigim. Y, 0.0121 0.1151 0.105  0.454* 0.0105 0.0456 450
bacak.Y, -0.0251 0.0121 2.074  0.002 -0.0157 0.0541 1000
Ultrason .Y, 2.751 0.321 8.57 0.546 -0.1251 1145 800
RCP.Y, 0.3954 0.1892 2.089  0.068 -0.3296 1.553 850
Group-Level Effects: Rasgele etkili parametreleri
2.duzeyi 0.0723 0.142 - 4e-04 0.4741 680
1.duzeyi 1.000 1e-05 - 0.999 1.000 1000
Population-Level Effects: Sabit etkili parametreleri
Kesisim. Y; 0.1392 0.211 0.6597 -0.0770 0.3293 1000
bacak.Y; -0.0234 0.634 -0.0369 -0.1228 9.136 1000
Ultrason .Y, 0.2842 0.128 2.223 -0.6076 0.5474 1192
RCP.Y, 0.0161 0.041  0.3961 0.0017 00329 1000 Rasgele
Kesisim. Y, 41972 0.8682 -4.83  0.001* -59696  -2.5298 1000 Kesisim
bacak. Y, 0.43968  0.2275 1.93 0.053*  0.0068 09043 505 &
Ultrason .Y,  5.45584  1.3053 4.18 0.023* 31500 81262 890 Rasgele
RCP.Y, 0.00675  0.0055 1.22 02226 -0.0040 00176 1000 E&m
Group-Level Effects: Rasgele etkili parametreleri
2.duzeyi 0.0482 0.0124 - 0.0339 0.0692 1000
Okisiultrason  ~9-425 0.133 - 5504  -5.194 1000
Oultrason 0.011 0.0085 - 0.0095 0.0115 1020
1.dizeyi 0.9999 0.0032 - 0.999 1 420

* Paramtereler %5 anlamlilik diizeyindeanlamlidir.
Y: = hastalik siddeti puanlarmin/Skor(Score) ve Y, = hastalik durumu(Status)

Table 6.1°de, durum Il i¢cin MH yaklasimi kullanarak Bos Model, rastgele

kesism model ve rastgele egim modellerini ayr1 ayr1 kuruldu.
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Tablo 6.2. Durum IlI: Cok degiskenli karisik bagimli degisken tiim modelleri: Gibbs 6rneklemesi

Ortak SBD/tehm  pMZM %95 GA Etki Model
degiskenler/bagimli ini C Alt Ust Orneklemi tard
Sinir
Population-Level (Location ) Effects: Sabit etkili parametreleri
Kesisim(intercept). Y, 0.0825 0.032* 0.0082  0.1541 2000
Kesigim(intercept). Y, -0.0731 0.604 -0.3376  0.2042 1331 Bos
Group-Level Effects: Rasgele etkili parametreleri Model
2.dlizeyi: Kesisim 0.040557  <0.001* 0.02238 0.0625 2000
1.dlzeyi: Kesisim 0.359404  <0.001* 0.10301 0.7196 1000
Population-Level (Location ) Effects: Sabit etkili parametreleri
Kesisim(intercept). Y, 0.1192 0.252 -0.0770  0.3293 1000
Bacak. Y; -0.0224 0.682 -0.1228 9.136 1000
Ultrason. Y; 0.2542 0.118 -0.6076 0.5474 1192
RCP. Y, 0.01804 0.044* 0.0016  0.0349 1000
Kesisim(intercept). Y, -2.818 <0.001* -5.170  -4.853 757.3  Rasgele
Bacak. Y, 2.759 0.132 -8.807 7.727 1000 Kesisim
Ultrason. Y, 3.670 <0.001* 5.389 6.797 554.6
RCP. Y, 0.4705 0.198 -0.3296  1.553 868.5
Group-Level Effects: Rasgele etkili parametreleri
2.dlzeyi: Kesisim(Y; ,Y,) 0.1594 <0.001* 0.07292 0.2618 991
1.dlzeyi: Kesisim (Y; ,Y,) 2.400 -1.342 3.353 1000
Population-Level (Location ) Effects: Sabit etkili parametreleri
Kesigim(intercept). Y; 0.1379 0.318 -0.127 0.4270 1000
Bacak. Y; -0.0324 0.423 -0.143 7.112 1000
Ultrason. Y; 0.1109 0.712 -0.3666  0.6086 1000
RCP. Y, 0.04212 0.948 -0.0872  0.1048 1000 Rasgel
Kesisim(intercept). Y, -2.663 <0.001* -4.164 -1.268 614.1 Kzz?;ri
Bacak. Y, 42.089 0.120 -14.88 121.03 1000 &
Ultl’ason. Y2 4.676 <0.001* 2.181 7.787 512 Rasgele
RCP. Y, 0.3552 0.622 -0.9402 1.610 816.8 Egim
Group-Level Effects: Rasgele etkili parametreleri Modeller
2.duzeyi: (hasta). Y; 0.3074 0.1085 0.5632 1100
2.dlzeyi: (hasta). Y, 6.562 -6.475 6.462 1232
Oultrason (Y1, Y2) -0.126(1.065) -0.463(8.2) 0.106(9.2) 100
orep(Y1, Y2) 0.005932 -0.7625 0.005597 1000
1.duzeyi: Kesigim. Y, 0.09915 0.05054 0.1643 1000
1.duzeyi: Kesisim. Y, -0.09121 -0.0523 7.385 850

* Paramtereler %5 anlamlilik diizeyindeanlamlidir.

Y: = hastalik siddeti puanlarmin/Skor(Score) ve Y, = hastalik durumu(Status)

Table 6.2°de, durum Il icin Gibbs drneklemesi yaklasimi kullanarak Bos

Model, rastgele kesism model ve rastgele egim modellerini ayr1 ayr1 kuruldu.
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Tablo 6.3. Durum I1l: Cok degiskenli karigik bagimli degisken tim modelleri: HMC

Ortak /bagimh Std. %95 GA Bulk_ESS Tail ESS Rhats Model
degisken Tehmin hata Alt Ust turd
Sinir
Population-Level Effects: Sabit etkili parametreleri
Kesisim. Y; * 0.31 0.06 0.19 0.42 19419 12476 1.01
Kesisim. Y,* -1.21 050 -2.23 -0.27 22094 10972 1.00
Group-Level Effects: Rasgele etkili parametreleri Bos
2.dlzeyi: kisi. Y;*  0.17 0.04 0.12 0.24 7140 9756 1.00 model
1.duzeyi: 0.59 0.31 0.06 1.23 2928 1806 1.00
bacak. Y,*
Cor (Y1, Y2):py, y, 0.62 0.34 -0.36 0.99 1407 918 1.01
Population-Level Effects: Sabit etkili parametreleri
Kesigim. Y, * 0.12 0.06 0.01 0.23 15235 12391 1.00
Bacak. Y; -0.03 0.02 -0.06 0.02 16326 11692 1.01
Ultrasond. Y; * 0.28 0.11 0.08 0.48 13898 11334 1.01
RCP.Y, * 0.01 0.01 0.001 0.03 15445 12553 1.00 Rasgele
Kesisim. Y,* -4.31 0.88 -6.17 -2.70 15065 10209 1.00  Kesisim
Bacak. Y, * 0.44 0.22 0.01 0.88 16661 11103 1.00
Group-Level Effects: Rasgele etkili parametreleri
2.dlzeyi: kisi: Y; *  0.12 0.03 0.06 0.18 488 4108 1.01
2.dlzeyi: kisi: Y, *  0.38 0.29 0.02 1.09 3775 5936 1.00
Py.y, 0.25 052 0.22 0.88 1023 1886 1.00
Population-Level Effects: Sabit etkili parametreleri
Kesisim. Y; 0.12 0.08 -0.05 0.28 1449 1121 1.01
Bacak. Y; 0.02 0.04 -0.06 0.05 4511 4795 1.01
Ultrasond. Y, -0.02 0.12 -0.01 0.04 1014 1858 1.00
RCP.Y; 0.02 0.03 -0.02 0.04 1064 1245 1.01  Rasgele
Kesisim. Y, * -9.89 489 -2373 -403 1006 1028 1.00  Kesisim
Bacak. Y, 1.12 097 -016 377 1712 2081 1.00 &
Ultrasond. Y, * 12.51 572 5.01 26.81 2910 2912 1.01 Ra;gele
RCP.Y, * 0.02 0.02 -001 009 1977 2608 1.00 Egm
Group-Level Effects: Rasgele etkili parametreleri(SS) Modeller
2.dlzeyi: kisi: Y; *  0.12 0.03 0.06 0.18 488 4108 1.01
2.dlzeyi: kisi: Y, *  0.38 0.29 0.02 1.09 3775 5936 1.00
Pyiya 0.08 0.25 -0.42 056 1112 2776 1.00
1.duzeyi: bacak * 0.92 0.63 0.08 2.48 3500 3660 1.00
Cor(Yy, Y2):py, v, 0.08 0.25 -0.42 056 1347 2770 1.01

* Paramtereler %5 anlamlilik diizeyindeanlamlidir. Y; = hastalik siddeti puanlarinin/Skor(Score) ve

Y, = hastalik durumu(Status)

Table 6.3’te, durum Il igin HMC yaklasimi kullanarak Bos Model, rastgele kesism
model ve rastgele egim modellerini ayri ayri kuruldu. Hastalarin hastalik siddeti

skorlarina gore daha yiiksek bir hastalik durumu varyasyonu gozlendi.
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Tablo 6.4. Durum I1I: Bayesci Hiyerarsik ¢ok degiskenli karigik bagimli degiskenli modelleri
Karsilastirmalari

MzZMC Model Belgi Kriteri (R2MLwiN, MCMCglmm and R-BRMS)
Yaklagimlars ' O'U DIC ICOMP _ WAIC (SE)  LOO-IC (SE) _ K-fold (SE)
Metropolis  Model L 221231 2129.770 NIA N/A N/A
HastingMH) — \1odel 2 147.892 1935236 NIA N/A N/A
Model 3 132102 171369 N/A N/A N/A
Gibbs Model 1 2195 2412412 NIA N/A N/A
Orneklemesi — \jodel2  22.96 2314102 N/A N/A N/A
Model 3 1286 1718231 NI/A N/A N/A
Hamiltoncu ~ Model 1  N/A 2108548 171.91(6.28) 172.19(6.3)  172.93(6.1)
MC Model2  N/A 2125725 136.4(15.46) 137.5(1551)  142.33(16.3)
Model 3 N/A 171227  1334(15.25) 133.71(15.3)  129.85(14.4)

Not: Yaygin Uygulanabilir Bayesci bilgi kriteri (WAIC), Bir tane ayirarak ¢apraz gegerliligi (LOO-
IC), K-kath ¢apraz gecerlilik(K-10-Fold), Bayesci Sapma kriteri (DIC), Bozdogan'in Bilgi
karmagikligi (ICOMP) kriteri: N/A = gegerli degil veya mevcut degil

Table 6.2°de, durum Il igin Gibbs 6rneklemesi yaklagimi kullanarak Bos
Model, rastgele kesism model ve rastgele egim modellerini ayr1 ayr1 kuruldu. Ayrica,
Table 6.3’te, durum Il i¢in HMC yaklasim1 kullanarak Bos Model, rastgele kesism

model ve rastgele egim modellerini ayr1 ayr1 kuruldu.

Tablo 6.4'e gore, tam rastgele egim hiyerarsik modeli, Metropolis Hasting ve
Gibbs ornekleyicide en diisik DIC ve ICOMP'a ve Hamiltoncu Monte Carlo
algoritmasinda WAIC, LOO-IC ve 10 kath tahminlere sahiptir. Ancak, her model
icin kriter tahminlerindeki farki ve karsilik gelen standart hatalar1 (SE siitununda)

karsilastirdigimizda, fark nispeten kiiciiktiir.

Yukaridaki  kurulan modeller arasinda, Hamiltoncu Monte Carlo
algoritmasindaki son tam model (Model 3) en iyi model gibi goriiniiyor. Bu nedenle,
iki agiklayict degiskenin (ultrason ve kaf basinci 6l¢iimii) ve bacak, ultrason ve kaf
basinci Sl¢iimii icin rastgele katsayisinin ortak ¢ok degiskenli bir islevi olarak Model
3, hastalik siddeti puanlar1 (Y1) ve hastalar i¢in en 1yi tahmin performansina sahiptir.
Etkili 6rnek biiyiikliigii 1000'den biiyiik ve R-hat degeri 1.00'a yakin ancak 1.10'dan
blyuk olmayan modeller, bir Markov zincirleri grubunun tutarliligini gosterdi
(Dominique, 2015). Dahasi, modellerin genel etkili 6rnek boyutlari (ESS) ve hem
Toplu-ESS hem de Kuyruk-ESS, guvenilir olmak igin Markov zinciri basina en az

100 (yaklasik) olmalidir ve ilgili sonsal kantiller glvenilirdir (Vehtari vd., 2021).
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Table 6.3°te gOre, tim MZMC yaklagimlarina sahip tiim modellerde, null'un R-
hat, Bulk-ESS ve Tail-ESS sonuglari, rasgele kesisim ve rasgele katsayr modelleri
yakinsama teshisi metriklerini yerine getirdi. Bu nedenle, etkili 6rnek boyutlart
(ESS) ve potansiyel olcek azaltma (R-hat) yakinsama teshisi metrikleri, kurulan her

modelde kararli tahminler igin yeterlidir.

6.2. Durum I11'te secilen modellerde yakinsama ve kosullu etkilerin

degerlendirilmesi
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Sekil 6.4. Bayesci hiyerarsik rasgele egim modeli marjinal tahmin etkileri: Durum 11

HMC yaklagimmin en 1yi yakinsamas: yukaridaki sekil 6.1 ve 6.2'de

gosterilmistir. Sekil 6.3 ve 6.4, her sabit ve rastgele terimin marjinal etkilerini

gostermektedir.

Buna gore, ultrason ve bacak tipi, hastalarin durumu {izerinde

giderek daha olumlu bir etki gosterdi, ancak hastalik siddeti skoru iizerinde higbir

etkisi olmamustir.

Sekil 6.5 'e gore, rasgele egim ve kesisim modeli iyi uyum saglar ve neredeyse

ayni sonsal gézlemlenen yogunluk ve sonsal tahmin dagilim grafikleri tiretir. Tahmin

grafikleri, eklem ¢ok degiskenli Bayesci hiyerarsik modelinde Damar Tikankligi

Hastaliklar veri seti bagimli degiskenlerini (hastanin hastalik durumu ve hastalik

siddeti skoru) gostermektedir.
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Sekil 6.5. Gozlenen ve tahmin edilen sonuclar tizerinde Bayesci hiyerarsik rasgele egime uygun
modeli
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7. SONUC VE ONERILER

Bu tezde, Bayesci Hiyerarsik modelleri ti¢ farkli durum i¢in uygulanmaktadir:
strekli bagimli degisken (durum 1), kategorik bagimli degisken (durum II) ve karisik
bagimli degiskenleri (durum III).

ACTIVE c¢alismasindan Toplam Hopkins Sézlii Ogrenme Test Skoru
(THVLTS), yash yetiskinlerin bilissel sozel 6grenme yeteneginin bir 6l¢iisii olarak
kullanilabilir. Baslangigta yetigkinlerin yas, cinsiyet, egitim durumu ve bilissel
durum (MMSE puani) gibi dort demografik ozelligi ol¢iilmistiir. Akil ylriitme
yetenegi ve giiglendirici egitim gibi biligsel egitimden sonra Olculen 6zellikler
dikkate alinmistir. Hopkins S6zel Ogrenme Testi (HVLT), bir bireyin farkli zaman
noktalarindaki performans sonuglarini incelemek i¢in bir nérofizyolojik deneyin
pargasi olarak tekrarli uygulanan genel bir sézel bilgi ve hafiza degerlendirmesidir.
Bagimli degisken O6lcimu olarak, sézlii 6grenme ve hafiza testlerine ait coklu deneye
dayali puanlar kabul edildi. Bulgulara gore, rasgele kesisim ve egim modeli en iyi
uyuma sahiptir. Yas, cinsiyet, guclendirici ve akil yiiritme yetenegi, biligsel sozel
ogrenmeyi dlcen Toplam Hopkins Sézlii Ogrenme Test Skoru (THVLTS) i¢in ana
onemli degiskenlerdir. Takviye egitimi almanin olumlu bir tahmin edici etkisi
olurken, yillarca siiren egitimin (edu) Toplam Hopkins S6zlii Ogrenme Test Skoru
(THVLTS) Gzerinde olumsuz bir tahmin edici etkisi goruldi. Ayrica, Durum I'e gore,
rasgele kesisimlere ve egimlere sahip tam hiyerarsik model, hibrit Hamiltoncu Monte
Carlo yaklagimini kullanan sozlii 6grenme testleri icin (ACTIVE c¢alisma veri

setinden) en iyi tahmin performansini elde edildi.

Daha sonra, kategorik bagimli degisken (Durum Il) ve karisik bagimli degisken
(Durum 1) uygulamalar1 ile BHM igin Damar Tikankligi Hastaliklar1 (DHT) veri
seti kullanmistir. Burada hastalarin saglik durumu ve hastalik siddet puanlar
kategorik ve sirekli bagimli degiskenler olarak kabul edildi. Bu nedenle, kategorik
bagimli degisken (Durum IlI) ve ortak ¢ok degiskenli karigik (kategorik ve siirekli)
bagimli degiskenlerin (Durum III) uygulamalari i¢in Bayesci hiyerarsik modelleri

kuruldu.

Bu durumlarda, DTH gercek veri uygulamasina dayanarak, kurulan altt model
arasinda, Hamiltoncu Monte Carlo algoritmasindaki rastgele katsayr modeli (Model

3) diger modellere gore en iyi sekilde uyarmistir. Ayrica, Bayesci bilgi karmasikligi
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kriteri, Bayesci sapmasina gore daha kiigiik degerlere veya kurulan her model igin
yaygin olarak uygulanabilir bilgi kriterlerine sahiptir. Bu nedenle, Hamiltonian
(Hamiltoncu) Monte Carlo (HMC) algoritmasi tarafindan kurulan rastgele katsay1
modeli, mutlak en iyi model olarak tanimlanan veya DTH veri kimesinde daha

dogru olan en az ICOMP degerine sahiptir.

MZMC yaklasimiyla her bir uygulama veri seti altinda en uygun aday modeller
belirlendi. Bu durumda, Hamiltoncu Monte Carlo yontemi kullanilarak tahmin edilen
hem rasgele kesisimlere hem de rasgele egimlere sahip Bayesci hiyerarsik (karma
etkili) dogrusal model, iki uygulama veri kiimesine en iyi sekilde uydu. Ek olarak,
bilgi karmasiklig1 kriteri, gradyan tabanli Hamiltoncu Monte Carlo tahminine sahip
hiyerarsik modellerin en uygun oldugunu ve gradyansiz Gibbs Ornekleme ve
Metropolis-Hasting yontemlerine gore daha yiiksek yakinsamasina sahip oldugunu

gosterildi.

Hiyerarsik modelleme, esneklik ve bireysel gelisime vurgu gibi cesitli
nedenlerle guclu ve cekici bir yaklasim oldugu igin tekrarli 6lglim verilerini analiz
etmek icin ¢ekicidir. Bununla birlikte, Bayesci hiyerarsik modelleri veri dogasi, 6nsel
dagilim ve calismada kullamilan MZMC yaklasimindan biiyiik dlgiide
etkilenmektedir. Boylece, tekrarli Ol¢iim verilerinin hiyerarsik modellenmesinde

Klasik ve Bayesci istatistik okullarini karsilastiran baska ¢alismalar yapilmalidir.

Ayrica, varsayilanlarin yani sira, gelecekteki arastirmacilar Bayesci hiyerarsik

modellerini daha ¢esitli 6nsel dagitimlarla uygulamalidir.
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