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Grossman ve Katz non-Newtonian Calculus adlı çalışmasında kuadratik, 

anakuadratik, bikuadratik gibi dalları içeren Newtonyen olmayan hesap tarzını 

(kalkülüsü) tanıtmışlardır. Dört bölümden oluşan bu tezin amacı kuadratik hesap 

tarzında temel analiz özelliklerini incelemektir. İlk bölümde genel olarak Newtonyen 

olmayan hesap tarzına göre literatür özetlenmiştir. 

 İkinci bölümde Newtonyen olmayan kalkülüsün bir alt dalı olan geometrik 

aritmetik tanıtılıp geometrik reel sayılar ve özellikleri verilmiştir. Tezin bulgular 

kısmını oluşturan üçüncü bölümünde ise kuadratik hesap tarzı tanıtılıp kuadratik reel 

sayılar ve temel özellikleri elde edilmiştir. Kuadratik mutlak değer tanımlanıp 

özellikleri verilmiştir. Buna ek olarak kuadratik üçgen eşitsizliği ve kuadratik 

Minkowski eşitsizlikleri ifade ve ispat edilmiştir. Kuadratik aritmetiğe göre bazı 

topolojik temel kavramlara değinilmiştir. Çalışma boyunca kuadratik aritmetiğe 

kısaca q-aritmetik denildiği dikkate alınırsa; q-dizi, q-Cauchy dizisi, kuadratik bir 

dizinin q-sınırlılığı, q-dizilerde q-yakınsama, q-yığılma noktası, q-limit kavramları 

tanıtılmıştır. Ayrıca bu kavramlarla ilgili bazı temel teoremlere yer verilmiştir.  

 

 

 

 

 

Anahtar Sözcükler: Kuadratik kalkülüs, Kuadratik eşitsizlikler, Kuadratik 

kalkülüste cebirsel yapılar.  
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ABSTRACT 
                               

                                 A NOTE ON QUADRATIC CALCULUS 

                                                    Havanur ÇOBAN 

Ondokuz Mayıs University 
Institute of Graduate Studies 

Department of Mathematics 

Master, November/2021  

                              Supervisor: Prof. Dr. Birsen SAĞIR DUYAR 

 

Grossman and Katz introduced non-Newtonian calculation style (calculus), 

which includes branches such as quadratic, anaquadratic, and biquadratic in their 

study called non-Newtonian Calculus. The aim of this thesis, which consists of four 

parts, is to examine the basic analysis features in the quadratic calculus style. In the 

first part, the literature is summarized according to the non-Newtonian calculation 

style. 

In the second part, geometric arithmetic, which is a sub-branch of non-

Newtonian calculus, is introduced and geometric real numbers and their properties 

are given. In the third part, which is the findings part of the thesis, the quadratic 

calculation style is introduced and the quadratic real numbers and their basic 

properties are obtained. Quadratic absolute value is defined, its properties are given. 

In addition, the quadratic triangle inequality and the quadratic Minkowski inequality 

are expressed and proven. Some topological basic concepts are mentioned. 

Considering that throughout the study, quadratic arithmetic is briefly called q-

arithmetic; the concepts of q-sequence, q-Cauchy sequence, q-boundedness of a 

quadratic sequence, q-convergence in q-sequences, q-limit point, q-limit are 

introduced. In addition, some basic theorems related to these concepts are given. 

 

 

 

 

Keywords: Quadratic calculus, Quadratic inequalities, Algebraic structures with 

respect to quadratic calculus. 
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1. GİRİŞ 

Kalkülüsün keşfi, matematikte ve diğer bilim dallarında bütünüyle yeni ufuklar 

açmıştır. Bu zaman diliminde çoğu bilim insanı sonsuzluk ve limit kavramlarını 

yorumlamaya çalışmışlardır. Bu kavramların üzerine ciddi tartışmaların ve fikir 

ayrılıklarının yaşandığı bu dönemde yani 17. yüzyılın sonlarına doğru Newton ve 

Leibniz’in birbirlerinden habersiz bir şekilde ortaya attıkları bazı düşünceler, çoğu 

bilim insanı tarafından heyecanla ve biraz da tereddütle karşılanmıştır. Bu süreç 

kalkülüsün gelişimini daha da hızlandırıp fen ve teknoloji alanında kendini 

hissettirmeye başlamıştır. 

1967-1970 yılları arasında Grossman ve Katz klasik hesap tarzına bir alternatif 

olarak yeni bir hesap tarzı (kalkülüs) inşa etmişlerdir.  Daha sonraki yıllarda 

Grossman bu yapıları genişleterek geometrik, kuadratik ve harmonik hesap sınıflarını 

oluşturmuştur . Bu sınıfların tümünü içine alan yapıya Newtonyen olmayan hesap 

tarzı (non-Newtonian calculus) adı verilmiştir. Klasik hesap tarzına göre bilinen 

tanım ve özellikler Newtonyen olmayan hesap sınıfı içinde bir karşılığa sahiptir. 

Son yirmi yılda mühendislik, fen ve teknoloji, iktisadi ve ekonomik yapılar ve 

matematiğin çoğu dalında ciddi çalışmalar artış göstermiştir. 
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Bu çalışmada Newtonyen olmayan hesap tarzının bir türü olan kuadratik hesap 

tarzının temel özellikleri ve bu yapının klasik hesap tarzıyla olan ilişkisi 

incelenmiştir. İlk olarak ( )q x   üretecine bağlı olarak q  tanıtılmıştır.  Klasik 

aritmetikteki temel tanım ve eşitsizliklerin kuadratik hesaptaki karşılığına 

ulaşılmıştır. Kuadratik mutlak değer tanımlanmış ve bu kalkülüsü göre mutlak 

değerli bazı eşitsizlikler ispatlanmıştır. Kuadratik üçgen eşitsizliği ve kuadratik 

minkowski eşitsizliği   ifade ve ispat edilmiştir. Kuadratik aritmetiğe göre bazı 

topolojik temel kavramlara değinilmiştir. Çalışma boyunca kuadratik aritmetiğe 

kısaca q-aritmetik denildiği dikkate alınırsa; q-dizi, q-Cauchy dizisi, kuadratik bir 

dizinin q-sınırlılığı, q-dizilerde q-yakınsama, q-yığılma noktası, q-limit kavramları 

tanıtılmıştır. Ayrıca bu kavramlarla ilgili bazı temel teoremlere yer verilmiştir.
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2. GENEL BİLGİLER 

Bu bölümde çalışma boyunca kullanılacak olan temel kavramlar, tanım, teorem 

ve gösterimlere yer verilecektir. 

2.1. Aritmetik Sistem  

Tanım kümesi  kümesinin bir alt kümesi olan bir tam sıralı cisim ve bu 

cisim üzerinde tanımlanan cebirsel ifadelerle elde edilen yapıya aritmetik sistem 

denir. Genel olarak   ile gösterilen üreteç fonksiyonu  gerçel sayılar kümesinden 

A  alt kümesine giden bire bir, örten bir dönüşümdür. I birim fonksiyonu ve xe  

exp fonksiyonu birer üreteç fonksiyonudur. 

Tablo 2.1. *-Kalkülüs 

         *-Kalkülüs                                              

Klasik                    I                    I  

Geometric                   I                  exp 

Anageometrik                  exp                    I 

Bigeometrik                 exp                  exp 

Kuadratik                    I                    q 

Anakuadratik                    q                    I 

Bikuadratik                   q                    q 

Harmonik                    I                    h 

Anaharmonik                    h                    I 

Biharmonik                   h                    h 

 

Grossman ve Katz keyfi seçilmiş iki üreteç fonksiyonları yardımıyla *-

kalkülüsü tanımlamışlardır. *-Kalkülüste genelde α-aritmetik tanım kümesi, β-

aritmetik de değer kümesi için kullanılır. 

Fonksiyonların tanım kümesi *-kalkülüse göre α-aritmetik üzerinde, değer 

kümesi ise β-aritmetik üzerindedir. 

Bu kısımda Grossman ve Katz takip edilerek Newtonyen olmayan hesap 

tarzına göre temel kavramlar tanıtılacaktır. 

Tanım 2.1.1. (α-Aritmetik) α, tanım kümesi A  ve görüntü kümesi 

 ( ) :x x    olan bir üreteç olsun.   üzerinde tanımlı , ,    ve /  

işlemleri ile   sıralama bağıntısı aşağıda ifade edilen aritmetiğe bir α- aritmetik 

denir. 
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Her ,x y   için; 

toplama                           1 1( ) ( )x y x y       

çıkarma                           1 1( ) ( )x y x y       

çarpma                            1 1( ) ( )x y x y       

bölme   0y                  1 1/ ( ) / ( )x y x y       

sıralama                         1 1( ) ( )x y x y      

 , , ,     tam sıralı bir cisim olup  - aritmetik oluşturur. (Grossman ve Katz, 

1972) 

Klasik aritmetikteki her bir işlemin doğal bir karşılığını  -aritmetikte bulmak 

mümkündür. Şimdi bunun üzerinde duralım. 

Her y   için , 

0y y   ve 1y y   

ise 0  ( -sıfır) ve 1  ( -bir) sayılarına sırasıyla toplama ve çarpmaya göre birim 

eleman denir. 

Ayrıca x   için 0 x  ise x sayısına  -pozitif sayı, 0x  ise x sayısına  -

negatif sayı denir. Dolayısıyla  -tamsayılar   ile gösterilir ve her n  için  

0 ( )n n n      

ve 

   ..., 2, 1,0,1,2,... ..., ( 2), ( 1), (0), (1), (2),...            

olarak tanımlanır.  

 | ( ),n n n n     şeklinde yazılır. 
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2.2. Newtonyen Olmayan Reel Sayılar Cismi ve Özellikleri 

Bu kısımda Grossman ve Katz (Grossman ve Katz, 1972) çalışmasından 

yararlanılarak   reel cismi üzerinde bazı temel kavramlar ve önemli bazı 

eşitsizlikler verilecektir.  

Tanım 2.2.1.   ile gösterilen Newtonyen olmayan reel sayılar kümesi , 

 ( ) :x x    şeklinde tanımlanır. (Grossman ve Katz, 1972). 


  

Newtonyen olmayan pozitif reel sayı kümesini , 


  ise Newtonyen olmayan negatif 

reel sayı kümesini temsil eder. Eğer (0)x   ise x Newtonyen olmayan pozitif reel 

sayı, (0)x   ise x  Newtonyen olmayan negatif reel sayı ve (0)x   ise x  

işaretsiz Newtonyen olmayan reel sayı olarak adlandırılır.  

  da   toplama ve    çarpma ikili işlemleri aşağıdaki gibi tanımlanmıştır. 

:       

             1 1( , ) ( ) ( )x y x y x y        

:       

             1 1( , ) ( ) ( )x y x y x y        

Teorem 2.2.2.  , ,    tam sıralı cisimdir. (Duyar ve Erdoğan, 2016)  

(Başar ve Çakmak, 2012). 

Önerme 2.2.3. , , ,a b c d   olmak üzere aşağıdaki eşitsizlikler vardır. 

1) a b  ise a c b c    ve a c b c   , 

2) a b  ve  c d  ise a c b d    ve a d b c   , 

3) a b  ve 0 c  ise a c b c    ve 
a b

c c
  , 

4) 0 ,a b  ve a b  ise 
1 1

b a
   

5) a b  ise 0 0b a    olur. 
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Tanım 2.2.4. Herhangi x   sayısı için x  in  -karesi 2x x x  ,                   

 -karekökü 
. x  ile gösterilir ve  -karesi x  e eşit olan  -negatif olmayan sayı 

olarak tanımlanır. 

Yani 
2 .t x t x    olan sayıdır. Her  -negatif olmayan t sayısı için 

. x  

sembolü  1( )t x    sayısını göstermek için kullanılır. 

Benzer düşünceyle x   nın ve .p  Newtonyen olmayan üssü ve .q  

Newtonyen olmayan kökü sırasıyla px  ve 
q

x  sembolü ile gösterilir. Buna göre; 

   
2

2 1 1 1( ) ( ) ( )x x x x x x               

    
3

3 2 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )x x x x x x x                       

           

   
.

1 1( )
pppx x x x 

        

            

olarak tanımlanır. (Başar ve Çakmak, 2012) 

Tanım 2.2.5. Bir x   sayısının α-mutlak değeri x


 ile gösterilir ve  

, 0

0 , 0

0 , 0

x x

x x

x x



 


 


 

                     yani      

, (0)

(0) , (0)

(0) , (0)

x x

x x

x x




 

 




 
  

 

Şeklinde tanımlanır. Buna göre x   için  

 . 2 1( )x x x


      olur. (Grossman ve Katz, 1972). 

2.3. Geometrik Aritmetik ve Geometrik Reel Sayılar 

Bu kısımdaki geometrik kalkülüs üzerine tanıtılan temel kavram ve 

özelliklerde  (Boruah, 2016), (Boruah, 2017), (Hazarika, 2016), (Türkmen, 2011) 

kaynaklarından faydalanılmıştır. 
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Tanım 2.3.1. Her üreteç tek bir aritmetik oluşturur ve her aritmetik de tek bir 

üreteç tarafından oluşturulur.  -üreteci ; ( ) xx e  ,  x  ve  1( ) lnx x    ile 

tanımlanmış üstel fonksiyon olarak seçilirse  -aritmetik aşağıdaki gibi tanımlanan 

geometrik aritmetiği ortaya çıkarır.  

x  ve  x G  için   xx e  ,   1 lnx x    olduğu göz önüne alınırsa 

aşağıdaki işlemler yazılır. 

geometrik-toplam        1 1( ) ( )x y x y      =   .x y x yx y e e e     

geometrik-çıkarma        1 1( ) ( ) , 0
x

x y

y

e
x y x y x y e y

e
             

geometrik-çarpma          1 1 .( ) ( ) . x yx y x y x y e         

geometrik-bölme            1 1 /( ) / ( ) / , 1x yx y x y x y e y         

,x y   için   ln( ) ln( )x y  iken x y  dir. Yani 1 1( ) ( )x y x y       

geometrik sıralaması vardır. 

 Tanım 2.3.2. Geometrik tam sayı kümesi ve geometrik reel sayı kümesi 

sırasıyla ( )G  ve ( )G  ile gösterilir ve  

( )G = :xe x  

her x   için  x xe e   dir. Böylece geometrik tam sayılar kümesi aşağıdaki gibi 

oluşur. 

   3 2 1 0 1 2 3 3 2 2 3( ) ..., , , , , , , ,... ..., , , ,1, , , ,...G e e e e e e e e e e e e e     dir. 

( )G = :xe x  

şeklinde tanımlanır. 

( )G geometrik pozitif reel sayı kümesini, ( )G ise geometrik negatif reel sayı 

kümesini temsil eder ve  

( )G =   0( ) : 1 ( ) :x xx G x e G e e      

( )G =   0( ) : 1 ( ) :x xx G x e G e e      

olarak tanımlanır. 
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Geometrik reel sayılar kümesi ( )G  için  toplama ve çarpma ikili 

işlemleri aşağıdaki gibi tanımlanır. 

: ( )× ( ) ( )G G G   

                 1 1( , ) ( ) ( )x yx y x y e e        

: ( )× ( ) ( )G G G  

                  1 1( , ) ( )× ( )x yx y x y e e      

Tanım 2.3.3. (Geometrik reel sayı doğrusu):  Geometrik tam sayıların eşit 

aralıklarla bir kural içerisinde,  bir doğrunun noktalarıyla geometrik reel sayılar 

arasında bire-bir eşleme kurularak oluşturulan doğrudur.  

Geometrik sayı doğrusunun tam ortasında 00 1e   vardır. 1 in sağında 

geometrik pozitif reel sayılar, 1 in solunda ise geometrik negatif reel sayılar yer alır. 

1 den sağa doğru her birim uzunluk sonuna 1e  ve ardışığı olan geometrik tam sayılar 

sola doğru da 1e  ve ardışığı olan tam sayılar yazılarak geometrik sayı doğrusu 

oluşturulur.  

Ardışık tam sayılar sayı doğrusuna eşit birimdeki aralıklarla yerleştirilmiştir. 

Fakat geometrik tam sayılar sıradan anlamda eşit aralıklarla yerleştirilmemiştir. 

Örneğin;  2 4.6708e e    iken  3 2 12.6965e e   dir. 

Fakat geometrik tam sayılar geometrik reel sayı doğrusuna yerleştirilirken 

aralarındaki fark geometrik olarak eşittir. 

2 2 2 1/e e e e e e    

3 2 3 2 3 2/e e e e e e    

şeklindedir. 

Böylece yeni tip bir geometrik reel sayı doğrusu oluşturulur. 

Teorem 2.3.4.    ( ), ,G   geometrik sıfırı 1 ve geometrik birimi e olan bir 

cisimdir; 

1)  ( ),G  geometrik sıfırı 1 olan Abelyan gruptur. 

2)  ( ) \1,G  geometrik birimi e  olan Abelyan gruptur. 

3)  geometrik çarpma işlemi,   geometrik toplama işlemi üzerine dağılmalıdır. 
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Tanım 2.3.5. (Geometrik Üs) : ( )A G  alt kümesindeki bir x  sayısının 

geometrik karesi x x  dir ve 2
Gx  ile gösterilir. 

2
Gx = x x =  1 1( )× ( )x x     

                           ln ×ln ln ln ln( )x x x x xe e x    

olarak tanımlanır. 

( )x G  nin  .p  geometrik üssü Gp
x  ile gösterilir. 

Her ( )x G  olmak üzere; 

                  2ln Gxx x x x   

              2ln 3ln ln G
x

x xx x x x x x    

        3ln 4ln ln ln( ) G
x

x x xx x x x x x x    

                              

   1

ln
...

ln
ln ln ln

tan

... ( )
p

G

x
x px x x

p e

x x x x x x x




 
   
 

     

 şeklinde tanımlanır.  

Tanım 2.3.6. (Geometrik karekök): ( )A G  alt kümesindeki x sayısının 

geometrik karekökü, geometrik karesi x  e eşit olan geometrik negatif olmayan sayı 

olarak tanımlanır ve 
G

x  ile gösterilir.  

1

21 ln (ln )( )
G

x xx x e e     
 

 

olarak tanımlanır. O halde 

1

22 ln 1 (ln )( ) ( )G

G
x xf x x x f x x e        dir.  

Önerme 2.3.7. , , , , , ( )a b c d x y G  ve , 0b d   olmak üzere aşağıdaki 

eşitlikler vardır. 

1)
a a y

G y G
b b y

 
 

 
  , 

2) , 0a c   olmak üzere  
a c b d

G G G G
a cb d

   , 

3) x e x  ve 0x x    , 

4) 
1

1 lnG xx e    , 
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5) n ne x x   , 

6) 
2 2

a a
G G a    , 

7) 
22

a a
b G G

b
  

Tanım 2.3.8. (Geometrik Mutlak Değer): ( )A G  deki bir x  sayısının 

geometrik mutlak değeri | |Gx  ile gösterilir.  

                                  

, 1

| | 1, 1

1
, 1

G

x x

x x

x
x


 


 

 


 

şeklinde tanımlanır. Böylece | | 1Gx   dir. 

( )A G  deki her x  sayısı için; 

    2
2 1 2 1 1( )

G
G Gx x x          

    
                

                      
2

1 1( ) ( )
G

x x x            
 

yazılır. 

Her y  için, 

    ln1( ) ln
yG e yy y ye e e e e        olup 

0

| | 0

0

,

1,

,

y y

G
y y y

y y

e e e

e e e e

e e e




  
 

 

yazılır.   
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3. BULGULAR 

Bu kısımda  -aritmetiğin alt sınıflarından biri olan kuadratik aritmetik (q- 

aritmetik) yapısı üzerinde durulacaktır. Kuadratik aritmetik için q-üreteç fonksiyonu 

kullanılarak,  -aritmetik için verilen tanım, eşitsizlik ve teoremlerin kuadratik 

sınıftaki karşılığı incelenecektir. 

3.1. Kuadratik Aritmetik ve Kuadratik Reel Sayılar 

Tanım 3.1.1. Her x   için  

:p qq    fonksiyonu ve onun ters fonksiyonu 
1

pq 
 olmak üzere 

(Grossman, 1972) 

           

1

1

, 0

( ) 0, 0

( ) , 0

p

p

p

x x

q x x

x x





 

  

                         ve              1

, 0

( ) 0, 0

( ) , 0

p

p

p

x x

q x x

x x



 


 

  

    

şeklinde tanımlanan q - üreteç fonksiyonlarına sırasıyla .p kök ve .p kuvvet 

üreteçleri denir. Bu üreteçler yardımıyla pq -aritmetik diye adlandırılan bir alt  

   px q x  sınıfı elde edilir. (Grossman, 1972),  (Kadak, 2015) 

2p   ve 1p    durumlarında sırasıyla q -kuadratik aritmetik ve q -harmonik 

aritmetik elde edilir. Bu çalışma boyunca 2p   özel durumunda q -kuadratik 

aritmetiğin temel özellikleri incelenecektir. 

Her x  ve 2p   için 

         

1

2

1

2

, 0

( ) 0, 0

( ) , 0

x x

q x x

x x





 

  

                          ve                    

2

1

2

, 0

( ) 0, 0

( ) , 0

x x

q x x

x x



 


 

  

    

şeklinde tanımlanır. 

Reel sayıların bir 
q   alt kümesi 

                                            ( ) :q x q x x    

şeklinde tanımlansın. 
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Bu durumda q-aritmetik için cebirsel işlemler aşağıdaki tanımlanır. 

Her , qx y  olmak üzere 

q toplam              1 1( ) ( )x y q q x q y     

q fark                  1 1( ) ( )x y q q x q y     

q çarpım                1 1( ). ( )x y q q x q y    

q bölüm                  1 1/ ( ) / ( )x y q q x q y   

q sıralama          
1 1( ) ( )x y q x q y x y       

Tanım 3.1.2. q


  kuadratik pozitif reel sayı kümesini, q


 ise kuadratik 

negatif reel sayı kümesini temsil eder ve  

1

2 : 0q qx x  
   
 

 

 
1

2 : 0q qx x  
     
 

 

olarak tanımlanır. 

Her , qx y   için cebirsel işlemler  

q toplam                 
2 2 1/21 1 1/2 1/2( ) ( )x y q q x q y q x y x y x y           

q fark                    
2 2 1/21 1 1/2 1/2( ) ( )x y q q x q y q x y x y x y           

q çarpım                   
2 2 1/21 1 1/2 1/2( ). ( ) . . .x y q q x q y q x y x y x y       

q bölüm                      
2 2 1/21 1 1/2 1/2/ ( ) / ( ) / / /x y q q x q y q x y x y x y      

şeklindedir. 
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Her , qx y   için cebirsel işlemler 

q toplam                
2 2

1/2 1/21 1( ) ( )x y q q x q y q x y                  

                                                                          
2 2

1/2 1/2
q x y q x y                                                                                                                                                               

                                                                q x y x y       

q fark                     
2 2

1/2 1/21 1( ) ( )x y q q x q y q x y           

                                                                          
2 2

1/2 1/2
q x y q x y             

                                                                q x y y x                                                                 

q çarpım                      
2 2

1/2 1/21 1( ). ( ) .x y q q x q y q x y         

                                                                           
2 2

1/2 1/2
. .q x y q x y       

                                                                 . .q x y x y   

q bölüm                      
2 2

1/2 1/21 1/ ( ) / ( ) /x y q q x q y q x y        

                                                                            
2 2

1/2 1/2
/ /q x y q x y       

                                                                  / /q x y x y   

şeklindedir. 

Tanım 3.1.3. Kuadratik tam sayı kümesi 
q

 ile gösterilir ve  

  :q q x x        

  her  x   için 1/2x x  ve x   için 
1

2( )x x    dir.   

 Böylece kuadratik tam sayılar kümesi aşağıdaki gibi oluşur.          

1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2..., ( 3) , ( 2) , ( 1) ,0 ,1 ,2 ,3 ,...q

 
       
 

  dir. 
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Teorem 3.1.4.  , ,q    bir cisimdir. 

 İspat: 1)  ,q   değişmeli gruptur.  

I) Herhangi , qx y   kuadratik reel sayıları verilmiş olsun. 

    2 2
1 1 1/2 1/2( ) ( ) qx y q q x q y q x y x y              dolayısıyla 

qx y    olur. 

, , qx y   için aynı işlemler kolayca görülür. 

II) Herhangi , , qx y z   kuadratik reel sayıları için ; 

     1 1/2 1 1/2 1/2x y z q q x q y z      
 

 

                             1 1 1/2 1 1/2 1 1/2q q q q x q y q z      
 

 

                        1 1/2 1 1/2 1 1/2q q x q y q z     
 

 

                             1 1/2 1 1/2 1 1/2q q x q y q z     
   

                        x y z    

, , qx y z   için aynı işlemler kolayca görülür. 

Ⅲ) Herhangi qx   için; 

            
2 2

1 1/2 1 1/2 1/2 1/2 1/20 0 0 0x q q x q q x q x q x x x           
      

            
2 2

1 1/2 1 1/2 1/2 1/2 1/20 0 0 0x q q q x q x q x q x x x           
   

olduğundan   işleminin birimi 
1/20 0 q    sayısıdır. 

qx   için aynı işlemler kolayca görülür. 
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Ⅳ)  Herhangi qx   için; 

            1 10 0x x q q x q x       

                              
2

1/2 1 1 10q x q q q q x     
 

 

                                  2 2
1 1 1/2 1/20 0q x q q x q x x        

                           0 0 0q x x q      

             1 10 0x x q q x q x       

                               
2

1 1 1 1/20q q q q q x x     
 

 

                                   2 2
1 1 1/2 1/20 0q q q x x q x x        

                           0 0 0q x x q      

olup qx   sayısının  işlemine göre tersi  0 x  sayısıdır. 

qx   için aynı işlemler kolayca görülür. 

Ⅴ) Herhangi , qx y   için  

   1 1/2 1 1/2x y q q x q y    
 

 

              1 1/2 1 1/2q q y q x y x     
 

 

Herhangi , , qx y   için 

     1/2 1/21 1x y q q x q y        
 

 

              1/2 1/21 1q q y q x y x         
 

 

Herhangi qx   ve  qy   için  

    1/21 1/2 1x y q q x q y      
 
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             
1/21 1 1/2q q y q x y x       

 
 

olduğundan   işlemi değişmelidir. 

Diğer tüm şıklar bu durumlar için kolayca gösterilir. 

2)   \ 0 ,q   değişmeli gruptur. 

Ⅰ) Herhangi , qx y   kuadratik reel sayıları verilmiş olsun. 

   1 1/2 1 1/2. . qx y q q x q y x y      
 

 

, , qx y   için aynı işlemler kolayca görülür. 

Ⅱ) Herhangi , , qx y z   kuadratik reel sayıları için ; 

     1 1/2 1 1/2 1/2.x y z q q x q y z     
 

 

                           1 1 1/2 1 1/2 1 1/2. .q q q q x q y q z    
 

 

                           1 1/2 1 1/2 1 1/2. .q q x q y q z   
 

 

                           1 1/2 1 1/2 1 1/2. .q q x q y q z   
   

                       x y z    

, , qx y z   için aynı işlemler kolayca görülür. 

Ⅲ)  Herhangi qx   için; 

   1 1/2 1 1/21 . 1x q q x q   
 

 

                 
2 2

1/2 1/2 1/2. 1 .1q x q x q x x x      

    1 1/2 1 1/21 1 .x q q q x   
 

 

                  
2 2

1/2 1/2 1/21 . 1.q x q x q x x x      
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olduğundan   işleminin birimi 1/21 1 1   sayısıdır. 

qx   için aynı işlemler kolayca görülür. 

Ⅳ) Herhangi qx   için; 

      1 11/ . 1/x x q q x q x    

                      
2

1/2 1 1 1. 1 /q x q q q q x   
 

 

                           2 2
1 1 1/2 1/2. 0 / . 0 /q x q q x q x x    

                    . 1/ 1 1q x x q    

        1 11/ 1/ .x x q q x q x    

                         
2

1 1 1 1/21 / .q q q q q x x   
 

 

                             2 2
1 1 1/2 1/21 / . 1 / .q q q x x q x x    

                      1/ . 1 1q x x q    

olduğundan qx   sayısının   işlemine göre tersi  1/ x  sayısıdır. 

qx   için aynı işlemler kolayca görülür. 

Ⅴ) Herhangi , qx y   için  

   1 1/2 1 1/2.x y q q x q y   
 

 

             1 1/2 1 1/2.q q y q x y x    
 

 

Herhangi , qx y   için 

     1/2 1/21 1.x y q q x q y       
 

 

             1/2 1/21 1.q q y q x y x        
 
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Herhangi qx   ve  qy   için  

    1/21 1/2 1.x y q q x q y     
 

 

             
1/21 1 1/2.q q y q x y x      

 
 

 olduğundan   işlemi değişmelidir. 

Diğer tüm şıklar bu durumlar için kolayca gösterilir. 

3)   kuadratik çarpma işlemi,   kuadratik toplama işlemi üzerine 

dağılmalıdır. 

 Herhangi , , qx y z   verilmiş olsun. 

        1 1/2 1 1/2 1 1/2.x y z q q x q y q z      
 

 

                             1 1/2 1 1/2 1 1/2 1 1/2. .q q x q y q x q z     
   

                       x y x z     

                              1 1/2 1 1/2 1 1/2 1 1/2. .q q y q x q z q x     
   

                         y x z x     

olup   işlemi   işlemi üzerinde sağdan ve soldan dağılmalıdır. 

, , qx y z    için aynı işlemler kolayca görülebilir. 

Tanım 3.1.4. (Kuadratik Üs) : qA   alt kümesindeki bir x  sayısının 

kuadratik karesi x x  dır ve 
2qx  ile gösterilir. 

qx   olmak üzere 

2 1 1( ). ( )qx x x q q x q x        

                      
1/2

1/2 2 1/2 2 2( ) .( )x x x   
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qx   olmak üzere 

 
2 1 1( ). ( )qx x x q q x q x        

                             
1/22 2 1/21/2 1/2 2. .x x x x x          

olarak tanımlanır. 

qx  nun p. kuadratik üssü qp
x  ile gösterilir. 

Her qx  olmak üzere ; 

   
22 1 1 1( ) ( ) ( )qx x x q q x q x q q x           

    
33 2 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )q qx x x q q q q x q x q x q q x                

         

 ( 1) 1( )q q
pp p

x x x q q x
        

şeklinde  tanımlanır. 

Tanım 3.1.5. (Kuadratik Karekök): qA  alt kümesindeki x  sayısının 

kuadratik karekökü, kuadratik karesi x  e eşit olan kuadratik negatif olmayan sayı 

olarak tanımlanır ve 
q

x  ile gösterilir. Yani 
2q

q

b x b x    dır. 

Böylece  1( )
q

b x q q x    olur. 

 4 q  olmak üzere  

      14 4 4 2 2
q

q q q q     dir. 

q  kuadratik reel sayılar cisminin temel özelliklerini elde etmiştik. Bunun 

sonucu olarak q  cisminin aşağıdaki özellikleri vardır. 

Önerme 3.1.6. , , , qa b c d   ve , 0b d   olmak üzere aşağıdaki eşitlikler vardır. 

1) 
a a c

q c q
b b

 
  

 
, 

2) 
a c a c

q q q
b d b d


 


, 
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3) 
2 2

a a
q q a  , 

4) 
22

a a
b q q

b
 


, 

İspat: , , , , , qa b c d x y   olsun. 

1) 1 1. ( )
a a

q c q q q q c
b b

     
     

    
 

                          1 1 1 1( ) / ( ) . ( )q q q q a q b q c    
 

   

                         1 1 1( ) / ( ) . ( )q q a q b q c   
   

                        

1/2 1/2
1/2 2 1/2 2 1/2 2

2

1/2 2 1/2 2

( ) ( ) .( )
.( )

( ) ( )

a a c
c

b b

   
    
   

 

                        1/2 1/2 1/2( . ) /
a c

a c b q
b


   

2) 1 1.
a c a c

q q q q q q q
b d b d

     
      

    
 

                             1 1 1 1 1 1( ) / ( ) . ( ) / ( )q q q q a q b q q q c q d      
  

 

                            1 1 1 1( ) / ( ) . ( ) / ( )q q a q b q c q d    
   

                           
 

 

 

 

   

   

1/2 1/2
2 2 2 2

1/2 1/2 1/2 1/2

2 2 2 2
1/2 1/2 1/2 1/2

.
.

.

a c a c

b d b d

   
    
   
   

 

                           
    
    

1/2
2 2

1/2 1/2
1/2 1/2

1/2 1/2 1/22 2
1/2 1/2

.
.

.
.

a c
a c a c

q
b d b d

b d


  


 

3) 1 1

2 2 2 2

a a a a
q q q q q q q     
      

    
 

                            1 1 1/2 1 1/2 1 1 1/2 1 1/2( ) / (2 ) ( ) / (2 )q q q q a q q q q a q              

                         1 1/2 1 1/2 1 1/2 1 1/2( ) / (2 ) ( ) / (2 )q q a q q a q      

                         
1/22. ( )

2

a
q q a a a
 

    
 
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4)   1 1( ). / 2
2

a
b q q q b q a b

b

    
 

 

                            1 1 1 1( ). ( ) / 2q q b q q q a q b     
  

 

                             1 1 1 1 1 1( ). ( ) / (2). ( )q q b q q q a q q q q b      
  

 

                           1 1 1 1( ). ( ) / (2). ( )q q b q a q q b    
 

 

                           1/2 2 1/2 2 1/2 2 1/2 2( ) . ( ) / (2 ) .( )q b a b 
 

 

                         
1/2 2

1/2 2 1/2 2 1/2 2

1/2 2 1/2 2

( )
( ) . ( ) / (2 )

(2 ) .( )

a
q b q a

b

 
     

 
 

                          
1/2

1/2 2 1/2 2 1/2 1/2( ) / (2 ) / 2
2

a
a a q    

Önermedeki özellikler , , , , , qa b c d x y   olması durumunda da vardır. 

3.2. Kuadratik Mutlak Değer ve Bazı Kuadratik Eşitsizlikler 

Tanım 3.2.1. qA  deki bir x  sayısının kuadratik mutlak değeri 
q

x  ile 

gösterilir. 

                   

1/2

1/2

, 0

0, 0

( ) , 0

q

x x

x x

x x

 


 

  

 

şeklinde tanımlanır. 

qA  daki her x  sayısı için; 

    22 21 1 1( )q q

q

x q q x q q q q x           
 

               
2

1 1( ) ( )
q

q q x q q x x          
 

yazılır. 
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Her x  için,  

     
1/21/2 1 1/2 1/2 2( ) ( )

q q
x x q q x q x q x x        

yazılır. 

Önerme 3.2.2. , qx y  olmak üzere aşağıdaki özellikler vardır. 

1) 
q q

x y y x    

2) 
q q q

x y x y    

3) / /
q qq

x y x y   ,  0y   

İspat: 1)  
1/2

q
x y x y       

                                   
1/2 1/2

q

y x y x     

                                     
1/2 1/21/2 2 1/2 2( ) ( )

qq

y x y x     

                                  
q

y x                                   

2) q  daki çarpma işlemi tanımı kullanılırsa, 

 1 1( ) ( )
q q

x y q q x q y     

                1 1 1( ) ( )q q q q x q y    
 

 

               1 1( ) ( )q q x q y    

               1 1( ) ( )q q x q y    

                  1 1 1 1( ) ( )q q q q x q q q y       
   

 

                  1 1( ) ( )q q x q q y    

                
q q

x y                                      bulunur. 

3)  1 1/ ( ) / ( )
q q

x y q q x q y   

                     1 1 1( ) / ( )q q q q x q y   
 

 

                    1 1( ) / ( )q q x q y   

                    1 1( ) / ( )q q x q y   
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                        1 1 1 1( ) / ( )q q q q x q q q y      
   

 

                      1 1( ) / ( )q q x q q y   

                    /
q q

x y  

bulunur. 

Önerme 3.2.3. , , qx y a olmak üzere aşağıdaki eşitsizlikler vardır. 

1) 0
q

x a a x a      

2) 
q q q

x y x y     (Kuadratik üçgen eşitsizliği) 

3) 
q q qq

x y x y    

İspat: 1)   1

q
x a q q x a    

                                 1 1 1q q q x q a     

                               1 1q x q a    

                            x a a x a      

                                  0q a q x q a a x a             

2) , qx y  olmak üzere 

 1

q
x y q q x y   

 
 

                1 1 1( ) ( )q q q q x q y    
 

 

               1 1( ) ( )q q x q y   
 

 

eşitliğin her iki tarafına 
1q
 uygularsak, 

 1 1 1( ) ( )
q

q x y q x q y      

                         1 1( ) ( )q x q y    

       1 1 1( ) ( )
q

q q x y q q x q y     
   



24 

 

                      1 1( ) ( )
q

x y q q x q y    
 

 

                                         1 1 1 1( ) ( )q q q q x q q q y       
   

 

                                        1 1

q q
q q x q y   
 

 

                                     
q q

x y         bulunur. 

3)   1

q q q qq
x y q q x y    

                             1 1 1( ) ( )q q q q x q q y     

                                 1 1 1 1 1( ) ( )q q q q q q x q q q y      
 

 

                            1 1( ) ( )q q x q y    

eşitliğin her iki tarafına 
1q
 uygularsak 

 1 1 1( ) ( )
q q q

q x y q x q y      

                                 1 1( ) ( )q x q y    

 1 1 1( ) ( )
q q q

q q x y q q x q y     
 

 

                                 qq q q
x y x y         

   bulunur. 

Önerme 3.2.4. (Kuadratik Minkowski Eşitsizliği):  1,2,3,...,k n  için 

,k k qa b   ve 1p   olsun. O halde; 

 
1 1 1

q
q q

q q q
n n np p p

p p p
q k k q k q k

k k k

a b a b
  

             dır. 
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İspat:     
1

1 1

1 1

( ) ( )
qq

q q
n n p pp

p
q k k q k k

k k

u a b q q a q b 

 

 
    

 
       olarak alınsın. 

p. dereceden kök tanımı kullanılırsa, 

  1 1

1

( ) ( )
q

q

pn
p

q k k

k

u q q a q b 



   

         1 1 1

1

( ) ( )
n p

q k k

k

q q q q a q b  



      
  

         1 1

1

( ) ( )
n p

q k k

k

q q a q b 



   

             1 1 1 1 1 1

1 1( ) ( ) ... ( ) ( )
p p

n nq q q q a q b q q q a q b            
      

 

           1 1 1 1

1 1( ) ( ) ... ( ) ( )
p p

n nq q a q b q a q b         

       
1 1

1

( ) ( )

pn

k k

k

q q a q b 



  
    

  
    

 bulunur. 

Burada her iki tarafın 
1q
 altında görüntüsü alınırsa; 

 1 1 1

1

( ) ( )q

pn
p

k k

k

q u q a q b  



     

 
1

1

1 1 1

1

( ) ( )q

n ppp p

k k

k

q u q a q b  



          
  

                         

1 1

1 1

1 1

( ) ( )
n np ppp

k k

k k

q a q b 

 

   
         

   
   

elde edilir. 

Burada   tanımı göz önüne alınırsa; 

 
1 1

1

1 1 1

1 1

( ) ( )q

p pn n ppp p

k k

k k

q q u q q a q b  

 

 
                                

 

   
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1 1

1 1 1 1

1 1

( ) ( )

p pp pn n

k k

k k

q q q q a q q q b   

 

       
                              
                    

   

                                 

1 1

1 1

1 1

( ) ( )
n np ppp

k k

k k

q q a q q b 

 

   
                     
   

   

                                    
1 1

1 1 1 1

1 1

( ) ( )
n np ppp

k k

k k

q q q q a q q q q b   

 

   
                            
   

   

                                 

1 1

1 1

1 1

q q

n np p
p p

k k

k k

q q a q q b 

 

   
                      
   

   

                                 

1 1

1 1 1 1

1 1

q q

n np p
p p

k k

k k

q q q q a q q q q b   

 

   
                                                    

   

                                 

1 1

1 1

1 1

q q

n np p
p p

q k q k

k k

q q a q q b 

 

   
                         
      

   

                                  

1 1

1 1

q q

q q
n np p

p p

q k q k

k k

a b
 

   
    
   
   

                                  
1 1

q q

q q
n n

p p
p p

q k q k

k k

a b
 

                    
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3.3. Kuadratik Aritmetikte Temel Analiz Kavramları 

Bu kısımda kuadratik aritmetiğe göre bazı topolojik temel kavramlara 

değinilecektir. Çalışma boyunca kuadratik aritmetiğe kısaca q-aritmetik denildiği 

dikkate alınırsa; q-dizi, q-Cauchy dizisi, kuadratik bir dizinin q-sınırlılığı, q-dizilerde 

q-yakınsama, q-yığılma noktası, q-limit kavramları tanıtılacaktır. Ayrıca bu 

kavramlarla ilgili bazı temel teoremlere yer verilecektir.  

3.3.1. Tanım (Kuadratik reel dizi): : qs   olmak üzere, tanım kümesi 

 doğal sayılar ve değer kümesi q  kuadratik reel sayılar olan fonksiyona kuadratik 

reel dizi adı verilir.  

Bir kuadratik dizi, n  olmak üzere  ns  veya  1 2, ,..., ,...ns s s  ile gösterilir. 

 ns   q-dizi şeklinde ifade edilir. 

1) 
q

na n  olmak üzere  na  dizisi, 

2) 
1

nb q
n

  olmak üzere  nb  dizisi, 

3) 
1

1
nc q

n



 olmak üzere  nc  dizisi 

q-dizilere örnek olarak verilebilir. 

3.3.2. Tanım (Kuadratik dizinin sınırlılığı): q  da bir  ns  q-dizisi  

(kuadratik dizisi) verilsin. Her n  için 
n q

s K  olacak şekilde en az bir qK   

varsa  ns  q-dizisine q  da q-sınırlıdır denir. 

3.3.3. Tanım (Kuadratik yakınsak dizi): q  da bir  ns  q-dizisi           

(kuadratik dizisi)  ve  bir qx  noktası verilsin. Her 0   sayısına karşılık her 

0n n  iken 
n q

s x    olacak şekilde bir 0 0 ( )n n    bulunabiliyorsa  ns                

q-dizisine q-yakınsak ( kuadratik yakınsak ) dizi denir. 

Bu durum lim
q

n
n

s x


  veya n   için q

ns x  ile gösterilir. 
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Her 0n n  için  

  1

n nq
s x q q s x       

                        1 1 1

nq q q s x q       

                      1 1

nq s x q      

                          1 1 1 1

nq q q s q x q        

                        1 1 1

nq s q x q       

                   
ns x     

                   ns x       

                   nx s x       

                        nq x q s q x                         

olup sonsuz sayıda terim  q x   nun solunda, sonsuz sayıda terim  q x   

sağında yer almaktadır.               

3.3.4. Tanım (Kuadratik Cauchy dizisi ) : q  da bir  ns  q-dizisi verilsin. 

Her 0   sayısı verildiğinde her 0,m n n  için 
n m q

s s    olacak şekilde bir 

0 0 ( )n n    bulunabiliyorsa  ns  q- dizisine q-Cauchy dizisi (kuadratik Cauchy 

dizisi) denir. 

3.3.5. Teorem : 1) q  da kuadratik yakınsak her q-dizi q-sınırlıdır. 

2) Kuadratik yakınsak her q-dizinin q-limiti tektir. 

3) q  da kuadratik yakınsak her dizi kuadratik Cauchy dizisidir. 

İspat : 1) q  da kuadratik yakınsak bir  ns  kuadratik dizisi verilsin ve 

lim
q

n
n

s x


  olsun. O halde her 0n n  için    nq x s q x      olacak şekilde bir 

0n   sayısı vardır. 
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  
01 2 1min , , ,... nL q x s s s    

           
01 2 1max , , ,... nU q x s s s    

Alınırsa her n  için 
nL s U  olur. Dolayısıyla dizi sınırlıdır. 

2) Kuadratik dizinin limitinin tek olduğunu gösterelim. 

n  için q

ns x  ve q

ns y  olsun. 

q

ns x olduğundan verilen her 0   sayısı için her 1n N  iken     / 2n q
s x    

olacak şekilde bir 1N   vardır. 

q

ns y olduğundan verilen her 0   sayısı için her 2n N  iken    / 2n q
s y    

olacak şekilde bir 2N   vardır. 

 1 2max ,N N N  alınırsa bu durumda her n N  için 3.1.6. Önerme (4) kullanılarak 

n n n nq q q q
x y x s s y x s s y          

                                         / 2 / 2      

q q
x y x y       

                      
2

1q q x y q x y   
      

 
 

                   q x y x y        

                      1 1q q x y q q     
  

 

                         
2 2

q x y q q x y q 
        
     

 

                  x y x y        

Her 0   için sağlandığından x y  bulunur. Bu ise 
1/2 1/2x y  yani x y demektir. 

O halde dizinin limiti tektir. 

3)  ns , q  da limiti x  olan kuadratik yakınsak bir dizi olsun. Her 0   için 

her 0n n  olduğunda / 2n q
s x    olacak şekilde bir 0 0 ( )n n    vardır.  
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O halde kuadratik üçgen eşitsizliği kullanılarak her 0   ve her 0,m n n  için ; 

n m n mq q q
s s s x x s        

yazılır. Buradan  ns  kuadratik Cauchy dizisi olur. 

3.3.6. Teorem : q  da iki kuadratik yakınsak dizi  na  ve  nb  verilsin. 

lim
q

n
n

a a


  ve lim
q

n
n

b b


  olmak üzere aşağıdaki ifadeler doğrudur. 

1)  lim
q

n n
n

a b a b


    

2)  lim
q

n n
n

a b a b


    

3)  lim
q

n n
n

a b a b


    

4)  lim / /
q

n n
n

a b a b


  

İspat : 1) lim
q

n
n

a a


  ve lim
q

n
n

b b


  olduğundan her / 2 0   sayısı 

verildiğinde her 1n n  için / 2n q
a a    olacak şekilde bir 1n   ve her 2n n  

için / 2n
q

b b    olacak şekilde bir 2n   vardır. 

Eğer  0 1 2max ,n n n  alınırsa her 0n n  için kuadratik üçgen eşitsizliğinden ve 

önerme 3.1.6. (4) kullanılarak  

   n n n n
qq

a b a b a a b b        

                                 
n nq q

a a b b     

                                 / 2 / 2      

yazılır. O halde  lim
q

n n
n

a b a b


    olur. 

2) lim
q

n
n

a a


  ve lim
q

n
n

b b


  olduğundan her / 2 0   sayısı verildiğinde her 

1n n  için / 2n q
a a    olacak şekilde bir 1n   ve her 2n n  için 

/ 2n
q

b b    olacak şekilde bir 2n   vardır. 

Eğer  0 1 2max ,n n n  alınırsa her 0n n  için kuadratik üçgen eşitsizliğinden 

ve önerme 3.1.6. (4) kullanılarak  
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   n n n n
qq

a b a b a a b b        

                                
n nq q

a a b b     

                                
n nq q

a a b b     

                                / 2 / 2      

yazılır. O halde   lim
q

n n
n

a b a b


    olur. 

3) q-yakınsak diziler q-sınırlı olduğundan  nb  q-yakınsak dizisi q- sınırlıdır. 

O halde 
n

q
b M koşulunu sağlayan bir 0M   sayısı vardır. Ayrıca  lim

q

n
n

a a


  ve 

lim
q

n
n

b b


  olduğundan herhangi bir  1 / 2 M    ve   2 / 2 1
q

a     

sayıları verildiğinde; 

Her 1n n  için 
1n q

a a    olacak şekilde bir 1n  , her 2n n  için 

2n
q

b b    olacak şekilde bir 2n   vardır. 

Eğer  0 1 2max ,n n n  alınırsa her 0n n  için 3.1.6. Önerme (3) ve (4) 

kullanılarak; 

           n n n n n n
q q

a b a b a b a b a b a b            

                                  n n n
q

b a a a b b       

                                  n n n
q q

b a a a b b       

                               
n n nq qq q

b a a a b b       

                                     / 2 / 2 1n q qq
b M a a         

                                    / 2 / 2
q q

M M a a        

                                  / 2 / 2      

bulunur. Bu   lim
q

n n
n

a b a b


    olduğunu gösterir. 
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3.3.7. Tanım (Kuadratik Açık Yuvar) : Her qa  ve her 0   sayısı için  

   , :q q q
B a x x a      

               : 0qx x a        

                  :qx q a x q a        

ile tanımlı kümeye a  merkezli  yarıçaplı kuadratik açık yuvar denir. 

3.3.8. Tanım (Kuadratik Yığılma Noktası) : qA  ve qa  olmak üzere 

her 0   sayısı için; 

           , ,qB a a q a q a q a A           

oluyorsa  qa  noktasına A  kümesinin q-yığılma noktası  (kuadratik yığılma 

noktası ) denir. A  kümesinin tüm kuadratik yığılma noktalarının kümesi 
'qA  ile 

gösterilir. 

3.3.9. Tanım (Kuadratik Limit) : qX  ,  : qf X   bir fonksiyon, 

'qa X  ve qb  olsun. Her 0   sayısı için 0
q

x a     koşulunu sağlayan her 

x X  için ( )
q

f x b    olan bir   0     sayısı bulunabiliyorsa ( )f x  

fonksiyonunun a  noktasındaki q-limiti (kuadratik limiti) b  dır denir ve  

lim ( )
q

x a
f x b


   veya  ( ) qf x b   ile gösterilir. 

3.3.10. Örnek:  
2 2

lim ( ) lim 3 5
q q

x x
f x x

 
    olduğunu gösteriniz. 

Her 0   verilsin. 0 2
q

x     koşulunu sağlayan her qx  için 

 3 5
q

x     olacak şekilde bir   0     sayısı bulmalıyız. 

0 2
q

x     olsun. 

      1 13 5 3 5
q q

x q q x q       

                            1 1 1 13 5
q

q q q q x q q       
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                          1 1 13 5
q

q q x q q      

                       3 5 2 2
q q q

q x q x x        

                    2
q

x     

yazılır.       alınırsa  3 5
q

x     bulunur.                    

3.3.11. Teorem: Bir fonksiyonun bir noktada tek bir q-limiti vardır. 

İspat: Kabul edelim ki  lim ( )
q

x a
f x L


  ve lim ( )

q

x a
f x M


  olsun. 

lim ( )
q

x a
f x L


  olduğundan her 0   sayısı verildiğinde her qx  için 

10
q

x a      iken  ( ) / 2
q

f x L    olan  bir  
1 ( ) 0     sayısı vardır. 

lim ( )
q

x a
f x M


  olduğundan her  0   sayısı verildiğinde her qx  için 

20
q

x a     iken  ( ) / 2
q

f x M    olan  bir  
2 ( ) 0     sayısı vardır.  

 1 2min ,   alınırsa her  qx  için  0
q

x a     iken  

( ) ( )
q q

L M L f x f x M      

                        ( ) ( )
q q

L f x f x M     

                        / 2 / 2      

bulunur. Her 0   için gerçekleştiğinden L M  dır. 
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4. SONUÇ VE ÖNERİLER 

Bu çalışmada kuadratik hesap tarzının klasik aritmetik ile olan ilişkisi 

incelendi. Klasik aritmetikte ki bazı temel tanım, teorem ve eşitsizliklerin kuadratik 

aritmetikteki karşılığı elde edildi. Kuadratik mutlak değer ve mutlak değerli 

eşitsizlikler tanımlandı. Kuadratik üçgen eşitsizliği ve kuadratik Minkowski 

eşitsizliği elde edildi. Kuadratik aritmetiğe göre bazı topolojik temel kavramlara 

değinildi. Kuadratik dizi, kuadratik Cauchy dizisi, kuadratik bir dizinin sınırlılığı, 

kuadratik dizilerde kuadratik yakınsama, kuadratik limit kavramları tanıtıldı. Bu 

kavramlarla ilgili bazı temel teoremlere yer verildi.  

Kuadratik metrik uzaylar, kuadratik hesap tarzına göre yakınsaklık, tamlık, 

kuadratik reel sayı cismi üzerinde dizi uzayları incelenebilir. 

P=2 durumunda kuadratik hesap tarzının incelenmiş olan bu temel özellikleri 

p>2 olması durumunda da elde edilebilir. 
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