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OZET

KUADRATIK HESAP TARZI UZERINE
Havanur COBAN
Ondokuz May1s Universitesi
Lisansiistii Egitim Enstitiisii
Matematik Ana Bilim Dali
Yiiksek Lisans, Kasim/2021
Danisman: Prof. Dr. Birsen SAGIR DUYAR

Grossman ve Katz non-Newtonian Calculus adli calismasinda kuadratik,
anakuadratik, bikuadratik gibi dallar1 igeren Newtonyen olmayan hesap tarzim
(kalkiilisii) tanitmiglardir. Dort boliimden olusan bu tezin amaci kuadratik hesap
tarzinda temel analiz 6zelliklerini incelemektir. Ik boliimde genel olarak Newtonyen
olmayan hesap tarzina gore literatiir 6zetlenmistir.

Ikinci bolimde Newtonyen olmayan kalkiiliisiin bir alt dali olan geometrik
aritmetik tanitilip geometrik reel sayilar ve Ozellikleri verilmistir. Tezin bulgular
kismini olusturan ti¢lincii boliimiinde ise kuadratik hesap tarzi tanitilip kuadratik reel
sayilar ve temel Ozellikleri elde edilmistir. Kuadratik mutlak deger tanimlanip
Ozellikleri verilmistir. Buna ek olarak kuadratik ticgen esitsizligi ve kuadratik
Minkowski esitsizlikleri ifade ve ispat edilmistir. Kuadratik aritmetige gore bazi
topolojik temel kavramlara deginilmistir. Calisma boyunca kuadratik aritmetige
kisaca g-aritmetik denildigi dikkate alinirsa; g-dizi, gq-Cauchy dizisi, kuadratik bir
dizinin g-sinirliligi, g-dizilerde g-yakinsama, g-yigilma noktasi, q-limit kavramlari
tanitilmigtir. Ayrica bu kavramlarla ilgili bazi1 temel teoremlere yer verilmistir.

Anahtar Sozciikler: Kuadratik kalkiiliis, Kuadratik esitsizlikler, Kuadratik

kalkiiliiste cebirsel yapilar.



ABSTRACT

A NOTE ON QUADRATIC CALCULUS
Havanur COBAN
Ondokuz Mayis University
Institute of Graduate Studies
Department of Mathematics
Master, November/2021
Supervisor: Prof. Dr. Birsen SAGIR DUYAR

Grossman and Katz introduced non-Newtonian calculation style (calculus),
which includes branches such as quadratic, anaquadratic, and biquadratic in their
study called non-Newtonian Calculus. The aim of this thesis, which consists of four
parts, is to examine the basic analysis features in the quadratic calculus style. In the
first part, the literature is summarized according to the non-Newtonian calculation
style.

In the second part, geometric arithmetic, which is a sub-branch of non-
Newtonian calculus, is introduced and geometric real numbers and their properties
are given. In the third part, which is the findings part of the thesis, the quadratic
calculation style is introduced and the quadratic real numbers and their basic
properties are obtained. Quadratic absolute value is defined, its properties are given.
In addition, the quadratic triangle inequality and the quadratic Minkowski inequality
are expressed and proven. Some topological basic concepts are mentioned.
Considering that throughout the study, quadratic arithmetic is briefly called g-
arithmetic; the concepts of g-sequence, g-Cauchy sequence, g-boundedness of a
quadratic sequence, g-convergence in g-sequences, g-limit point, g-limit are
introduced. In addition, some basic theorems related to these concepts are given.

Keywords: Quadratic calculus, Quadratic inequalities, Algebraic structures with
respect to quadratic calculus.
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1. GIRIS

Kalkiiliisiin kesfi, matematikte ve diger bilim dallarinda biitiintiyle yeni ufuklar
acmistir. Bu zaman diliminde ¢ogu bilim insani sonsuzluk ve limit kavramlarin
yorumlamaya c¢alismiglardir. Bu kavramlarin iizerine ciddi tartismalarin ve fikir
ayriliklarinin yasandiglr bu donemde yani 17. ylizyilin sonlarina dogru Newton ve
Leibniz’in birbirlerinden habersiz bir sekilde ortaya attiklar1 bazi diislinceler, ¢ogu
bilim insani tarafindan heyecanla ve biraz da tereddiitle karsilanmistir. Bu siireg¢
kalkiiliisiin - gelisimini daha da hizlandirip fen ve teknoloji alaninda kendini

hissettirmeye baglamistir.

1967-1970 yillar1 arasinda Grossman ve Katz klasik hesap tarzina bir alternatif
olarak yeni bir hesap tarzi (kalkiiliis) insa etmislerdir. Daha sonraki yillarda
Grossman bu yapilari genisleterek geometrik, kuadratik ve harmonik hesap siniflarini
olusturmustur . Bu smiflarin tiimiinii i¢ine alan yapiya Newtonyen olmayan hesap
tarz1 (non-Newtonian calculus) adi verilmistir. Klasik hesap tarzina gore bilinen

tanim ve 6zellikler Newtonyen olmayan hesap sinifi icinde bir karsiliga sahiptir.

Son yirmi yilda miihendislik, fen ve teknoloji, iktisadi ve ekonomik yapilar ve

matematigin ¢ogu dalinda ciddi ¢aligmalar artis gostermistir.



Bu calismada Newtonyen olmayan hesap tarzinin bir tiirii olan kuadratik hesap

tarzinin temel Ozellikleri ve bu yapmin klasik hesap tarziyla olan iliskisi
incelenmistir. Ilk olarak o« =q(x) tiretecine bagh olarak R, tamtilmistir. Klasik

aritmetikteki temel tanim ve esitsizliklerin kuadratik hesaptaki karsiligina
ulagilmigtir. Kuadratik mutlak deger tanimlanmis ve bu kalkiilisii gére mutlak
degerli baz1 esitsizlikler ispatlanmistir. Kuadratik ti¢ggen esitsizligi ve kuadratik
minkowski esitsizligi  ifade ve ispat edilmistir. Kuadratik aritmetige gore bazi
topolojik temel kavramlara deginilmistir. Calisma boyunca kuadratik aritmetige
kisaca g-aritmetik denildigi dikkate alinirsa; g-dizi, g-Cauchy dizisi, kuadratik bir
dizinin g-sinirliligi, g-dizilerde g-yakinsama, g-yigilma noktasi, q-limit kavramlar

tanmitilmistir. Ayrica bu kavramlarla ilgili bazi1 temel teoremlere yer verilmistir.



2. GENEL BIiLGILER

Bu boliimde ¢alisma boyunca kullanilacak olan temel kavramlar, tanim, teorem

ve gosterimlere yer verilecektir.
2.1. Aritmetik Sistem

Tanim kiimesi R kiimesinin bir alt kiimesi olan bir tam sirali cisim ve bu
cisim lizerinde tanimlanan cebirsel ifadelerle elde edilen yapiya aritmetik sistem
denir. Genel olarak o ile gosterilen tirete¢ fonksiyonu R gergel sayilar kiimesinden
Ac R alt kiimesine giden bire bir, 6rten bir dontisiimdiir. | birim fonksiyonu ve e*

exp fonksiyonu birer iirete¢ fonksiyonudur.

Tablo 2.1. *-Kalkiiliis

*Kalkiliis a V;;

Klasik | |

Geometric | exp

Anageometrik exp I

Bigeometrik exp exp

Kuadratik |

Anakuadratik

Bikuadratik

Harmonik

Anaharmonik

o|IoT|I—lQ |l
S|I—|IoS|IQ| Qe

Biharmonik

Grossman ve Katz keyfi secilmis iki lrete¢ fonksiyonlar1 yardimiyla *-
kalkiiliisii tanimlamiglardir. *-Kalkiiliiste genelde a-aritmetik tanim kiimesi, [3-

aritmetik de deger kiimesi i¢in kullanilir.

Fonksiyonlarin tanim kiimesi *-kalkiiliise gore a-aritmetik lizerinde, deger
kiimesi ise B-aritmetik iizerindedir.
Bu kisimda Grossman ve Katz takip edilerek Newtonyen olmayan hesap

tarzina gore temel kavramlar tanitilacaktir.
Tamm 2.1.1. (a-Aritmetik) o, tamm kiimesi Ac R ve goriintii kiimesi
Raz{a(x):XeR} olan bir irete¢ olsun. R, iizerinde tanimh +,=,x ve [

islemleri ile < siralama bagintis1 asagida ifade edilen aritmetie bir a- aritmetik

denir.



Her X,y € R icin;

o —toplama x+y=ala(X)+a(y)}
o —Gikarma x=y=afa(x)-a’(y)}
a —carpma xxy=afa(x)xa™(y)}
a—bolme (y =0) xly=ala(x)/a(y)}
o —siralama x<yea () <a(y)

(R,,+%<) tam swrali bir cisim olup « - aritmetik olusturur. (Grossman ve Katz,

1972)
Klasik aritmetikteki her bir islemin dogal bir karsiligini o -aritmetikte bulmak

miimkiindiir. Simdi bunun tizerinde duralim.
Her YeR, icin,
y+0=y ve yxi=y

ise 0 (a-sifir) ve 1 (« -bir) sayilarina sirasiyla toplama ve garpmaya gore birim

eleman denir.
Ayrica X€R i¢in 0<x ise x sayisina « -pozitif say;, x<0ise x sayisma o -
negatif say1 denir. Dolayisiyla « -tamsayilar Z , ile gosterilir ve her neZ igin
“N=0=n=q(-n)
ve

Zy={.n=2-1,012,..} ={... a(-2),a(-1),(0), a(®), a(2)....}
olarak tanimlanir.

Z, = {r'l [n=a(n),ne Z} seklinde yazilir.



2.2. Newtonyen Olmayan Reel Sayilar Cismi ve Ozellikleri

Bu kisimda Grossman ve Katz (Grossman ve Katz, 1972) calismasindan
yararlanilarak IR, reel cismi iizerinde bazi temel kavramlar ve 6nemli bazi
esitsizlikler verilecektir.

Tamm 2.2.1. R ile gosterilen Newtonyen olmayan reel sayilar kiimesi ,
R, :{a(X)ZXeR} seklinde tanimlanir. (Grossman ve Katz, 1972). R*,

Newtonyen olmayan pozitif reel say1 kiimesini , R~ ise Newtonyen olmayan negatif
reel say1 kiimesini temsil eder. Eger x > «(0) ise x Newtonyen olmayan pozitif reel
sayl, X< a(0) ise X Newtonyen olmayan negatif reel say1 ve Xx=a(0) ise X

isaretsiz Newtonyen olmayan reel say1 olarak adlandirilir.
R, da + toplama ve x ¢arpma ikili islemleri asagidaki gibi tanimlanmustir.
+: R xR, >R,
(X,y) > x+y= a{a‘l(x) +a‘l(y)}
xR, xR, -R,
(x.y) > xxy=afa(x)xa(y)}

Teorem 2.2.2. (Ra,-i-,k) tam sirali cisimdir. (Duyar ve Erdogan, 2016)

(Basar ve Cakmak, 2012).
Onerme 2.2.3.8,0,C,d € R olmak iizere asagidaki esitsizlikler vardir.
1) a<b ise at+c<b+cvea-c<b-c,
2) a<b ve c<d ise a+c<h+d ve a~d<b-=c,
3) a<b ve 0<c ise axc<bxc ve %aé%a,
1

- L .1
4)0<a,b ve a<b ise Baﬁga

5) a<b ise 0-b<0=a olur.



Tamm 2.2.4. Herhangi X€R, sayis1 icin x in o -karesi X2 = XXX,

a -karekokii \/; ile gosterilir ve « -karesi X e esit olan « -negatif olmayan say1

olarak tanimlanur.
Yani t?=x<t=x/x olan sayidir. Her « -negatif olmayan t sayisi igin \/;

sembolii t = {wla‘l(x)} sayisini gostermek icin kullanilir.

Benzer diisinceyle X€R_ nin ve p. Newtonyen olmayan iissii ve (.

Newtonyen olmayan kokii sirasiyla x° ve 2/; sembolii ile gosterilir. Buna gore;

X2 = XxX = a{a‘l(x) xa‘l(x)} = a{[a_l(x)]z}

C=xxx=a {a’l {a [ofl(x) X ofl(x)]} Ofl(X)} = {[al(x)]g}

0 =X 3x=al[a (9]

olarak tanimlanir. (Basar ve Cakmak, 2012)

Tamm 2.2.5. Bir X€ R, sayisinin a-mutlak degeri |X|a ile gosterilir ve

X X330 X x> a(0)
X, =40 x=0 yani  [x| =qa(0) ,x=a(0)
0-x ,x<0 a(0)=x ,x<a(0)

Seklinde tanimlanir. Buna gore X € R igin
It = X, = a(‘a’l(x)‘) olur. (Grossman ve Katz, 1972).

2.3. Geometrik Aritmetik ve Geometrik Reel Sayilar

Bu kisimdaki geometrik kalkiiliis {izerine tanitilan temel kavram ve
ozelliklerde (Boruah, 2016), (Boruah, 2017), (Hazarika, 2016), (Tiirkmen, 2011)

kaynaklarindan faydalanilmistir.



Tamim 2.3.1. Her iireteg tek bir aritmetik olusturur ve her aritmetik de tek bir
iirete¢ tarafindan olusturulur. o -iireteci ; a(x)=¢€*, xeR ve a '(x)=Inx ile

tanimlanmis iistel fonksiyon olarak secilirse « -aritmetik asagidaki gibi tanimlanan

geometrik aritmetigi ortaya cikarir.

XxeR ve Xe R(G) icin a(X) =e*, a”(x)=Inx oldugu gbz dniine alinirsa

asagidaki islemler yazilir.

geometrik-toplam  X®@y=af[a (X)+a (V)] =a(x+y) =Y =e*eY
geometrik-cikarma  xoy=ca[a(X)-a(y)]=a(x-y)=e*Y = E—z, y=0

geometrik-carpma  XO Yy =af[a (X)xa(y)]=a(xy)=e*

geometrik-bolme xoy=ala*(X)/at(y)]=a(x/y)=e"y,y=1
X,y eR* igin In(x) <In(y) iken X<y dir. Yani x<y<al(X)<a(y)
geometrik siralamasi vardir.

Tamm 2.3.2. Geometrik tam sayr kiimesi ve geometrik reel sayr kiimesi
sirastyla Z(G) ve R(G) ile gosterilir ve
7(G)={e*:xeZ}
her x e Z+ igin e =©e* dir. Bdylece geometrik tam sayilar kiimesi asagidaki gibi
olusur.
Z(G)={...e*,e?,ete et e e,..} ={., 0e%,0e?, 00,1 e,€%,€%,..} dir.
R(G)={e*:xeR}
seklinde tanimlanir.
R*(G) geometrik pozitif reel say1 kiimesini, R~(G) ise geometrik negatif reel say1
kiimesini temsil eder ve
R*(G) ={XxeR(G): x>1} ={e* e R(G): e >e°}
R-(G)={XeR(G):x <1} ={e* e R(G) :ex <e°}

olarak tanimlanir.



Geometrik reel sayilar kiimesi R(G) i¢in @toplama ve g¢arpma ikili
islemleri asagidaki gibi tanimlanir.
®:R(G)xR(G) > R(G)
(% V) > Xx®y=alat(e)+a(e’)]
O:R(G)*xR(G) » R(G)
(% y) > x0y=ala*(e)xa(e)]

Tamm 2.3.3. (Geometrik reel say1 dogrusu): Geometrik tam sayilarin esit
araliklarla bir kural icerisinde, bir dogrunun noktalariyla geometrik reel sayilar
arasinda bire-bir esleme kurularak olusturulan dogrudur.

Geometrik say1 dogrusunun tam ortasinda 0=e°=1 vardir. 1 in sagmnda
geometrik pozitif reel sayilar, 1 in solunda ise geometrik negatif reel sayilar yer alir.
1 den saga dogru her birim uzunluk sonuna e ve ardisig1 olan geometrik tam sayilar
sola dogru da e ve ardisig1 olan tam sayilar yazilarak geometrik say1r dogrusu
olusturulur.

Ardigik tam sayilar say1r dogrusuna esit birimdeki araliklarla yerlestirilmistir.

Fakat geometrik tam sayilar siradan anlamda esit araliklarla yerlestirilmemistir.
Ornegin; e>—e=4.6708 iken e3—e?=12.6965 dir.
Fakat geometrik tam sayilar geometrik reel sayr dogrusuna yerlestirilirken
aralarindaki fark geometrik olarak esittir.
e?oe=e’/e=e?t=e¢e
etoe?=e*/e’=e32=¢e
seklindedir.

Boylece yeni tip bir geometrik reel say1 dogrusu olusturulur.
Teorem 2.3.4. (R(G),®,0) geometrik sifir1 1 ve geometrik birimi e olan bir
cisimdir;
1) (R(G), ®) geometrik sifirt 1 olan Abelyan gruptur.
2) (R(G)\1,0) geometrik birimi e olan Abelyan gruptur.

3) O geometrik carpma islemi, @ geometrik toplama islemi iizerine dagilmalidir.



Tammm 2.3.5. (Geometrik Us) : AcR(G) alt kiimesindeki bir % sayisinin

geometrik karesi x© x dir ve x% ile gosterilir.
Xe=xOx=alat(X)xa*(X)]
= glnidnx = (ginx)inx = yInx
olarak tanimlanr.
x e R(G) nin P. geometrik iissii x" ile gosterilir.
Her x e R(G) olmak iizere;
XO X =X"* = x%

XOXO X =(xm)" = xin*x = 5%
XOXOX@ X = ((xinx)nx)"™ = xn'x — o
Inx

XOXOXO...0X = ((((x'm)'n*)'“*)”') _ginix — yp

p—tane

seklinde tanimlanir.

Tamm 2.3.6. (Geometrik karekok): Ac R(G) alt kiimesindeki Xsayisinin

geometrik karekokii, geometrik karesi X e esit olan geometrik negatif olmayan say1

G
olarak tanimlanir ve VX ile gosterilir.

&G = a[«/a‘l()'()] = gVIn% — glinx)2
olarak tamimlanir. O halde

F(X) = X% =X = FA(R) =X =e® dir.

Onerme 2.3.7. a,b,¢,d, x,yeR(G) ve b,d=0 olmak iizere

esitlikler vardir.

a . aoy
1 —G O - = G y
)(b j Y boOy

E_GQ
a

ds
C

CaLf a ¢
2) 8,#0 olmak iizere BG QEG:

3) XxOe=x ve X®0=x ,

1
4) x =ehx |

asagidaki



5)e"ox=x",
6) Scelc=a ,
2 2

- a a
) 20b 2

Tanmim 2.3.8. (Geometrik Mutlak Deger): Ac R(G) deki bir X sayisinin

geometrik mutlak degeri | X ¢ ile gosterilir.
X, Xx>1
| X[6=<1x=1

2 %<1
X

seklinde tanimlanir. Béylece | X|¢>1 dir.

Ac R(G) deki her X sayist igin;

7 a5 | = (e
:“[J@;Q;B?}zaﬂa4(ﬁuzﬂﬂe

yazilir.

Her yeR igin,
|€‘y|G — a(|a*1(ey)|) — 0((||n ey|) — e‘lne‘/‘ _ eM Olup

evy,ey >el
G
|ey| :e|Y| — l’ey :eo
ey, ey<el

yazilir.

10



3. BULGULAR

Bu kisimda « -aritmetigin alt siniflarindan biri olan kuadratik aritmetik (q-
aritmetik) yapisi tizerinde durulacaktir. Kuadratik aritmetik i¢in g-iireteg fonksiyonu
kullanilarak, « -aritmetik i¢in verilen tanim, esitsizlik ve teoremlerin kuadratik

smiftaki karsiligi incelenecektir.
3.1. Kuadratik Aritmetik ve Kuadratik Reel Sayilar

Tanmm 3.1.1. Her x € R igin

d,:R—->R,cR fonksiyonu ve onun ters fonksiyonu qp‘1 olmak {izere

(Grossman, 1972)

xg, x>0 xP, x>0
g,(x) =40, x=0 ve g, (x) =10, x=0
—(—x)% x<0 0" x<0

seklinde tanimlanan (- fiirete¢ fonksiyonlarina sirasiyla P.kok ve pP.kuvvet
tretegleri denir. Bu iretegler yardimiyla (,-aritmetik diye adlandirilan bir alt
a(x) =0, (x)smufi elde edilir. (Grossman, 1972), (Kadak, 2015)

p=2 ve p=-1 durumlarinda sirasiyla (-kuadratik aritmetik ve @-harmonik

aritmetik elde edilir. Bu c¢alisma boyunca p=2 6zel durumunda (-kuadratik

aritmetigin temel 6zellikleri incelenecektir.

Her xeR ve p=2 igin

1

X2, x>0 X2, x>0
q(x) =0, x=0 ve q7(x)=+0, X =

(%), %<0 -, x<0

seklinde tanimlanir.
Reel sayilarin bir R, < R alt kiimesi
R, ={x=q(x):xeR}

seklinde tanimlansin.
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Bu durumda g-aritmetik i¢in cebirsel islemler asagidaki tanimlanir.

Her X,y € R, olmak tizere

q—toplam x+y=0a{qg () +a*(V)}

q- fark x=y=0a{q () -q(y)}
q—carpim X%y =q{q*(X).q(y)}

q—bolim x1y=a{a*()/q ()}
q—swralama X<y q(X)<qi(y) o x<y

Tamm 3.1.2. R, kuadratik pozitif reel sayr kiimesini, R™, ise kuadratik

negatif reel say1 kiimesini temsil eder ve

1
R+q={X26RqZX>O}

olarak tanimlanir.

Her X,y € R’ icin cebirsel islemler
a-toplam X+ =a{a (0+a (N} =a((x"2) +(y2) )= (x+y)" = rry
q- fark =y =a{g"(0-a" (1)} =a((x*) () = (x=y) =k
a—carpim  Xxy=0{q(X).q7*(Y)} = q((X”2)2 -(y“z)z) =(xy)" =xy

q—bolim x1y=afa™*(0)/q?(y)} = q((xm)2 /(y”z)z) =(x/y)" = xTy

seklindedir.
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Her X,y € R", igin cebirsel islemler
q-toplam  x+y=q{q ()+q (W)} =q {(—(—X)”2 ) ()" )}
= a{((=9° )+ =l +(-»)
=q(-x-y)=-x-y

q- fark H=q{q1<X>—q1<Y>}=Q{(—<—x>”2)2—(—(—yf’z)z}

(%)) ~((9)) |=al)-(-v)
=0(=x+y)=y-x

q—carpim x5y =q{a (). (M} =a {(—(—X)M ) () )}
—q {((_x)1’2 )2 (9" )2} =a((—x)-(-y))
=q(xy)=yxy

q-bolim %/ y=q{g (/a7 (¥)} = q{(—(—x)“ ) 1(-(=9)" )2}
~af((=20") (9 = a0/ ()
=a(x/y)=xly

seklindedir.

Tanim 3.1.3. Kuadratik tam say1 kiimesi Z, ile gosterilir ve

Z,={q(x):xeZ}
1
her xeZ" icin X=x"? ve xeZ i¢in X =—(-x)2 dir.

Boylece  kuadratik  tam  sayillar  kiimesi  asagidaki  gibi  olusur.

q

1 1 i1 1 1 1
7 :{..,—(—3)2,—(—2)2,—(—1)2,02,12,22,32,..} dir.
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Teorem 3.1.4. (R,,+,%) bir cisimdir.
Ispat: 1) (R, +) degismeli gruptur.
1) Herhangi X, y € R*, kuadratik reel sayilart verilmis olsun,
khy=afa(o+a m]=a((x2) +(y2) )=y e R, dolayistyla
x4y eR", olur.
X, y,€ R, icin ayni islemler kolayca gorillir.
I1) Herhangi %, y,2 € R*, kuadratik reel sayilar icin ;
(x#y)+2=a[q7 () +a(v) ]+ 2
afa?[a(a () +a(v"))+a?(2)])
e ()27
=a () +{a (v ra(22))

=x+(y+2)

X,¥,2€R", icin ayni islemler kolayca goriiliir.

IIT) Herhangi X € R, igin;

X+0= q|:q—1(xl/z)+q-1(01/z)] _ q((xyz)Z +(01/2)2): q(x+0) _ q(x) —xY2 _x
O-i- X = q[q’1(01’2)+q’1(x1’2)] _ q((oyz)Z +(X1/2)2): CI(0+ X) _ q(x) — Y2 _y

oldugundan + isleminin birimi 0=0"% € R, saysidir.

xeR", i¢in ayni islemler kolayca goriiliir.
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IV) Herhangi xeR"_ igin;

x+(0=%)=ala* (x)+a7* (0=x)|

=q(0-x+x)=q(0)=0
olup XeR", sayisimn + islemine gore tersi (0; X) sayisidir.
xeR", icin ayni islemler kolayca goriiliir.

V) Herhangi X,y € R”, icin
wy=afa () ()]

“afa () 0 ()]
Herhangi X, ¥, R, icin
g =40 (00" ra(-(9)7)

=00 (") (o0 =y
Herhangi xeR', ve yeR", i¢in
kty=alat (<) +a*(-(-y)")]
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_ 1/2 _ e
—a @ (~(-y))+at () |-y
oldugundan + islemi degismelidir.
Diger tiim siklar bu durumlar i¢in kolayca gdosterilir.

2) (R, \{0},%) degismeli gruptur,
I) Herhangi X, ¥ € R, kuadratik reel sayilar verilmis olsun.
wy=afa (4)a ()= o <,
X,y,€ R, icin aym islemler kolayca goriilir.
1) Herhangi XY,z € R", kuadratik reel sayilart igin ;
(Xxy)x2= q[q’l(xuz).q’l(yﬂz)]k ek

-afara(a (") (7)) o (2]

(a2 (%) (")) ()]

X,¥,2€ R, igin ayni islemler kolayca goriiliir.
II) Herhangi XeR", icin;
xx1= q|:q—l(xll2).q—l (11/2 )]

- q((xl’z)2 (27 )2) =q(x1)=q(x)=x">=x%
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oldugundan x isleminin birimi 1=1Y? =1 sayisidur.

xeR", igin ayni islemler kolayca goriiliir.

[V) Herhangi %<, iin
afa™ (%)™ (1/%)

a(e ) a [afa ()7 (0)]]
afx(a”(0)/a* (o)} =afe (0 1(¢7) )

q(x.(1/x))=q(1)=1

xx(17 %)

(i7)%x=q{a*(i7x)a* (¥)}
q{ql[q(q1 (1)/ ql(X))}-(Xm)Z}
af(a(1)/a* (%)} =a {((1”2)2 /(2 )2).x}

~a((1/x)x) =a()=i

oldugundan X R, sayisinin X islemine gore tersi (i7x) sayisidir.
XxeR", igin ayni islemler kolayca goriiliir.
V) Herhangi X, ¥ € R, igin
i3 -ofa () ()]
=q[a’(y")at(x?)]=yxx
Herhangi X, y € R, igin
= 0" (-0 (0"
= [Q‘l (—(—y)ﬂz).q‘1 (—(—x)l’2 )} — Y XX
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Herhangi xe R" ve yeR", icin
kxy=ala*(x*)a*(~(-y)")]
= [ql (~(=y)"*)a (x” )} = %X

oldugundan x islemi degismelidir.
Diger tiim siklar bu durumlar i¢in kolayca gosterilir.

3) x kuadratik carpma islemi, + kuadratik toplama islemi iizerine

dagilmalidir.

Herhangi X,Y,2 € R", verilmis olsun.
ws(y+2) =0 (< a (1) 07 ()
(o) e ) )]

= (Xxy)+(%x2)
=af(a () (¢ +(a” () 9 (x7)
=(yxx)+(2xX)
olup  islemi + islemi iizerinde sagdan ve soldan dagilmalidir.
VX,¥,2 € R, igin ayni islemler kolayca goriilebilir.

Tamm 3.1.4. (Kuadratik Us) : ACR_ alt kiimesindeki bir X sayismmn

kuadratik karesi xx X dir ve X** ile gosterilir.

XeR", olmak iizere
X =xxx=q[ 47 (0.7 (X)]

_ ((X1/2)2l(x1/2)2 )1’2 _ \/X_2
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Xe R'q olmak tizere

X =%ix=0a[q* ()9 (X ]

12

() (o) | e
olarak tanimlanir.

X € R, nun p. kuadratik iissii X™ ile gosterilir.

Her XeRq olmak tizere ;
i =53 =g (0xq (0} =a{[a” (9 ] |

= xR xx=q {q*l {a[a*0xq*(0) ]} Q’I(X)} =q {[ql(X)T}

K =X k= {[a 0]}
seklinde tanimlanir.
Tamm 3.1.5. (Kuadratik Karekok): ACR, alt kiimesindeki X sayismimn

kuadratik karekokii, kuadratik karesi X e esit olan kuadratik negatif olmayan say1

olarak tanimlanir ve \/XTq ile gosterilir. Yani b =X < b= \/; ! dir.
Boylece b= \/;q =q {M} olur.
AeR q olmak tizere
N q{ ql(il)} = q{\/Z} =q(2)=2 dir.
Rq kuadratik reel sayilar cisminin temel ozelliklerini elde etmistik. Bunun

sonucu olarak Rq cisminin asagidaki 6zellikleri vardir.

Onerme 3.1.6. &,5,¢,d e R, ve b,d #0 olmak iizere asagidaki esitlikler vardir,

a_).. axc
1) | =q|xe="-q,
 (fa)re-t4

2) 2qxq=2"%
b’ d’ bxd "’
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a_ .a
3 —Qg+—=—Qq=a,
)Zq 5

4) bx-2 q=2q,
) bxs pa=5a

ispat: a,b,¢,d,x, ye ]R+q olsun.

1) (%q)*hq{q‘l (gq)-q‘l(é)}

al g (a(a*@ /97 ®)) 9O

ol (a*@ /a7 6) a7 ()|

(@] (e
(b™) (b™)

— (aV2.cV?) | V2 :a_>.<Cq

2) %qxgq =q{ql[gqj-ql(§qﬂ
~q| o (a(a @ /a*®)a*(a(a*© /a7 @))) |

=q|(a*@/q*®). (a7 /a7(@)]

] [<a“2>2 () J {( ey }
) (@) ) ) (e
(
(

(@) () g ane
' a-.c’  axc
(

2)1/2 - b1/2.d1/2 - b><d q

O
AN
2
N

~
[N

o
uy
IS
N

~—

a_ .a afa 4 a
3)§q+§q=q{q (Eq]w [qu}
_1(q|:q—1(a1/2)/q—1(21/2)i|)+q—1(q[q—l(alm)/q—1(21/2):|)}

@)/ g @) +a @) /a7 (2")}

I
o

—— ——
No)

= q{z.%} =q(a)=a"" =4
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o[ 0 (21(245)]

—q| a®a*(a(a*@7a7(258))) |

~q|q o (a(a @79 (a(a* @9 )|
—q :q‘l(b).(q_l(a)/ (Q‘l(é)-q_l(b)))}

= (0" (@712 0"))) |

(a1/2)2

=q (b1/2)2. }:q[(auz)z/(zuz)z}
vaN2 g rau2y2\Y2 vz jou2 _E
=(@")"1(2")*) " =a"12 =30

Onermedeki dzellikler &,b,¢,d, X, y € R™, olmasi durumunda da vardir.

3.2. Kuadratik Mutlak Deger ve Baz1 Kuadratik Esitsizlikler

Tamm 3.2.1. ACR deki bir X sayismmn kuadratik mutlak degeri |x|q ile

gosterilir.

—(-x)"?, x<0

seklinde tanimlanir.

Ac Rq daki her X sayisi igin;

V=l Ja (x| - [\/q T(%) }

- q[ (a(0)’ } =alla )]]=

yazilir.
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Her xeRR i¢in,
X|q _ ‘X”Z‘q =q (‘q—l(xuz)‘) =q (‘(Xuz)z‘) —q (|X|) _ |X|1/2

yazilir.

Onerme 3.2.2. X,Y€R olmak iizere asagidaki dzellikler vardur.
1) =yl =ly =,
2) [kl =[], %Y,
3) ‘x/y‘ x| /|y| #0

Ispat: 1) |>'<;y|q :|x—y|

—[(cyy - 002y

=‘(y—x)ﬂ2

q
-1y,
2) Rq daki ¢arpma islemi tanimi kullanilirsa,
iy, =la( q*l(x')xq*(y'))\

=q

a(a*(xa*m) ]|

q{\q (xa™ ()|}
q{\q (X)\ la )}

~afa*[af|ae0l)]xa?[a(la @) ]}
=afla* ()l xafla o)}
=|x|, %Yl bulunur.
3) [x7y] =la(a ) /a W),
ol
=afla™ 0o/ a )}
=afla |/ |a )}

a*[a(a*e0ra’®)])
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ot [ o0)
=afla o[} afja )}
=¥, 7|y|q

bulunur.

Onerme 3.2.3. X,y,a¢€ Rq olmak tizere asagidaki esitsizlikler vardir.
1) |4, <ae0-a<x<a
2) [x+ y|q < |X|q +|y|q (Kuadratik tiggen esitsizligi)
3) “>‘<|q ;|y|q‘q 2[x=y),

ispat: 1) |X|q <aeq (‘qfl(x)‘) <a

e (a(ja* ()} <a™(a)
elat(W<a™(a)
ol <as-a<x<a
oq(-a)<q(x)<q(a)e0-a<x<a
2) X,y €R, olmak iizere
it st, =alJa” (i+9)]

~al[a*{a(a 0 +a )]

~q|[(a*0+a* )]

esitligin her iki tarafina q uygularsak,
g (%], )=la (0 +a(y)
<|g ()| +[a(y)

gl P+ v, ) < afa6o] +a )]

23



[x+9], <afja (0] +|a )]
=a{a*[a(la" )] +a*[afla"»)) ]
=ala” (¥, J+a* (L,

= |x|q J'r|y|q bulunur.

|

q* (|, =191,)

3 [, “I91], =0

afla* (ala*00] =ala )

{

{
q{ql[q(ql(Q\ql(x)\))‘(ql(q‘ql(y)‘)ﬂ‘}
{

o Col-[a )]

esitligin her iki tarafina q" uygularsak

S

<1y, | <[ eol-Ja )]
<|a () -a ()|

q(q‘l

X, =131, ) £ alla 0 -a ]
¥, <191, €= o1,
bulunur.

Onerme 3.2.4. (Kuadratik Minkowski Esitsizligi): ke{l,2,3,...,n} icin

a., b, eR", ve p>1olsun. O halde;

q q q
. - \Pooo- & <Py : D
i/qZ(akerk) Si/qkz"ak : +i/qk2bk d dir.
1 -1

k=1
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n d n 1
ispat: u =§/q (ak J'rbk)pq ={q (q{q‘l(ak)Jrq‘l(bk)})pq}pq olarak almsin.
k=1 k=1

p. dereceden kok tanimi kullanilirsa,

Pq

u" =, kZr:,(q{ql(a'tk)m1(bk)})

S E—

k=1

- Yaf(a@+a’6)))

k=1

q

q{q q &) +q (bl)) H+...+q‘l[q{(q‘l(an)+q4(bn))p}}}
{

(@) + 4 (6)) + (a7 (@) + a7 6)' |

=q Z a7 (@) +a97 () }

k=1

bulunur.

Burada her iki tarafin ( ~ altinda goriintiisii alinirsa;

¢ (u™)=Y[a"@) +q‘1(bk)]p

k=1

EaCh )J; = {an[ql(amql(bk)}p};

k=1

(S| +{STaeT)

Burada < tanimi1 g6z dniine almirsa;

[l 1|

elde edilir.

o] [ {3

o |-
.
%f_/
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3.3. Kuadratik Aritmetikte Temel Analiz Kavramlari

Bu kisimda kuadratik aritmetige gore bazi topolojik temel kavramlara
deginilecektir. Caligma boyunca kuadratik aritmetige kisaca q-aritmetik denildigi
dikkate alinirsa; g-dizi, g-Cauchy dizisi, kuadratik bir dizinin g-smirliligi, g-dizilerde
g-yakinsama, (-yigilma noktasi, g-limit kavramlari tanmitilacaktir. Ayrica bu

kavramlarla ilgili baz1 temel teoremlere yer verilecektir.
3.3.1. Tamm (Kuadratik reel dizi): S:N—R_ olmak iizere, tanim kiimesi

N dogal sayilar ve deger kiimesi Rq kuadratik reel sayilar olan fonksiyona kuadratik

reel dizi ad1 verilir.

Bir kuadratik dizi, neN olmak iizere () veya (3,,5,,...$,,...) ile gosterilir.

(S,) 0-dizi seklinde ifade edilir.
1) &, =\/an olmak iizere (&,) dizisi,

2) b, :%q olmak {izere (bn) dizisi,

3) ¢, =%q olmak tizere (¢,) dizisi
n+1

g-dizilere 6rnek olarak verilebilir.
3.3.2. Tanmm (Kuadratik dizinin simarhlig): R, da bir (3)) g-dizisi
(kuadratik dizisi) verilsin. Her ne N igin |s'n|q <K olacak sekilde en az bir K € R,

varsa ($,) g-dizisine R, da g-simrlidir denir.

3.33. Tamm (Kuadratik yakmsak dizi): R, da bir (s)) g-dizisi
(kuadratik dizisi) ve bir XERq noktas1 verilsin. Her &3>0 sayisina karsilik her
n>n, iken [§, =X <& olacak sekilde bir n,=ny(¢)eN bulunabiliyorsa (s,)

g-dizisine g-yakinsak ( kuadratik yakinsak ) dizi denir.

Bu durum “lims, =% veya n — o igin § ——>X ile gosterilir.

n—oo
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Her n>n, i¢in

8, =¥, <= afjat(s,=x))<é

& —£<S,—X<é&
S X—E<S, <X+&
<q(x—¢g)<a(s,)<aq(x+e)
olup sonsuz sayida terim q(x+g) nun solunda, sonsuz sayida terim q(x—g)

saginda yer almaktadir.

3.3.4. Tamm (Kuadratik Cauchy dizisi ) : R, da bir (s,) g-dizisi verilsin.
Her &30 sayist verildiginde her m,n> n, i¢in |S'n ;S'm|q <& olacak sekilde bir
n, =ny(g) €N bulunabiliyorsa () g- dizisine g-Cauchy dizisi (kuadratik Cauchy
dizisi) denir.

3.3.5. Teorem : 1) Rq da kuadratik yakinsak her g-dizi g-sinirhdir.
2) Kuadratik yakinsak her g-dizinin g-limiti tektir.
3) Rq da kuadratik yakinsak her dizi kuadratik Cauchy dizisidir.

Ispat : 1) R, da kuadratik yakmsak bir () kuadratik dizisi verilsin ve
*lims, =x olsun. O halde her n>n, i¢in q(x—&)<$, <q(Xx+¢&) olacak sekilde bir

nN—o0

N, € N sayis1 vardir.
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L= min{q(x—g),sl,s'z,...s'nofl}

U :max{ (X+¢€),8,5,, ... no_l}
Almnirsa her n igin L <$ <U olur. Dolayisiyla dizi simirlidr.

2) Kuadratik dizinin limitinin tek oldugunu gosterelim.
n—oigin § —4>x% ve § —1>y olsun.
$, —2>X oldugundan verilen her & >0 sayist igin her n> N, iken s, = )'(|q g2
olacak sekilde bir N, e N vardir.
§, —3 > yoldugundan verilen her & >0 sayist icin her n> N, iken |Sn - y|q £él2
olacak sekilde bir N, e N vardir.

N = max{Nl, NZ} alinirsa bu durumda her n> N igin 3.1.6. Onerme (4) kullanilarak
X=y|, =[x=8,+8, =], <[x=8| +[s, =Y,
<él2+£12=¢

|>'<;y|q<g'=‘ x—y‘q&é

:q<\ql<m>\><ﬁ:q(\<mr

(x-y]) < Ve =\fx—y[ <e
q[f( =) <afa (%)
~a (JB) | <a (V&) [=a-v)<ate)
— oy <E =[x-y|<e

Her £ >0 i¢in saglandigindan X =Y bulunur. Bu ise x'? = yll2 yani X =y demektir.

joo

O halde dizinin limiti tektir.
3) (3,). R, dalimiti x olan kuadratik yakimsak bir dizi olsun. Her &> 0 igin

her n>n, oldugunda |3, = )'(|q < £12 olacak sekilde bir n, =n, (&) € N vardr.
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O halde kuadratik {iggen esitsizligi kullanilarak her £ >0 ve her m,n>n, igin ;
18 = Sl (S, = X|, H[x =8| <€
yazilir. Buradan ($,) kuadratik Cauchy dizisi olur.
3.36. Teorem : R, da iki kuadratik yakmsak dizi (&,) ve (b,) verilsin.

“lima, =a ve “limb, =b olmak iizere asagidaki ifadeler dogrudur.

n—o N—o0

ispat : 1) “lima =a ve °limb =b oldugundan her £/230 sayisi

verildiginde her n>n, i¢in |an ;a|q £ é12 olacak sekilde bir n, e N ve her n>n,

i¢in

b, = b‘ £ £12 olacak sekilde bir n, e N vardir.
q

Eger n, = max{nl,nz} alinirsa her n>n; icin kuadratik iicgen esitsizliginden ve

onerme 3.1.6. (4) kullanilarak
(. +b’n);(a;b)‘q =

<|a, -4 +

a,~a-+h,=bl
q

bn;b\
q
<él2iél2=¢

yazilir. O halde ° Iim(an J'rbn)z a+b olur,

2) “lima, =a ve * Iimbn =b oldugundan her £1230 sayis1 verildiginde her

n>n icin [4,-8 <&/2 olacak sekilde bir neN ve her n>n, icin
1 n q 1 2

‘bn ;b‘q < £12 olacak sekilde bir n, e N vardur.

Eger n, = max{nl, n2} almirsa her n>n; icin kuadratik liggen esitsizliginden

ve onerme 3.1.6. (4) kullanilarak

30



a,~aib=h,

(4,5,) (a8} -

<[a, ~4| +|p=b,

q

q

=|a,~a| + bn;b\q

<él2igl2=¢

yazilir. O halde * Iim(an ;bn): a=b olur.

n—oo

3) g-yakinsak diziler g-smirli oldugundan (bn) g-yakinsak dizisi q- sinirhdir.

b.| <M kosulunu saglayan bir M > 0 sayisi vardir. Ayrica ‘lima, =4 ve
q

n—o

O halde

“limb,=b oldugundan herhangi bir é1:é7(2>'<l\7|) ve ézzéi(ék(|a|q-i-i))

n—oo

sayilar1 verildiginde;

Her n>n, icin |4, -8 <& olacak sekilde bir n €N, her n>n, icin

b, ;b‘ < &, olacak sekilde bir n, € N vardur.
q

Eger n,=max{n,n,} alnirsa her n>n, i¢in 3.1.6. Onerme (3) ve (4)

kullanilarak;

(a,%B,)=(axb)| =

q

(a,%B,)=(axb,)+(axb, )= (axb)|

q

b, % (8, ~a)+ax(b, =b)

q

<

b, (&, =a)| +ax(b, ;b)‘q

<lh

q x|, -8, +[a] *

b, -4,

(e1(25M)) 4l %(£7(2%(|al, +1)))

Y >'<(g‘](2>’<|\7| ))+|a|qx(g'](2k|a|q))

n

<o

n

2(el12)+(¢12)=¢

bulunur. Bu ° Iim(a'ln X bn) =axb oldugunu gosterir.

N—oo
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3.3.7. Tamm (Kuadratik Acik Yuvar) : Her a€ R ve her 530 sayisi igin
B, (,8)={xe R :[x=4 <]
={XeR,:0=5<x=a<3}
={xeR,:q(a-0)<x<q(a+s)
ile tammli kiimeye & merkezli & yarigaph kuadratik agik yuvar denir.

3.3.8. Tamm (Kuadratik Yigilma Noktasi) : ACR, ve a€ R, olmak iizere
her 6 >0 sayist igin;

B, (a.6){a}=[(a(a~5).a(a+4))-{a(a)} jNA=2
oluyorsa aeRq noktasma A kiimesinin g-yigilma noktasi (kuadratik yigilma

noktasi ) denir. A kiimesinin tim kuadratik yigilma noktalarimin kiimesi A° ile

gosterilir.

3.3.9. Tamm (Kuadratik Limit) : X CRq, f:X —>Rq bir fonksiyon,

aeXvebe R, olsun. Her &30 sayist igin 0< |)'(+a'\|q & & kosulunu saglayan her
Xe X i¢in ‘ f(x) *b‘q <& olan bir 5= 5(8) >0 sayist bulunabiliyorsa f (x)
fonksiyonunun & noktasindaki g-limiti (kuadratik limiti) b dir denir ve

Nimf(x)=b veya f(X)—iob ile gosterilir.

3.3.10. Ornek: ° Iirr21 f(x)="1 Iirrzl()'(ir3) =5 oldugunu gsteriniz.

Her &30 verilsin. 0< ‘X;Q‘q <6 kosulunu saglayan her Xe R, igin
‘(X + 3) = 5‘ < & olacak sekilde bir 6 =6 (8) >0 sayist bulmaliyiz.

q
0&‘)’(42‘ <5 olsun,
q

‘()‘(J}é);SL :‘q(q‘l(x)+q‘1(3));5
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~lafa"(0+a"(3)-a"(5))

:‘q(x+3—5)‘q :‘q(x—Z)‘q :‘ X—Z‘

q

a
=[x=2 <&
q
yazilir. § = 5(8) = galinirsa ‘(X+3) *S‘q <& bulunur.
3.3.11. Teorem: Bir fonksiyonun bir noktada tek bir g-limiti vardir.

ispat: Kabul edelimki “limf(x)=L ve *lim f(x)=M olsun.

‘ lim £ (x) = L oldugundan her £30 sayist verildiginde her XeR,
0< |>'(;a'|q <6, iken ‘f(x); I;‘q < ¢12 olan bir 8 =45(¢) >0 sayis1 vardr.
K le_rg f(X)=M oldugundan her &30 sayis1 verildiginde her Xe€ Rq
0<[x=4) <3, iken \f(x);lvl\q < &12 olan bir 8, =5(£) 50 sayis vardir,
S=min {51,5'2} alimrsaher Xe R igin 0< |)'(;6'1|q &6 iken
LM =|L=f 0+ F00=M|,
<|L= (], [ F0=M|,
<él2iél2=¢

bulunur. Her &30 igin gerceklestiginden L=M dir.

33

igin

i¢in



4. SONUC VE ONERILER

Bu calismada kuadratik hesap tarzinin klasik aritmetik ile olan iligkisi
incelendi. Klasik aritmetikte ki bazi temel tanim, teorem ve esitsizliklerin kuadratik
aritmetikteki karsiligi elde edildi. Kuadratik mutlak deger ve mutlak degerli
esitsizlikler tamimlandi. Kuadratik ticgen esitsizligi ve kuadratik Minkowski
esitsizligi elde edildi. Kuadratik aritmetige gore bazi topolojik temel kavramlara
deginildi. Kuadratik dizi, kuadratik Cauchy dizisi, kuadratik bir dizinin siirliligi,
kuadratik dizilerde kuadratik yakinsama, kuadratik limit kavramlari tanitildi. Bu

kavramlarla ilgili baz1 temel teoremlere yer verildi.

Kuadratik metrik uzaylar, kuadratik hesap tarzina gore yakinsaklik, tamlik,

kuadratik reel say1 cismi tlizerinde dizi uzaylari incelenebilir.

P=2 durumunda kuadratik hesap tarzinin incelenmis olan bu temel 6zellikleri

p>2 olmasi durumunda da elde edilebilir.
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