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OZET

NEWTONYEN OLMAYAN HESAP TARZINA GORE MODULUS
FONKSIYONU VE BAZI OZELLIKLERI

Murat Erdem YILMAZ
Ondokuz May1s Universitesi
Lisansiistli Egitim Enstitiisii
Matematik Ana Bilim Dali
Yiiksek Lisans, Haziran/2022
Danmisman: Prof. Dr. Birsen SAGIR DUYAR

Bes boliimden olusan bu tez ¢alismasinin amaci; klasik kalkiiliise gore bilinen
modiiliis fonksiyonu tanimi kullanilarak Newtonyen olmayan hesap tarzina dayali
alternatif bir *-modiiliis fonksiyonu tanimlamak ve *-modiiliis fonksiyonu
yardimiyla tanimlanacak olan dizi uzaylarinda topolojik ve geometrik ozelliklere
temel teskil edecek bazi sonuglari elde etmektir.

Bu nedenle tezin birinci bdliimiinde, klasik kalkiiliise goére modiiliis fonksiyonu
ve *-kalkiiliis tanitilmis, gliniimilize kadar yapilan caligmalar hakkinda kisa bilgi
verilmigtir.

Tezin ikinci bolimiinde, calisma ile ilgili baz1 temel tanim, Onerme,
gosterimler ve teoremlere yer verildi. Aritmetik sistemler tanitildi.

Tezin iglincii boliimiinde, klasik kalkiiliise gore modiiliis fonksiyonu
tanimlanip bazi temel 6zellikleri verildi.

Tezin dordiincli boliimiinde, Newtonyen olmayan hesap tarzina gére modiiliis
fonksiyonu tanitilip klasik modiiliis fonksiyonu tanimi genellestirilmistir. Baz1 temel
ozellikleri ifade edilip, ispatlanmistir. Elde edilen bu teorik sonuglar1 desteklemek
icin bazi destekleyici drnekler sunulmustur.

Son boliimde ise elde edilen sonuglar ifade edilip, 6nerilere yer verilmistir.

Anahtar Sozciikler: a —Aritmetik, o —Sireklilik, *-Simrlilik, *-Modiiliis
fonksiyonu, *-Kalkiiliis
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ABSTRACT

MODULUS FUNCTION ACCORDING TO NON-NEWTONIAN ACCOUNT
STYLE AND ITS SOME FEATURES

Murat Erdem YILMAZ
Ondokuz Mayis University
Institute of Graduate Studies
Department of Mathematics
Master, June/2022
Supervisor: Prof. Dr. Birsen SAGIR DUYAR

The aim of this thesis which consists of five chapters is to define an alternative
*- modulus function based on non-Newtonian calculus by using the known modulus
function definition according to classical calculus and to obtain some results that will
form the basis of topological and geometric properties in sequence spaces to be
defined with the help of *-modulus function.

For this reason, in the first part of the thesis, the modulus function and
according to classical calculus and *-calculus are introduced, and brief information is
given about the studies carried out until today.

In the second part of the thesis, some basic definitions, propositions, notations
and theorems related to study are given, and Arithmetic systems are introduced.

In the third part of the thesis, the modulus function according to classical
calculus is defined and some basic properties are given.

In the fourth part of the thesis, the modulus function according to the non-
Newtonian calculation style is introduced and the classical modulus function
definition is generalized. Some basic features are expressed and proven. Some
supporting examples are presented to support these theoretical results.

In the last part, the obtained results are expressed and the recommendations are
given place.

Keywords: o —Arithmetic, o —Continuity, *-Limitation, *-Module function, *-
Calculus.
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1. GIRIS

Bu calisgmada N ve R sembolleri ile sirasiyla dogal sayilar ve reel sayilar
kiimeleri gosterilsin. Modiiliis fonksiyonu kavrami ilk kez 1953’te Japon
matematik¢i Nakano tarafindan tanimlanmistir. Daha sonra Maddox (1986), Ruckle

(1973) kaynaklarinda modiiliis fonksiyonunun bazi temel o6zellikleri incelenmistir.
Asagidaki kosullar1 saglayan g:[O, 00)—)[0,00) fonksiyonuna bir modiiliis

fonksiyonu denir.
Her x,y e [0,00) igin
1) g(x)=0<x=0,
i) g(x+y)<g(x)+g(»),
iii) g, artandur,
iv) g, sifir noktasinda sagdan stireklidir.

Son yillarda toplanabilme teorisinde modiiliis fonksiyonu iizerine yapilan
caligsmalar dikkat cekmektedir. Bir ¢ok matematik¢i klasik modiiliis fonksiyonu

yardimiyla ¢esitli dizi uzaylar1 tanimlayip, 6zelliklerini incelemistir.

Micheal Grossman ve Robert Katz 1967-1970 yillar1 arasinda Newtonyen
olmayan kalkiiliis ad1 verilen yeni bir hesap ailesi kurmuglardir. Newtonyen olmayan
hesaplar farkli aritmetik tiirlerini ve bunlarm iireteglerini kullanir. ilk olarak klasik
hesap, geometrik hesap, harmonik hesap ve kuadratik hesap igeren kalkiiliisiin bir
sonsuz ailesini tanimlamislardir. Newtonyen olmayan kalkiiliis yerine *-kalkiiliis

veya *-hesap ifadesi de kullanilmaktadir.
a , reel sayilar kiimesinin X ve ¥ =R alt kiimeleri arasinda birebir ve rten
bir fonksiyon olsun. Burada R ={a(x) :xe]R} dir. Asagida verilen islemler ve

siralama ile birlikte o : X — Y < R fonksiyonu iirete¢ adin1 alir ve o —aritmetik adi

verilen bir aritmetik tanimlar.

Her r,s e R, i¢in

o —toplama r+s= a{a’l(r)+a’1(s)}



o —¢ikarma r-s=a {a’l (r)- a’l(s)}
a —¢arpma rxs=a {ail(r) X a’l(s)}
a —bdlme (s#0) ris=ala™(r)/a’(s))

o —siralama r<seal(ry<a’(s).

Keyfisecilmis o ve f iireteg fonksiyonlart yardimiyla *-kalkiiliis
aritmetiklerin  sirali ikilisi (e« -aritmetik,  f-aritmetik) olarak tanimlanmistir.

Fonksiyonlarin tanim kiimesi *-kalkiiliise gore « -aritmetik iizerinde, deger kiimesi

p -aritmetik lizerindedir. Newtonyen olmayan hesap ile ilgili literatiir zengin ve

ulasilabilirdir. *-Kalkiiliis teorisi, topolojisi ve analizi hakkinda daha fazla bilgi igin
okuyucuyu literatiire yonlendiriyoruz (Grossman, 2006; Tiirkmen ve Basar, 2012;
Cakmak ve Basar, 2012; Duyar vd., 2015; Binbasioglu vd., 2016; Giingor, 2020).

Son yillarda yapilan arastirmalara bakildiginda Newtonyen olmayan modiiliis
Fonksiyonunun tanimi ve bazi 6zellikleri ile ilgili literatiirde herhangi bir ¢calismaya
rastlanmamistir. Bu sebeple calismamizin temel amaci Newtonyen olmayan hesap
tarzina dayali alternatif bir *-modiiliis fonksiyonu tanimlamaktir. Bu tezde
Newtonyen olmayan hesap tarzina gore modiiliis fonksiyonunun (*-modiiliis) tanimi1
yapilip akabinde *-modiiliis fonksiyonu ornekleri verilmis ve baz1 6nemli teoremler
ve Onermeler ispatlanmistir. Ayrica *-modiiliis fonksiyonlarinin *-toplami, *-farki ve
*-bileskesi tanimlanmistir. Elde edilen bu teorik sonuglar1 desteklemek i¢in bazi

destekleyici ornekler ve sonuglar sunulmustur.



2. GENEL BILGILER

Calismanin bu kisminda diger kisimlarda kullanilacak olan temel tanim, teorem

ve gosterimlere yer verilecek ve *-kalkiiliis teorisi 6zetlenecektir.
2.1. Klasik Kalkiiliiste Baz1 Temel Kavramlar

Tanim 2.1.1.: Museyev vd. (2003), AcR, f:4— R bir fonksiyon, LR

ve ¢ noktasi, 4 kiimesinin bir yigilma noktast olsun. Verilen her &>0

sayisina karsilik
i) 0<|x—c|<& olanher x e 4 i¢in |f(x)—L|<e
olacak sekilde bir o =0J(g) >0 sayisi bulunabiliyorsa x, ¢ noktasina yaklastiginda

f fonksiyonunun limiti L dir denir ve £1£1} f(x)=L bigiminde gosterilir.
i) Her x e (c,c+8)N A4 igin |f(x)-L|<¢&
olacak sekilde o =0J(e)>0 sayis1 bulunabiliyorsa x, ¢ noktasina sagdan
yaklagirken f fonksiyonunun limiti Z; dir denir ve f(c")= }Lr(r} f(x)=L, bigiminde
gosterilir.
iii) Her xe(c—6,c)n 4 igin |f(x)-L,|<e
olacak sekilde bir 6 =0(¢)>0 sayist bulunabiliyorsa x, ¢ noktasina soldan
yaklasirken f fonksiyonunun limiti L, dir denir ve f(c™)= }Lr(r} f(x)=L, biciminde
gosterilir.
f fonksiyonunun ¢ noktasinda limiti varsa
fle)=fe)=L
dir.
Tanim 2.1.2. Museyev vd. (2003), Bir ¢ reel sayis1 ve (c,)cR dizisi

verilsin. Eger verilen her ¢ > 0 sayisina karsilik

n>N olan her ne N igin |cn—c|<g



olacak sekilde N = N(¢)e N sayis1 bulunabiliyorsa (c,) dizisi ¢ noktasina yakinsar

denir ve bu durum limc, = ¢ ile gosterilir.

n—>0

Tanim 2.1.3. Museyev vd. (2003), AcR, f:4— R bir fonksiyon, ce 4

olsun. Eger verilen her ¢ >0 sayisina karsilik

|x—c| <0 olan her x € 4 i¢in |f(x)—f(c)| <&
olacak sekilde bir 0 =d(g) >0 sayis1 varsa f fonksiyonu ¢ noktasinda siireklidir
denir.

Eger f, A nin her noktasinda siirekli ise /', 4 kiimesinde siireklidir denir.

f:4— R fonksiyonu 4 nin tiim ayrik noktalarinda siirekli olacagindan, limit

tanim1 goz Oniine alinirsa siireklilik tanimi1 agsagidaki sekilde de yapilabilir:

S 14— R fonksiyonu ¢ € 4 noktasinda stireklidir < lim f(x) = f(c) dir.

Sagdan ve soldan limit tanimlar1 g6z oniine alindiginda
lim /(x) = f(c)
oluyorsa f, c € A noktasinda sagdan siireklidir denir.

R de siireklilik tanimina denk olan dizisel stireklilik tanimini verelim.

Tanim 2.1.4. Museyev vd. (2003), Ac R, f:A4—>R fonksiyonu verilsin.
ce A ve limx, =c oOzelligindeki her (x,) A—{c} icin lim f(x,) = f(c) ise [, c

n—»0

noktasinda dizisel stireklidir denir.

Tanim 2.1.5. Maddox (1980), X bos olmayan bir kiime ve [F kompleks veya

reel sayilari bir cismi olsun. Eger her x,y,ze€ X ve her A, u €F i¢in

+: X xX > X cFxX o X
(x,y)>x+y (A,x) > Ax

Islemleri asagidaki kosullar1 sagliyorsa, X kiimesine F Cismi iizerinde bir vektdr

uzay1 (lineer uzay) denir.

1) X+y=y+x

1) (x+y)+z=x+(y+2)



i) x+6 =x olacak sekilde 8 € X vardir.

v) x+(—x) =6 olacak sekilde (—x) e X vardur.

V) lx=x

Vi) Ax+y)=Ax+ Ay

vii) A+ p)x=Ax+ ux

viii) A(ux) = (Au)x

Tanim 2.1.6. Bir f:X — R fonksiyonu verilsin. Eger her xe€ X i¢in
| f (x)| <M olacak sekilde M >0 sayis1t varsa f fonksiyonuna sinirli fonksiyon

denir.

Tanim 2.1.7. Kizmaz (1993), X bos olmayan bir kiime ve d: X xX >R

fonksiyonu her x,y,z € X icin asagidaki sartlar1 sagliyorsa d ye bir yari metrik,
(X,d) ikilisine de yar1 metrik uzay denir.

1) d(x,x)=0

i) d(x,y)=d(y,x)

i) d(x,z)<d(x,y)+d(y,z)
Eger (i) kosulu ““d(x,y)=0< x =y’ olarak alinirsa d ye metrik, (X,d) ikilisine
de metrik uzay denir.

Tanim 2.1.8. Kizmaz (1993), (X,d) metrik uzayindaki her Cauchy dizisi d
metrigine gore X uzaymin bir elemanina yakinsiyor ise (X,d) metrik uzayimna tam

uzay denir.

Tanim 2.1.9. Wilansky (1964) X, F cismi iizerinde bir lineer uzay olsun. Eger
p:X > R fonksiyonu her x,ye X i¢in asagidaki sartlar1 sagliyorsa p ye bir

paranorm, (X, p) ikilisine de paranormlu uzay denir.
) p(@)=0
i) p(x) = p(=x)
i) p(x+y) < p(x)+p(y)

iv) (t,) cF ve t, >t olmak lizere p(x, —x) — 0 olan (x,) c X i¢in



p(t x, —tx) > 0 (skalerle ¢arpimin siirekliligi)

Tanim 2.1.10. Wilansky (1964), X, [F cismi lizerinde bir lineer uzay olsun.
Eger g: X —> R fonksiyonu her A€F ve her x,ye X icin asagidaki sartlari

sagliyorsa ¢ ya bir yart norm, (X,q) ikilisine de yar1 normlu uzay denir.
i) q(Ax) =|2|q(x)
ii) q(x+y) <q(x)+q(y)

Tanim 2.1.11. Kizmaz (1993), X, F cismi lizerinde bir lineer uzay olsun. Eger

|||| : X > R fonksiyonu her 4 € ve her x,y € X i¢in asagidaki sartlar1 sagliyorsa

|||| ya bir norm, (X ,

) ikilisine de normlu uzay denir.

Do [d=0ex=6
if) [ 2] =4[]+
i) ey <[+

Her norm ayni zamanda bir yar1 normdur.
Onerme 2.1.12. Kizmaz (1993),

i) Her x,y € C i¢in

resl _ D]
l+|x+y|_1+|x| l+|y|

i1) 0<r<1ve a,b>0 igin
(a+b) <a" +b"
esitsizlikleri vardir.
2.2. Aritmetik Sistemler

Evreni (realm) R kiimesinin bir alt kiimesi olan bir tam sirali cisim aritmetik
olarak adlandirilir. Sonsuz c¢oklukta aritmetik bulunmaktadir. Bunlardan biri klasik
aritmetik olarak adlandirilan reel sayi sistemidir. Bunun yani sira exp fonksiyonu ile

tretilen aritmetik geometrik aritmetik, g, ile tretilen aritmetik ise ¢, —aritmetik

olarak aritmetiklere 6rnek gosterilebilir.



Asagidaki kavramlar tanitilirken genel olarak Grossman ve Katz kullanilmistir.

Tanim 2.2.1. Tanim kiimesi R ve goriintii kiimesi de R kiimesinin bir alt
kiimesi olan birebir fonksiyona iirete¢ denir. I 6zdeslik fonksiyonu, exp fonksiyonu,
x* ile tamml fonksiyon iireteg fonksiyonuna drnek gosterilebilir. Goriintii kiimesi

U olan bir a ireteci géoz Oniine alinsin. Bu iirete¢ 7,5 e U olmak iizere asagida

verilen iglemler ve siralama bagintisiyla birlikte o —aritmetik olarak adlandirilir.

o —toplama r+s= a{a’l (r)+a’1(s)}
o —¢ikarma r=s :a{a’l(r)—a’l(s)}
a —¢arpma rxs=a {ail(r) X a’l(s)}

a—bdlme (s#0) rls

ala™(r)/a(s)]
o —siralama r<seal(ry<a’(s)

0 < x olan sayilar ¢ —pozitif, x <0 olanlar ise & —negatif sayilardir. o —bir sayis
1=a(l) olarak gosterilir. « —tamsayilar, 0 sayisindan ardisik olarak 1 sayisinn
a —toplamasiyla ve 0 sayisindan ardisik olarak 1 sayisimn o —gikarmasiyla elde
edilir.
o —tamsayilar

v (=2),a(-1),a(0),a(l),a(2),...
seklindedir. Her bir n tamsayis1 « —aritmetigine gore n =a(n) ile gosterilir. Eger
n bir a —pozitif tamsay1 ise

a=1414..41
\—w__d
n—defa

olarak yazilir.

Tanim 2.2.2. U kiimesindeki her u < v sayisi igin u < x <v kosulunu saglayan

xeU sayillarinin kiimesi « —aralik olarak adlandirilir ve [u,v] ile gosterilir.

[u,v] a—arahigi v=u «—uzunluga sahiptir.

Tanim 2.2.3. exp fonksiyonu ile {iretilen aritmetige geometrik aritmetik denir.



Geometrik aritmetige goére bazi semboller ve islemler ¢ ve d keyfi pozitif reel

sayilar olmak {izere Tablo 2.1.’de verilmistir (Boruah, 2017).

Tablo 2.1. Geometrik Aritmetik

Ureteg exp

Evreni(realm) R*

Geometrik sifir |

Geometrik bir e

¢ ile d nin geometrik toplan1 exp {1n c+Ind } =cd

¢ ile d nin geometrik farki exp {ln c—Ind } =c/d
¢ ile d nin geometrik ¢arpimi exp {ln c.Ind } = =g
¢ ile d nin geometrik béliimii (d # 1) exp {ln c/In d} ="
Geometrik siralama Klasik siralama ile 6zdes
Geometrik pozitif sayilar 1 den biiyiik sayilar
Geometrik negatif sayilar 1 den kiigiik sayilar
Geometrik araliklar Pozitif araliklarla 6zdes
[c,d] geometrik uzunlugu d/c

Tamm 2.2.4. Her xeR i¢in ¢,:R—>R_cR fonksiyonu ve onun ters

fonksiyonu ¢, olmak iizere

x?, x>0 x”, x>0
q,(x)=4 0, x=0 Ve qpfl(x): 0, x=0
! —(=x)?, x<0

—(-x)”, x<0
seklinde tanimlanan ¢—{irete¢ fonksiyonlarma sirasiyla p.kok ve p.kuvvet

tretegleri denir. Bu Uretegler yardimiyla g, —aritmetik diye adlandirilan bir alt
a(x)=q,(x) smifi elde edilir (Grossman, 1979).
p=2 ve p=-1 durumlarinda sirasiyla ¢-—kuadratik aritmetik ve ¢—harmonik
aritmetik elde edilir.

2.3. Newtonyen Olmayan Reel Sayilar Cismi ve Baz1 Ozellikleri

Tamim 2.3.1. R(N)={a(x):xeR} kimesine Newtonyen olmayan reel sayi

kiimesi denir. Newtonyen olmayan reel say1 kiimesi R(N) i¢in (+) toplama ve (%)

carpma ikili islemleri ile < siralama bagintis1 asagidaki gibi tanimlanur.



+:R(N)xR(N) = R(N)

(r,s) >r+s= a{ofl(r)+0f1 (s)}

X

‘R(N)xR(N) = R(N)

(r,s) > rxs= a{a"l(r)xa‘l(s)}

IN-

r,seR(N), r<sea'(r)<a’(s)

Teorem 2.3.2. (R(N),+,%,<) tam sirali cisimdir (Duyar & Erdogan , 2016).
Onerme 2.3.3. p,r,s,t € R(N) olmak iizere asagidaki esitsizlikler vardir:
1) p<rise pts<r+sve p=s<r-=s,

2) p<rve s<tise p+s<ritve p=s<r=t,

3) p<rve 0<s ise pxs<rxs ve Py<ly,
s

]

4) 0< p,r ve p<r ise lNéiN,
rop

5) p<rise 0=r<0=p olur.

Tamim 2.3.4. U cR(N) kiimesindeki bir u sayismin o —karesi u” ile

gosterilir ve u”¥ =uxu olarak tanimlanur.

U c R(N) kiimesindeki bir u# sayisinin « —karekoki, a —karesi u ya esit olan o —

. N, . o1 .2 N
negatif olmayan say1 olarak tanimlanir ve Juile gosterilir. Yani t™ =u &t = Ju

dir. Boylece

olur.
u € R(N) nin p.Newtonyen olmayan iissii ve g. Newtonyen olmayan kokii sirastyla

N
u? ve Yu ile gosterilir.

sl ) -l ]

W =u™ xu= a{a’l {a[a’l(u)xa’l(u)]} X a’l(u)} = a{[al(u)T}
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uP =P sy = a{[a—l(u):lp}

seklinde tanimlanir.
Tanim 2.3.5. U c R(N) kiimesindeki bir x sayisinin Newtonyen olmayan

mutlak degeri |x| v 1le gosterilir.

X x50
|x|N: 0 , x=0
0=x ,x<0

seklinde tanimlanir. Buna gére U — R(N) kiimesindeki her x sayist igin
N
Vx =]y, = a(‘a"l(x)‘)

yazilir.

Onerme 2.3.6. p,r,s,teR(N), meN ve s,t;éO olmak {izere asagidaki

esitlikler vardir.

pxt)-f-(rxs)N
SXt

1) Pyiryt
S t

2y Pyt o @X)=(rks) o
Ky t SXt

N PN IN=L" .
S

t SXt
. £N p t pxt
4) r#0 olmak iizere S—N =ZNx—N=2"N,
"N s r SXr
t

5) (EN) -2 N,
Ky K

6) (psr)™ = p™xr™,

10



N e =(per)i(pir)
Onerme 2.3.7. r,s e R(N) olmak iizere asagidaki dzellikler vardir:

1) |r|Nés<:>(')4s§r§s,

2) |}’><S|N :|r|N X|SN’

= &N dir.

N |S|N

Ly
S

3) s #0 olmak iizere

Onerme 2.3.8. u,v € R(N) olsun. O halde asagidaki esitsizlikler vardir.
D) Jut], <ful, +M,

2) =, |, £,

Onerme 2.3.9. x,y € R(N) olsun. O halde;

T O N
T+ |x 4+ ], 14|, 14|y,

dir.

Onerme 2.3.10. (Newtonyen Olmayan Minkowski Esitsizligi): k € {1, 2,3,...

icin b,,c, e R"(N) ve p >1 olsun. O halde;

N N N
l\’/NZ(bk ‘e )" < </N2bkp“’ + i/NZCkpN
k=1 k=1 k=1
dir.
Teorem 2.3.11. 0< p<1, b,c20 ise (b+c)™ £b™ +c7 dir.

Ispat: Newtonyen olmayan Minkowski esitsizligi kullanilirsa
N C P ) NP |
Ny (b +¢) <[ vD(b) + v ()
k=1 k=1 k=1
b.,b,,..h >0, ¢,c,,..c, 20, r>1

11



esitsizliginde n=2 igin b, =1,b, =0,¢, =0,c, =¢ alinirsa

o) L (1 1 2]
(l—i-t””) "y L l—i-(t””) r)v =1+t elde edilir. Burada » =—>1 ve z=¢""" alinirsa
p

(i + z)pN <14 z" bulunur. z = %N alimirsa (b + c)p” < b 4 ¢ bulunur.

2.4. *-Kalkiiliis

Grosmann ve Katz keyfi secilmis iki iirete¢ fonksiyonlart yardimiyla *-
kalkiiliisii tanimlamiglardir. *-Kalkiiliiste siklikla ¢ -aritmetik tanim kiimesi, [ -
aritmetik de deger kiimesi i¢in kullanilir.

Bu kisimda tezin bulgular boliimiinde kullanilacak olan *-kalkiiliisteki bazi
temel tanim ve kavramlar Grossman ve Katz’in ¢alismasindan faydalanilarak ifade
edilecektir.

Tanim 2.4.1. a ve f keyfi secilmis liretecler ve * (yildiz) ise aritmetiklerin
siral1 ikilisi (e« -aritmetik, f-aritmetik) olarak tanimlansin. Tablo 2.2.°deki

semboller ilerleyen kisimlarda kullanilacaktir.

Tablo 2.2. *-Kalkiiliis

« -aritmetik [ -aritmetik
Evreni(realm) yv=R, p=R 2
Toplama + +
Cikarma - =
Carpma X X
Bo6lme / /
Siralama < <

*-Kalkiiliise gore fonksiyonlarin tanim kiimesi « -aritmetik iizerinde, deger kiimesi

L -aritmetik tlizerindedir. Asagidaki li¢c 6zelligi saglayan izomorfizm, « -aritmetikten

p -aritmetige giden tek bir 7 (iota) fonksiyonu ile belirlidir.

1. 1 birebirdir.

2.1 w den ¢ ye Ortendir.
3. v kiimesindeki herhangi » ve s sayilari i¢in;

(r+s)=ur)+us),
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(r=s)=ur)=is),
(rxs)=ur)Xus),
W(rls)=1r)1(s) , s#0,1(s)=0
r<s<ur)<i(s)
dir.
a:R—>y, f:R—>¢ oldugundan : izomorfizma fonksiyonu her xey igin
x)=p4 {a’l (x)} olarak yazilir ve her m tamsayisi i¢in () = i dir.
Ayrica r4+s=1" {z(r) ¥ z(s)} oldugundan « -aritmetikteki herhangi bir ifade kolayca
p -aritmetige doniisebilir.

a ve [ lreteglerinin asagidaki gibi 6zel olarak secimiyle klasik, geometrik,
anageometrik, bigeometrik, quadratik, anaquadratik ve biquadratik kalkiiliis Tablo

2.3’de verilmistir (Grossman, 1979).

Tablo 2.3.0zel Kalkiiliisler

Kalkiiliis o p
Klasik I I
Geometrik I exp
Anageometrik exp I
Bigeometrik exp exp
dratik I
Qadrati q,
Anaquadratik q I
p
Biquadratik
iquadrati q, q,

Geometrik kalkiiliiste doniistimler pozitif degerli fonksiyonlara uygulanir. Eger

negatif degerli fonksiyonlarla ¢alisilmak istenirse =/ ve [ =-—exp alarak
geometrik kalkiiliis elde edilir. Benzer mantikla tanim kiimesi negatif elemanlardan
olusan fonksiyonlar i¢in o =—exp ve S =[alindiginda anageometrik tip kalkiiliis,
a =—exp ve f=—exp alindiginda ise tamim ve deger kiimesi negatif elemanlardan

olusan bigeometrik tip kalkiiliis elde edilebilir.
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Tanim 2.4.2. X, bos olmayan bir kiime, & herhangi bir {irete¢ fonksiyonu

olsun. d,: XxX — R fonksiyonu her r,s,t € X i¢in asagidaki sartlar1 sagliyorsa
(X,d,) ikilisine bir Newtonyen olmayan metrik uzay, d_, fonksiyonuna da X
tizerinde bir Newtonyen olmayan metrik denir (Sagir&Erdogan, 2016).

1) da(r,s)z()@ r=s

i) d, (r,s)=d,(s,r)

i) d,(r,t)<d (r,s)+d,(s,t)

Tanim 2.4.3. X =(X,d,) Newtonyen olmayan metrik uzay olsun. Her r € X
ve ¢3>0 sayisti¢in B, (r,¢)= {s eX:d,(rs)< g} ile tanimli kiimeye Newtonyen
olmayan r merkezli ¢ yaricapl a¢ik yuvar denir (Sagir&Erdogan, 2016).

Benzer sekilde her re X ve &3>0 saywsi igin B, [r,e]={se X :d,(r,s)<e} ile
taniml1 kiimeye de Newtonyen olmayan » merkezli ¢ yarigapli kapali yuvar denir.

Tanim 2.4.4. X =(X,d,) Newtonyen olmayan metrik uzay olsun. S ¢ X ve
re X olmak iizere her €30 sayisi icin (Ba (r,e)- {r}) NS #@ oluyorsa re X
noktasina § kiimesinin « -yigilma noktast denir. § kiimesinin « -y1gilma
noktalarinin kiimesi S« ile gosterilir (Sagir&Erdogan, 2016).

Tanim 2.4.5. (Newtonyen olmayan yakinsak dizi): X =(X,d,) Newtonyen
olmayan metrik uzayinda (bn) dizisi ve bir be X noktas: verilsin. Her &30
sayisina  karsthk her n>n, oldugunda d,(b,,b)<e olacak sekilde bir
n, =n,(¢) € N bulunabiliyorsa (b,) dizisine « -yakinsaktir denir ve bu durum

“limb, =b veya n > iken b, —— b ile gosterilir (Sagir&Erdogan, 2016).

n—0

Tanim 2.4.6. (Cauchy anlaminda *-limit) : ave [ iki iirete¢ olmak iizere

XcR,, f:X >R, bir fonksiyon, re X vebe R, olsun. Her & 50 sayisina
karsilik 0 < |x;r|a <0 kosulunu saglayan her xe X igin | f (x)ib| p <& olacak

sekilde bir 6 =5(¢)>0 sayisi bulunabilirse f fonksiyonunun » noktasndaki *-

limiti b dir denir ve *-lim f(x) = b ile gosterilir (Sagir&Erdogan, 2016).
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Tanim 2.4.7. (Heine anlaminda *-limit (veya *-dizisel limit)): ave [ iki
trete¢ olmak tizere X cR,, f:X — R, bir fonksiyon, re X “ ve beR  Olsun.
r noktasma e« -yakinsayan tim (b )c X —{r} dizileri i¢in ( f (bn )) dizisi b
sayisina f —yakinsiyorsa f fonksiyonunun r noktasindaki *-limiti (Heine
anlaminda) b dir denir ve *- £1_r)rr1 f(x)=>b ile gosterilir (Sagir&Erdogan, 2016).

Onerme 2.4.8. Cauchy ve Heine anlaminda olan *-limit tamimlar1 denktir
(Sagir&Erdogan, 2016).

Teorem 2.4.9. Sagir&Erdogan, (2016) : Verilen f,g: XcR, >R,
fonksiyonlar1 i¢in *- £1£Irl f(x)=14 ve *- £1£1} g(x)=y olsun. Bu durumda asagidaki

ifadeler dogrudur:

1) *-lim(£(x) % g()) = 27

2) *-lim( £ ()% g(x)) = A%y

3) Her re X igin *-lim(g(x)) =0 ise *- lim(&ﬂ] = iﬁ
o | g(x) /4

-l ol -V
5) Bir 6 € R, sayist igin *-lim(5% f(x)) = 5% A

Teorem 2.4.10. (*-Sureklilik): X =R, f: X — R, bir fonksiyonu ve re X
noktas: verilsin. Herhangi & 30 sayisina karsilik |x;r|a <0 olan her xe X igin
‘ f(x)=r (r)‘ﬂ <& olacak sekilde en az bir 5=3(¢)>0 sayist bulunabiliyorsa f
fonksiyonuna » € X noktasinda *-siireklidir denir (Sagir&Erdogan, 2016).

Tanim 2.4.11. Bir f fonksiyonunun » € X noktasinda *-siirekli olmasi i¢in

gerekli ve yeterli sart » € X noktasinin f fonksiyonunun tanim kiimesinin elemani

ve *-lim f'(x) = f(r) olmasidir (Sagir&Erdogan, 2016).

15



Tanim 2.4.12. Bir f fonksiyonunun r € X noktasinda *-sagdan siirekli olmasi

icin gerekli ve yeterli sart » € X noktasinin f fonksiyonunun tanim kiimesinin

elemani ve *- lirr} f (x) = f(r) olmasidir (Sagir&Erdogan, 2016).

Tamim 2.4.13. (*-dizisel sireklilik): X <R, f:X — R, bir fonksiyon ve

re X noktast verilsin. Eger b, € X, n=12,3,.. ve alim(bn)zr kosullarmi

Hn—0

r € X noktasinda *-dizisel siireklidir denir (Sagir&Erdogan, 2016).

Tanim 2.4.14. R, kiimesinde bir Newtonyen olmayan (c,) dizisi verilsin.

o0 o0
n— n—» m>n

“ lim(“ sup{c, :m> n}) = lim(“ supcmj
o —limitine (c,) dizisinin o —{st limiti denir ve “ limsupc, ile gosterilir.

R, kiimesinde verilen bir (c,) dizisi i¢in “ lim( “inf{c, :m> n}) = lim(“ inf cm)

o —limitine (c¢,) dizisinin «—alt limiti denir ve “liminfc, ile gosterilir
(Sagir&Erdogan, 2016).

Tanim 2.4.15. Bir f:XcR, >R, fonksiyonu x <x, olmak lizere her
x,x, € X i¢in f(x)< f(x,) (f(x)3 f(x,)) oluyorsa, f fonksiyonuna *-artan (*-
azalan) fonksiyon denir (Duyar&Erdogan, 2018).

Tanim 2.4.16. Bos olmayan bir X < R(N) alt kiimesi verilsin. Her xe X
icin x <M olacak sekilde bir M € X elemanm varsa M elemanma X kiimesinin

o —maksimal elemant denir ve kisaca M = “maks{x:x € X} = “maksX yaziur.

Tanim 2.4.17. Verilen bir ¢ —alttan sinirhh X < R(N) kiimesi i¢in

B={b:b,X kimesinin bir o —alt siniri} olsun. B kiimesinin o —maksimal

elemanma X kiimesinin & —infimumu denir ve “inf X ile gosterilir.

Teorem 2.4.18. (o —infimum 6zelligi): Bos olmayan ve « —alttan sinirh bir

X c R, kiimesi verildiginde ¢ = “ inf B olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul
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(1) ¢ sayisinin B kiimesi i¢in bir o —alt sinir olmasi ve

(2) Her &30 sayisi igin b, <c+¢& olacak sekilde en az bir b, € B sayisinin

bulunmasidir (Duyar&Erdogan, 2018).

Tanim 2.4.19. R(N) Newtonyen olmayan reel sayilar kiimesinde o —art1
(pozitif) sonsuz +oo = JIC% a(x), a—eksi (negatif) sonsuz ise ~oo = XIEEC a(x) olarak
tanimlanir.

Bu tanimdan yola ¢ikarak R(N) Newtonyen olmayan reel sayilar kiimesi
R(N) = {a(x) X e ]R} = (=00, +o0) seklinde & —acik aralik olarak da ifade edilebilir

(Duyar & Erdogan , 2018).
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3. MODULUS FONKSiYONU

Modiiliis fonksiyonu fikri ilk defa Nakano tarafindan 1953’te ortaya atilmistir.
Bu kisimda Deeb ve Hussein (1980), Maddox (1986), Nakano (1953), Ruckle
(1973), Bilgin (1993) kaynaklar1 yardimiyla derlenen modiiliis fonksiyonu tanimi

yapilip, 6zellikleri verilecektir.

Tanim 3.1. Nakano (1953), g: [O, 00) —> [0, 00) fonksiyonu asagidaki kosullari

sagliyorsa bu fonksiyona modiiliis fonksiyonu denir.
Her x,y €|0, 00) icin
1) glx)=0=x=0,
i) gx+y)<g(x)+g(y),
iii) g, artandur,
iv) g, sifir noktasinda sagdan siireklidir.

Onerme 3.2. g, modiiliis fonksiyonu ise
i)Her x,y € [O, 00) igin
lg(x)—g(»)| < gx—y)
esitsizligi saglanir.
i) g, [0, 00) araliginda siireklidir.
Ispat: i) g, modiiliis fonksiyonu oldugundan her x,y € [O, 00) icin saglanan
g(x+y)<g(x)+g(y) esitsizliginde dnce x yerine x—y yazilirsa
g()-g(y) <g(x-y),
sonra y yerine x —y yazilirsa
g(y)—gx) <g(x-y)
elde edilir. Buradan
—8(x-y) < g(x)-g(y) <g(x-y)

olur. Bu ise istenendir.
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i) belo, OO) keyfi fakat sabit olarak alman bir nokta olsun. limb, =5 olan

n—»ow0

herhangi (bn) c [O, OO) dizisi verildiginde lim(bn —b) =0 olur. Diger taraftan

n—0

g, 0 noktasinda dizisel siirekli olup,
limg (b, ~b)=g(0)=0
yazilir. Bir dizinin yakinsaklik tanimina gore her ¢ >0 sayisina karsilik her n > n,
igin
g (b,~b) <&
olacak sekilde bir n, € N vardir. Boylece her n > n, i¢in Onerme 3.2. (i) den
‘g(bn)—g(b)‘ <g
yazilir.

Buradan lim g(bn) =g(b) olup g, b noktasinda dizisel siirekli, dolayisiyla g, b
noktasinda siireklidir.

Modiiliis Fonksiyonlar1 sinirli veya sinirsiz olabilir.

Omek 3.3. 0<p<1 igcin, g:[O, OO) —)[O, OO) , g(x)=x" smirsiz modiiliis

fonksiyonudur:
1) g(x)=x"=0< x=0 dir.
i) gx+y)=(x+y)" <x"+y" =g(x)+g(»)
iii) g fonksiyonu artandir, ¢iinkii her x € [0, OO) icin g'(x) = p.x?"' >0 dir.

iv) limx”"=0= f(0) oldugundan g fonksiyonu 0 noktasinda sagdan
x—0"

sureklidir.

Ornek 3.4. g: [O, 00) —)[0, 00) , g(x)= IL ile tanimhi g fonksiyonu sinirl
+Xx

modiiliis fonksiyonudur:
. X
1) g(x)=—=0x=0
I+x
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i) gy ==t P T gy g()
I+x+y l+x+y 1+x+y 1+x 1+y

>0 dir.

2

iii) g fonksiyonu artandir, ¢iinkii her x € [0, OO) icin g'(x)= !
I+x

v) limli:O: 2(0) oldugundan g fonksiyonu 0 noktasinda sagdan

0" 1+ x

sureklidir.

Her x €0, 00) i¢in

" <1 oldugundan g smurl fonksiyondur.
+X

Omek 3.5. b>1 igin g:[0,00)—>[0,0), g(x)=log,(1+x) modiiliis

fonksiyonudur:
i) g(x)=log,(1+x)=0=1+x=b" < 1l+x=1<x=0
i) 1+x+ypy<(1+x).(1+y) esitsizliginin her iki tarafinin logaritmasi alinirsa

log,(1+x+y)<log,[(1+x).(1+y)]=log,(1+x)+1log,(1+y)
ii1) g fonksiyonu artandir, ¢iinkii her x € [0, oo) icin g'(x)= %log ,e>0
+x

1v) Logaritma fonksiyonu siirekli oldugundan
lim log, (1+x) =0=g(0)
x—0*

olup g fonksiyonu 0 noktasinda sagdan stireklidir.

Simdi de g ve A modiilis fonksiyonlarinin cebirsel o6zellikleri ile ilgili

Onermeler verelim:

Onerme 3.6. Bilgin (1993), g ve & modiiliis fonksiyonlar1 olsun.

1) >0 olmak iizere 4.g, g+h ve goh modiiliis fonksiyonudur.

2) & modiiliis fonksiyonudur.
I+g

3) g—h, gh, %, g~ fonksiyonlarmin modiiliis fonksiyonlar1 olmasi
gerekmez.
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Ispat: 1) g ve & modiiliis fonksiyonlari olsun.

)(g+h)(x) =0 g(x)+h(x) =0 g(x)=0, h(x)=0= x=0

i) (g+m)(x+y)=g(x+y)+h(x+y)
<g(x)+g()+h(x)+h(y)

=(g+m)(x)+(g+n)(y)

'

iii) ((g+h)(x)) = g'(x)+h'(x)>0 olup g+h artandur.
iv) g ve h modilis fonksiyonlart oldugundan lim g(x)=0, lim 4(x)=0 dur.
x—0" x—0*
Boylece lim(g+ /)(x) =0 yazilir. Dolastyla g+ /4 fonksiyonu 0 noktasinda sagdan
x—0*

sureklidir.

2) g modiiliis fonksiyonu oldugundan
. g _ _ _
i) [—j(x)—O@g(x)—O@x—O
I+g

>1+ !
gx+y) g(x)+g()

i) 1+

glx+y)+1 > g(x)+g(y)+1
g(x+y) g(x)+g()

g(x+y) < g(x)+g(y)
gx+y)+l g +g(y)+1

I {C) B (0))
g +g(»+1 gx)+g(y)+1

< g(x) N gy)
gx)+1 g(y)+1

olup

(lij(xw) s(i] (x)+(i](y>
+g I+g I+g

elde edilir.

iii) x < y olsun. g modiiliis fonksiyonu artan oldugundan g(x) < g(y) dir.
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1 1
[ > [
g(x) g)

>1+L

g(x) g(y)

1+

g(x)+1 S g(y)+1
g(x) g(y)

g(x) < g(y)
g+l gy)+1

dir.

iv) g modiilis fonksiyonu oldugundan, lim g(x)=0 dur.
x—0"

Boylece lim (lij(x):o yazilir. Dolayisiyla lg fonksiyonu 0 noktasinda
x—0" +g +

sagdan siireklidir.
3) g(x)=\/; ve h(x)=x ile tammh g ve & modiiliis fonksiyonlar1 goz oniine

alindiginda g—-#h, g.h, %, g~' fonksiyonlar1 modiiliis fonksiyonu degildir.

Onerme 3.7. g modiiliis fonksiyonu olsun.

i) beZ" olmak lizere
gb)<b.gl)
dir.
i) x€[0,00) ve e R olmak iizere
g(tx)<K.g(x)
olacak sekilde K sayisi vardir.
Teorem 3.8. Maddox (1987), g, ve g, modiiliis fonksiyonlari, 0 < <1 olsun.

Bu durumda x e [O, 00) icin g (x)>0 ise

(g0€2)(0) < 2%“)& )
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esitsizligi yazilir.

Ispat: 0< & <1 oldugundan g, (x)< %x) olur.
g (x)
x)<1+
g,(x) H S ﬂ
dir.
= gl( x)
Ayrica g,(x) >0 oldugundan >1 olup

g (g (x)<g, [1+|]gI§C)ID

&)
oo

< 2g,(D
S

g (%)

elde edilir.
Sonug 3.9. g bir modiiliis fonksiyonu ve 0 <6 <1 olsun. Bu durumda ne N

ve x€[0,00) i¢in g""(x) > 5 ise
( )< g() nfl(x)

olur.
Teorem 3.10. Her neN igin g, :[0,00) —>[0,0) olmak iizere g, modiiliis
fonksiyonlariin bir dizisi ve 0 < ¢ <1 olsun. Her bir x> § igin
X
g,(x)<2g,(1).—
)
esitsizligi yazilir.
Teorem 3.11. Maddox (1987), Her g modiiliis fonksiyonu i¢in
lim £ 8(x)

X—>0 X

limiti vardir.
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Teorem 3.12. Maddox (1987), g, lim&:9>0 kosulunu saglayan bir

t

modiilis fonksiyonu olsun. O zaman her ¢>0 igin g(¢)> .t olacak sekilde bir

£ >0 sabiti vardir.

Teorem 3.13. g 0zdeslik fonksiyonundan farkli, smirsiz bir modiiliis
fonksiyonu olsun. Bu durumda her x e[O, oo) i¢in g(fj > 1 olacak sekilde bir n
n) n

pozitif tamsayis1 vardir.

Ispat: xe[O, 00) keyfi olsun ve boyle bir n pozitif tamsayisinin olmadigini

kabul edelim.

Bu durumda her n€Z" i¢in g(f) <— olur.
n

S |~

Yani n.g (fj <1 olur.
n

~ng( 2]

oldugundan her x e [0, oo) icin g(x) <1 elde ederiz. Bu ise g nin sinirsiz olmasiyla

celisir. Ayrica g 6zdeslik fonksiyonu olursa

(x] 1 x 1
gl—|>—e—>—cx>1
n n n n

olup x €[0,1] i¢in bu sart saglanmaz.

Onerme 3.14. Bilgin (1993), g bir modiiliis fonksiyonu olsun. Eger p, X

vektor uzay1 lizerinde bir paranorm ise, go p de X iizerinde bir paranormdur.
Ispat: i) (g p)(0)=g(p(9))=g(0)=0

ii) p(x) = p(-x)
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g(p(x)) = g(p(-x))
(gop)(x)=(g°p)(=x)
iii) g modiiliis fonksiyonu artan oldugundan
p(x+y)=p(x)+p(y)
gp(x+y)<g(p(x)+p(y))
<g(p(x)+g(p(y)
dir. Yani
(gop)x+y)<(gep)x)+(gep)y)
iv) b, > b, x, > x olmak iizere (b,)cF ve (x,)c X dizileri almsm. p
paranorm oldugundan

p(b X —b.x)—)0<:>p(b X )—)p(b.x)

n n n n

(gop)(b,x,—bx)=g(p(b,x,—bx))
g, 0 noktasinda siirekli oldugundan dizisel siireklidir.
p(b,x,—bx)—>0
oldugunda
g(p(b,x, —bx))— p(0)=0
olup go p paranormdur.

Onerme 3.15. Bilgin (1993), g bir modiiliis fonksiyonu olsun. Eger d, bos
kiimeden farkli bir X kiimesi iizerinde yar1 metrik ise god de X iizerinde bir yar1
metriktir.

Onerme 3.16. Bilgin (1993), g bir modiiliis fonksiyonu olsun. Eger ¢, Y
vektor uzay1 iizerinde bir yar1 norm ise genel olarak gogq , Y iizerinde bir yar1 norm
degildir.

Ispat: g(x)=In(1+x) modiiliisii ve g(x)= |x| yarmormu alinsin.
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(g°¢g)(x) =In(1+]x]) dir. gog fonksiyonunda en az bir 1 €[0,%] igin
(g oq)(Ax)=1In(1+|Ax])=|A]|.In(1+]x|)

olup gog yari norm degildir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Tezin orijinal kismini olusturan bu kisimda literatiirde ilk kez yer alacak olan
Newtonyen olmayan aritmetige gore modiiliis fonksiyonu tanimlanip, temel
Ozellikleri incelenmistir. Elde edilen teorik sonuglari destekleyici Ornekler

verilmistir.

4.1. Newtonyen Olmayan Modiiliis Fonksiyonu

Tanim 4.1.1. (0[0, -i-OOj —> [O, 41005 fonksiyonu asagidaki kosullar1 sagliyorsa
bu fonksiyona Newtonyen olmayan modiiliis (*-modiiliis) fonksiyonu denir.
Her x,y € [O, —i—ooj icin

L p(x)=0=x=0

IL ¢(i+7) < () + 9())

III. ¢, *-artandir.

IV. ¢,0 noktasinda sagdan *-siireklidir.

Ornek olarak 4.1.1.Tammindaki II. kosulunu geometrik, anageometrik,
bigeometrik, biquadratik(QQ), anaquadratik(QI) ve quadratik(IQ) kalkiiliislerine

gore irdeleyelim:

Geometrik modiiliise gore & =17 ve f =exp oldugundan x=/(x)=x, y=I1(y)=y

olup

p(i+7)=0(x+y)=0(x+y),

0 (%) ¥ () = exp{In(p(x))+In (@ (1))} = exp{In(p(x)-0())} = o(x) 0 (»)
Bu ikisi birlestirilirse

o(x+y) <o(x)o(y)

elde edilir.
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X

Anageometrik modiiliise gore o =exp ve f =17 oldugundan x= exp(x) =e
y=exp(y)=e’ olup

p(x+y)= (p(e" -i‘ey)= (p(e".ey) ,

p(%)¥o(y) = I{]‘1 ((p(e"))+1’1 ((o(ey))} = 1{((/)(ex)+(p(ey))} = qp(ex)+(o(ey)

Bu ikisi birlestirilirse

go(e".ey) < (p(ex)Jrgo(ey)

elde edilir.

Bigeometrik modiilise gére o =exp, B=exp olduundan X=exp(x)=e",
y=exp(y)=e’ olup

p(x+y)= ¢(e“‘ -i—ey): (p(ex.ey) ,

p(%)¥o(y) = exp{ln(w(e"))+ln((p(ey))} = exp{ln((p(e“‘).(p(ey))} = w(e’“).(p(ey)
Bu ikisi birlestirilirse

go(e".ey) < go(ex).(o(e“”)

elde edilir.

Biquadratik (QQ) modiiliise gére a=¢q,, f=q,0olup x=y =0 almirsa q,(00=0
dir.

p(1+3)=p(0+0)=p(0+0)=p(0+0)=p(0),
0(2)Fo()=4,{4,"(2(0)+q," (¢(0))} =4, {0+0} =0
Bu ikisi birlestirilirse

?(0)<0

elde edilir. %*=0, 30 almsa bu durumda q, 0)=0, y=q,(y)= Y,

q;l(y) =" ve q;(x) =0 olup ¢, *-artan oldugundan
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o(i+7)=0(0+"7)=0(»"),

o(x)ie() =4, {611,'1 ((0)+q,” (2(»" ))} =q,{0+¢" (3" ) =q,{0" (")} =0 (»"")

Bu ikisi birlestirilirse

o(»"") Lo(¥")

elde edilir. x,ye€ (0, +00) alinirsa bu durumda y=g,(y) = YW k= q,(x)= X7,
q,'(»)=y" ve ¢, (x)=x" olup

p(i+3)=p(x" "7 )= p(x+1"),

p(H)¥0(=4,{0," (¢(x"))+a," (e(»'")) =4, {o" (" )+ 0" (»'")) =[ 0" (+'" )+ ¢’ (»)]"

Bu ikisi birlestirilirse
(0(()6 + y)l/p) < |:(0P (xl/p ) o (yl/P )}1/1;
elde edilir.

Anaquadratik (QI) modiilise gore a=¢q,, =1 olup x=y =0 almirsa q,(00=0
dir.

p(x+3)=p(0+0)=p(0+0)=p(0+0)=p(0),
()% 0() =1{I"(p(0))+ 1" ((0))} =1{0+0} =0
Bu ikisi birlestirilirse

?(0)£0

elde edilir. x=0, y>0 almrsa bu durumda q, 0)=0,y= q,(y)= Y7 @, *-artan

oldugundan
p(i+7)=0(0+)")=0(»"),
() Fo(0) =1{1" (9(0)+ 1 (0(»"))} = 1{0+0("")} =0(»"")
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Bu ikisi birlestirilirse
o) (")

1/p 1/p

elde edilir. x, ye((),-i—OO) almirsa bu durumda y=¢,(y)=y"", x=¢,(x)=x" olup
p(x4+3)=p(x"" 43" ) =p(x+"),

()50 =1{1" (o(x"7))+ 1" (0(3" )} = T{o(x"")+ 0 (")} = 0 (x"" )+ 0 (")

Bu ikisi birlestirilirse

o((x+)"") Lo(x")+o(»"")

elde edilir.

Quadratik (1Q) modiiliise gbre @ =1, =g, olup =y =0 alindiginda
p(x+3)=0(040)=p(0+0)=p(0+0)=(0),

o(3) e =4,{4," (2(0))+q," (¢(0))} =4, {0+0}=0

olup bu ikisi birlestirilirse

9(0)£0

elde edilir. x=0, y >0 durumunda

o(x+3)=p(0+7)=p(0+y)=0(»),

o ()T 00N =a,{9," (2(0))+a," (¢(»))} =4, {0+0" (»)} =4, {¢" ()} =0(»)
Bu ikisi birlestirildiginde

o(¥)<o(»)

elde edilir. X,y € (0, +ooj durumunda ise x=1(x)=x,y=1(y)=y, ¢ *-artan olup

p(x+y)=p(x+y)=0(x+y),
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p(1)F 00 =9,{q," (p(x)+a, (2(»)} =a,{0" (x)+ 0" (»)} =[{9" (x)+ ¢ (y)}T/p

Bu ikisi birlestirildiginde

. 1/
p(x+y) £ [{qo” (x)+¢” (y)}} ’
elde edilir.

Onerme 4.1.2. @, *-modiiliis fonksiyonu ise asagidaki dzellikler vardir.

i) Her x,y e [0,-i-ooj i¢in

esitsizligi saglanir.
ii) ¢, [O,J}ooj araliginda *-siireklidir.
Ispat: i) ¢, *-modiiliis fonksiyonu olsun. Bu durumda her %, y € [(), J'rooj icin
P+ ) £ p(0) ¥ ()
esitsizligi vardir. Burada 6nce x yerine Xy yazilirsa
P(¥) < p(x— )+ ()
P(3) = p(¥) < p(x - ) 4.1
elde edilir.

Sonra y yerine x -+ y yazilir ve ¢ fonksiyonunun *-artanligi kullanilirsa
P(x+3% =) < p(¥) + (i )
P(7)Sp(i+x=y) < () + (i)
9(7)= () < p(x =)

0= (k=) < p(x)=p(7) 4.2)

olup (4.1) ve (4.2)’den
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0= =) L p(x)=p(7) L p(i-y)
() = ()], 2o(x=7)
elde edilir.

i) ¢ e[(), -i—ooj keyfi fakat sabit alman bir nokta olsun. “lim(c,)=¢ olan

n—>0

herhangi ¢, [0,4+00) «—dizisi verildiginde “ limc, ~¢ =0 olur. Diger taraftan

n—0

@, 0 noktasinda *-sagdan siirekli oldugundan ¢, 0 noktasinda *-dizisel siirekli

olup,
*-lime(c, ~¢) = (0(0) =0
yazilir. Bir dizinin Newtonyen olmayan yakinsaklik tanimina gore her & >0 sayisina
karsilik her n > n, i¢in
‘(p(cn c)‘ﬁ <g

olacak sekilde bir 1, € N vardir. Boylece her n, € N i¢in Onerme 4.1.2 (i) den

lo(c,)=0(e)], 22
yazilir.
Buradan *- ,lql_r,lgo o(c,) = (p(é) esitligi elde edilir. O halde ¢, ¢ noktasinda *-dizisel
stirekli, dolayisiyla *-siireklidir.

Tamim 4.1.3. (*-smirht fonksiyon) : ¢:R, — R, bir fonksiyon olsun. Her
xeR, i¢in ‘(p(x)‘ﬂ il(M ) olacak sekilde bir M >0 sayisi varsa ¢ fonksiyonuna
*-smirl1 fonksiyon denir. Burada Z(M ):M olarak da alinabilir. Aksi halde *-
siurs1z fonksiyon adini alir.

Tamm 4.14. ¢:R, >R, fonksiyonu verilsin. Eger verilen her ES0

sayisina karsilik x> M olan her x e R i¢in go(x) 3 E olacak sekilde bir M >0
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sayisi varsa @ nin oo daki limiti Yoo dur denir ve bu durum *- lim ¢(x) =00
X—>+0

seklinde gosterilir.

Newtonyen olmayan modiiliis fonksiyonlar1 *-sinirlt veya *-sinirsiz olabilir.

Bununla ilgili asagidaki iki 6rnek verilsin:

Omek 4.1.5. 0<p<l i¢in @:[0,400) >[0,0), ¢(x)= [z(ic)]pﬁ ile
taniml1 ¢ fonksiyonu *-smirsiz Newtonyen olmayan modiiliis fonksiyonudur:
Lp()=[1(%)]" =0=(x)" =0= {[p" )"} =0= Bx")=B0) = x"=0

=>x=0

= a(x)=a(0)

=x=0
bulunur.

Tersine x =0 olsun. Bu durumda

p(0) =[1(0)]"= @"= p{Lp @)1} = plor} = B{o}=0
elde edilir.
II. Teorem 2.3.11. geregi

[1(%) ()] <[] +[1(9)]”
olup, boylece *-modiiliis fonksiyonu olmanin II. kosulu saglanir.
III. Her x,y € [0, -i-OOj icin x < y olsun. 7, *-artan fonksiyon oldugundan
1(X) <1(y) oldugunda
[ <L)

olup [, *-artandir.

IV. Herhangi ¢ $ 0 sayismna karsilik x < & olan her % €[0, -i-oo) icin [1(x)]” < ¢
olacak sekilde en az bir § = 5(&) >0 sayisinin varlig: gosterilirse istenen elde edilir.

Bunun i¢in ¢z fonksiyonunun *-artan 6zelligi kullanilirsa
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X< = (%) <1(0) = [1(0)]” L[]
olup 5§ =1" {{7/; ﬂ; aliirsa istenen elde edilir.

Herhangi E 5 0 sayisina karsihk bir M >0 sayisi vardir dyle ki %> M olan
her x €[0,+0) igin [1(#)]” 3 E oldugunu gosterelim:

Keyfi ES$0 sayisim alahm. %3>M olmak iizere x>0 sayisim alalm.

fonksiyonunun 6zelligi kullanilirsa
X3M =i(x)5 :[1 ] >[1 ]

olup M=:" {{’/Eﬂ} almirsa [z(;’c)]pﬁ SE olur. Dolaysiyla ¢, *-smirsiz

Newtonyen olmayan modiiliis fonksiyonudur.

(%)
(1)+()

fonksiyonu *-sinirli Newtonyen olmayan modiiliis fonksiyonudur:

Ornek 4.1.6. (0:[0,-%00)—).[.6,4'-00.)', p(x)=————p ile tanmli ¢

1 fonksiyonunun 6zellikleri kullanilirsa

L o )_ﬁﬂ == O =10) = 1(0)=1(0) > =0

bulunur.
Tersine x =0 olsun. Bu durumda
(i) =1(0)=B(0)=0 = ¢(0)=0
elde edilir.
II. Onerme 2.3.9. geregi

i+y i.x a%.y
1+ (x4 ) I+x 14y

(24

olup, boylece *-modiiliis fonksiyonu olmanin II. kosulu saglanir.
IIL. Her x, €[0,400) igin % < j iken ¢(x) < @(3) oldugunu gosterelim:
Aksi halde ¢(x) = () olsun. Bu durumda
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1(X) SRS 5
(¥ ) Fup)

1(1) ¥ 1(%) PE 1) ¥1(5)
1(X) uy)

B

@ﬂﬂéﬂﬂﬂ

1(x) ()

(%)

6]
(1)

2P

1) 2 u(7)
i35

olur ki bu x < y ile geligir. Dolasiyla ¢(x) < ¢(y) olup ¢, *-artandir.
1(X)

1(1) ¥ 1(x)

IV. Herhangi ¢ 3 0 sayisina karsilik % < & olan her x € [0, -i-oo) igin

olacak sekilde en az bir § = §(¢) > 0 sayismin varligmi gosterelim:

Bunun i¢in : fonksiyonunun 6zelligi kullanilirsa

1(x)

x < o iken 1(x) < () olup

bulunur. 5=1" {6} secilirse istenen elde edilir.

1(x)

(%)
1(1) ¥ 1(%)

1)

é

Her x € [0, -i—ooj i¢in B

B B
<1
oldugundan ¢, *-siirli Newtonyen olmayan modiiliis fonksiyonudur.

Tanim 4.1.7. f aritmetige gore bir ¢ elemaninin yine £ aritmetige gore X

PR . 139 o . LA\Er\Xp
kuvveti, & nin f aritmetige gore x, kuvveti olarak tanimlanir ve (d) =(a)

olarak yazilir.

Tamim 4.1.8. (*-Ustel Fonksiyon): f: R, ->R, ae R}-{T} olmak {izere

f(x)= (a)V =(d)"” ile tanimli f fonksiyonuna *-iistel fonksiyon denir.

35

p<e



Onerme 4.1.9. i e R;-{I} ve §,f e R, olmak lizere f(x)= (a)x ile tanimli
*-iistel fonksiyon asagidaki 6zellikleri saglar:
a)’
a

iv) (d@)° % (i) = (@)™ ve ET/” = (@)™

ii-) G351 icin f *-artan, 0<éd <1 icin f *-azalan bir fonksiyondur.

Ispat: i-) 5,7 € Z} igin (4)° %(d) = (dXd....%d) X (@%X....%d)=(G)""

s—defa t—defa

elde edilir. Diger taraftan benzer mantikla

Fp= (%K) (% %d) = @)™

s—defa t—defa

dir. §,# € R , oldugunda esitligin ispat1 klasik kalkiiliisteki ispata benzer yapilabilir.
ii-) @31, x,yeR, ve x < yigin
15)=(@) =(@) 2(a) 3 (@) = (a) 5 (a)
oldugundan f *-artandir.
0<d<1 igin x < y olsun.
=) =(@)" 2(a) ()
olup f *-azalandir.

Tanim 4.1.10. (*-Logaritma Fonksiyonu): ¢ € R — {1} ve d € ]R;-{.l'} olmak
iizere *log: R, >R, , *log, ¥ = j = ¥ =(d)” ile tamml fonksiyona *-kalkiiliise

gore logaritma fonksiyonu denir ve *log ile gosterilir.

*-Kalktiliise gore iistel fonksiyonun 6zellikleri kullanilirsa asagidaki 6nerme kolayca

elde edilir.

Onerme 4.1.11. g e R? —{i} ve d € R;-{I} , B,c’ € R’ olmak tizere *-log
fonksiyonu asagidaki 6zelliklere sahiptir:

i-)*log,1=0 ve *log, a=1
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ii-) *log, (bx¢)=*log, b i *log, ¢ ve *1og{9_aJ=*1ogab' = *log ¢
C

iii-) *log fonksiyonu a>1 igin *-artan 0<a<1 igin *-azalan bir
fonksiyondur.

Ispat: i-) *log, 1= j olsun. Bu durumda
(d)” =1 olur. Buradan j =0 elde edilir.
Diger taraftan *log, d = y olsun. Buradan (c'i)y # =g olup y=1 elde edilir.

ii-) *log, b=ii ve *log, ¢ =i olsun. Buradan

(a)” =bve (d)” =¢
yazilir. Esitlikler taraf tarafa £ -garpilirsa
bxe=(a)" % (d)"=(d)" = ii+y=*log, (b%¢)

elde edilir.

Benzer mantik b ve ¢ igin S -bdlme yapilirsa

elde edilir.

iii-) @31, ¢,deR’, ¢<d olsun. 1 ve *-iistel fonksiyonun ozellikleri

kullamlir ve *log, ¢ =y <= (d@)” =¢ ve *log, d=%:c (d)” almirsa
é<d=u¢)1(d) = E<d = (d)” 267 = y <7 =*log, ¢ <*log, d
olup *log *-artan bir fonksiyondur.

Benzer mantik ile 0<a<l igin *log fonksiyonunun *-azalanhigi kolayca

ispatlanabilir.

Ornek 4.1.12. ¢ 31 igin :[0,400) —>[0,%0), (x) = *log, (i+ %) = ¥
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ile tanimhi f* fonksiyonu *-modiiliis fonksiyonudur:

*-logaritma fonksiyonunun tanimina gére ¢(x) =*log, (+x)=y = @"” =1%%

yazilir. Buna gore
I p(i)=0= *log,(I+%)=0

= (@) =1+%

=1=1%%
=0=j
=0=x

Tersine x =0 olsun.Bu durumda

9(0) =*log,(1+0)=*log,1=0
elde edilir.
II. Her x,y € [0, -E-OOj, a>1 icin *log dzellikleri kullanilirsa
l+x+y<d+x)xd+ )
*log,(1+ x4 ) £ *log,[(1+ x)x (1+ )]

<*log, (14 %) ¥ *log, (1+ y)
elde edilir.
III. Her x,ye [0, -i-OOj icin %< yolsun. @>1 igin *log fonksiyonu *-artan bir
fonksiyon oldugundan

X<y =>ilix<idy

= *log, (1+ %) <*log,(1+ y)

olup ¢, *-artandir.

IV. Herhangi &30 sayisma karsihk %<& olan  her XE[O,-FOO) igin

‘*log ; 1+ )'c)‘ﬂ < & olacak sekilde en az bir § =5(g) >0 sayist bulunmali:
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Bunun igin @ > 1 oldugunda *log fonksiyonu *-artan oldugundan
l+x<i+s
*log, (1+ %) < *log, (1 +0)

[*log, (iﬁ)\ﬁ £ [Flog, i+ 5)\ﬁ

yazilir. Burada & = (&)’ =1 alinursa istenen elde edilir.

Tanim 4.1.13. 4,BcR,, AnB#< ve olmak lizere f:4—> R, ve
g:B — R, fonksiyonlari arasindaki islemler agagidaki gibi tammlanur:
*-toplama  *(f +g)(x) = /(%) + g (%)
*-gikarma  *(f - g)(X) = f(x) = g(x)
*-garpma *(f.g)F) = f(X)X g (%)
*-bolme  *(f/g)i)=f(1)/g(¥) . g(¥)=0
A € R ; olmak tizere *(A.f)(x) =A% f(X)
Tanim 4.1.14. AcR,,BcR, , g(B)nA#J olmak lizere f:4—>R, ve

g:B — R, fonksiyonlar1 verilsin.

fog:Bo>R,, (fog)x)=f(g(x)) ile tanimlt fog fonksiyonuna f ile g nin
bileske fonksiyonu denir.

Onerme 4.1.15. f ve g *-modiiliis fonksiyonlar olsun.

i) A350 olmak iizere *(1.f),*(f+g),fog fonksiyonlar: *-modiiliis

fonksiyonlardir.

ii-) % B fonksiyonu *-modiiliis fonksiyonudur.
_l’_

iii-) *(f—g),*(f.g),*(f/g) ve [ fonksiyonlarmin  *-modiiliis
fonksiyonu olmas1 gerekmez.

Ispat: i-) *(A.f) fonksiyonunun *-modiiliis fonksiyonu oldugunu gésterelim:
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f fonksiyonunun *-modiiliis fonksiyonu oldugu kullanilirsa
L *(A.f)(%)=0< A% f(x)=0
o f(x)=0
= i=0
elde edilir.
IL *(A.)(X+ ) =A% f(x+Y)
SAK[S()F (]
SARXf(R)FAKS (D)
<HAL)E) FHA)(D)
elde edilir.
III. Her x < y i¢in f(X)< f(») P -esitsizliginin her iki tarafi A ile f-carpilirsa
AXf(X) <AX [ ()
elde edilir.

IV. 1, *-modiiliis fonksiyonu oldugundan
*—lim f()=/(0)
yazilir.
o B (2. )0 == (2% £ () = 25| *= lim £(8) | = 2% £ (0) = *(2./)0)
elde edilir.
Simdi *( f + g) fonksiyonunun *-modiiliis fonksiyonu oldugunu gosterelim:
f ve g *-modiiliis fonksiyonu oldugundan
L*f+g)%) =0 f(¥)+g(x)=0 < f(x)=0 ve g(x)=0 = x=0
elde edilir.
IL *(f+g)(x+y) = f(x+ )+ g(x+))
SfOF )+ g(X)+g(y)
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ZH(f + QB FH(f + )
elde edilir.
IL &2 icin *(f +g)(¥) = /(1) F g(%)
2 f(5)¥ g(3)
2H(f +8)(7)
elde edilir.
IV. *= lim* (f +g)($) = *~ lim /() ¥ *~ lim g(%)
= £(0)F g(0)
= *(f +£)(0)

elde edilir.

Son olarak f o g fonksiyonunun *-modiiliis fonksiyonu oldugunu gosterelim:
f ve g *-modiiliis fonksiyonu olup fog fonksiyonunun tanimi dikkate alinirsa
L(feg)N)=0s f(g)=0=gH)=0=i=0
elde edilir.
II. /' ve g modiiliis fonksiyonu oldugundan

(fog)(i+y)=f(g(i+ 1)) < f(g())+ f(g(3) =(fg)H)+(f°g)D)
elde edilir.

III. / ve g *-artan fonksiyon oldugundan
i<y iken

(fog)x)=f(g(x)< f(g()=(f=g))
elde edilir.

IV. f *-siirekli ve g *-modiiliis fonksiyon oldugundan
*~lim (f o 2)(H) = £ (*~ lim g(5)) = £ (2O) = (/ > £)O)
elde edilir.
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ii-) f, *-modiiliis fonksiyonu oldugundan

L S ()
( fﬂj()— 1f()ﬂ = f(x)=0=>x=0

Tersine x =0 olsun. Bu durumda

( A ﬁj()— SO 5.0 5

elde edilir.
s SRESG)
1. [“fﬂj(“y)_ﬁf(x)ﬁéf(y')
L+ f(x) 1+
. f L
elde edilir.

III. 1, *-modiiliis fonksiyonu oldugundan x < y iken f(x)< f(y) yazilir. Buradan

S (%) . SO
Tirw’ CTErG)”
elde edilir.
f *—lim f(x)
IV. *—lim| +2—g |(¥) = 2L
HO*(1+f j 14— 11mf(y)
O
T r0)
L g
‘(Hfﬁ ]«»
elde edilir.

iii-)  fB=exp tlreteci ve f(¥)= \/@ﬁ ve g(x)= l(x) *-modiiliis

fonksiyonlar1 g6z 6niine alindiginda
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*(f—g) fonksiyonunda 1<2 iken *(f-g)()3*(f-g)2) olup *(f-g)

fonksiyonu [1,2] o —araliginda *-azalan bir fonksiyon oldugundan *-modiiliis

fonksiyonu olamaz.

*( f .g) fonksiyonunda X = a(l6) ve y = a(9) degerleri alindiginda
H(fg)(x+)>*(fg) (%) +*(/2)(P)

olup *-modiiliis fonksiyonu olmanin II. kosulu saglanmaz.

*(f/g) fonksiyonunda *(f/g)(0) tammsiz oldugundan *-modiiliis fonksiyonu

. ~’ . .
olamaz. f(X)=+/u(x) ile tamimli f fonksiyonunda a« =1 ve S =exp alinirsa

i=1I(x)=x ve (%) =exp(x) =e" olup
169 ~expfdine |-
dir. Buradan f~'(x)=[Inx] olup x=1 ve y=e almirsa
S y)> @+ ()

olacagindan *-modiiliis fonksiyonu olmanin II. kosulu saglanmaz.

Tanim 4.1.16. Bir x Newtonyen olmayan reel sayisinin « -tam degeri [[x]]a ile
gosterilir ve  xeR_ -7 _ i¢cin x den Once gelen en biiyiik o -tam sayis1 ¢ olmak

uzere

olarak tanimlanair.

Onerme 4.1.17. ¢, *-modiiliis fonksiyonu olsun.

i) m € Z;, olmak iizere

(i) 2 1(m) % (1)

dir.
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i) x €[0,400) ve i e R’ olmak iizere
p(ixx)< K%p(x)
olacak sekilde Ke R ; sayisi vardir.

Ispat: 1) @(m)=@(1+1+...+1)

m—defa
<o) ¥ ... 5 o)
= % (1)
= 1) % ()
elde edilir.
i) feR! ve )'CG[(), -E-OOj verilsin. Eger { bir a —pozitif tamsay1 ise Onerme
4.1.17. (1) den ispat1 agiktir.
Eger ¢ bir a —pozitif tamsay1 degil ise
i< +i
olup ¢, *-artan olmas1 ve Onerme 4.1.17. (i) esitsizligi kullanilirsa
p(ixx) < ([i] +1)xx]
([, +i)x o(X)
yazilir. Burada K = z([[i]]a + i) olarak alinirsa istenen elde edilmis olur.

Teorem 4.1.18. ¢, :[0,400) = [0,%0), @, :[0,40) = [0,%w) ile tammh ¢,
ve ¢, *modiliis fonksiyonlari, 0<& <1 olsun. Bu durumda xe [0, +0) igin

@, (%) 3 1(5) ise

. = 2% p,(1) oo
(o, col)(x)é—l(g) B X ¢ (%)

esitsizligi yazilir.
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@ (%)
1(5)

@, (%) < 1 +ﬁ¢1((§)) N

Ispat: 0 <6 <1 oldugundan ¢,(x) <2 8 olur.

dir.

Ayrica ¢,(%) 3 () oldugundan (01(( *)

5) ﬁ>1 olup

¢M%@D<%@+wg§ﬁmJ

< |1% (/’l(x)m 2o (1
<{ K(a) @, (1)

2 33%0,(0)

13) B %@ (x)

elde edilir.
Sonug 4.1.19. ¢ bir *-modiiliis fonksiyonu ve 0 <& <1 olsun. Bu taktirde
meN ve xe [O, i) igin @ () 3 1(8) ise

2% (0(1)

o (m=l)y .
S) Xp (x)

" (X) S ——=
olur.

Teorem 4.1.20. Her k e Nigin ¢, :[(), fo0) > [6, %) olmak iizere *-modiiliis

fonksiyonlar1 verilsin ve 0 <& <1 olsun. Her %26 icin

1Y)

A 2><k1><
9, () £ 2%, (1) ()

esitsizligi yazilir.
[spat: 0 <6 <1 oldugundan x < %a dir.
feii[e] gn[[gaﬂ
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olur.

Ayrica x>0 oldugundan %a >1 olup Onerme 4.1.17. (i) esitsizligi kullanilirsa her
k eN igin

@, (X)< @, (1+HEaHaJS{Hﬂgaﬂjmpk(l)SZX%(DX@'B
bulunur.

Tamm 4.1.21. f:XcR, >R, bir fonksiyon ve x,e X“ olsun. x,
noktasinda *-limiti A(0) olan fonksiyona, x, noktasinda *-sonsuz kiiciilen
fonksiyon denir.

Teorem 4.1.22. f:XcR, >R, bir fonksiyon ve x,e X olsun. 4
sayisinin, x, noktasinda f fonksiyonunun *-limiti olmasi igin gerek ve yeter sart
f(x)= A farkinin bu noktada *-sonsuz kii¢iilen olmasidir.

Ispat: *—}Lr? f(x)=4 1se, f(x)=A=g(x) alirsak *-limitin tanimima gore,
0< |x +x0|a <0 kosulunu saglayan her x € X igin |f(x) = A|ﬂ < g, yani |g(x)|ﬂ <&

olur ve tersine, f(x)=A sonsuz kiigilen ise *-lim f(x)=4 buradan

X—)XO

goriilmektedir.

Teorem 4.1.23. (*-Sikigtirma Teoremi) f,g,h: X c R, >R, fonksiyonlari
ve x,€X“ verilsin. x,” 1 igeren herhangi bir «—arahgndaki tim x’ler igin
f(x)<h(x)< g(x) esitsizligi saglanirsa ve *— }1_310 f(x)=*-— 11_{1% g(x)=4 ise o

zaman *— lim A(x) = A4 olur.

Ispat:  f(x)<h(x)<g(x) esitsizligi  f(x)=A<h(x)=A< g(x)=A4 gibi
yazilabilir. x, noktasinda f(x)=A4 ve g(x)=A4 p—farklarinin *-sonsuz kiigiilen

olmalarindan dolayr Teorem 4.1.22 geregi h(x)=A p—farki da *-sonsuz

kiigiilendir. Buradan * — lim A(x) = A yazilabilir.

X—)XO

Teorem 4.1.24. Her ¢ *-modiiliis fonksiyonu i¢in
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*— lim
X—>+o0 l(.x) ﬁ
*-limiti vardir.
ispat: 6="inf {% XS ()} olsun. Bu durumda 0 £ 6 < ¢(i) dir. (Ozel olarak
1(x

%=1 icin de dogrudur.)
Teorem 2.4.18 den dolay1 £ 3 0 verildiginde ¢ > 0 icin

p(¢)<i(¢)X(O+F¢)
olur. Ayrica her x> ¢ ve neZ! igin ixc¢<x<(n+ )x¢ olur.
*-Modiiliis fonksiyonunun (II) ve (III) 6zelliginden;

1(xX)% 0L (X)L UR)%@(¢) ¥ o(¢) L)X 1) X (O F &) ¥ p(¢) < ux)% (O F &) ¥ p(é)
yazilir. Boylece
(X)X O < p(x) 2 ux)%(OF &) ¥ p(¢)

ifadesinde x — +oo iken *-limit alinirsa *-sikigtirma teoremi geregi

elde edilir.

Not 4.1.25. )ée[(), J'roo) icin (%) <1(x) kosulu ¢ *-modiiliis fonksiyonu icin
genel olarak saglanmayabilir.

Ornegin; (o()k):z(X)%\/;ﬂ bu oOzelligi saglamayan bir *-modiiliis
fonksiyonudur. Ote yandan Teorem 4.1.24.°de herhangi bir ¢ *-modiiliis

fonksiyonu igin

(%)
*— lim —=p
X400 l(fC)

limitinin mevcut oldugu gosterilmistir.

Bu ¢@(x)<05%i1(x) olacak sekilde @ sabitinin var olmasm gerektirmektedir.

Asagidaki teorem, son esitsizligin tersinin de olabilecegini ifade etmektedir.
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+— lim 20
i—>+o0 l(l)

fonksiyonu olsun. O zaman her i >0 igin ¢(7) S A%1(f) olacak sekilde bir 450

Teorem 4.1.26. ¢, A=1(5)30 kosulunu saglayan bir *-modiiliis

sabiti vardir.

Ispat: * — lim (p(( )) =1(5) 3 0 oldugundan,
:@ B350 sayisina karsilik her 7> f, igin ) ) (“?) S olacak sekilde
12) 10) 1(2)
en az bir £, > 0 sayisi vardur.
Buradan her ¢ >, i¢in
t LIS .

20 5519 5 oiiys D5 5 i
1(1) (2) 12)

olur.

1<i<i, ise; ¢ *-modiiliis fonksiyonu *-artan oldugundan

_iD) v s 2D
o(i) = p(l) = 0’ p(l)s (t)>l(t0) ()

yazilir.

R O | . :
0<t<l1 ise; ‘—,ia<tS—_a olacak sekilde en az bir 2 € Z, vardur.
n+ n

*_Modiiliis fonksiyonunun *-artanligi ve Onerme 4.1.17. (i) kullamilirsa

Lo o ) ) e ) i(d) .
(i) > (p( I ]>z(ﬁ)#z(i)ﬂwa)_—z(ﬁ);z(i)ﬂxz(ﬂ)ﬂw(l)>—() o7 ONIOE e )ﬂxco(l) 1)

olur. Boylece

@ o ) ]
A=min {z@)ﬂ’ 13" ‘”(D} -0

segilirse istenen elde edilir.
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Teorem 4.1.27. ¢ *-0zdeslik fonksiyonundan farkli, *-sinirsiz bir modiiliis

fonksiyonu olsun. Bu durumda her x e [O, -i—ooj icin go(f aj > Ll))ﬁ olacak sekilde
n

n

bir 7 « -pozitif tamsayis1 vardir.

Ispat: )'ce[(),-i-oo) keyfi olsun ve bdyle bir n « -pozitif tamsayisinin

olmadigini kabul edelim.

Bu durumda her 7 € Z?, igin go(f aj < Qﬁ olur.
n 1(n)

Yani 1(7) % (p(iaJ <) olur.
n

o(x) =¢(ﬁkiaj= ga(z.a-i-f.a-i-...-i-z.a]
n

n n n

zl(h)ﬁi¢(£.a]

n

oldugundan her )'ce[O,J'roo) icin @(x)<1 elde ederiz. Bu ise ¢ nin « -smirsiz
olmast ile geligir. Ayrica ¢ *-06zdeslik fonksiyonu olursa

(x j..z(i) x .1
Q| —a|>——p—a>—ax>1
n 1(n) n n

olup x €[0,1] i¢in bu kosul saglanmaz.
4.2. *-Modiiliis Fonksiyonunun Bazi Fonksiyonlarla Bileskesi

Bu bolimde verilen herhangi bir ¢ *-modiiliis fonksiyonu i¢in p «-
paranorm, g « -yart norm ve d « -yar1 metrik fonksiyonu olmak iizere ¢ o p nin bir
o -paranorm ve @od nin bir « -yar1 metrik oldugu fakat @og nun genelde bir « -

yar1 norm olmadig1 gosterilmistir.

Tanim 4.2.1. X = bir kiime ve R(N) cismi verilsin.
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+: X xX->X
(r,s) >r+s
ve
X:R(N)xX - X
(A,7r) > AXr

fonksiyonlart her r,s,t € X ve her A, € R(N) i¢in asagidaki 6zellikleri sagliyorsa,

X kiimesine R(N) cismi iizerinde bir Newtonyen olmayan vektor uzayi denir.
V) r+s=r+s

V2) (r+s)+t=r+(s+1t)

V3) Her bir » € X i¢in r+ 6 =r olacak sekilde bir 8 € X vardir.

V4) Her bir r € X igin r+ (6 —r) = 8 olacak sekilde bir (0 —r)e X vardur.
V5) ixr=r

V6) AX(r+s)=AXr+AXs

VT7) AX(uXr)=(Axu)Xr

V8) (A+pu)Xr=AXr+ uxr

Tanim 4.2.2. X bos olmayan bir kiime ve d,, : X x X — R(N) fonksiyonu her
r,s,t € X i¢in asagidaki sartlar1 saghiyorsa d, fonksiyonuna X iizerinde bir
Newtonyen olmayan yar1 metrik, (X,d, ) ikilisine de Newtonyen olmayan yari

metrik uzay denir.
i) d,(r,r)=0
i) d,(r,s)=d,(s,r)
iii) d, (r,t) <d, (r,s)+d, (s,1)
Tanim 4.2.3. X ,R(N) cismi iizerinde bir vektor uzay1 olsun. Eger
gy : X > R(N) fonksiyonu her 1€ R(N)ve her r,se X i¢in asagidaki sartlari

sagliyorsa
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q, fonksiyonuna bir X vektdr uzayr lizerinde Newtonyen olmayan yart norm,

(X,q,) ikilisine de Newtonyen olmayan yar1 normlu uzay denir.

D) gy (A%r)= |2, % gy ()

i) gy (r+5)< g, (1) +qy(s)

Ornek 4.2.4. X,R_ cismi iizerinde bir vektdr uzayr olsun. ¢: X >R _,
q(x)= |x|a ile tanimhi ¢ fonksiyonu, X vektor uzay: lizerinde Newtonyen olmayan

yar1 normdur:

Onerme 2.3.7. geregi,
D) g(Axr)=|Axr|
=4, %,
=|4|, % q(r)
elde edilir.

Onerme 2.3.8.geregi,
i1) |r + s|a < |r|a + |s|a =y Dr + S|J <q UrLJ +q [|s|a]
olup ¢ fonksiyonu, X vektor uzayi iizerinde Newtonyen olmayan yar1 normdur.

Tanim 4.2.5. X ,R(N) cismi flzerinde bir vektor uzayr olsun. Eger
Py X > R(N) fonksiyonu her r,se X i¢in asagidaki sartlar1 sagliyorsa p,
fonksiyonuna bir X vektor uzay: lizerinde Newtonyen olmayan paranorm, (XX, p, )

ikilisine de Newtonyen olmayan paranormlu uzay denir.
) py(6)=0
i) (1) = py (0= 1)
iil) oy (r+5)< py(r)+ py(s)
iv) (¢,)cR(N) ve (t,)—Y—>¢ olmak iizere p, (x, —c)—>—0 olan her

(x,)C X igin p,(t,Xx, —tXc)—L>0
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Onerme 4.2.6. gD:[O, a0) —)[O, +o0) bir *-modiiliis fonksiyonu olsun. Eger

pX —>[0, -i-OOj ile tanimli p fonksiyonu X vektor uzay: lizerinde Newtonyen
olmayan paranorm ise, @op da X vektor uzayr lizerinde Newtonyen olmayan
paranormdur.

Ispat: i) p, X vektér uzayr iizerinde Newtonyen olmayan paranorm

oldugundan
(92 p)(0) = p(p(6) =(0)=0

elde edilir.

i1) p, X vektor uzayi iizerinde Newtonyen olmayan paranorm oldugundan
p(r)=p(@—r)
p(p(r) = (p(0—r))
(pop)r)=(pop)O—r)

elde edilir.
1) p, X vektor uzayr iizerinde Newtonyen olmayan paranorm ve ¢ *-

modiiliis fonksiyonu *-artan oldugundan
p(r+s) < p(r)+ p(s)
p(p(r+5)) < p(p(r)+ p(s))
< p(p(r)+p(p(s))
(pop)(r+5) < (o p)(r)+(po p)s)
elde edilir.

iv) (¢,)—2—t, x, = ¢ olmak iizere (¢,) c R(N) ve (x,)c X dizileri alinsin.

o, X vektor uzayi lizerinde Newtonyen olmayan paranorm oldugundan
pt,Xx, —tXxc)—X50 < p(t, x x,)—L p(tXc)
(pop)t,Xx,—tXc)=@(p(t, X x, —tXc))

@, 0 noktasinda *-siirekli oldugundan *-dizisel siireklidir.
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pt,Xx, —tXc)—0
oldugunda
P(p(t,%x, = 1%c)) = p(0) =0
olup @o p, X vektor uzayi iizerinde Newtonyen olmayan paranormdur.
Onerme 4.2.7. @: [O, -i—ooj — [0, -Looj ile tanmimli bir *-modiiliis fonksiyonu

olsun. Eger d: X —>[0,+oo) ile tamimli 4 fonksiyonu bos kiimeden farkli bir X
kiimesi tlizerinde Newtonyen olmayan yari metrik ise @od fonksiyonu da X

tizerinde bir Newtonyen olmayan yar1 metriktir.

Ispat: i) d , Newtonyen olmayan yar1 metrik oldugundan
d(x,x)=0
¢(d(x,x)) = (0)

(pod)(x,x)=0
elde edilir.

i1) d , Newtonyen olmayan yar1 metrik oldugundan
d(x,y)=d(y,x)
p(d(x,y)) = (d(y,x))
(peod)(x,y)=(pod)(y,x)
elde edilir.

iil) d, Newtonyen olmayan yari metrik ve ¢ *-modiliis fonksiyonu

oldugundan
d(x,z)<d(x,y)+d(y,z)
@(d(x,2)) < p(d(x,y) +d(y.2))
< p(d(x, )+ p(d(y,2)
=(@od)(x,y)+(pod)(y,2)
olup @od fonksiyonu Newtonyen olmayan yar1 metriktir.
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Onerme 4.2.8. @: [0, to0) — [(), ) ile tamimli *-modiiliis fonksiyonu olsun.

Eger ¢g: X —>[0, -i-OO) ile tanimhi ¢ fonksiyonu X vektor uzayi iizerinde bir
Newtonyen olmayan yar1 norm ise genel olarak @oq fonksiyonu X {izerinde bir

Newtonyen olmayan yar1 norm degildir.
Ispat: @(x)=*log,(1+x) *-modiiliis fonksiyonu ve g(x)= |x|a *-yar1 normu

g0z Oniine alindiginda
(9o q)(x) =*log, (1+]x],)
olupenazbir A€ [O,-i—ooj i¢in
(pog)(Axx)=*log,(i+|Axx| )#|1|, x*log,(i+]x])

olacagindan @og X iizerinde bir Newtonyen olmayan yar1 norm degildir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu c¢alismada *-modiiliis fonksiyonu, *-iistel ve *-logaritma fonksiyonu, *-
smirlilik ve *-smursizlik, o -tamdeger, « -paranorm, « -yarimetrik, « -yarmorm
kavramlar1 tanmitilip, *-modiiliis fonksiyonuna Ornekler verildi. *-Modiiliis
fonksiyonunun geometrik, anageometrik, bigeometrik, quadratik, anaquadratik ve
biquadratik kalkiiliise gore kosulu irdelendi. Klasik modiiliis fonksiyonu ile *-
modiiliis fonksiyonunun 6nemli farklarmi ortaya ¢ikaran teoremler ispatlandi. *-

Modiiliis fonksiyonunun diger fonksiyonlar ile bileskesine yer verildi.

*-Modiiliis fonksiyonu yardimiyla bazi yeni *-dizi uzaylar1 tanimlanip, bu tip
uzaylarmm *-modiiliis fonksiyonu yardimiyla kurulan bazi 6nemli alt uzaylarinin

Ozellikleri incelenebilir.
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