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ONSOZ

Bu ders notu, Ondokuz Mayis Universitesi Fen Fakiiltesi Matematik Bélimiinde
2022-2023 giliz déneminde verdigim Analiz | ders notlarinin LaTeX format kulla-
nilarak elektronik ortamda yazilmis halidir. Bu ders notu hazirlanirken Analiz |
dersinin konulariniiceren 6nemli miktarda yerli ve yabanci kaynaga basvurdugu-
mu belirtmek isterim. Bu kaynaklarin listesi, son bolimde yer almaktadir. Analiz |
dersi, matematik béliim dersleri arasinda en temel derslerden biridir. Ogrencilerin
lise egitiminden belirli bir birikime sahip olduklarini varsayarak, temel bilgileri
neden-sonu¢ baglaminda yeniden inceleyen bu ders notuna temel grafiklerin dahil
edilmesi ¢cok dnemlidir. Bu grafiklerin giziminde, erisime agik bir ¢izim programi
olan GeoGebra programindan yararlandigimi belirtmek isterim. Ayrica daha 6zel
durumlari iceren sekil ve grafikler icin Microsoft Office Word programinda elle
cizimler yapiimistir.

Bu ders notunda verilen 6nerme ve teoremler detayh bir sekilde ispat edilmis,
az sayida teorem ise sadece ifade edilerek ispat edilmemistir. ispatsiz verilen
Onerme ve teoremlerin hemen hepsi 6nceki ispat metotlarina benzer sekilde
yapilabilmektedir. Bu ders notu alti béliimden olusmaktadir. Ogrencinin birinci
ve lg¢lincli bolimlerde sunulan kiimelerin, baginti ve fonksiyonlarin ilkelerine
iliskin 6n bilgisi ne olursa olsun, neden-sonug baglantisi kuracak sekilde yeniden
aciklanmasiyla bu konularin anlasiimasi gelistirilebilir. ikinci béliimde anlatilan reel
saylilarin aksiyomlari ve sinirlilik 6zellikleri daha sonraki konulara temel olusturmasi
acisindan 6nemlidir. Dordiincu ve sonraki bolimlerin bu dersin temel konularini
icermesi nedeniyle, daha kapsamli ve derinlemesine bir anlatima, bol miktarda
aciklayici ve ters dérneklere yer verilmistir.

Birinci bolimde, niceleyicilere ve baglaclara kisa bir girisin ardindan, teoremlerin
ve 6nermelerin sunumundan kaginarak, tanimlar ve 6zelliklere vurgu yapilarak
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kiime teorisi incelmistir. Ayni dénemde ayni sinifin Soyut Matematik | dersinde bu
konunun detayli olarak islenmesi nedeniyle kiimeler kurami bu sekilde ele alinmistr.

ikinci béliimde, reel sayilarin toplama, ¢arpma ve siralama aksiyomlari ifade
edildikten sonra reel sayilarda sinirhlik ile ilgili tanim, teorem ve sonuglar 6rnek-
lerle ele alinmistir. Peano aksiyomlari, Arsimet presibi ve sonuglari detayl olarak
incelenmistir.

Ucgiincii béliimde, baginti konusundan kisaca bahsedilip, kiimeler kuramindan
sonra Analiz | dersinin en temel yapi tasi olan fonksiyonlar konusu; trigonomet-
rik, Ustel ve logaritmik, hiperbolik fonksiyonlarin tanimlari ve 6zellikleri grafiklerle
desteklenerek ifade edilmistir.

Dordiinci boliimde, reel dizilerin tanimi, yakinsakligi, sinirliligi ile yakinsaklik-si-
nirhhk iliskisi ifade edilmistir. Cauchy dizisi tanimi ile bu tanimin yakinsaklik ve
sinirlilik iligkisi verilmistir. Alt dizi, monoton dizi kavramlari ele alinmis, 6rnekler-
den ve ters 6rneklerden yararlanilarak konu pekistirilmistir. Dizilerle ilgili 5nemli
teoremler ispatlariyla sunulmustur.

Besinci bolimde, fonksiyonlarda limit, sag ve sol limitler kavramlari ifade edilerek
bu limitler arasindaki iliskiler verilmistir. Limit teoremleri detaylica ispatlanmis ve
sonsuz limit ile sonsuzda limit kavramlari tanitilmistir. Son olarak limitlerde belirsiz
formlar sunulmustur.

Son boéliimde ise sireklilik ve stireksizlik tanimlari verilmistir. Streklilik ile ilgili temel
teoremler geometrik ve cebirsel yorumlari yapilarak detaylica ispatlanmistir. Bu
teoremlerin kosullarinin esnetilemeyecegi ayrica 6rneklenmistir. Ayrica diizgiin
sureklilik ve Lipschitz kosulu tanitilimistir.

Bir bolimdeki derslerin ders notlarinin, o dersi veren tim akademik persone-
lin ortak kiltlrlyle olusturuldugu kanaatindeyim. Bu nedenle Ondokuz Mayis
Universitesi Fen Fakiiltesi Matematik Béliimiinde Analiz | dersine bilimsel katkida
bulunan her bir akademisyene saygilarimi ve tesekkirlerimi sunarim.

Dr. Erdem TOKSOQOY



BOLUM 1

Kiimeler

Kiimeler konusu matematigin en temel yapi tasidir. Kiimelerin kullaniimadigi bir matematik diistiniile-
mez. Kiimeler konusu, matematik bélimiinde Analiz | dersi ile ayni dénemde verilen Soyut Matematik |
dersinde detayli olarak incelendiginden bu boliimde detayli ispatlar yapilmadan ders boyunca kullanila-
cak temel kavramlardan s6z edilecektir. Bu agidan bakildiginda kiimeler konusu bu ders notu igin temel
kavramlar bolimii olarak ele alinabilir.

Oncelikle bu ders boyunca kullanilacak bazi niceleyici ve baglaclardan s6z edelim.

Niceleyiciler

V: her, herhangi bir
3: en az bir, bazi

Baglaglar

p ile g herhangi iki dnerme olsun.

A:ve baglacidir. p A g "6nermelerden her ikisi birden dogru iken dogru, diger durumlarda yanlis"
v:veya baglacidir. p v q "6nermelerden en az biri dogru iken dogru, diger durumlarda yanlis"
=: ise baglacidir. p = g "p dodru q yanlis iken yanlis, diger durumlarda dogru”

& ancak ve ancak (gerek ve yeter kosul) baglacidi. p < g=(p=>9) A (g=p)

m Kiimeler Kurami

Belirli bir 6zellige sahip iyi tanimlanmis nesnelerin olusturdugu topluluga kiime denir. Kimeler
A,B,C, X, Y, ... gibibiyik harflerle kimenin elemanlari a, b, ¢, . . . gibi kiigiik harflerle gosterilir.
Eger bir a nesnesi A kiimesine ait ise a € A ait degilse a ¢ A ile gosterilir. Sonlu tane elemani olan
kiimeye sonlu kiime, aksi durumda sonsuz kiime denir.

| Hicbir elamani olmayan kiimeye bos kiime denir ve @,{ } sembolleriyle gosterilir.

A ve B herhangi iki kiime olsun. Eger A kiimesinin her elemani B kiimesinin de bir elemani oluyorsa
A kimesi B kiimesinin alt kiimesidir veya B kiimesi A kiimesini kapsar denir ve A C B biciminde
gosterilir. Yani

AcB&VYacAiginaeBdr.

#9 Not

Bu ders boyunca A c B gosteriminin A = B durumunu da igerdigi kabul edilecektir.

¢ Herhangi bir A kiimesi icin @ c A ve A ¢ A durumlari her zaman vardir.
¢ A kimesinin kendisi hari¢ tim alt kiimelerine 6z alt kiime denir.

© { Analiz |
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< Ayrica
A=BS(AcCcB)A(BCA)

olur.

Uzerinde islem yapilan tiim kiimeleri alt kiime olarak kapsayan yeterince genis kiimeye evrensel
kiime denir ve E ile gosterilir.

Tanim: A ve B herhangi iki kiime olsun. Bu iki kiimenin birlesimi, kesisimi, farki ve simetrik farki
sirastyla asagidaki gibidir:

AUuB={x| xeAvxeB}

AnNB={x| x€eAAXxeB}

AB=A—B={x| xeAAXx¢é&B}

AAB=(A\B)U(B\A).

Bir A kiimesinin evrensel kiimeden farkina o kiimenin tiimleyeni denir ve At veya A€ ile gosterilir.
Yani A = E\A bigimindedir.

#o

Not
I herhangi sayida elemana sahip indisleyen kiime olmak iizere {A;}ic; kiimeler ailesidir. Bu aile
tzerinde birlesim ve kesisim sirasiyla

'UIAi ={x| dieliginx € A;}
LE,

'nzAi ={x| Vieliginx € A}
=
bicimindedir.

Not
A, B ve C kiimeleri E evrensel kiimesinin alt kimeleri olsun. O halde asagidaki durumlar vardir:

€ AUB C E,AnB c E (kapalilik 6zelligi)



€ AUB=BUA,AnB = BnA (degisme 6zelligi)
€ AUBUC)=(AUB)UC,An(BNC)=(AnB)nC (birlesme 6zelligi)
€ AU(BNC)=(AuB)n(AuC) (birlesimin kesisim lzerine dagilma 6zelligi)

ANn(BUC)=(AnB)U(AnC) (kesisimin birlesim tizerine dagiima o6zelligi)
BAUAI=EANA'=0Q

SAUDB=AAUA=A AUE=E,ACAUB,BCAUB
CAND=0,ANA=AAnE=AAnBCcAANBCB

De Morgan Kurallari

A ve B herhangi iki kiime ve {A;} e bir kiimeler ailesi olsun. Boylece asagida verilen esitlikler vardir

(AuB)t=AlnBt (AnB) =AfuBt!

t t
(uAi) = nAF,( A,-) = uAt.
iel iel U \iel

ier !

A ve B herhangi iki kiime olsun. E§er A n B = @ ise A ve B kiimelerine ayrik kiimeler denir.

A bir kiime ve {A;} 1, A kimesinin bos olmayan alt kiimelerinin bir ailesi olsun. Eger

1. {A;} e ailesinin tyeleri ikiser ayrik (i #jicin Ain A; = @)
2. UA=A
el

oluyorsa {A;} i kimeler ailesine A kiimesinin bir ayrigimi denir.

A ve B bostan farkli herhangi iki kiime olsun.

AxB={(a,b)laesAvebeB}

kiimesine A ile B kiimelerinin kartezyen ¢arpimi denir. Bu kiimenin her bir (a, b) elemanina sirali
ikili adi verilir.

< (a, b) ve (x, y) sirali ikilileri verilsin. Boylece

(a,b)=(x,y)eoa=xAb=y

olur. O halde A x B # B x A (kartezyen carpimda degisme 6zelligi yoktur.) dir.
< A ve B kiimelerinden en az biri @ise Ax B=B x A = @ olur.

= { Analiz |






BOLUM 2
Reel Sayilar

EAN Ree! Sayilarin Aksiyomlarn

Reel sayilar kiimesi bu ders boyunca kullanilacak evrensel kiimedir. Bu nedenle reel sayilarin 6zel-

liklerinin iyi kavranmasi, sonra verilecek konular agisindan biiyiik 6nem tasir. Oncelikle bilinen sayi
kiimelerini ifade edelim.

< Dogal sayilar kiimesi N ile gosterilir ve
N={1,23,...}
bigimindedir. Dikkat edilirse x + 1 = 0 denkleminin dogal sayilar kiimesinde ¢6ziimi yoktur. O halde

N dogal sayilar kiimesi genisletilmelidir.

<¢ Tamsayilar kiimesi Z ile gosterilir ve
z={...,—2,-1,0,1,2,3,...}
bicimindedir. Benzer sekilde 2x — 1 = 0 denkleminin tamsayilar kiimesinde ¢6ziimi yoktur. O halde

Z tamsayilar kiimesi genisletilmelidir.

¢t Rasyonel sayilar kiimesi ile Q) gosterilir ve

(e
=1

bigcimindedir. Burada (a, b) = 1 ile obeb (a, b) = 1 ifade edilmektedir.

| Rasyonel olmayan sayi vardir.

I ispat

V2 sayisinin rasyonel sayi olmadigini gésterelim. Bunun igin V2 e @ oldugunu kabul edelim. O
a a

halde v2 = B b # 0 ve (a, b) = 1 olacak sekilde a, b € Z vardir. Eger V2 = 5 ise vV2b =a

olup 2b? = a? olur. Boylece 2b% = a? oldugundan a? gift sayi olur. Burada a € Z oldugundan
a? gift sayi iken a sayisi da gift olmalidir. Yani a = 2k, k € Z bigimindedir. O halde 2b? = a? ise
2b% = 4k?, k € Z olup b? = 2k?, k € Z olur. Yine b € Z oldugundan b? gift sayi iken b sayisi da
cift olmalidir. Yani b = 2/, [ € Z bigimindedir. Bu takdirde (a, b) = (2k, 2() = 2 bulunur. Bu durum

(a, b) = 1 olmasiyla gelisir. Geligki V2e @ oldugu kabuliinden kaynaklanir. O halde V2¢ Qdir.
Yani rasyonel olmayan sayi vardir.

a,beZb#0ve (a,b):l}

¢ Rasyonel olmayan sayilara irrasyonel sayilar denir ve [ ile gosterilir.

<t Rasyonel ve irrasyonel sayilarin olusturdugu kiimeye reel sayilar kiimesi denir ve R ile gosterilir. O
halde R=Qul olur.

< Yukaridaki ifadelerden
NcZcQcRvelcR
kapsamalari kolayca soylenir.

o { Analiz |
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Simdi reel sayilarin aksiyomlarini verelim.
I. Toplama Aksiyomlari

Her a, b, c € R olsun.

T1) a+ (b + ¢) = (a+ b) + ¢ (Toplama igleminin birlegsme 6zelligi.)

T2) a+ b = b+ a (Toplama isleminin degisme 6zelligi.)

T3) a + 0 = a (Toplama igleminin birim eleman 6zelligi.)

Ta) a + b = 0 olacak sekilde bir b = —a € R vardir. (toplama isleminde ters eleman 6zelligi)

Il. Garpma Aksiyomlari

Her a, b, c € Rolsun.

G1) a(bc) = (ab) c (Carpma igleminin birlesme 6zelligi.)

G2) ab = ba (Garpma isleminin degisme 6zelligi.)

G3) al = a (Garpma isleminin birim eleman 6zelligi.)

Ga) a # 0 olmak lizere ab = 1 olacak sekilde bir b = — € R vardir. (Carpma isleminde ters eleman

a

ozelligi.)
< Her a, b, ¢ € R olsun. Carpma igleminin toplama islemi {izerine sagdan ve soldan dagiima ozelligi

asagidaki gibidir:

a(b+c)=ab+ac, (a+b)c=ac+ bc.

Ill. Siralama Aksiyomlari

R reel sayilar kiimesi lizerinde asagidaki kosullari saglayan bir "<" bagintisi vardir. Her a, b, c € R
olsun.

C1)a<adir.

G2)a<bveb<aisea=bolur.

G3)a<bveb<cisea<colur

Ca)a<bveyab <aolur

Cs)a<bisea+c<b+colur.

Cs)a<bvec>0iseac < bcolur.

I, 11 ve 1l Aksiyomlarinin Sonuglari

< T2 kosulunu saglayan 0 elemani tektir. (Burada teklik kelimesi bir tane anlaminda kullanilmistir.)
€ T4 kosulunu saglayan b = —a elemani tektir. (Burada teklik kelimesi bir tane anlaminda kullanilmistir.)
€ Va,b,ceRigina+ c=b+ cisea= b olur. (Toplama isleminde sagdan sadelestirme.)

<¢ T4 kosulundaki b = —a elemani toplama islemine gore a sayinin tersidir ve a sayinin toplama iglem-
ine gore tersinin tersi kendisidir.

% Va, b, c e Rigin a+ x = b denkleminin bir tek x = b — a ¢éziimdi vardir.

1
< C4 kosulunda a # 0 olmak lizere b = p olarak verilen b elemani tektir. (Burada teklik kelimesi bir

tane anlaminda kullaniimistir.)



€ Va, b, c € Rigin ¢ # 0 olmak lizere ac = bcise a = b olur. (Carpma isleminde sagdan sadelestirme.)
$® VaeRigina0 =0 olur.

¢ Va,b,ceRigcinab=0isea=0 v b=0olur.
® VaeRicin—a=(—1)ave (—a)? = a2 olur.

1 1
*Va,beIR{i(;ina<bise—b<—aqur.Ayrlcaa;éO,byéOikena<biseE<—o|ur.
a

®#VaeRicina? <aise0 <a<1olur. Yinea?>aisea < 0veyaa > 1 olur.

Reelr‘ls?;yllar icin ifade edilen I, Il ve Il Aksiyomlarini @ rasyonel sayilar kiimesi de saglar. Q c
R oldugu halde bu li¢ aksiyom @ ile R kiimelerini ayirt etmemektedir. Bu iki kiimeyi IV. aksiyom
olarak verilecek tamlik aksiyomu ayirt eder. Tamlik aksiyomunu verebilmek igin sinirlilik ile ilgili
kavramlara ihtiyag vardir.

Simdi sinirhilik ile ilgili ifadeleri verelim.

m Sinirhiik

X kiimesi, R kiimesinin bostan farkli bir alt kiimesi olsun. Her x € R igin X < b olacak sekilde bir
b € R sayisi varsa X kiimesine iistten sinirlidir denir. Bu sarti saglayan b sayilarina da X kiimesinin
iist sinirlari denir. E§er her x € R icin x < M olacak sekilde bir M € X sayisi varsa bu M sayisina
X kiimesinin en biiyiik elemani denir ve maks X ile gosterilir.

X kiimesi, R kiimesinin bostan farkli bir alt kiimesi olsun. Her x € R i¢in a < x olacak sekilde bir
a € R sayisi varsa X kiimesine alttan sinirlidir denir. Bu sarti saglayan a sayilarina da X kiimesinin
alt sinirlan denir. Eger her x € Rigcin m < x olacak sekilde bir m € X sayisi varsa bu M sayisina X
kiimesinin en kii¢iik elemani denir ve min X ile gosterilir.

X kiimesi, R kiimesinin bostan farkl bir alt kiimesi olsun. X kiimesi hem alttan hem de iistten
sinirli ise X kiimesine sinirli kiime denir. Diger bir ifadeyle, her x € Ricin a < x < b olacak sekilde
bira, b € R sayisi varsa X kimesine sinirli kiime denir. Sinirliigin tanimina alternatif bir ifade daha
verelim: Eger her x € Riigin |x| < K olacak sekilde bir K > 0 sayisi varsa X kiimesine sinirl kiime
denir.

A=1[0,1] ve B = (0, 1) kiimelerini alam. Onceliklehera € Aicin0 < x<1ve0,1 € Adr. O
halde A kiimesi hem alttan hem de Gstten sinirlidir. Ayrica min A = 0 ve maks A = 1 olur. Simdi
B kiimesi arastiralim. Her b € B igin 0 < b < 1 oldugundan B kiimesi hem alltan hem de Ustten
sinirlidir. Ancak her b € B igin m < b ve b < M olacak sekilde m, M € B sayilari yoktur. O halde B
kiimesinin en kiigiik elemani ve en biiyiik elemani yoktur.

= { Analiz |
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X, R kiimesinin bostan farkli istten sinirli bir alt kiimesi olsun.
B = {b € R| b, X kimesinin tst siniridir}

kiimesinin var ise en kiigiik elemanina X kiimesinin en kiigiik iist siniri veya supremumu denir ve
bu sayi sup X ile gosterilir. Yani sup X = min B dir.

X, R kiimesinin bostan farkli alttan sinirli bir alt kiimesi olsun.
A = {a € R| a, X kiimesinin alt sinindir}

kiimesinin var ise en biiyiik elemanina X kiimesinin en biiyiik alt siniri veya infimumu denir ve bu
say! inf X ile gosterilir. Yani inf X = maks A dir.

N = {1, 2, 3,...} dogal sayilar kiimesini alahm. Her n € N igin 1 < n oldugundan N kiimesi
alttan sinirlidir. Ayrica N kiimesinin alt sinirlarinin kiimesinin en buyiik elemani 1 oldugundan
infN = lolur. Diger yandan 1 € N oldugundan minN = 1 dir. Ancak bu N kiimesi ustten sinirl
degildir. Yani her n € Nigin n < b olacak sekilde bir b € R sayisi yoktur. O halde N dogal sayilar
kiimesinin supremumu yoktur.
1
a={z
n

Simdi
{ 11 1 }
A=31,—,—,...,— ...
2 3 n

olup her x € Aigin 0 < x < 1 oldugundan A kiimesi hem alttan hem de istten sinirhdir. Bu A
kiimesinin alt sinirlarinin kiimesinin en biyilk elemani O dir. Ayrica A kiimesinin st sinirlarinin
kiimesinin en kiiclik elemani 1 olur. O halde infA = 0 ve supA = maksA = 1 bulunur. Dikkat
edilirse bu A kiimesinin bir en kii¢lik elemani yoktur.

neN}c[R

kiimesini ele alalim.

#1 Not
Dikkat edilirse, bir b € R sayisi X kiimesinin bir tst siniri ve b € X ise sup X = maks X = b olur.
Benzer sekilde bir a € R sayisi X kiimesinin bir alt sinirive a € X ise inf X = min X = a olur.

Supremum ve Infimumun Karakteristik Ozelligi

i. X kiimesi, R kiimesinin bogstan farkli iistten sinirh bir alt kiimesi olsun. Bir b € R sayisinin X
kiimesinin supremumu olmasi icin gerek ve yeter kosul b sayisinin X kiimesinin bir st sinir ol-
masi ve herhangi bir e > 0 sayisiicin b—€ < X¢ olacak sekilde bir xe € X sayisinin var olmasidir.

ii. X kiimesi, R kiimesinin bostan farkli alttan sinirli bir alt kiimesi olsun. Bir a € R sayisinin X
kiimesinin infimumu olmasi i¢in gerek ve yeter kosul a sayisinin X kiimesinin bir alt sinir olmasi
ve herhangi bir € > 0 sayisi i¢in Xe < a + € olacak sekilde bir xe € X sayisinin var olmasidir.




I ispat

i. (=) sup X = b olsun. Bu b sayisi X kiimesinin bir tst sinir oldugundan her x € X iginx < b
olur. Simdi her x € X i¢in x < b — € oldugunu kabul edelim. O halde b — € sayisi X kiimesinin
bir st sinindir. Burada sup X = b oldugundan b < b —€ < € < 0 olur ki bu durume > 0
olmasiyla gelisir. Celiski her x € X icin x < b — € kabuliinden kaynaklanir. Bu takdirde en az bir
Xe € X sayisligin b— € < x¢ olur.

(&) Tersine, bir b € R sayisi X kiimesinin bir st siniri ve herhangi bir € > 0 sayisiicin b— € <
Xe olacak sekilde bir x¢ € X sayisi var olsun. Bir d € R sayisinin d < b kosulunu saglayan X
kiimesinin baska bir ist siniri oldugunu kabul edelim. Béylece 0 < b — d olup € = b — d alinirsa
b— € < Xxe iken d < X¢ (Xe € X) olur ki bu durum d sayisinin X kiimesinin bir ist siniri olmasiyla
celisir. Celigki d € R sayisinin d < b kosulunu saglayan X kiimesinin baska bir tst siniri oldugunu
kabuliinden kaynaklanir. O halde X kimesinin baska bir d € R st siniri igin b < d olmalidir. Bu
sup X = b olmasi anlamina gelir.

ii. Ispat i. sikkin ispatina benzer seklide yapilir.

Simdi Q rasyonel sayilar kiimesini R reel sayilar kimesinden ayiran tamlik aksiyomunu ifade edelim.
11l. Tamhk Aksiyomu

X kiimesi, R kiimesinin bostan farkli listten sinirli bir alt kiimesi ise X kiimesinin bir supremumu
vardir.

Bu aksiyom bazi kaynaklarda asagidaki bicimde de ifade edilir:
A ve B, R kiimesinin bostan farkli iki alt kimesi olmak lzere hera € Aveherb € Bigina < b
oluyorsa her a € A ve her b € B igin a < ¢ < b olacak sekilde bir ¢ € R sayisi vardir.

#9 Not

@ rasyonel sayilar kiimesi tamlik aksiyomunu saglamaz. Gergekten bir
A={xe@| x<\/§}c@

kiimesini alalim. Bu A kiimesi iistten sinirlidir ancak v/2 ¢ @ oldugundan bu kiimenin @ rasyonel
sayilar kiimesinde bir supremumu yoktur.

| X kiimesi, R kiimesinin bostan farkli alttan sinirl bir alt kiimesi ise X kiimesinin bir infimumu vardir.

I ispat

Y={—x| xe X}

kiimesini alalim. X kiimesi alttan sinirli oldugundan her x € X igin a < x olacak sekilde bir a € R
sayisi vardir. Boylece her x € Xigina < x ise—a > —x olup her —x € Y icin—a > —x oldugundan
—a sayis! Y kiimesi i¢in bir st sinirdir. O halde tamlik aksiyomundan sup Y = M sayisi vardir.
Buradan her —x € Y icin —x < M oldugundan x > —M olup her x € X icin —M < x olur. Yani
—M sayisi X kiimesinin bir alt sinindir. X kiimesinin herhangi bir alt siniri ¢ olsun. Bdylece her
X € X igin ¢ < x olup —x < —c yazilir. Yani —c sayisi Y kiimesi i¢in bir Gist sinirdir. Diger yandan
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supY = M oldugundan M < —c olup ¢ < —M dir. Boylece X kiimesinin herhangi bir ¢ alt siniri
—M sayisinidan kiigiik oldugundan inf X = —M bulunur.

R reel sayilar kiimesine —oo ve +o0o sembollerinin ilave edilmesiyle elde edilen kiimeye
genisletilmis reel sayilar kiimesi denir ve R ile gosterilir. Yani R = RU {—oo0, +00} bigimindedir.
x € R olmak iizere R kiimesindeki cebirsel islemler asagidaki bicimdedir:

X+ (+0)=(+0)+ X =+, X+ (—0) = (—x0) + X = —00.

%t X — (—00) = + 0, (+00) + (+0) = (+0), (—0) + (—00) = (—0).

X
£ (+00)(—0) = —00, (+00) (+0) = +00, (—o0) (—0) = +00, X # 0 olmak lzere e
0o
X
— =0,
—00
X +00 —00
€ x > 0ise X (+0) =400, X (—0) = —00, 0= +00, — = +00, — = —00
X +00 —00
*X<0isex(+oo)=—oo,x(—oo)=+oo,6=—oo,—=—oo,—=+oo
Diger yandan,
+00 o0 0

ifadeleri tanimli degildir. Bu nedenle R=RuU {—00, +00} bir cisim degildir.

Z1 Not

Bir X kimesi Uistten sinirli degilse sup X = + 00, alttan sinirli degilse inf X = —oo olarak tanimlanur.
Yine 6zel olarak sup @ = —oo ve inf@ = + 00 olarak tanimlanir.

A kiimesi, R kiimesinin bostan farkli bir alt kiimesi olsun. Her a, b € A olmak lizerea < x < b
olan her x € Ricin x € A oluyorsa A kimesine bir araliktir denir.

Her a, b € Ave a < b olsun. O halde

€ (a,b) =B = {x €R| a <x < b} araligina agik aralik denir.

®[a b]=B={xeR| a<x< b} araligina kapal aralik denir.

€ [a,b)=B={xeR| a<x< b} araligina sagdan kapall soldan agik yari acik aralik denir.
€ (a,b] =B={x€R| a<x< b} aralifina soldan agik sagdan kapali yari agik aralik denir.
R=RuU {—00, +00} kiimesinde acik araliklar asagidaki gibi tanimlanir:

(a,+0)={xeR| a<x} (—o,a)={xeR| x <a},
[a,+0)={xeR| a<x} (—o0,al={xeR| x<a}.




N dogal sayilar kiimesi bir aralik degildir.Gergekten 3,4 € N olmak lizere 3 < 3,2 < 4 iken
3,2 ¢ N dir. R reel sayilar kiimesi R = (—o0, +0) biciminde bir araliktir. Yine Rt = (0, + )
pozitif reel sayilar kiimesi ve R~ = (—oo, 0) negatif reel sayilar kiimesi birer araliktir.

m Peano Aksiyomlari

Dogal sayilari ifade etmekte yeterli olan en belirgin 6zellikler Peano aksiyomlaridir ve bu bes aksiyom
asagidaki bigcimdedir.
N1) 1 e Ndir.
Nz)HerneNiginn+ 1 e Ndir.
N3)HerneNiginn+ 1# 1dr
Ng)Hern,meNiginn+1=m+ 1isen=mdir.
Ns)AcCcN,1e€AveherneAiginn+ 1€ Aolsun. O halde A = N olur. Bu aksiyoma matematik
indiiksiyon prensibi veya tiimevarim prensibi denir.
N aksiyomunun kullanildigi timevarim yonteminde asagdidaki yol izlenir.
Herhangi bir n € N igin n dogal sayisina bagl bir B (n) énermesi verilsin.

1. 1 € Niigin 6nerme dogrudur. Yani B (1) dogrudur.

2. Onerme n igin dogru iken n + 1 iginde dogru oluyorsa (yani B (n) dogru iken B (n + 1) de dogru
oluyorsa) bu 6nerme her n € N igin dogrudur.

Her n € Nigin

1
12+22+32+...n2=gn(n+ 1)(2n+1)
esitliginin dogru oldugunu gosterelim. Timevarim yontemini kullanalim.

n=1licinl= gl (1+1)(2+ 1) < 1 =1 olur. O halde verilen esitlik n = 1 igin dogrudur.
n igin esitligin dogru oldugunu kabul edelim. Yani

12+22+3%24 n2=1n(n+1)(2n+1) (2.1)
< .

olsun. Simdi n + 1 i¢in esitligin dogru oldugunu gosterelim. (2.1) ifadesi kullanilarak

1
124224324+ ...n24(n+1)? gn(n+1)(2n+1)+(n+1)2

%(n+l)(n(2n+ 1)+ 6n+ 6)

1
g(n+1)(2n2+n+6n+6)

1
s+ 1)(2n?+7n+6)

1
= g(n+1)(n+2)(2n+3)

bulunur. O halde verilen esitlik n+ 1 i¢in dogrudur. Bu takdirde, timevarim yénteminden, hern € N
icin verilen esitlik dogrudur.
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#1 Not

Bir B (n) dénermesi her n > ng igin verilmigse tiimevarim yontemi kullanilirken ilk adimda B (1)
dogrudur ifadesi yerine (6nerme n = 1 i¢in dogrudur ifadesi yerine) B (ng) dogrudur ifadesi (6n-
erme n = Ng igin dogrudur ifadesi) yazilr.

Her n > 5 icin 2" > n? esitsizliginin dogru oldugunu tiimevarim yontemini kullanarak gosterelim.
n=5icin 2° > 52 & 32 > 25 olur. O halde verilen esitsizlik n = 5 igin dogrudur.
n igin esitsizligin dogru oldugunu kabul edelim. Yani

2" > n? (2.2)
olsun. Simdi n + 1 igin esitsizligin dogru oldugunu gosterelim. (2.1) ifadesi kullanilarak
(n+1)2=n>+2n+1<2"+2n+1 (2.3)

yazilir.
Oncelikle her n > 5 igin
2n+1<2" 2.4)

esitsizliginin dogru oldugunu tiimevarim yéntemini kullanarak gdsterelim.

n=>5i¢in2.5+ 1 < 2> & 11 < 32 olur. O halde (2.4) esitsizligi n = 5 icin dogrudur.

n igin (2.4) ifadesinin saglandigini kabul edelim. Simdi n + 1 icin inceleme yapalim. Boylece (2.4)
ifadesi kullanilarak

2(n+1)+1=2n+1+2<2"+2<2"4+2"=2.2"=2"+1

bulunur. O halde timevarim prensibinden her n > 5 igin (2.4) esitsizligi saglanir. O halde (2.4)
ifadesi (2.3) de yerine yazilirsa

(N+1)2<2"+2n+1<2"+2"=2.2"=2n*1

elde edilir. Bu takdirde tiimevarim prensibinden her n > 5 igin 2" > n? esitsizligi dogrudur.




m Arsimet Prensibi ve Sonuglari
#9 Not

Z tamsayilar kiimesinin bostan farkli sinirli her alt kiimesinin bir en biiyiik elemani ve bir en kiigiik
elemani vardir. Yani tamsayilar kiimesinin bostan farkli alttan sinirli her alt kiimesinin bir en kiigiik
elemani, bostan farkli Gistten sinirli her alt kiimesinin bir en biiyiik elemani vardir.

LCE WP Arsimet Prensibi
Her h > 0 ve her x € R i¢in
(k—1)h<x<kh

olacak sekilde bir k € Z vardir.

I ispat
Her h > 0 ve her x € R olsun. Bir

X
A={neZ|E<n}cZ

kiimesini alalim. Oncelikle A # @ oldugunu gésterelim. A = @ oldugunu kabul edelim. O halde

X
hern e Ziginn < A olur. Bu durum Z tamsayilar kiimesinin Ustten sinirsiz olmasiyla gelisir. Bu

X
celiski A = @ kabultinden kaynaklanir. Bu durumda A # @ dir. Her n € A icin — < n oldugundan

A kimesi alttan sinirlidir. Tamsayilar kiimesinin bostan farkli alttan sinirli her alt kiimesinin bir en

kiigiik elemani var oldugundan min A = k olacak sekilde bir k € A c Z vardir. Ayricak € A

x k (2.5)
f— < .
h

yazilir. Yinek—1 € Z olup minA = kve k—1 < k oldugundan kK — 1 & A olur. Boylece A
kiimesinin tanimindan,

k—1<2 2.6)
<4 .
yazilir. O halde (2.5) ve (2.6) kullanilarak bu k € Z igin
X
k—lSF<k=)(k—1)hSX<kh
elde edilir.

Simdi Arsimet prensibinin sonuglarini verelim.

1
Herhangi bir € > 0 igin — < € olacak sekilde 3n € N vardir.
n
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=5 ispat

1
Herhangi bir € > 0 sayisi verilsin. Eger Arsimet prensibinde h = 1 ve x = — alinirsa,
€
1
(ko—1)<—<ko
€

1

olacak sekilde bir kg € Z var olur. Burada herhangi bir € > 0 igin — < ko oldugundan ko > 0 olur.
€

0 halde ko € N dir. Eger ko = n alinirsa, herhangi bir € > 0 igin

1
—<n&e—<e
€ n

bulunur. Bu istenendir.

‘ Herh >0i¢cin0 < x < hisex=0dr.

I3 ispat
Her h > 0igin 0 < x < h olsun. x # 0 oldugunu kabul edelim. O halde 0 < x olup 1. Sonug geregi
1

— < x olacak sekilde bir n € N vardir. Bu durum her h > 0 igin x < h olmasiyla celisir. Burada
n
celigki, x # 0 kabuliinden kaynaklanir. Bu takdirde x = O olur.

Her a, b, x € R olsun. Eger her n € N igin

b
asx<a+—
n

ise x = aolur.

Bu sonucgun ispati benzer sekilde yapilir.

Yogunluk Teoremi
Herhangi iki reel sayi arasinda ez az bir tane (dolayisiyla sonsuz sayida) rasyonel sayi vardir.

I ispat 1
Her a, b € Rve a < b olsun. O halde 0 < b— a olup 1. Sonug geregi > < b— a olacak sekilde bir

1
n € N vardir. Ayrica Arsimet prensibinde X = a ve h = — alinirsa,
n

k—1 k
<a<-— (2.7)
n n

k k
olacak sekilde bir k € Z vardir. Simdi - < b oldugunu gosterelim. Bunun igin - > b oldugunu



kabul edelim. Boylece

k—1 k
<a<b<g -
n n
olur. Oncelikle
k—1 k k
——<a<b<-=>b—a<-—a (2.8)
n n n
yazilir. Yine
k—1 k—1
——<a>-as<-— (2.9)
n n
olur. O halde (2.8) ve (2.9) kullanilarak
k k k—1 1
b—a<--—-a<—-— =—
n n n n

1 k
bulunur. Bu durum — < b — a olmasiyla gelisir. Bu geliski — > b kabullinden kaynaklanir. O halde
n n

k
- < b olmalidir. Béylece (2.7) ifadesi kullanilarak

k—1 k k
<a<—-<b=>a<-<b
n n

k
elde edilir. Burada k, n € Z oldugundan aile b arasinda en az bir - € Q sayisi vardir. Yukarida izle-

k k
nen yol kullanilarak a ile — sayilari arasinda ve — ile b sayilari arasinda rasyonel sayilar bulunabilir.
Bu islem sonsuz defa uygulanarak, a ile b arasinda sonsuz sayida rasyonel sayi bulunabilir.

#9 Not

Bu son sonugtan yararlanarak, herhangi iki reel say arasinda en az bir tane (ve dolayisiyla sonsuz

sayida) irrasyonel sayi vardlr denebilir. Gergekten Her a, b € Rve a < b olsun. Burada a, b € R
a b
ve a < b oldugundan —, — —— < — olur. Boylece 4. Sonug kullanilarak

/_ /_ VI 2
a k b
Y2 . n 2
k
olacak sekilde en az bir — € Q sayisi vardir denir. Buradan
n

a k b k
—<—<—=>a<—\/5<b
J/2 n 2 n

k
ve ;\/5 € [ olur. Bu takdirde, herhangi iki reel sayi arasinda en az bir tane (ve dolayisiyla sonsuz
sayida) irrasyonel sayi vardir.
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SO XN Tam deger

Eger her x € R igin Arsimet prensibinde h = 1 alinirsa,
k—1<x<k

olacak sekilde bir k € Z vardir. Burada k — 1 = m € Z denirse,
m<x<m+1

yazilir. Bum € Z sayisina x sayisinin tam degeri denir ve [ |x|] ile gosterilir. Yine x—[ |x|] sayisina
X sayisinin kesir kismi denir. Bu x sayisinin kesir kismina t denirse, x =[|x|]+t,0 <t < 1 olur.

Bazi reel sayilarin tam degerleri asagidaki gibidir:
[11,2]1=1,[10,1]1=0,[I11[1=1,[I-1,2]] =—2.

Simdi tam degerin bazi 6zelliklerini verelim. Her x, y € Rve m € Z olsun. O halde
L [[x|]]=misem<x<m+1olur
S [|Ix+m|]=[|x|]]+ molur.
®[|x|]]>misex>m+ 1olur

Herhangi bir X, y € R sayisinin mutlak degeri

x, x=0
x| =
—x, x<0

biciminde tanimlanir.
Simdi mutlak degerin bazi 6zelliklerini ifade edelim.

€ Her x € Rigin |[x| = |—x| > 0 dir.
x| x|
€ Her x, y e Rigin [x + y| < x| + |y|, |x.y| = |x]| ly| ve y # O olmak tizere }—/‘ = — olur.

lyl

< Her x, y € Rigin ||x| — |y]| £ |[x—y] olur.
®¢HerxeRvea>0igin|x|]<ae—a<x<a|x|<ae—a<x<aolur

¢ HerxeRvea>0igin|x|>aea<xvx<-—-qgl|x|<aea<xvx<—aolur
< Her x € Rigin Vx2 = |x| olur.

€ Her x, y € Rigin |x| = |y| & x? = y? olur.




BOLUM 3
Baginti ve Fonksiyon

m Baginti
X £ @ ve Y # @ herhangi iki kiime olsun.

XxY={(x,y)| xeXveyeY}

kiimesinin her alt kiimesine X kiimesinden Y kiimesine bir baginti denir. Bagintilar, genel olarak
a, B, ... gibi harflerle gosterilir.

Bir B ¢ X x Y bagintisinda, herhangi bir (x, y) € B icin xBy gosterimi kullanilir. Eger X = Y ise
B c X x X bagintisina X de bir baginti denir.

X # @ ve Y # @ herhangi iki kiime olmak tizere 3, X kiimesinden Y kiimesine bir baginti olsun. O
halde

{(y, X)) (x,y)eB}ycYxX

kiimesi de Y kiimesinden X kiimesine bir bagintidir. Bu bagintiya 8 bagintisinin tersi denir ve g+
ile gosterilir.

A={1,2,3} ve B= {a, b} kiimelerini alalim. Bdylece

AxB={(1,a),(1,b),(2 0).(20b).(3, ). (3 b)}

olur. Burada
B1={(1,a)} cAxB,B2={(1,b),(2,b)} cAxB

alt kiimeleri, A kiimesinden B kiimesine birer bagintidir. Yine A x B kimesinin kendisi de A
kiimesinden B kiimesine bir bagintidir. Ayrica

BxA={(a 1),(b,1),(a,2),(b, 2),(a 3), (b 3)}
bicimindedir. Burada
a1 ={(a,2),(a3)}cBxAa,={(b,3),(b,2),(a,1)} cAxB

alt kiimeleri, B kiimesinden A kiimesine birer bagintidir. Yine B x A kimesinin kendisi de B
kiimesinden A kiimesine bir bagintidir. Simdi 82 bagintisinin ,B;l tersini bulalim. Bu Bgl bagintisi

Bt ={(, )| (x,y)€B2} ={(b,2),(b,1)} cBxA

olur.
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A x B kiimesinin bir alt kiimesi olan 82 bagintisinin grafigi gizilirken A kiimesi yatay eksenle B kiimesi
dikey eksenle temsil edilir.
"

=
-4
-
L]

€ Baginti tanimindaki X ile Y kiimeleri 6zel olarak X = Y = R alinirsa 8 € R x R = R? bagintisina R
de bir baginti denir. Dolayisiyla R? nin her alt kiimesi R de bir baginti olur. Oncelikle R? deki bslgeler
asagidaki gibidir:

II. Bilee I. Bilge

111 Bilge IV. Bilge

% B1 = R?, R de bir bagintidir ve grafigi asaigdaki bigimdedir:




< Ikincibélgedeyeralan 82 = {(x, y) € R x R| x £ 0, y > 0} bagintisinin grafigi asagidaki bicimdedir:
¥
B T

#B3={(x,Y)eERxR| |x|=1 v |y|=2}baginusiicin|x|=1=>x==+1y eRveyaly|=2=
y==%2,x€Rolup

x,y)eBze=(x,y)e{—1,1} xRveya (x,y) eRx {—2,2}
yazilir. Bu 83 bagintisinin grafigi asagidaki gibidir:

=1 ¥ gl

V=2
|
|
£
|
|

y=-2

LLs={(XY)ERXR| |X|=1 A |y|=2}badintisiigin|x]|=1=>x=%x1lvely|=2=>y==2
olup

Ba={-1,1} x {-2,2}
bulunur. B4 bagintisinin grafigi asagidaki gibidir:
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€ Ps={(x,y)eRxR| [|x|]]=1}badntisiicin[|x|]]=1=1<x <2,y €Rolur. O halde
Bs=[1,2)xR

dir. Bs bagintisinin grafigi agsagidaki bigimdedir:

2

B, X kimesinde bir baginti olsun.

1. Her x € X igin (X, x) € B oluyorsa, B bagintisi yansima 6zelligine sahiptir denir.

2. (x, y) € Bolanherx, y € X igin (y, X) € B oluyorsa, B bagintisi simetri 6zelligine sahiptir denir.

3. (x,y) € Bve(y, x) € Bolan her x, y € X igin X = y oluyorsa, 8 bagintisi ters simetri 6zelligine
sahiptir denir.

4.(x,y) € Bve(y,z) € Bolan her x,y,z € X igin (x, z) € B oluyorsa, B bagintisi gegcigme
ozelligine sahiptir denir.

B, X kimesinde bir baginti olsun. Eger 8 bagintisi yansima, ters simetri ve gegisme ozelliklerine
sahipse, B bagintisina kismi siralama bagintisi denir. Eger her x, y € Xigin (X, y) € Bveya(y, X) €
B oluyorsa, B bagintisina tam siralama bagintisi ve X kiimesine tam sirali kiime denir.

B, X kimesinde bir baginti olsun. Eger B bagintisi yansima, simetri ve gegisme ozelliklerine
sahipse, B bagintisina denklik bagintisi denir.

m Fonksiyonlar

X # @ ve Y # @ herhangi iki kiime olmak tizere f c X x Y olsun. Eger
1. Her x € X igin (X, y) € f olacak sekilde en az bir y € Y vardir
2. Herx € Xigin (x, y1) € f ve (X, y2) € fise y1 = y> dir

sartlar saglaniyorsa, bu f bagintisina X kiimesinden Y kiimesine bir fonksiyon denirve f : X — Y
biciminde gosterilir.

€ f : X — Y fonksiyonunda xfy gosterimi yerine genellikle y = f (x) gosterimi kullanilir. Bu
y = f (x) ifadesinde x e bagimsiz degisken, y e de bagimli degisken denir.




Bir f : X — Y fonksiyonu i¢in X kiimesine f fonksiyonunun tamim kiimesi denir ve D ile gosterilir.

Ayrica Y kiimesine f fonksiyonunun deger kiimesi ve R = f (X) C Y kiimesine de f fonksiyonunun
goriintii kiimesi denir.

Bir f : X — Y fonksiyonu ve A ¢ X ve B C Y kiimeleri verilsin.
1. Ry = {(x, f(X))| x € X} c X x Y kiimesine f fonksiyonunun grafigi denir.
2. f(A) = {f (x)| x € A} kimesine A kiimesinin goriintii kiimesi denir.

3. f~1(B) = {x € X| f (x) € B} kiimesine B kiimesinin ters goriintii kiimesi denir.

X={1,2,3,4}veY ={a, b, c} olsun.

1.81 = {(1,qa),(b,2),(3,c), (4, d)} kimesini alaim. Burada, (b, 2) € B iken (b, 2) &€ X x
Y oldugundan B1, X x Y kiimesinin bir alt kiimesi degildir. Bu nedenle, 81, X kiimesinden Y
kiimesine birer baginti degildir. Bu takdirde, 81 bir fonksiyon degildir.

2. 32, ={(1,qa),(2,b), (3, c)} kimesini alalim. Burada, B2 C X x Y oldugundan B2, X kiimesin-
den Y kiimesine bir bagintidir. Ancak 4 € X i¢in (4, y) € B2 olacak sekilde bir y € Y var
olmadigindan, B2 bir fonksiyon degildir.

3.B83={(1,a),(2,a),(3,a), (4, a)} kimesini alahm. Burada, B3 € X x Y oldugundan B3, X
kiimesinden Y kiimesine bir bagintidir. Ayrica, her x € X igin (X, y) € B3 olacak sekilde bir
y € Y vardir ve (X, y1) € B3, (X, y2) € B3 iken y1 = y> olur. O halde B3 bir fonksiyondur.

Bir B = {(x, ) € R?| x? + y? = 1} bagintisini alalim. Burada, x* + y? = Lisey = £V 1—x2

I —1 Rici —1 —3 —1— —3 ik —3 — —3 Idugundan f bir fonksi
€ , € . €
olup > icin > \2 Bve > 2 Biken i # i oldugundan f bir fonksiyon

degildir.

< Verilen bir bagintinin grafigi biliniyor ise bu bagintinin fonksiyon olmasi igin bagimsiz degisken eks-
enine (genelde x eksenine) dik dogrularin, bagintinin grafigini bir tek noktada kesmesi gerekir. Aksi
halde, baginti fonksiyon belirtmez. Bir dnceki 6rnekte verilen 8 bagintisinin grafigine dikkat edildiginde,
X eksenine dik olan dogrularin bagintinin grafigini iki noktada kestigi goriilmektedir.

i
-
|
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#9 Not

Bu ders boyunca kullanilan fonksiyonlarin tanim ve deger kiimerleri R veya R nin alt kiimeleri olarak
alinacaktir. Bu tip fonksiyonlara reel degiskenli, reel degerli fonksiyonlar denir.

f ve g herhangi iki fonksiyon olsun. Eger Df = Dg ve her x € Df = Dy igin f (x) = g (x) oluyorsa,
f ile g fonksiyonlarina esit fonksiyonlar denir ve f = g ile gosterilir.

Tanim 3.10
f : X = Y bir fonksiyon ve b € Y olsun. Eger her x € X igin f (x) = b oluyorsa f fonksiyonuna b
degerli sabit fonksiyon denir.

f:R—R,f(x)=>5 bigiminde tanimli f fonksiyonu 5 degerli sabit fonksiyondur.

Tanim 3.11

f : X = X bir fonksiyon olsun. Eger her x € X igin f (x) = x oluyorsa f fonksiyonuna birim(6zdes)
fonksiyon denir ve Ix ile gosterilir.

f : X — R bir fonksiyon ve A € X olsun. Eger g : A — R bir fonksiyon olmak iizere her x € A igin
f(x) = g(x) oluyorsa, g fonksiyonuna f fonksiyonunun A kiimesine kisitlanisi, f fonksiyonuna
da g fonksiyonunun X kiimesine geniglemesi denir.

Tanim 3.13

f : X = Y bir fonksiyon olmak tizere her x1, X2 € X igin f (x1) = f (x2) iken X1 = X3 oluyorsa,
veya X1 # X2 iken f (x1) # f (x2) oluyorsa f fonksiyonuna, birebir(injektif) fonksiyon denir.

f : X — Y bir fonksiyon olmak iizere Ry = Y ise f fonksiyonuna, drten(surjektif) fonksiyon denir.
Yani her y € Y igin f (x) = y olacak sekilde en az bir y € Y varsa f fonksiyonuna, orten(surjektif)
fonksiyon denir.

<¢ Birebir ve orten fonksiyona bijektif fonksiyon denir.
<2 E§er Rf C Y ve Ry # Y ise f fonksiyonuna, igine fonksiyon denir.

Bir f : X — Y fonksiyonu, birebir ve orten bir fonksiyon ise X ile Y kiimelerine denk(esgiiclii)
kiimeler denir ve X « Y bigiminde gosterilir.

< Dogal sayilar kiimesine denk olan kiimelere sayilabilir kiimeler denir.

< Bir 0z alt kiimesine denk olan kiimeye sonsuz kiime denir.



f: X —>Yveg:Y — Ziki fonksiyon olsun. Her x € X igin (g o f) (x) = g (f (x)) bigciminde
tanimlanan g o f : X — Z fonksiyonuna g ile f fonksiyonlarinin bileske fonksiyonu denir.

% f: X —> Aveg: B — Zikifonksiyon olsun. O halde g o f : X — Z fonksiyonunun tanimlanabilmesi
icin A C B olmasi gerekir. Ayrica genelde g o f # f o g olur.

f : A — B birebir ve orten bir fonksiyon olsun. Eger f o g = Ig ve g o f = Ia olacak sekilde bir

g : B — A fonksiyonu varsa bu g fonksiyonuna f fonksiyonunun ters fonksiyonu denir ve g = f~*
seklinde gosterilir.

% f : A — B fonksiyonunun birebir ve érten olmasi igin gerek ve yeter kosul f = : B — A ters fonksiy-
onunun var olmasidir. Ayrica her x € A igin

fO=yex=f1)
bigimindedir.

&

Not

f ve g birebir ve 6rten fonksiyonlar olmak lizere
_1y-1

1.(F7Y) =1,

2.(fog) t=gtof Lolur

£ Not
Ters goriinti ile ters fonksiyon karistirllamamalidir. Bir f : A — B fonksiyonunun tersi tanimli
olmasada b € Bigin f~1 (b) veya C c B igin f~1 (C) ters gériintileri her zaman vardir.

f: R — R, f(x) = x> fonksiyonunu alalim. Bu fonksiyon birebir ve drten degildir. Gergekten
2 # —2 iken f(2) = 4 = f(—2) oldugundan f fonksiyonu birebir degildir. Ayrica —2 € R igin

f(x) = x2 = —2 olacak sekilde bir x € R var olmadigindan f fonksiyonu 6rten degildir. Ancak
f~1(4)={—2,2} vardr.
Tanim 3.18

f ve g herhangi iki fonksiyon olsun.

1. Her x € Df NDg igin

F£a)(x)=Ff(x)£g(x)
olur.
2. Her x € Df NDg igin
(fa) (x) =f(x) g (x)

yazilir.
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3. Herx € (DfnDg)— {x| g(x) =0} igin

AL
(9 (X)_g(x)

olur.

4. ¢ € R (sabit) olmak lizere her x € Dr igin
(cf) () = cf (x)

bigimindedir.

Tanim 3.19

X # @ olmak lizere her x € X icin —x € X oluyorsa, X kiimesine simetrik kiime denir. X bir
simetrik kiime ve f : X — Y bir fonksiyon olsun. Eger her x € X igin

F(=x)==f()

oluyorsa f fonksiyonuna tek fonksiyon,

fF=x)=F(x)

oluyorsa f fonksiyonuna ¢ift fonksiyon denir.

<t Tek fonksiyonun grafigi gore simetriktir. Cift fonksiyonun grafigi ise y eksenine gore simetriktir.

A c Rve f : A — B bir fonksiyon olsun. Eger her x € A igin f (x) < M olacak sekilde bir M € R
sayisl varsa f fonksiyonuna listten sinirh fonksiyon, m < f (x) olacak sekilde bir m € R sayisi
varsa f fonksiyonuna alttan sinirli fonksiyon denir. Hem alttan hem de tstten sinirli fonksiyona
sinirh fonksiyon denir. O halde bir f : A — B bir fonksiyonu igin Ry kiimesi sinirhdir ancak ve
ancak f sinirh fonksiyondur yazilabilir.

m Monoton Fonksiyonlar

f : A — R bir fonksiyon ve B C A olsun. Eder x1, X2 € B olmak lizere X1 < X olacak sekildeki
her x1, X2 igin f (x1) < f (x2) oluyorsa, f fonksiyonuna B kiimesinde artan fonksiyon denir. Eger
X1,X2 € B olmak lizere x; < X2 olacak sekildeki her x1, X2 i¢in f(x1) < f(x2) oluyorsa, f
fonksiyonuna B kiimesinde azalmayan fonksiyon denir.

f : A — R bir fonksiyon ve B C A olsun. Eger x1, X2 € B olmak lizere x1 < x> olacak sekildeki
her x1, X2 igin f(x1) > f(x2) oluyorsa, f fonksiyonuna B kiimesinde azalan fonksiyon denir.
Eder x1, X2 € B olmak lizere X1 < X olacak sekildeki her x1, X7 i¢in f (x1) = f (x2) oluyorsa, f




fonksiyonuna B kiimesinde artmayan fonksiyon denir.

<¢ Yukaridaki tanimlarda verilen durumlardan herhangi birini tanim kiimesinde saglayan f fonksiyonuna

monoton fonksiyon denir. Ozel olarak bir f fonksiyonu, tanim kiimesinde artan veya azalan ise f
fonksiyonuna kesin monoton fonksiyon denir.

Bir f fonksiyonu, tanim kiimesinde artan veya azalan bir fonksiyon ise bu fonksiyon birebir bir
fonksiyondur.

I ispat

Oncelikle f fonksiyonunun, tanim kiimesinde artan bir fonksiyon oldugunu kabul edelim. Her
X1, X2 € Df ve X1 # X2 olsun. O halde X1 < X2 veya x1 > X2 durumlari séz konusudur. f fonksiy-
onu artan oldugundan x3; < x2 durumunda f (x1) < f(x2), X1 > x2 durumunda f (x1) > f (x2)
olur. Her iki durumda da f (x1) # f (x2) oldugundan f fonksiyonu birebirdir.

Simdi f fonksiyonunun, tanim kiimesinde azalan bir fonksiyon oldugunu kabul edelim. Her
X1, X2 € Dfve X1 # X2 olsun. O halde x1 < x2 veya x1 > x2 durumlari s6z konusudur. f fonksiy-
onu azalan oldugundan x1 < x» durumunda f (x1) > f (x2), x1 > X2 durumunda f (x1) < f (x2)
olur. Her iki durumda da f (x1) # f (x2) oldugundan f fonksiyonu birebirdir.

Tanim 3.23

Eger bir f fonksiyonunun tanim kiimesi, fonksiyonun monoton oldugu sonlu sayida alt araliga
sahipse bu f fonksiyonuna pargali monoton fonksiyon denir.

f:R— R, f(x) = x2 fonksiyonunu alalim. Bu fonksiyon (0, +c0) araliginda artan ve (—oo, 0) ar-
aliginda azalan oldugundan R kiimesinde pargali monoton bir fonksiyondur. Bu pargali monotonluk
durumu fonksiyonunu grafiginden agikga goriilmektedir. Fonksiyonun grafigi agagida verilmistir.
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@ Parcali Fonksiyonlar
Tanim 3.24

n
A1, A, ... A, kiimeleri ikiser ayrik kiimeler ve A = UA,- olmak tzere f; : A;i — R fonksiyonlari
i=1

verilsin. O halde
fix), x€eA;

FIASR  Fx)= fZ(?()' XE.Az

fn(Xx),  x€eA;

biciminde tanimlanan f fonksiyonuna pargali tanimli fonksiyon veya pargali fonksiyon denir.

Simdi bazi 6zel pargali fonksiyonlari ifade edelim.

LELTTEPIM Mutlak Deger Fonksiyonu

Daha 6nce her x € R icin mutlak dederin tanimini

X, x>0
x| =
—x, x<0

biciminde ifade ettik. Simdi mutlak deger fonksiyonunu tanimlayalm. f : R — R, f(x) = |x|
biciminde tanimli olan fonksiyona, mutlak deger fonksiyonu denir. Mutlak deger fonksiyonunun
grafigi asagidaki gibidir.

\\ 4 /]\ flx) = Ix] //

\ | ‘ ///
H/ —y
|

€ Herhangi bir f fonksiyonunun |f| fonksiyonu mutlak deger fonksiyonu ile f fonksiyonunun bileske
fonksiyonu olarak

fx), fx)=0

)=
s —f(x), f(x)<0

seklinde tanimlanir.

< Bir f fonksiyonunun grafigi biliniyorsa f fonksiyonunun negatif oldugu yerlerde f fonksiyonunun grafiginin
X eksenine gore simetrigi alinarak |f| fonksiyonunun grafigi elde edilir. Asagida verilen sekilde mavi
grafik f (x) = x? — 1 fonksiyonunun grafigi iken yesil grafik, f fonksiyonunun grafiginin x eksenine
gore simetrigi alinarak elde edilen |f (x)| = |x2 — 1| fonksiyonunun grafigidir.



Tam Deger Fonksiyonu
Daha 6nce Arsimet prensibinin 5. sonucunda, her x € R igin

m<x<m+1

olacak sekildeki m € Z sayisina x sayisinin tam degeri demistik. Simdi tam deger fonksiyonunu
tanimlayalim. f : R — Z, f (x) = [|x|] bigiminde tanimli fonksiyona tam deger fonksiyonu denir.

€ f (x) = [|x|] fonksiyonunun grafigini [—2, 3] araliinda gizelim. ilk olarak,

-2 < x<-1=[|x]]1=-2
-1 < x<0 =>[|x]]1=-1
0 < x<1 =[|x|]]=0
1 < x<2 =>[x]]1=1
2 < x<3 =>[|x]]=2
x = 3 =>[|x|]1=3

yazilir. Boylece f fonksiyonu

-2, —2<x<-1

-1, —1<x<0
0, 0<x<1

fx)=
1, 1<x<2
2, 2<x<3
3, x=3

bigiminde bir parcali fonksiyon olur. Bu fonksiyonun grafigi asagidaki gibidir.
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3': ................... -
li ..... = —a
o1 I T
B e &
AEUTERYR saret Fonksiyonu
fR->R,
1, x>0
fx)=4 0, x=0
-1, x<0O
bigiminde tanimlanan fonksiyona isaret fonksiyonu denir ve sgn simgesiyle gosterilir.

< Bu
1, x>0
sgn(x) = 0, x=0
-1, x<0O
fonksiyonunun grafigi asagidaki gibidir.
i
—
[E— ﬁ

<¢ Yine sgn fonksiyonu ile bir f fonksiyonunun birlegkesi alinirsa

1, f(x)>0
sgn(f(x))=4 0, f(x)=0
-1, f(x)<o0

olur.



Tanim 3.28

f : A — Rbirfonksiyon olsun. Egerherx € Aiginx+T € Aiken f (x + T) = f (x)olacak sekilde bir
T # Oreel sayisi varsa, f fonksiyonuna periyodik fonksiyon denir. Bu T sayilarina f fonksiyonunun
periyodlari, bu periyodlardan en kiiciik ve pozitif olanina da f fonksiyonunun esas periyodu denir.

f(x) = x — [|x|] fonksiyonunun periyodik fonksiyon oldugunu gosterelim. Her x € R igin
f(x+ T) = f(x)olacak sekilde bir T # 0 reel sayisi bulalim. Oncelikle

fFxX+T)=x+T—[Ix+T|1=x—[Ix|]]=f(x)
olsun. Buradan

T—I[Ix+T|]==[Ixll=[x+TII=[x|1+T

olacak sekildeki T # O reel sayilari T € Z— {0} sayilaridir. O halde bu f fonksiyonu periyodik bir
fonksiyondur. Bu f fonksiyonunun esas periyodu 1 olur.
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Trigonometrik Fonksiyonlar

Dik koordinat sisteminde, orijin merkezli ve 1 yarigapili gembere birim gember denir. Birim gemberin
denklemi x2 +y2 = 1 bigimindedir. Birim gemberin tizerindeki (1, 0) noktasindan |t| birim hareket ede-
lim. Burada, t > 0 iken saat yoniiniin tersinde (pozitif yonde), t < 0 iken saat yoniinde (negatif yonde)
hareket edilir. Simdi t > 0 olacak sekilde hareket ederek bir P noktasina gelelim. Bu P noktasinin apsi-
sine cos t, ordinatina sin t denir. Birim gember iizerinde t birim ilerledikge P noktasinin kordinatlarinin
—1ile 1 arasinda deger aldigi gordilir. O halde her t igin

—1<sint<lve—1<cost<1

yazilir. Birim ¢gember lizerindeki bu hareket her t > 0 igin pozitif yonde ve her t > 0 igin negatif yonde
vardir. Ayrica t = 0 igin (1, 0) = (cost, sint) olur. O halde cost ve sint her t € R igin tanimlidir.
Boylece

cos:R—[-1,1]vesin:R—-[-1,1]

fonksiyonlari tanimlanabilir.

P = (cost,sinr)

! A= (1.0

P,

<¢ Asagidaki sekilde verilen birim gemberin Gizerindeki (1, 0) noktasindan, t birim ve —t birim ilerleyerek
siraslyla P ve P’ noktalarina gelelim. Bdylece bu P ve P’ noktalari x eksenine gére simetrik olur. O
halde bu simetriden dolayi

P’ (cos(—t), sin(—t)) = (cost,—sint)

olup her t e Rigin
cos(—t) =cost, sin(—t) =—sint

bulunur. Boylece kosiniis (cos) fonksiyonu ¢ift fonksiyon, siniis (sin) fonksiyonu tek fonksiyondur.



P = (cost,sinr)

P' = (cos(—t),sin(—t))

<2 Ayrica birim gemberin uzunlugu 21 birim oldugundan herhangi bir t € R i¢in birim gember tizerindeki
her t+ 2m ve dolaysiyla t+ 2k, k € Z ilerlemede ayni noktaya ulasilir. Yani her t € R igin

cos(t+ 2km) = cost, sin(t+ 2km) =sint, ke ”Z

olur. Boylece sinis ve kosintis fonksiyonlari periyodik fonksiyonlardir. Her k € Z igin 2k 1 bu fonksiy-
onlarin periyodlari, 27 ise esas periyodlardir.

< Birim gembere teget olan x = 1 dogrusu ile t acisinin olusturdugu i1sinin kesim noktasinin ordinatina

A A
t agisinin tanjanti denir ve tan t ile gosterilir. Asagidaki sekilde verilen OPR Uggeni ile OAS liggeni
benzerdir. Bu benzerlikten

cost sint

sint

1 tant cost

elde edilir. Boylece tanjant fonksiyonu, siniis ve kosiniis fonksiyonlarinin bolim fonksiyonu olarak
tanimlanabilir. O halde tanjant fonksiyonu

=>tant=

(Dsin N Dcos)— {t] cost#0} =R—{t| cost#0}

kiimesinde tanimli olur. Kosiniis fonksiyonu,

T
t=0Rk+ 1)5, keZ
noktalarinda sifir oldugundan tanjant fonksiyonu

T
Dmn=R—{(2k+ 1)5‘ keZ}

kiimesinde tanimliolur. Yine asagidaki sekilde hert > Qi¢in 0 < tant < +oovehert < 0igin—oo <

sin0
tant <Oolupt=0igintan0 = 550 = 0 olur. Bdylece tanjant fonksiyonu
cos

T
tan:R—{(2k+ 1)5‘ keZ}—»[R

bigiminde tanimhdir.
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cpsir. sinr)

=, tant

A

f ‘ A= (1,0

P_zia

< Birim gemebere tedet olan y = 1 dogrusu ile t agisinin olusturdugu isinin keS|m noktasmm apsisine

t acisinin kotanjanti denir ve cot t ile gosterilir. Asagidaki sekilde verilen OPR Ucgeniile OSB ucgeni

benzerdir. Bu benzerlikten .

sint cost cost
= = cott=—
1 cott sint

bulunur. Bdylece kotanjant fonksiyonu, kosinis ve siniis fonksiyonlarinin bolim fonksiyonu olarak
tanimlanabilir. O halde kotanjant fonksiyonu

(Dcos N Dgin)— {t| sint#0} =R—{t| sint#0}
kiimesinde tanimli olur. Sinis fonksiyonu,
t=km keZ
noktalarinda sifir oldugundan kotanjant fonksiyonu
Decot =R— {km| ke 7}

T T
kiimesinde tanimli olur. Yine asagidaki sekilde 0 < t < 3 icin 0 < cott < +00 ve 3 <t<m
icin —oo < cott < 0 olur. Bu takdirde kotanjant fonksiyonu

cot:R—{km keZ} - R

biciminde tanimhdir.



y .
cott
B _P-.-: . S
o —— _3’“= (cosr,sinr)
cost
sing I ¥

A=(l.0)

P_nra

#1 Not

o
Tanjant ve kotanjant fonksiyonlariicin t ile t + 1 de@erleri aynidir. Boylece her t € R igin
tan(t+ km) =tant, cot(t+ km) =cott, ke Z

yazilir. O halde tanjant ve kotanjant fonksiyonlari periyodik fonksiyonlardir. Her k € Z igin k7 bu
fonksiyonlarin periyodlari, 7 ise esas periyodlaridir.

Ayrica tanjant ve kotanjant fonksiyonlari tek fonksiyonlardir.

< Birim gemberin lzerindeki (1, 0) noktasindan t > 0 birim hareket edilerek ulagilan P noktasinda
birim gembere teget olan dogrunun x eksenin kestigi noktanin apsisine t agisinin sekanti denir ve

A A
sec t ile gosterilir. Asagidaki sekilde verilen OPR (ggeni ile OSP liggeni benzerdir. Bu benzerlikten

sect 1 1
= =>sect=
1 cost cost

bulunur. Boylece sekant fonksiyonunun tanim kiimesi

s

olur. Ayrica her t € R igin

1 1
—1<costl=>1<—vVv——<L-1
cost cost

olup sect € (—oo,—1] U[1, +00) bulunur. O halde sekant fonksiyonu

sec: R—{(2k+ l)g‘ keZ} — (—o00,—1]JU[1, +00)

bigiminde tanimlidir.
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P = (coss,sint)

P2

< Birim ¢gemberin Gzerindeki (1, 0) noktasindan t > 0 birim hareket edilerek ulasgilan P noktasinda
birim gembere teget olan dogrunun y eksenin kestigi noktanin ordinatina t agisinin kosekanti denir
A A

ve csc tile gosterilir. Asagidaki sekilde verilen OPR Uggeni ile OBP licgeni benzerdir. Bu benzerlikten
csct 1 ; 1
1  sint " sint
bulunur. Boylece kosekant fonksiyonunun tanim kiimesi
DcsczR—{knlkGZ}

olur. Ayrica her t € Ricin
1 1
—1<sint<1=>1<—vVv—<-1
sint sint

olup csct € (—oo,—1] U[1, +00) bulunur. O halde kosekant fonksiyonu
csc:R—{km| keZ} - (—o0,—1]U[1, +00)

bigciminde tanimhdir.



B
Py
Bl o™ P = (cost,sint)
cost
CSCI< |sing " 7
| 4 A=0)
P2

#1 Not

Sinls ve kosiniis fonksiyonlari 21 periyodlu fonksiyonlar olduklarindan sekant ve kosekant
fonksiyonlari da 2m periyodlu, periyodik fonksiyonlardir. Ayrica sinis tek fonksiyon oldugundan
kosekant tek fonksiyon ve kosinis ¢ift fonksiyon oldugundan sekant ¢ift fonksiyondur.

Bir Dik Uggende Trigonometrik Oranlar

v

Paja

':‘.'.;

=

isins

(cost, sinr)

A= (L0)

cosf R

P_nta

A A
e0<t< 0 olmak tizere, yukaridaki birim ¢emberde yer alan OPR liggenine benzer bir ABC iiggeni

alahm.
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< Bu iki dik liggenin benzerliginden
|BC| |AB| |BC|

— =——=>—— =s5sint,
sint 1 |AB|
|IAC|  |AB| _ |AC|

=——=——=cost
cost 1 |AB|

ve
[BC| |AC| |BC| sint

—_—— s —— = =tant,
sint cost |AC| cost
cost |AC|
“sint  |BC|

oranlari elde edilir.

A T
<t Boylece son bulunan trigonometrik oranlar dikkate alinarak, ABC dik liggenindeki t — 3 agisinin
trigonometrik oranlari agagidaki bicimdedir:

. s |AC|
sm(t— 5) = —— =Cost,



P-ICP?J!’-:’)

€t Yukaridaki sekilde verilen simetriler dikkate alindiginda

sin(m—t) =sint, cos(m—t) =—cost,

sin(m+ t)=—sint, cos(m+t)=—cost,
ve

sin(2m—t) =sin(—t) =—sint, cos(2m—t) = cos(—t) = cost.
esitlikleri elde edilir.
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Ayrica [—2m, 2m] aralifinda sinis, kosinis, kosekant, sekant, tanajant ve kotanjant fonksiyonlarir

grafikleri asagida verilmistir.

y gi
f(x) = sin(x) f(x) = cos(x)
: :’r t r ” 4 : ¢ o —— -
_2-- _2-.
Periyod = 27 Periyod = 27

!_{x) = Csc(x) )zf_a

y

‘ f(x) = s_ec(x}

f
i i I U i ; j | ; \i} i i
1 | ] ] ] ] | 1
\ I 1t i ; | i ! |
] ] ] ] ] ] ] ]

: . : : R = i : : : s

FRE R T EY T L T T

[ 2 _?’mlw 2 ’.’/\2?' T At AT
' - f : ! /\ Lol /\ :

Periyod = 27 Periyod = 27

f(x) = tan(x) .; g_g f(x) = cot(x)

| ' | i | | | i

: ¢ 1t 1 § : : ; 1t i i

] ] ] 1 L] ] L) 1

! : ! ! ! ! : :

b L & 4 3 x oMl A0 S\ ! o3l X

w-trotal 17 T FA\TI] N\ A\

| i | | l ; i |

. o ' b . 2 e . -

Periyod= = Periyod = 7



<t Yukarida verilen dik Giggendeki trigonometrik oranlarin

) a b c c
sint=—, cost=—, tant= —, cott=—, sect=—, csct=
c c b a

a
oldugunu gostermistik. Buradan asagidaki esitlikler elde edilir:
S ,, a?+b? c? , ,
sin“t+cos‘t= s—=—5=1lesin“t+cos“t=1,

c c

, a2 a?+b? 2 , , ,

l+tan“t=1+4 5 =—5—=_5=sec’te1l+tan“t=sec"t,

b2 b2

5 b2 a?+b%2 2
l+cot?t=1+—5=——>—=
a

5 —2=csc2t4=>1+cot2t=csc2t.
a a

CcosXx 1+ sinx
- + =2secx
1+sinx COS X

esitliginin dogru oldugunu gosterelim. Esitligin sagd tarafindan yola ¢ikarak sol tarafini elde edelim.

CcosXx 1+sinx cos2x+ 1+ 2sinx+sin?x
— + = -
1+ sinx COSX cosx (1 +sinx)
(cosx) (1+sinx)

yazilir. Son esitlikte

sin?x + cos?x =1
ifadesi kullanilirsa

COSX 1+ sinx

2+ 2sinx 2
+
1+sinx

= - = =2secx
CcoS X cosx(l+sinx) cosx
elde edilir.

Toplam Fark Formiilleri

Yukaridaki sekilde verilen birim gemberde |PQ| = |RA| dir. Buradan |PQ|? = |RA|? olup

(cosa—cosh)? + (sina—sinb)? = (cos (a— b)—1)% + sin? (a— b)
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yazilir. Bdylece

olup

bulunur. Buradan

cos2a—2cosacosb + cos?b +sin?a+2sinasinb+sin?b
cos?(a—b)—2cos(a—b)+sin’(a—b)+1

2—2(cosacosb+sinasinb)=2—2cos(a—b)

cos(a—b)=cosacosb+sinasinb (3.1)

elde edilir. Kosiniis fonksiyonunun gift, siniis fonksiyonunun tek olmasi kullanilarak (3.1) ifadesinden

bulunur. Yine (3.2) esitligi kullanilarak

sin(a—b)

cos(a+b)

= cos(a—(—bh))
cosacos(—b) + sinasin(—b)

cosacosb—sinasinb (3.2)

cos (g— (a—b))
cos ((g— a) + b)
cos(g—a)cosb—sin(g—a)sinb

sinacosb—cosasinb (3.3)

yazilir. Ayrica kosinis fonksiyonunun gift, sinlis fonksiyonunun tek olmasi durumu ve (3.3) esitligi kul-

lanilarak

elde edilir.

sin(a+ b)

sin(a—(=b))
sinacos(—b)—cosasin(—b)

sinacosb + cosasinb (3.4)



€ Tanjant fonksiyonunun tanimi ve (3.2), (3.4) kullanilarak

sin(a+b) sinacosb+ cosasinb
cos(a+ b) ~ cosacosb—sinasinb
yazilir. Son esitligin her iki tarafi cos a cos b ile ¢arpilip boliinirse

tan(a+ b) =

sinacosb + cosasinb
tan(a+ b)

cosacosb—sinasinb
sinacosb cosasinb

_ cosacosb+cosacosb
cosacosb _ sinasinb
cosacosbh cosacosbh

tana+ tanb

1—tanatanb
elde edilir.

< Kotanjant fonksiyonunun tanimi ve (3.2), (3.4) kullanilarak

cos(a+b) cosacosb—sinasinb
cot(a+b)= =

sin(a+b) sinacosb+ cosasinb
yazilir. Son esitligin her iki tarafi sin a sin b ile ¢arpilip bélinirse

cosacosb—sinasinb
cot(a+b) =

sinacosb + cosasinb
cosacosb _ sinasinb
__ sinasinb sinasinb
sinacosb + cosasinb
sinasinb sinasinb
cotacotb—1

cotbcota

elde edilir.

Simdi toplam fark formdilleri yardimiyla yarim ac¢i formillerini bulalim.
¢ ilk olarak

sin2x =sin(x+ x) =sinxcosx + sinxcosx = 2sin X cosx

olup
sin2x = 2sinxcosx
bulunur.
<€ Yine
€05 2X = cos (X + X) = COSX COSX — SinX SinX = C0S% X — sin?;
olup

C0s2x = cos2x —sinx
bulunur. Ayrica (3.5) kullanilarak

c0s2x = cos?x—sin’x=1—sin?x—sin?x=1—2sin%x

ve

€0s2x = cos?x—sin’?x =cos?x—1+ cos?x =2cos?x—1
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elde edilir. Diger yandan, (3.6) ve (3.7) kullanilarak

2 1—cos2x 5 1+ cos2x
sin X=T, cos“ X = ———— (3.8)

2
esitlikleri bulunur.

< Tanjant ve kotanjant fonksiyonlari igin

tanx + tanx 2tanx

tan2x = 5 = 5
1—tan‘x 1—tan‘x
ve
0 cotxcotx—1 cot?x—1
cot2x = =
cotx + cotx 2cotx
yazilir.

Yine toplam fark formdilleri kullanilarak asagida verilen ters dontigim ve dénisim formdillerini bu-
lunur.

1.
1
sinacosb = E(sin(a+ b) + sin(a— b)),

1
sinasinb = E(cos(a—b)—cos(a+b)),

1
cosacosb = 5(cos(a+b)+ cos(a—b)).

Yukarida verilen son esitliklerde a + b = x, a — b = y alinarak asagidaki dontistim formiilleri elde
edilir:

1.

. . . Xty X—=y
sinx + siny = 2sin cos >
2.
. . L X=Yy X+y
sinx—siny = 2sin cos >
3.
X+y X—y
COSX + COSy =2cC0S cos >
4.
L X=Yy  X=Yy
COSX—Cosy =—2sin——sin—;



m m .
sin — — sin — ifadesini hesaplayalim. Oncelikle

olmasi kullanilirsa (3.11) ve (3.12) esitliklerinden

. 2tany
1+tan‘ 3
elde edilir. Simdi cos x fonksiyonunu ele alalim.
X SX o ,X
COSX = C0S2— =C0S“ ——sin“—
2 2 2
02X 102 X
_ coszi(l— szi) _ 12x (1_ szi)
2 cos‘ 3 secs 3 Cos* 35
olup (3.12) esitligi kullanilirsa
1 ,X\ _ 1l—tan?3
CcosSx = —Zx(l—tan —)= ———
1+tan‘3 2 1+tan‘3

elde edilir.

12 12
. 5m L(mm
sin— = sm(—+ —)
12 4 6
T T m m
= sin (—) cos (—) + sin (—) cos (—)
4 6 6 4
143 11 4J6+42 39)
T /22 242 4 '
olur. Ayrica
m mom
sin— = sin(—— —)
12 4 6
T T m T
= sin (—) cos (—) —sin (—) cos (—)
4 6 6 4
1v/3 11 J6-42
= e =R (3.10)
Y22 242 4
o5t w42
olup (3.9) ve (3.10) esitliklerinden sin — — sin — = — elde edilir.
12 12 2
X
sinx ve cos x fonksiyonlarini tan — cinsinden yazalim.
Oncelikle sin x fonksiyonunu ele alalim.
. X X X iny 1
sinx=sin2-=2sin-cos— =2—-—Cos” — =2ta = (3.17)
2 Si 2 c2 5
yazilir. Ayrica
X X
1+ tan? = =sec® — (312)
2 2
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Ters Trigometrik Fonksiyonlar

Periyodik fonksiyonlar birebir degildir. Ancak trigonometrik fonksiyonlar, tanim kiimeleri belirli bir
kiimeye kisitlanarak birebir yapilabilir.

Tanim 3.29

m T
arcsin:[—1,1] — [_5 5} fonksiyonuna sinis fonksiyonunun ters fonksiyonu denir. Burada

y=arcsinx & siny =x
olur.

Tanim 3.30

arccos : [—1, 1] — [0, mr] fonksiyonuna kosiniis fonksiyonunun ters fonksiyonu denir. Burada

y =arccosx < Cosy =X

olur.

Tanim 3.31

m T
arctan: R — (—5 5) fonksiyonuna tanjant fonksiyonunun ters fonksiyonu denir. Burada

y=arctanx & tany =x

olur.

Tanim 3.32

arccot : R — (0, m) fonksiyonuna kotanjant fonksiyonunun ters fonksiyonu denir. Burada

y = arccotx < coty = x

olur.

Tanim 3.33

arcsec : R\ (—1, 1) — [0, m] fonksiyonuna sekant fonksiyonunun ters fonksiyonu denir. Burada

y=arcsecx &< secy =X

olur.

Tanim 3.34

T T
arccsc : R\ (—1,1) — [_5 5] \ {0} fonksiyonuna kosekant fonksiyonunun ters fonksiyonu

denir. Burada
Y = 0Arccscx & Cscy =X

olur.

Bu fonksiyonulardan arcsin, arccos, arctan ve arccot fonksiyonlarin grafikleri sirasiyla verilmistir.



arcsin fonksiyonu

4

-3

-5

arccos fonksiyonu

-1

-2
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arctan fonksiyonu

(0, 1.57)

-3

-5

-7

arccot fonksiyonu

-1

-2

-3




Trigonometrik Denklemler
€ |a| < 1 olmak iizere sinx = a denklemini ¢dzelim. Oncelikle
sinx=a=sin6

olsun. Eger 6 bilinen bir agi ise k € Z olmak lizere

X=0+2knm v x=(m—0)+ 2km
olur. Eger 6 agisi bilinmiyor ise k € Z olmak lizere
x =arcsina+2km v x=(m—arcsina)+ 2kn
olur.

% |a| < 1 olmak iizere cos x = a denklemini ¢cézelim. Oncelikle

cosx=a=cos6

olsun. Eger 6 bilinen bir aci ise k € Z olmak lizere

X=0+2knm v Xx=—0+2km
olur. Eger 6 agisi bilinmiyor ise k € Z olmak lizere
X =arccosa+ 2km vV X =—arccosa+ 2km
olur.

€ a € R olmak izere tan x = a denklemini ¢dzelim. Oncelikle

tanx=a=tan®6

olsun. Eger 6 bilinen bir agi ise k € Z olmak tizere

X=0+km
olur. Eger 6 agisi bilinmiyor ise k € Z olmak lizere
X = arctana+ km
olur.

€ a € R olmak lizere cot x = a denklemini ¢dzelim. Oncelikle

cotx=a=coto

olsun. Eger 6 bilinen bir aci ise k € Z olmak lizere

X=0+km

olur. Eger 6 agisi bilinmiyor ise k € Z olmak lizere

X =arccota+ km
olur.
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sin?x =6(cosx+ 1)

denkleminin [0, 2m) araligindaki ¢oziimlerini bulalim. Burada
sin?x =6(cosx + 1)

ise
1—cos?x=6(cosx+ 1)

olup
cos?x +6cosx+5=0 & (cosx+5)(cosx—1)=0

denklemi elde edilir. Her her x € Ricin
—1<sinx<1
oldugundan cos x = —5 olamaz. O halde cos x = —1 denklemini ¢gozelim.
cosx=—1=>cosx=cosm=>X=m+2km keZ

olup denklemin [ 0, 2m) araligindaki ¢dzimi x = 7 bulunur.

m
arcsinx + arccosx = >
esitliginin dogru oldugunu gésterelim. Oncelikle
arcsinx = ave arccosx =b

olsun. Boylece
sina=xve cosb=Xx

olup
b
sina=cosb=>sina=sin(§—b)

oldugundan arcsin ve arccos fonksiyonlarinin tanimi geregi
L m
a=——bea+b=—
2 2

bulunur. O halde (3.13) ve (3.14) esitliklerinden
. L
arcsinx + arccosx = >

elde edilir.

(3.13)

(3.14)




M Ustel ve Logaritma Fonksiyonlari

a# 1,a € RT olmakiizeref : R — R, f (x) = a* bigiminde tanimlanan fonksiyona iistel fonksiyon
denir. Buradaki a # 1 sayisina ustel fonksiyonun tabani adi verilir.

Tanimda ifade edilen a # 1 sayisinin iki durumuna gére Ustel fonksiyonun grafigi gizilir.

1. a > 1igin f (x) = a* fonksiyonunun grafigi asagidaki gibidir.
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Ustel Fonksiyonun Ozellikleri

Ustel fonksiyonun &zellikleri agagida verilmistir.

1. f bir fonksiyon olmak iizere /™) biciminde ifade edilen bir fonksiyonun tanim kiimesi arastirilirken
a # 1,a €R* ve f(x) € R durumlarina bakilir.

2. f (x) = a* fonksiyonu igin a* # 0 ve a* > 0 dir.

3.Eger a > 1 ise f(x) = a* fonksiyonu artan bir fonksiyondur. Eger 0 < a < 1ise f(x) = a*

fonksiyonu azalan bir fonksiyondur.
4. Her x, y € Rigin f (x) = f (y) olsun. O halde

==V =1=2x—y=0=>x=y

yazilir. Boylece Ustel fonksiyon birebirdir.

5.—2 € Ricin a* = —2 olacak sekilde bir x € R var olmadigindan (stel fonksiyon érten degildir.

a#1,aeRt olmak iizere f : R — R, f (x) = a* bigiminde tanimlanan stel fonksiyon birebir
ve ortendir. O halde bu fonksiyonun tersi vardir. Ustel fonksiyonun tersine logaritma fonksiyonu
denir. Logaritma fonksiyonu

fTLRY SR y=logl ex=a"

bigiminde tanimlanir.

Logaritma fonksiyonunun grafigi igin de iki durum s6z konusudur.

1.a>1liginf(x)= Iogg fonksiyonunun grafigi asagidaki gibidir.




20<a<liginf(x)= Iog’; fonksiyonunun grafigi asagidaki sekildedir.

-6

-5

-3

-2

-1

-1

-2

-3

-4

-5

Dikkat edilirse her iki grafik de karsilik geldigi tstel fonksiyonun y = x dogrusuna gore simetrigidir.
a > 1lve0 < a < 1 durumlarn igin ayr ayr saglanan bu simetri 0 < a < 1igin g(x) = a* ve
fx)= Iog’; fonksiyonlari verildiginde asagidaki bicimdedir.

’ -2

f
, -3
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Logaritma Fonksiyonunun Ozellikleri

< f bir fonksiyon olmak iizere Iogf;(x) icina # 1, a € R* ve f (x) € R* olmaldr.

ef(x)= Iog: fonksiyonu igin a > 1 ise fonksiyon artan ve 0 < a < 1 ise fonksiyon azalandir.

<¢ Logaritma fonksiyonu x eksenini x = 1 noktasinda keser ancak y eksenini kesmez.

< f : R — R* olmak iizere f (x) = a¥ile g (x) = Iogé fonksiyonlari birbirlerinin tersi olduklarindan

(fog)(x)=a""% =1I(x)=x
ve
(gof)(x)=log? =1(x) =x
olur.
<€ Acikga, Iog(l1 =0dr.
¥ Eger log) = y ise a = @” olup y = 1 oldugundan log§ = 1 bulunur.
# Simdi log;, + log? toplaminin esitini bulalim.

u v u v
logi+log) =y & a’ = a'°%*1%% = ¢'°%q'%% = yv = y = logy"

oldugundan
log, +log; = log;”

elde edilir.
¥ Benzer sekilde log; —log’ farkinin esitini ifade edelim.

u_ v u _ v vy—1 u
logi—log¥ =y <> a¥ = a'°% %% = ¢'%%qa "% = u(a"°%) = — ey =
v
oldugundan

bulunur.

<t n € N olmak lizere

x" _ XXX X X ... X _ X
logy, =logy =logj +logy +--- + logy, = nlog;

u

logy

yazilir. Simdi n € Z olsun. Oncelikle n € N igin Iog’;n = nlog}, oldugu gosterildi. n = 0 igin

x0 _ 1_n_ b
log;, =log; =0=0.log;

olur. n € Z~ iken n = —m olacak sekilde m € N vardir. Bdylece

1
n —m om m
logy =log} = logX” = Iog(ll— log; =—mlog}; =nlogX

m
bulunur. n € Q oldugunu kabul edelim. O halde n = i olacak sekilde m € Z ve k € Z\ {0} sayilar

vardir. Buradan )

m 1
log¥" =log** =mlo Xk—mlo X = nlogX
gy =logy" =mlogy’ = ~log} = nlog}



olur.

En genel haliile r € Rigin

x=a=x"=a" =logX =ry

ve
x=a"=logy =y

olup (3.15) ve (3.16) esitliklerinden

x" _ X
log;, =rlogy
yazilir.

<% Iog’l‘0 = log x bigiminde gosterilir ve adi logatitma olarak adlandirilir. Ayrica Iog’e‘

gosterilir ve dogal logaritma olarak adlandirilir.
<¢ (Taban degistirme 6zelligi)

logjy

yazilir. Bu takdirde

log¥
Iog’; =_b

~ log?

log? V< log} =ylog & log} = log? <> x =a” &y = logX
b

(3.15)

(3.16)

= Inx olarak

olur. Bu taban degistirme 6zelligi sayesinde adi logaritma ile dogal logaritma birbiri cinsinden yazila-

bilmektedir. Yani

logy 1
logx = 0= Inx
log, In10
yazilabilir.
23X—4 =15

esitligini saglayan x degerlerini bulalim. Burada

2%=4=15 =1In(23*%)=In15
= (3x—4)In2=1In15
= 3xIn2—4In2=1In15

= 3xIn2=In2%+1In15
In16+1In15

3In2
olup

In120
X =
3In2

elde edilir.

Q { Analiz |



3 J Ondokuz Mayis Universitesi

log2 =avelog5 = b olmak lizere
40X+2 - 50X—4
denkleminin ¢oziimiini a ve b cinsinden bulalim. Burada
40**2 =50%% = log40**2 =|og 504 o)
= (x + 2)10g 40 = (x — 4)log 50 ‘
olup
log40 =log23.5=3log2+log5=3a+b (3.18)
ve
log50 =l0og2.52=log2 +2log5=a+2b (3.19)
olup (3.17), (3.18) ve (3.19) ifadelerinden
40**2 =50*"% = (3a+b)x+6a+2b=(a+2b)x—4a—8b
=>(3a+b—2b—a)x=—10a—10b
yazilr. Bu takdirde
—10a—10b
~ 2a-b
elde edilir.
1+1 1+1 1+1 1+
IogE1 +4)+ IogE1 +5)+ Iogg +'5)+ ot Iogg +a3)
toplaminin degerini bulalim. Burada
1+1 1+1 1+1 1+-L 5 6 1 64
Iogg1 +4)+ Iogg +5)+ Iog‘(1 +6)+ et Iogg1 +a3) = Iogg“)+ Iogg5)+ Iogg6)+... + Iogg“)
(GRERCY )
Iog44 5'6 62°63
= log}® = Iogj2 =2log; =2
elde edilir.




Hiperbolik Fonksiyonlar

Simetrik bir kiime dzerinde tarumh her fonksivonu bid tek digeri gift olan iki fonksivenun toplami

bigiminde ifade edebiliriz. X simetrik bir kime olmak Gzere her x € Xigin

fo) = Flx)+fi—x) . Fx)—fil—x)

2 2
olmak (zens
g6) :f{x} +fil—=x) ve h{x) :f{x}—;‘{—x}
olsun. Béylece her x < X igin
Fl=x)+fix)
gl—x) =T = gix)

oldujundan g bir gift fonksivondur Yine her x £ X igin
hxy = FE=10)

= _F(x
2 ()
oldufundan h bir tek fork sivondur. O halde her x e X igin

f(x)=g(x) + hix)

yazilg vardir.
Ozel olarak,f : R — B f(x)= &* fonksiyonu igin

e ¥ g
= + (3.20)
2 2
yazilir

Fx) = e* fanksiyonunun (3.20) esitligiyle verilen gift kismina hiperbolik kosiniis forksiyonu, tek
kismina ise hiperbolik siniis forksiyonu denir. Yani hiperbolik kesiniis fonksiyonu

cosh: B—R

ey g™
x—coshxy = ————
2

v hiperbolik siniis fonksiyonu

sinfi: BE—R

—_gx
x — sinhx 5
bigimindedir. Ayrica
ban sinhx gf—pg*
anhx = =
coshx o 4o07*
N coshx ef4+e*
coEx inhx e*—eg™*
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2
hx = =
SEEnx coshx ef4eoX
v
- 2
cschx = =—
sinhx e*—g™
olarak tarmlarr.

Simdi hiperbolik fornksivonlarda ilgili bazi temel Szdeslikleri ifade edelim.

& Her x € B igin
. NI -k S et Bl R B
cosh<x —sinh x = 7 =1

olur.

& Herx, ¥ € Rigin

e g oV g Xgf_g¥
2 7 T 2 2
1

= E{E'X+F+EX_F+ e %y g7 ¥
+& Y _ gV _ TR gV
et gy

e h
5 cosh(x +¥)

coshx coshy + sinhxsinhy

bulunur. Benzer sekilde her x, v € Rigin

cosh(x —y)=coshx coshy— sinhxsinhy,

sinh(x + y)=sinhxcoshy + coshx sinhy

sinh(x —y)= sinhxcoshy— coshx sinhy

esitlikleri saglanir.



Hiperbolik fonksiyonlarin grafikleri asagidaki sekildedir.

¥ ¥ ¥y
i &
La \ 4 La
Ly \ 2 La
Lo N b2 La
/ \,
L, g 1
£ x % r %
i e -4 3229 1 2 2 a —4—3—:_—_1“’!2:4
/= -1 14
24 -2 -2
[ =ad =2 -a-
| —" 4 4
Y T
w = sinhx v =coshx y=tanh x
¥ v ¥
i
4+ e -
ak\ F2 rt
2t Fz ra
1+ — L1 La\
” . .
L L T =TT =TT Tt F=T—*X
-4 -3 -2 -1 12 3 4 —-+ -3 -2 -1 1 2 + -3 =1 1z 4
——— - =14 Wi
Y24 -2 4
A g 4
-4 —4.| -4
Y
y=cothx y=sechx y=cschx

Not
Hiperbolik kosiniis fonksiyonun birebir ve &rtenligini inceleyelim. Bu fonksiyon ¢ift oldugundan
birebir degildir. Ayrica her x, y € Rigin

eX—1>0 =>eX—2eX+1>0
=>eX—2+eX>0
>eX+e X>2

eX+ e
—>1

= coshx>1

yazilir. O halde —2 € R i¢in coshx = —2 olacak sekilde bir x € R var olmadigindan hiperbolik
kosiniis fonksiyonu orten degildir.

A { Analiz |



N J Ondokuz Mayis Universitesi

Ters Hiperbolik Fonksiyonlar

Hiperbolik kosiniis fonksiyonu cosh : [0, +o0) — [ 1, + o) bigiminde tanimlanirsa birebir ve orten
olur. O halde bu fonksiyonun tersi var olur. Simdi bu ters fonksiyonu bulalim. Her x € [0, +00) igin

eX+e™X
coshx:sz >eX+eX=2y
1
>eX+——2y=0
eX
e +1
= —2y=0

=>eX—2yeX+1=0

olur. Eger €* = a denirse denklem
a?—2ya+1=0

olup a degiskenine gore 2. dereceden bir denklemdir. Bu denklemin kokleri
2y£24/y?—1
R o A L

bigimindedir. Burada €* = a oldugundan

eX=y:l:\/y2—1=>X=|n(y=h Vyz_l)

yazilir. Fonksiyonun bir tane tersi var olabilir. O halde y € [ 1, +00) igin

O<y—4y?—1<1
In(y—\/yz—l)so

olup

olur. Ancak x € [0, +o0) oldugundan
x#in(y— 1)
X = In(y+ \/yz—l)

arccosh: [1,+00)— [0, +00)
arccoshx = In(x+ Vx2— 1)

biciminde tanimlanan fonksiyon hiperbolik kosinis fonksiyonunun ters fonksiyonudur.

olup

elde edilir. Bu takdirde

< Simdi hiperbolik sinis fonksiyonunu ele alalim.
sinh: R-R
eX — e—X
2

X — sinhx =



fonksiyonunun birbir ve 6rten oldugunu gérmek kolaydir. O halde tersini bulabiliriz. Her x € R igin

. eX+eX ex—1
SlnhX=T=y =

—2y=0
=>eX_2yeX—1=0

olup eger €* = a denirse denklem
a’—2ya—1=0

olup a degiskenine gore 2. dereceden bir denklemdir. Bu denklemin kokleri
go yE2VYI L gyz” ey
bigimindedir. Burada e* = a oldugundan
ef=y+ m:x=ln(y:|: \/y2—+1)
yazilir. Fonksiyonun bir tane tersi var olabilir. O halde her x € Rigin X > 0 ve y — m <0

oldugundan
X # In(y—\/y2+ 1)
x=|n(y+ Vy?2+ 1)

olup

elde edilir. Boylece
arcsinh: R—R
arcsinhx = In(x+ x2 + 1)

biciminde tanimlanan fonksiyon hiperbolik siniis fonksiyonunun ters fonksiyonudur. Benzer sekilde
hiperbolik tanjant ve hiperbolik kotanjant fonksiyonlarin ters fonksiyonlari sirasiyla

1 1+x
arctanhx:—ln( ),xe(—l, 1)
2 1—

ve

1 x+1

arccothx:—ln( ),xe(—oo,—l)u(l,+oo).

2 x—1

bigimindedir.
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Ters hiperbolik fonksiyonlarin grafikleri asagida verilmistir.

&V L ¥ F 3 |
|
|
|
|
x x | x
I = i
|
| |
I |
v =sinh~'x ¥ =cosh!x ¥ =tanh ' x
¥ AY ¥
x x x
— : > : > >
v=rcolh s ¥y =sech'x y=cuh 'z




BOLUM 4

Diziler

Tanim kiimesi N dogal sayilar kiimesi olan her f fonksiyonuna dizi adi verilir. Diziler goriinti

kiimelerine gore adlandirilirlar. Ozel olarak, f : N — R, f(n) = Xp, (xn) = (X1, X2,

e Xny s
fonksiyonuna R de bir dizi denir. Buradaki x'e dizinin genel terimi denir.

)

Biz bu ders boyunca R de bir dizileri ele alacagiz.

€ (xp) = (1,4,9,16,...) dizisinin 5. terimine 25 diyemeyiz. Ciinkl burada dizinin genel teriminin
kurali bilinmemektedir. Eger x, = n? olarak verilirse dizinin 5. terimine 25 diyebiliriz. Yani bir dizinin

belirlenebilmesi i¢in genel teriminin bilinmesi gereklidir.

a € Rve € > 0 olsun. O halde
B(a,e)={x€R| [x—a| <e}

tasinin delinmis epsilon komsulugu denir.

kiimesine a € R noktasinin epsilon komsulugu denir. Ayrica B (a, €) \ {a} kiimesine a € R nok-

3 € R noktasinin € = 5 komsulugu kiimesi

B(3,5)={xeR| [x—3| <5}
bicimindedir. Burada

Ix—3|<5&-5<x—3<5&-2<x<38
oldugundan

B(3,5)=(-2,8)
bulunur.

A c Rve a € R olsun. Eger a sayisinin her € delinmis komsulugund A kiimesine ait en az bir

eleman varsa (Ve > 0 icin An (B (a, €)\ {a}) = D ise) bu a sayisina A kiimesinin limit noktasi
(yigilma noktast) denir.

Yigilma noktasi igin asagida verilenler 5nem arz eder.

€ A kiimesinin tim yigilma noktalarinin kiimesi A’ ile gésterilir.

< Eger A kimesia, b € Rve a < b olmak iizere (a, b), [a, b], (a, b] ve [ a, b) bigiminde bir aralik ise
A’ =[a, b] olur.

¢ Eger A kiimesi bir tek nokta kiimesi ise A kiimesinin yi§iima noktasi yoktur. Yani A’ = @ dir.

€ A, B ve C reel sayilar kiimesinin alt kiimleri olmak iizere A= B U Cise A’ =B’ uUC’ olur.

3 { Analiz |



S J Ondokuz Mayis Universitesi

(xn) € R (yani (xp) R de bir dizi) olsun. a € R olmak lizere a noktasinin her komsulugunda (x,)
dizisine ait sonsuz g¢oklukta ve bu komsuluklarin disinda (x,) dizisine ait sonlu ¢oklukta terim
varsa (xp) dizisi a noktasina yakinsiyor denir ve

xn—>aveyaI7ILngoxn=a

biciminde gosterilir.

Bu tanim asagidaki sekilde de ifade edilebilir:

€ (Xn) € Rve a € Rolsun. Eger herhangi bir € > 0 sayisi verildiginde her n > ng iken
Ixhn—al| <€

olacak sekilde bir ng € N (ng = no (€)) sayisi varsa (x) dizisi a noktasina yakinsiyor denir.
<t Yakinsak olmayan diziye iraksak dizi denir.

1
Her n € N igin X, = — bigiminde tanimli (x,) dizisini alahm ve x, — 0 (,!i_."goX” = 0) oldugunu
gosterelim. Herhangi bir € > 0 sayisi verildiginde her n > ng iken

1 1
n—0l=|~|=—~
ni n
1 1
yazilir. Burada her n > ng ise — < — olup
n no
1 1
[Xn—0]=—<—
n No
olur. Ayrica
1
—<e&—<ng
no €
1
olupng = ‘— + 1 alinirsa ayni € > 0 sayisi igin her n > ng iken
€

1 1
[xh—0l=—<—<e€
n No

yazilir. Bu takdirde x, — O bulunur.

P

1
P T ) dizisiigin ng = H— ]+ 1 alindi. Buradae =1
€

Wl
NI

N|

Yukaridaki 6rnekte (xp) = (1,

igin ng = 2. Boylece 0'In
B(0,1)={x€eR| x| <1}=(-1,1)

komsulugu dizinin 2. teriminden itibaren (ikinci terim dahil) her terimini igerir.



Her n € N igin X, = (—1)" bigiminde taniml (x,,) dizisinin yakinsakligini arastiralim. Bu dizi

(-1")=(-1,1,-1,1,...,(=1)",...)

bicimindedir. Maddeler halinde aragtirma yapalim.

i. Xp — 1 olabilir mi? € = 1 olsun. Boylece

B(1,1)={xeR| [x—1] <1} =(0,2)

olur. Burada n = 2ng + 1 > ng oldugunda X2p,+1 = —1 olup —1 €& (0, 2) olur. O halde
(xn) dizisi 1 noktasina yakinsamaz.

ii. X, — —1 olabilir mi? € = 1 olsun. Boylece
B(—1,1)={x€eR| [x+1]<1}=(-2,0)

olur. Burada n = 2ng > ng oldugunda X2p, = 1 olup 1 ¢ (—2, 0) olur. O halde (xp) dizisi
—1 noktasina yakinsamaz.

ili. a <—1 olan herhangi bir a € Rigin x, — a olabilir mi? € = —1 — a olsun. Boylece

B(a,—1—a)={x€eR| [x—a|]<—-1—a}=(1+a+a,—-1—a+a)=(1+2a,—-1)

olur. Burada her n € Nigin x, € (1 + 2a, —1) olur. O halde (xp) dizisia < —1 olan herhangi
bir a € R noktasina yakinsamaz.

iv. a > 1 olan herhangi bir a € R igin x, — a olabilir mi? € = a — 1 olsun. Bdylece

B(a,a—1)={x€eR| [x—a|<a—1}=(1—a+a,a—1+a)=(1,2a—1)

olur. Burada her n € Nigin x, ¢ (1,2a— 1) olur. O halde (x,) dizisi a > 1 olan herhangi
bir a € R noktasina yakinsamaz.

1
v. a = 0 olsun. x5 — 0 olabilir mi? € = — i¢in
1 1 11
B(O, —) = {x eR| |x| < —} = (——, —)
2 2 22
11
olur. Burada her n € Nigin x, & (_E 5) olur. O halde (x,) dizisi 0 noktasina yakinsamaz.
vi. —1 < a < 0 olan herhangi bir a € R igin X, — a olabilir mi? € = a + 1 olsun. Boylece

B(a,a+1)={x€R| [x—a|<a+1l}=(—a—1+a,a+1+a)=(—1+2aqa,+1)

olur. Burada her n € Nigin x, € (—1 + 2a, +1) olur. O halde (x,) dizisi—1 < a < 0 olan
herhangi bir a € R noktasina yakinsamaz.

vii. 0 < a < 1 olan herhangi bir a € R i¢in x, — a olabilir mi? € = 1 — a olsun. Bdylece

B(a,1—a)={x€eR| [x—a|]<l—a}=(a—1l+a,1—a+a)=(2a—1,1)

olur. Burada her n € Nigin x, ¢ (2a—1, 1) olur. O halde (xj) dizisi 0 < a < 1 olan
herhangi bir a € R noktasina yakinsamaz.

Bu 7 madde dikkate alindiginda (x,) dizisi iraksaktir.
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1 n
(ap) = ((1 + ;) ) olmak lizere e sayisi

n
lima, = lim (1+—) =e
n—oo n—oo n

bigiminde tanimlanir ve bu sayiya Euler sayisi adi verilir.

(xn) € Rolsun. Eger her n € N i¢in x, < M olacak sekilde bir M € R sayisi varsa (x,) dizisine
tistten sinirh dizi denir. Eger her n € N igin m < x, olacak sekilde bir m € R sayisi varsa (xp)
dizisine alltan sinirl dizi denir. Ayrica her n € Nigin m < x, < M olacak sekilde m, M € R sayilar
varsa (xp) dizisine sinirh dizi denir.

Bu tanimda verilen sinirl dizi tanimi asagidaki bigimde de ifade edilebilir:

< (xn) € Rolsun. Eger her n € Nigin |x,| < M olacak sekilde bir M > 0 sayisi varsa (xp) dizisine

sinirh dizi denir.

Teorem 4.1
Reel sayilarda yakinsak bir dizinin limiti tektir.

I ispat
(xn) € R yakinsak bir dizi olmak lizere x, — a ve x, — b olsun. Eger x, — a ise herhangi bir

€ > 0 sayisi verildiginde her n > nj iken
€
|xp—al < 5 (4.7)

olacak sekilde bir n1 € N sayisi vardir. Benzer sekilde x, — b ise ayni € > 0 sayisiigin hern > nz
iken
€
[xn—b| < > (4.2)

olacak sekilde bir n, € N sayisi vardir. Eger ngp = maks {n1, n2} alinirsa ayni € > 0 sayisl i¢in
her n > ng iken (4.1) ve (4.2) esitsizlikleri kullanilarak

€ €
|a—b|=|a—xn+xn—b|s|xn—a|+|xn—b|<5+5=e

bulunur. Yani herhangi bir € > 0 sayisi igin
0<|a—b|<e

yazilir. O halde Argimet prensibinin sonucundan (2. Sonug) |a— b| = 0 olup a = b elde edilir. Bu
takdirde limit tektir.

Teorem 4.2
Reel sayilarda yakinsak olan her dizi sinirlidir.




I ispat
(xn) € Rve x, — a € Rolsun. O halde herhangi bir € > 0 sayisi verildiginde her n > ng iken
[xh—al <€

olacak sekilde bir ng € N sayisi vardir. Boylece n > ng iken

a—€e<Xxp<a+e
yazilir. Eger

m=min{xy, X2, ..., Xny—1,a— €}
ve

M = maks {x1, X2, ..., Xny—1,a + €}

alinirsa her n € Nigin m < x, < M olur. Bu takdirde (xp) dizisi sinirhdir.

Bu son teoremin tersi her zaman dogru degildir.

((—=1)") dizisini alalim. Her n € N igin —1 < x,, < 1 oldugundan bu dizisi sinirlidir. Ancak dnceki
ornekte gosterildigi gibi dizi iraksaktir.

(an) € Rolsun.

i. Eger her n € Nigin a, < ap+1 oluyorsa (ap) dizisine artan dizi denir.
ii. Eger her n € Nigin a, < ap+1 oluyorsa (ap) dizisine azalmayan dizi denir.
iii. Eger her n € Nigin a, > ap+1 oluyorsa (ap) dizisine azalan dizi denir.

iv. Eger her n € Nigin a, > an+1 oluyorsa (ap) dizisine artmayan dizi denir.

Burada ifade edilen i ve iii 6zelliklere sahip dizilere sirasiyla monoton artan dizi ve monoton azalan
dizi denir.

(an) c R monton artan (veya azalmayan) bir dizi olsun. O halde (ap) dizisi yakinsaktir ancak ve
ancak (ap) dizisi Gstten sinirhidir.

I ispat
(an) € R monton artan (veya azalmayan) bir dizi olsun.

Oncelikle (ap) dizisinin yakinsak oldugunu kabul edelim. O halde bu dizi sinirhdir ve dolayisiyla
Ustten sinirh olur.

Simdi (ap) dizisinin Gstten sinirl oldugunu kabul edelim. Bdylece (an) dizisi tstten sinirli oldugun-
dan sup { an| n € N} sayisi vardir. Simdi

sup{an| neN} =a
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olsun. Buradan supremumun karakteristik 6zelligi geredi her n € N i¢in a, < a ve herhangi bir
€ > 0 sayislicin a— € < ap, olacak sekilde bir an, € (an) vardir. Ayrica (an) monton artan (veya
azalmayan) bir dizi oldugundan her n > ng igin a, = an, olup ayni € > 0 sayisl igin

an=Qap, >a—¢€
yazilir. Yine her n € N igin a, < a esitsizligi kullanilarak ayni € > 0 sayisi i¢in her n > ng iken
a+€>a=0ap=0ap, >A—€

olup
a—e<ap<a+e

oldugundan
lan—a| <€

yazilir. Bu takdirde (ap) dizisi yakinsaktir ve supremum degerine yakinsar.

Teorem 4.4

(an) € R monton azalan (veya artmayan) bir dizi olsun. O halde (an) dizisi yakinsaktir ancak ve
ancak (ap) dizisi alttan sinirlidir.

I ispat
(an) € R monton azalan (veya artmayan) bir dizi olsun.

Oncelikle (ap) dizisinin yakinsak oldugunu kabul edelim. O halde bu dizi sinirhidir ve dolayisiyla
alttan sinirli olur.

Simdi (ap) dizisinin alttan sinirh oldugunu kabul edelim. Bdylece (an) dizisi alttan sinirli oldugun-
daninf {an| n € N} sayisi vardir. Simdi

inf{an| neN} =a

olsun. Buradan infumumun karakteristik 6zelligi geredi her n € N i¢cin a < ap, ve herhangi bir
€ > 0 sayisl igin an, < a + € olacak sekilde bir an, € (ap) vardir. Ayrica (an) monton azalan
(veya artmayan) bir dizi oldugundan her n > ng igin a, < anp, olup ayni € > 0 sayisl igin

ap < 0ap, <a+e€
Yine her n € Nigin a < aj,, esitsizligi kullanilarak ayni € > 0 sayisi icin her n > ng iken
a—e<a<ap<ap <a+e

olup
a—e<ap<a+e

oldugundan
lap—al| <€

yazilir. Bu takdirde (an,) dizisi yakinsaktir ve infumum degerine yakinsar.



1 Mot
(an) < Bolsun.

i Hern < Migin dn+1 — an > 0 (veya an+1 — an = 0) oluyorsa {an ) dizisi monoton artan (veya
azalmayan) olur.

. Op+l Ons1 L
ii. Her m < Migin e = 1 [veya a = 1) oluyorsa {(an) dizisi monoton artan (veya azal-
n
mayan) clur.

iii. Her ne Migindne1—ap < 0 (veya adn+1—an = 0) oluyorsa (ag) dizisi monoton azalan (veya
azalmayan) olur.

dn+1 On+1
M.Hanemmh%fl[mﬁ ;+

< 1) oluyorsa (an) dizisi monoton azalan (veya art-
mayan) clur. g !

Her n € Migin ap =

1
+ + ...+ — genel terimli (ay ) dizisinin karakterini belideyelim.
n+1 n4+2 2n
(yakinsak olup olmadgin arastiralim.) Gneelikle (a,) dizisinin moenotonluguna bakahm. Hern e A

icin
a ap = ! + ! + +1+ ! + !
T T n52 n+3 Zn 2n+l 2n+2
1 1 1 1
“n+l n+2 n+3 " 2n
1 1 1

+ —
2n+1 2n+2 n+1

= ——— =
(Zn+ 1)(2n+ 2)

oldugundan (an) dizisi monoton artandir. Aynca her 1 < Migin
1 1 1 1 1

4o +—= +
n+l n+2 2n n+1

Foaa
n+1 n+1 n+1
olup (an) dizisi dstten simridic 0 halde (an) dizisi yakinsakbe

M —Rf(n)=xgoacak sekilde bir (x ) dizisi verilzin. g : M— M, g (k) = n; dodal sayilarda

artan bir dizi olmak iizere f o g : M — R, ( o g (k) = xn, olacak sekildeki bir (xn, | dizisine (xn)
dizizinin bir akt dizisi denir.

=1

& (X ) dizisinin alt dizileri (x ) dizisinin terimlerinden olusur
& Bir dizinin sonsuz coklukta alt dizisi bulunabilir.
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ve

bigimindedir.

(xn) € Rve x, — a € R olsun. Bu takdirde (xp) dizisinin tlim alt dizileri a noktasina yakinsar.

=5 ispat
(xn) € Rve x, — a € R olsun. Boylece herhangi bir € > 0 sayisi verildiginde her n > ng iken

[xhn—al| <€

olacak sekilde bir ng € N sayisi vardir. Simdi (xp,) dizisinin herhangi bir (xnk) alt dizisini alalim. O
halde her ng € Nicin X, € (xp) oldugundan ayni € > 0 sayisi igin her nx > ng iken

|Xnc—a| <€
olur. Bu takdirde xp, — a elde edilir.

Bu 6nermenin tersi her zaman dogru degildir.

(xn) = ((=1)") dizi raksaktr. Ancak (x25) = (1) = (1, 1, ...) alt dizisi 1 noktasina yakinsar.

Bolzano-Weierstrass Teoremi
Sinirl her reel sayi dizisinin yakinsak bir alt dizisi vardir.

(xn) € R olsun. Eger herhangi bir € > 0 sayisi verildiginde her n, m > ng iken
[Xn—xml| <€

olacak sekilde bir ng € N (ng = ng (€)) sayisi varsa (x,) dizisine Cauchy dizisi denir.

Her reel Cauchy dizisi sinirlidir.




=5 ispat

(xn), Rreel sayilar kiimesinde bir Cauchy dizisi olsun. O halde herhangi bir e > 0 sayisi verildiginde

her n,m = ng iken
[Xn—Xxm| <€

olacak sekilde bir ng € N sayisi vardir. E§er m = ng ve € = 1 alinirsa her n > ng igin

|Xn| = |Xn—Xno +Xn0‘ S |Xn—Xn0| ar |Xn0‘ S 1+ |Xn0|

yazilr. Eger
M = maks {|x1], X2, ..., |Xn_s |, 1 + |Xno|}
alinirsa her n € Nigin |x,| < M olur. Bu takdirde (x,,) dizisi sinirlidir.

R reel sayilar kiimesinde yakinsak her dizi bir Cauchy dizisidir.

I ispat
(xn) € Rve x, — a € Rolsun. O halde herhangi bir € > 0 sayisi verildiginde her n > ng iken

Xn—al <
Xpn—a| < —
n 2

olacak sekilde bir ng € N sayisi vardir. Boylece ayni € > 0 sayisi igin her n, m > ng iken

E €
[Xn—Xm|l=IXp—a+a—XxXm| < IXp—al+ |Xm—a|< -+ =-=€

2 2
yazilir. Bu takdirde (xp) bir Cauchy dizisidir.

(xn), R reel sayilar kiimesinde bir Cauchy dizisi olsun. Eger (xn) dizisinin Xn, — a olacak sekilde
bir (xn, ) alt dizisi varsa x, — a olur.

=5 ispat
(xn), Rreel sayilar kiimesinde bir Cauchy dizisi ve (x) dizisinin X, — a olacak sekilde bir (xnk)
alt dizisi var olsun. O halde herhangi bir € > 0 sayisi verildiginde her nx > n1 iken

G

|Xn—al < > (4.3)

olacak sekilde bir n1 € N sayisi vardir. Ayrica (X) bir Cauchy dizisi oldugundan ayni € > 0 sayisi
icin her n, ng > n; iken
€
|Xn - Xnk| < 3 (4.4)
olacak sekilde bir n, € N sayisi vardir. E§er ng = maks {n1, n} alinirsa ayni € > 0 sayisi igin
her n > ng iken (4.3) ve (4.4) esitsizlikleri kullanilarak

E €
IXn— al = |Xn — Xn, + Xn, — a| < |Xn— Xn, | + |Xn, —a| < St5=¢
bulunur. Bu takdirde x, — a elde edilir.
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LECEUERE R'nin tamigi
R de her Cauchy dizisi yakinsaktir.
I ispat
(xn), R reel sayilar kimesinde bir Cauchy dizisi olsun. O halde Bolzano-Weierstrass teoreminden

bu dizinin yakinsak bir (xp, ) alt dizisi vardir. Bdylece bir dnceki teoremden X, — a ise X, — a
olur. Yani (xp,) dizisi yakinsaktir.

Dizilerde Cebirsel islemler
(an) ve (bp), R de iki dizi olsun. O halde asagidaki 6zellikler saglanir.

i. Her n € Nigin a, £+ by, genel terimi ile belirlenen diziye (an) ve (bp) dizilerinin toplami (veya farki)
denir ve
(an) = (bn) = (an = bp)

biciminde gdsterilir.
ii. Her n € Nigin anbp, genel terimi ile belirlenen diziye (an) ve (bp) dizilerinin garpimi denir ve
(an) (bn) = (anbn)
biciminde gosterilir.

a
iii. Her n € Nigin b, # 0 olmak lizere b—n genel terimi ile belirlenen diziye (an) ve (bp) dizilerinin
n
(an) _ (@)
(bn) \bn

iv. Her k € Rve n € Nigin kay, genel terimi ile belirlenen diziye (ap) dizisinin k sabiti ile garpimi denir
ve

boliimii denir ve

bigciminde gosterilir.

k(an) = (kan)
bigiminde gosterilir.

Tanim 4.10

(an) ve (bp), R de iki dizi olsun. Her n € N igin a, = b, ise (ap) ile (bp) dizilerine esit diziler
denir.

Tanim 4.11

(an), R de bir dizi olsun. Herhangi bir ¢ € R olmak tizere her n € N igin a, = ¢ oluyorsa, yani

(ap) =(c,c...,c...)

ise (ap) dizisine sabit dizi denir.




Tanim 4.12

R de bir (ap) dizisinin ardisik terimleri arasindaki fark sabit ise (a,) dizisine aritmetik dizi denir.
Ardisik terimler arasindaki bu sabit farka ortak fark denir. Aritmetik dizi

(ap)=(a,a+d,a+2d...,a+(n—1)d,...)

bigimindedir. Aritmetik dizilerde ki ortak fark sifirdan farkli ise dizi sinirsizdir. O halde iraksaktir.
Ortak fark sifir ise dizi sabit dizidir ve yakinsaktir.

(an)=(1,3,5,...,2n—-1,...)

dizisi sabit dizidir. Burada ortak fark 2 oldugundan dizi iraksaktir.

Tanim 4.13

R de bir (ap) dizisinin ardigik terimleri arasindaki oran sabit ise (an,) dizisine geometrik dizi denir.
Ardisik terimler arasindaki bu sabit orana da ortak ¢arpan denir. Geometrik dizi a # 0 olmak lzere

(an) =(ar"Y)=(a,ar,ar?...,ar"1,...)

bigimindedir. Eger |r| < 1 ise geometrik dizi yakinsaktir ve sifira yakinsar Eger |r| > 1 ise ge-
ometrik dizi iraksaktir. Son olarak, eger r = 1 ise geometrik dizi sabit dizi olup yakinsak olur.

Ornek 4.9
2\" 3\" 2
(ap) = (5) ve (bp) = (E) dizilerini alalim. Bu dizilerdir ve (ap) dizisiigin r = 5 < 1 oldugun-

dan ap — 0 olur. Yine (by) dizisiigin r = 3 > 1 oldugundan (bp) dizisi iraksaktir.

Teorem 4.10

(an) ve (bp), Rde an — a, b, — b olacak sekilde iki yakinsak dizi olsun. O halde (an) + (bp) =
(an + bp) dizisi de yakinsaktir ve an + b, — a + b olur.

1> ispat .
(an) ve (bp), Rde a, — a, by — b olacak sekilde iki yakinsak dizi olsun. Oncelikle, a, — a
oldugundan herhangi bir € > 0 sayisi verildiginde her n > ni iken

€
lan—al < = (4.5)

olacak sekilde bir n1 € N sayisi vardir. Benzer sekilde b, — b oldugundan ayni € > 0 sayisi i¢in
hern > n; iken

€
|br—b| < 3 (4.6)

olacak sekilde bir n, € N sayisi vardir. E§er ng = maks {n1, n2} alinirsa ayni € > 0 sayisl i¢in
her n > ng iken (4.5) ve (4.6) esitsizlikleri kullanilarak

€E €
|(ap + bp)—(a+ b)| < |ap—al+ |b,— b| <E+E=e
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yazilir. Boylece a, + b, — a + b elde edilir.

Ornek 4.10

(an) = (n) ve (bp) = (—n) dizilerini alalim. Burada (an + bp) = (0) sabit dizisi yakinsaktir.
Ancak (ap) ve (bp) sinirsiz diziler olduklarindan iraksaktirlar.

(an) ve (bp), Rde an, — a, b, — b olacak sekilde iki yakinsak dizi olsun. O halde (an) (bn) =
(anbp) dizisi de yakinsaktir ve anb, — ab olur.

I ispat )
(an) ve (bp), R de an — a, by — b olacak sekilde iki yakinsak dizi olsun. Oncelikle a, — a

oldugundan (ap) dizisi sinirlidir. O halde her n € N igin |an| < M olacak sekilde bir M > 0 sayisi
vardir. Buradan

[(anbn) — (ab)| |anbn —anb + anb—ab|

< l|apbp—anb|+ |anb—ab|
= lanllbn— bl + |bl|lan—al|
< M|bp—b|+ (bl +1)|an—al (4.7)

yazilir. Ayrica a, — a oldugundan herhangi bir € > 0 sayisi verildiginde her n > nj iken

lan—al (4.8)

< —

2(lbl+ 1)
olacak sekilde bir n1 € N sayisi vardir. Yine b, — b oldugundan ayni € > 0 sayisi igin her n > n»
iken

€

olacak sekilde bir ny € N sayisi vardir. Eger ng = maks {n1, n2} alinirsa ayni € > 0 sayisl igin
her n > ng iken (4.7), (4.8) ve (4.9) ifadeleri kullanilarak

€E €
|(anbp) — (ab)| < M|bn—b|+ (|b]+ 1) |ap—a| < E I 5 =€
elde edilir. Bu takdirde an,b, — ab olur.

Bu teoremin tersi her zaman dogru degildir.

1
(an) = - ve (bp) = (n) dizilerini alahm. Burada (anbp) = (1) sabit dizisi yakinsaktir. Ancak

(bn) = (n) sinirsiz dizisi iraksaktir.




Teorem 4.12

Her n € N i¢cin an # 0 ve a # 0 bir reel sayi olmak lzere (an), R de a, — a olacak sekilde bir

yakinsak dizi olsun. O halde — — — olur.
a, a

I ispat
Her n € Nigin a, # 0 ve a # 0 bir reel sayl olmak lizere (an), R de a, — a olacak sekilde bir

|a
yakinsak dizi olsun. O halde a, — a oldugundan € = > sayisli igin her n > ny iken

lap—al < M
" 2
olup
lal
llanl—lall < lap—al < >
oldugundan
lal lal
- < lan|—lal S = lan| (4.10)

olacak sekilde bir n; € N sayisi vardir. Ayrica a, — a oldugundan herhangi bir € > 0 sayisi i¢in
her n > n; iken

lap—al < —c€ (4.11)

olacak sekilde bir n € N sayisi vardir. Eger ngp = maks {n1, n2} alinirsa ayni € > 0 sayisl igin
her n > ng iken (4.10) ve (4.11) ifadeleri kullanilarak

1 1

lan—al 2lap—al _la®> 1
a, a

=] —E€ 5=
lal an| lallal 2 |a|

1 1
bulunur. Bu takdirde — — — olur.
an

Teorem 4.13

Her n € Nigin b, # 0 ve b # 0 bir reel sayi olmak tizere (an) ve (bp) Rde a, — a, b, — b olacak

. L. . (an) an L. anp a
sekilde iki yakinsak dizi olsun. O halde ) = . dizisi de yakinsaktir ve — — — olur.
n n

n

[ ispat
Her n € Nigin b, # 0 ve b # 0 bir reel sayi olmak tizere (a,) ve (bp) Rdea, — a, b, — b
olacak sekilde iki yakinsak dizi olsun. Boylece dnceki teoremler kullanilarak

1
bn —-b=> — - —
b, b
olup
ap 1 1 a
_ = an_ —0— = —
bn bn b b
elde edilir.
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Bu teoremin tersi her zaman dogru degildir.

a
(an) = (n) ve (bp) = (—n) dizilerini alahm. Burada (b—n) = (—1) sabit dizisi yakinsaktir. Ancak

n
(an) ve (bp) sinirsiz diziler olduklarindan iraksaktirlar.

Teorem 4.14

(an), Rde a, — a olacak sekilde yakinsak bir dizi ve k € R olsun. O halde k (an) = (kap) dizisi de
yakinsaktir ve ka, — ka olur.

I ispat )
(an), R de a, — a olacak sekilde yakinsak bir dizi ve k € R olsun. Oncelikle k = 0 ise

k(an) = (kan) = (0)

sabit dizisi yakinsak olur. Simdi kK # 0 olsun. a, — a oldugundan herhangi bir € > 0 sayisi
verildiginde her n > ng iken

€
lap—al < m (4.12)

olacak sekilde bir ng € N sayisi vardir. Ayni € > 0 sayisl igin her n > ng iken (4.12) esitsizligi
kullanilarak

3
lkap — ka| = |k||lap—a| < Iklm =€

yazilir. O halde ka, — ka elde edilir.

(an) ve (bp), Rde a, — a, b, — b olacak sekilde iki yakinsak dizi olsun. O halde (an) — (bn) =
(an — bp) dizisi de yakinsaktir ve an — b, — a— b olur.

Teorem 4.15

(an), R de bir dizi olsun. Eger ,!i_)r&a,, =a(a, — a)ise r!l_pgo lan| = lal (lan] — |al) olur.

I ispat
(an), R de bir dizi olmak lizere a, — a olsun. O halde herhangi bir € > 0 sayisi verildiginde her

n = ng iken
lan—al <€ (4.13)

olacak sekilde bir ng € N sayisi vardir. Ayrica
llan|—lall < lan—al (4.14)

esitsizligi vardir. Boylece ayni € > 0 sayisi igin her n > ng iken (4.13) ve (4.14) esitsizlikleri kul-
lanilarak
llan|—lall <€

yazilir. Bu takdirde |an| — |a| olur.



Bu teoremin tersi her zaman dogru degildir.

yakinsaktir. Ancak (an) = ((—1)") dizisi iraksak bir dizidir.

(an) = ((=1)") dizisini alalim. Bdylece her n € N icin |a,| = 1 olup (|as|) = (1) sabit dizisi

olmasidir.

(an), R de bir dizi olsun. O halde ,!Lrgoan = 0 olmasi igin gerek ve yeter kosul ,!Lngolanl =0

LGN Sikistirma Teoremi

(an), (bn) ve (cn), R de birer dizi ve her n > n1 € N iken
an<b,<cp

olsun. Eger L € R olmak iizere a, — L ve c, — L ise by, — L olur.

I ispat
(an), (bn) ve (cp), R de birer dizi ve her n > n; € N iken

an < bp < Cp (4.15)
ve L € R olmak lizere a, — L ve ¢, — L olsun. Boylece a, — a oldugundan herhangi bir e > 0
sayisi verildiginde her n > n; iken

lan—L| <€ (4.16)

olacak sekilde bir n € N sayisi vardir. Ayrica ¢, — L oldugundan ayni € > 0 sayisi igin hern > n;
iken

lcn—Ll <€ (4.17)

olacak sekilde bir n; € N sayisi vardir. Eger ng = maks {n1, nz, n3} alinirsa ayni € > 0 sayisi
icin her n > ng iken (4.15), (4.16) ve (4.17) ifadeleri kullanilarak

L—e<apn<bp<ch<L+e

olup
L—e<bp<L+e€
oldugundan
|bh—L| <€
elde edilir. O halde b, — L olur.

Ornek 4.14

sinn
(ap) = (—) dizisinin limitini bulalim. Burada her n € N igin
n

—1<sinn<1

x { Analiz |



® J Ondokuz Mayis Universitesi

esitsizligi kullanilirsa
1
——<sinn< —
n

1 1
yazilir. Eger (bp) = (——) ve (cp) = (—) alinirsa her n € N igin
n n

3

olur. Ayrica

olup sikistirma teoreminden

elde edilir.

LELTTLE NN Sonsuza Iraksama

(an), R de bir dizi olsun.

"dizinin limiti eksi sonsuzdur" ifadeleri kullanilir.

i. Herhangi bir € > 0 sayisi verildiginde her n > ng iken a, > € olacak sekilde bir ng € N sayisi
varsa (ap) dizisi +oo’a iraksar denir ve rllrgo ap = +00 veya ap, — +0o0 bigciminde gosterilir.

ii. Herhangibir e > 0 sayisi verildiginde her n > ng iken a, < —e olacak sekilde bir ng € N sayisi
varsa (ap) dizisi —oo’a iraksar denir ve ,!lr‘go ap = —o0 veya a, — —oo bigiminde gosterilir.

Genel olarak nllrrgo an = +0o durumunda "dizinin limiti sonsuzdur" ve ,!'"Jo an = —oo durumunda

LU NV Stolz Teoremi

(an) ve (bp), R de iki dizi olsun. O halde asagidaki durumlar vardir.

i. (bn) azalan, b, — 0 ve an — 0 olsun. Eger

Qp— Aan+1 ’
li =L=> lim—=L
n=pbn—bpt1 n=®pp
olur.
ii. (bp) artan, b, — +0c0 olsun. Eger
. Qpy1—aQn . Qn
lim—=L= lim— =L
n=%ppi1—bp n—op,

olur.




I3 ispat
(ap) ve (bp), R de iki dizi olsun.

i. (bp) azalan, b, — 0 ve a, — 0 olmak lizere

. Qn—AQp+1
lim —— =
n=°pn—bnt1

olsun. O halde herhangi bir € > 0 sayisi verildiginde her n > ng iken

L

ap—a an—a
n—m—L <eol—€<— nl <L+e€ (4.18)
bn—bn+1 bn—bn+1

olacak sekilde bir ng € N sayisi vardir. Ayrica (bp) azalan oldugundan b, — bp+1 > 0 olup
(4.18) esitsizliginden

(L—€)(bhn—bn+1) <an—aps1 < (L +€)(bp—bn+1)

yazilir. E§er m > n olan m € N igin bu son esitsizlik n,n+1,n+2,.... m—2,m—1
durumlari igin asagidaki sekilde yazilip

(L—€)(bn—bn+1) <an—an+1 < (L+€)(bp—bn+1)

(L—€)(bn+1—bn+2) < apnr1—an+2 < (L+€)(bn+1—bn+2)

(L—€)(bm—2—bm-1) <am-2—am-1 < (L+€)(bm—2—bm-1)

(L—€)(bm-1—bm) <am-1—am < (L+€)(bm-—1—bm)
bu esitsizlikler taraf tarafa toplanirsa

(L—€)(bh—bm)<apn—am < (L+€)(bn—bm)

bulunur. Son esitsizligin her tarafi b, ile bolinirse

b a a b
(L—e)(l——m)<—n——m<(L+e)(1——m)
bn bn bn bn

olur. Son esitsizlikteki her tarafta m — oo igin limit alinirsa a,, — 0 ve by, — 0 olup

a
(L—e)<—n<(L+e)=>
bn

a
- L‘ <€
bn
an
elde edilir. Bu takdirde — — L olur.
n

ii. i. sikka benzer seklide yapilir.
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(ap), R de bir dizi ve a, — 0 olmak lizere

@ ar@Rar 000 r @y
lim —
n—oo n
limitini bulalim. Her n € N igin (x5) = (a1 + a2 + ...+ ap) ve (yn) = (n) olsun. Burada her
n € Nigin
Yn=n<n+1l=yp1

oldugundan (yn,) dizisi monoton artandir. Ayrica
gyt =-ee

olur. Boylece

. Xp+1—Xn . An+1 )
lim — = lim———— = limap;1 =2
n=®ypi1—yn M®n+1l—n 0=

oldugundan Stolz teoremi geregi

_ Xp . a1+ax+...+ap
lim—=Ilm—-———— =2
naooyn n—oo n

elde edilir.




BOLUM 5
Fonksiyonlarda Limit

Fonksiyonlarda limit kavramiyla ilgili iki tanim s6z konusudur. Bu tanimlar, Heyne ve Cauchy tarafin-
dan yapilmistir. Yaygin olarak kullanilan tanim Cauchy tarafindan yapilan tanimdir. Heyne tarafindan

verilen tanimda dizilerde limit kavrami kullanildigindan, bu tanim bazi kaynaklarda dizisel limit olarak
ifade edilmektedir.

Cauchy’'nin Limit Tanimi
f : A — R bir fonksiyon ve a € A’ (A kiimesinin yigilma noktalarinin kiimesi) olsun. Herhangi bir
€ > 0 sayisive her x € Aigin 0 < |[x — a| < é oldugunda |f (x) — L| < € olacak sekilde bir 6 > 0

(6 = 6 (€)) sayisi varsa f fonksiyonunun a noktasindaki limiti L sayisidir denir ve )I(i_rgf(x) =L
biciminde gosterilir.

.

fmm——————]a

)
+
D

Iirq 3x + 5 = 8 oldugunu gésterelim. Oncelikle f (x) = 3x + 5 fonksiyonunun tanim kiimesi
X—

R kiimesidir ve 1 € R’ dir. Herhangi bir € > 0 sayisi verilsin. Her x € Ri¢in 0 < [x—1| < §
oldugunda

f(x)—8|=|3x+5—8|=[3x—3|=3|x—1| < 36 (5.7)

€
olur. Eger 36 = € <= 6 = 3 alinirsa (5.1) esitsizliginden |f (x) — 8| < € yazilir. Boylece Iim1
X—
3x + 5 = 8 elde edilir.

ZIN

ot
Limit tanimina dikkat edilirse her € sayisi icin bir tane § sayisi bulmak gereklidir. O halde € sayisi
icin bir kisitlama yapilamazken uygun 6 sayisi aranirken é sayisina kisitlama yapilabilir. Bu kisitla-
madan sonra her € sayisi i¢in bir tane é sayisi bulunabiliyorsa limit vardir.

Iirr} x? = 4 oldugunu gosterelim. Oncelikle f (x) = x? fonksiyonunun tanim kiimesi R kiimesidir
X—

ve 2 € R’ dir. Herhangi bir € > 0 sayisi verilsin. Her x € Rigin 0 < |[x — 2| < § < 1 oldugunda

FOO—4]=|x*—4|=Ix—2[Ix+2|=|x—2|Ix—2+2+2| < [x—2|(Ix— 2| + 4)
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yazilir. Ayrica
[x—2|<é6<1

oldugundan
FO)—4|<Ix=2|(|x—2|+4)<o6(x—2]+4)<56 (5.2)
€
olur. Eger 6 = min {E' 1} alinirsa (5.2) esitsizliginden |f (x) — 4| < € yazilir. Boylece Iim2 x2=4
X—
elde edilir.
# Not

Tanimdan anlasilacagi lizere bir fonksiyonunun bir a noktasinda limitinin olmasi i¢in a noktasinda
tanimli olmasi gerekmez. Ustelik tanimli olsa da o noktada aldigi degerin limit degerine esit olmasi
gerekmez.

2

X
) =

pv— fonksiyonunu alalim. Bu fonksiyonun tanim kiimesi R\ {2} kiimesidir. O halde

x2—4

X # 2 olmak tizere kesirinde sadelestirme yapilirsa f (x) = x + 2 olur. Bu fonksiyon x = 2
X_
noktasinda tanimli degilken x = 2 noktasinda limiti vardir. Bu limitin L = 4 oldugu tanim yardimiyla

kolayca gordllr. Eger fonksiyon

x2 —
, X#F2
g={ x=2 **
5, X =2

bigiminde tanimlanirsa fonksiyonun x = 2 noktasindaki limiti L = 4 iken g(2) = 5 olur. Bu
fonksiyonlarin grafikleri sirasiyla agagidaki sekilde olur.

‘/
3
z,




Not
Fonksiyonun bir noktadaki limitinin hesaplanabilmesiigin o noktanin fonksiyonun tanim kiimesinin
yigiima noktalarinin kiimesine ait olmasi gerekliligine dikkat edilmelidir.

)I(er;V 1 — x limitini ele alalim. Burada f fonksiyonu f (x) = v/1 — x olup bu fonksiyon 1—x > 0 <
x < 1 igin tamimhdir. Yani fonksiyonun tanim kiimesi D = (—o0, 1] olur. a = 2 noktasi (—oo, 1]
kiimesinin yigilma noktalari kiimesi olan (—oo, 1] kiimesine ait olmadigindan )I(mv 1—x limiti
hesaplanamaz.

Bir f fonksiyonunun a noktasinda limiti varsa bu limit tektir.

I ispat
)I(mf(x) =L1ve )I(i_r]?zf(x) = L oldugunu kabul edelim. )I(i_r"rzj(x) = L3 durumunda herhangi bir
€ > 0 sayisi verilsin. Her x € Dy icin 0 < |[x — a| < 67 iken

€
IfF ) =Ll < B (53)
olacak sekilde bir 61 > 0 sayisivardir. Yine )I(l_rQIf (x) = L oldugundan ayni € > 0 sayisive x € D¢
icin 0 < |x—a| < 6, iken
€
IF(x)—Lil < > (5.4)
olacak sekilde bir 62 > 0 sayisivardir. Eger 63 = min {61, 62} alinirsaayni € > 0 sayisive x € Dy
icin 0 < |[x — a| < &3 iken (5.3) ve (5.4) kullanilarak
ILi—L2] = [Li—f()+f(x)—La|

< Li—fOIl+ F O~ Lol < §+ <

2

bulunur. O halde her € > 0 i¢in 0 < |L; — L2| < € bulunur. Bdylece Arsimed prensibinin sonucun-
dan (2. sonug) L1 = L; elde edilir. Bu taktirde limit varsa tektir.

=€
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Heyne'nin Limit Tanimi

f : A — R bir fonksiyon ve a € A’ olsun. Her n € N iken x, € A\ {a} olmak iizere x, — a olan
her (xp) dizisi i¢in f (x,) — L oluyorsa f fonksiyonunun a noktasindaki limiti L sayisidir denir ve
)I(i_r:rzzf(x) = L bigiminde gosterilir.

f(x) = x2 fonksiyonunu igin Iirr;f(x) limitini bulalim. Oncelikle 2 sayisi f fonksiyonunun tanim
kiimesi olan R kiimesinin bir y)l(g_;lma noktasidir. Herhangi bir (x,) dizisini n € Nigin x, € R\ {2}
olmak lizere x, — 2 olacak sekilde alalim. Dizilerde limit 6zelliklerinden xrz7 =XpXp — 2.2 =4
olup f (xp) = xr21 — 4 olur. O halde Heyne'nin tanimindan )I(Ln;f(x) = 4 bulunur.

3x+5, x>0
Fx)=

2x+1, x <0
fonksiyonu igin Iirr(])f(x) limitini bulalim. Burada Dy = R\ {0} ve 0 € (R\ {03})’ bigimindedir.
X—

. 1
Oncelikle (xp) = (;) dizisini alalim. Acik¢a, X, — O ve her n € N igin x5 > 0 olur. Bdylece

3
f(xn) = o + 5 olup

) . 3
Jimf oxn) = fig (2 +5) =5 69)
1

bulunur. Simdi (yn) = (—;) dizisini alalim. Agik¢a, yn — O ve hern € Nigin y, < 0 olur. Boylece

2
flyn) = o 1 olup

, e _
Jmfom = fim (%+1)=1 59)

olur. O halde (5.5) ve (5.6) den bu fonksiyonun x = 0 noktasinda limiti yoktur.

‘ Heyne ve Cauchy limit tanimlari denktir.

[ [spat
Oncelikle f : A — R bir fonksiyon ve a € A’ ve )I(inng(x) =L olsun.

Cauchy tanimi dogru iken Heyne taniminin dogru oldugunu gosterelim. Cauchy tanimi dogru
oldugundan herhangi bir e > 0 sayisive her x € Aigin 0 < |[x — a| < § oldugunda |f (x)—L| <€
olacak sekilde bir 6 > 0 sayisi vardir. Herhangi bir (x,) dizisini x, € A\ {a} olmak lzere x, — a
olacak sekilde alalim. Boylece ayni 6 > 0O sayisi i¢in her n > ng iken 0 < |x, —a| < é olacak
sekilde bir ng € N sayisi vardir. O halde ayni € > 0 sayisi igin her n > ng iken |f (xp) —L| < €
yazilir. Bu takdirde ,!Lrgof(xn) =L olur.

Tersine Heyne tanimi gergeklenirken Cauchy taniminin gergeklendigini gosterelim. Heyne tanimi



gergeklenirken Cauchy tanimi gergceklenmesin. O halde bir € > 0 sayisi igin n € N olmak iizere

6p = — iken 0 < |x,—a| < &p olacak sekilde en az bir x, € A vardir ki |f (x,)—L| > € olur.
n

1 1
Boylece hern e Nigin 0 < |[xp,—a| < — ve Ilm — = 0 oldugundan sikistirma teoreminden (dizil-

erde) Ilm NXnp=a olur. Ancak hern € N igin [f(xn) L| = € oldugundan f (xp) dizisi L sayisina

yakmsamaz Bu durum Heyne tanimiyla gelisir. Celiski Cauchy tanimi gergeklenmesin kabiiliinden
kaynaklanir. O halde Cauchy tanimi gergeklenir.

f ve g reel degerli birer fonksiyon olmak (izere )I(l_r]g f(x)=Lyve >|<'—er g (x) = Ly olsun. O halde
1lim (FF9)(x) =L F L2 =lim f(x) F lim g (x)

2.1im (f.9) () = L1.L2 = |lim f (). 1im g (x)

3. )I(l_rg (k.f)(x)=k.L1 = k.)l(i_rgf(x)

4. g (x) #0, Ly # 0 olmak lizere

limf (x)
lim (]—()(x) _b_ A0

L limg ()

yazilir.

I ispat
Heyne gore limit tanimi ve dizilerde yakinsama teoremleri kullanilarak kolayca gordilur.

Teorem 5.4

f:A— Rveg: B — R birer fonksiyon ve f (A) c B olsun. a € A’ ve b € B’ olmak (izere lim
f(x)=bve Iirr;g(x):cise)l(irr;gof(x):colur.
X— =

I ispat
I|m g(x) = ¢ oldugundan herhangi bir € > 0 sayisi verildiginde 0 < |[x — b| < 67 iken

[g(x)—cl<e

olacak sekilde bir 57 > 0 sayisi vardir. Yine )I(in?lf(x) = b oldugundan ayni 61 > 0 sayisl igin
0 < |x—a| <6 iken
If (x)—bl| < 61

olacak sekilde bir § > 0 sayisi vardir. Bdylece ayni € > 0 sayisii¢in 0 < |[x —a| < § iken

lg(fF(x))—cl<e
bulunur. Bu takdirde )|(I_I”T(11 g o f(x) = c elde edilir.

s { Analiz |
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Limit Hesaplama Yontemleri

1. Sabit fonksiyonun limiti kendisidir. Yani her x € R icin f(x) = c ise )I(in;f(x) = c olur. Gergekten
herhangi bir € > 0 sayisiigin 0 < |[x —a| < § iken

[fx)—cl=lc—c|=0<e¢

olur.
2. f (x) = x bigiminde tanimli birim fonksiyonu igin )I(ir‘r;f(x) = a olur. Gergekten herhangi bire > 0
sayisti¢in 0 < |x —a| < § iken
fxX)—al=I|x—al<é
olup 6 = € alinirsa |f (x) — a| < € olur. O halde )I(irrglf(x) =adr
3. n € N olmak iizere

lime.x" = lime.limx. limx..... )I(irr&x =c.a.qa....a=c.a"

|
X—a X—a X—a X—a
olur.

4.Bir P(x) = anX" + ap_1x""1 + ... + a1X + ag polinom fonksiyonunu alalim. O halde
liMP(x) = anplimx”+ap_1limx" 1+ ...+ ailimx+ limag
X—a X—a X—a X—a X—a

and" + an_1a™ 1+ ...+ aia+ ag

P(a)

olur.

5. Her x igin Q (x) # 0 olmak tizere P (x) ve Q (x) polinomlari verilsin. Eger f (x) = ise

(x
QM)

olur.

00 x3+3x2+1
X)=——
4x3 +5x—1
ise
limf 0O = I x3+3x2+1 5
imf (x) =lim——=—
x—1 x-14x3+5x—1 8
bulunur.

f herhangi bir fonksiyon olmak lizere asagidakiler saglanir:
*XlirQ f(x)=Lisea# 1,aeR" olmak iizere
—X0

lim 79 = "%/ = gt
—Xo0

olur.



'kxlir;\ f(x)=LiseL > 0 olmak lizere
—X0

lim f(x)
i (109(%9) = 100" = gt
olur.
@ Vf(x) = %I(i_rw‘(x) olur.
< Ayrica
lim (sinf ()) = sin limf (x)),
J(m (cosf(x)) =cos ()I(i_r)ndf (x)),
lim (tanf(x)) =tan ()I(i_’of (X)).
lim (cotf (x)) = cot ()l(iincf(x))
yazilir.

< |a] < 1 olmak lizere

lim (arcsinf (x)) = arcsin ()I(iﬁndf(x)),

)I(i_rg (arccosf (x)) = arccos ()I(iindf (x))

olur.
< Yine
>I(l_r)mrg1 (arctanf (x)) = arctan ()I(l_rpgf (x)),
)|(I_FQI (arccotf (x)) = arccot ()Lmnaf (x))
bigimindedir.
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m Sag ve Sol Limitler (Tek Yonlii Limitler)

Sagdan Limit Tanimi

f : A — Rbir fonksiyon ve a € A” olsun. Herhangi bir € > 0 sayisiveherx €e Aigcina<x < é+a
oldugunda |f (x) —L| < € olacak sekilde bir 6 > 0 (6 = 6 (€)) sayisi varsa f fonksiyonunun a
noktasindaki sagdan limiti L sayisidir denir ve XILT+f(x) = L bigiminde gosterilir.

#9 Not

Bir f fonksiyonunun a noktasindaki sagdan limitinin soruldugu bazi problemlerin ¢éziimlerinde
kolaylik saglayan bir ifadeyi verelim. h > 0 olmak lizere x = a+h olarak alinrsax — a* < h — 0
olur. Yani
limf(x)=Ilimf(a+h)=L

Jim £00) = limf (a+ h)
bigcimindedir. Burada h > 0 olarak alindigindan bu esitlik

limf(x)= limf(a+h)=L

Jim £G0) = lim f (a+ h)

seklinde de ifade edilebilir.

Soldan Limit Tanimi

f : A — Rbir fonksiyon ve a € A” olsun. Herhangi bir € > 0 sayisiveherx € Aigina—6 <x < a
oldugunda |[f (x) —L| < € olacak sekilde bir 6 > 0 (6 = 6 (€)) sayisi varsa f fonksiyonunun a
noktasindaki soldan limiti L sayisidir denir ve Xlinc?_f(x) = L bigiminde gosterilir.

Birfogt|1ksiyonunun a noktasindaki soldan limitinin soruldugu bazi problemlerin ¢oziimlerinde ko-
laylik saglayan bir ifadeyi verelim. h > 0 olmak lizere x = a— h olarak alinrsax - a~ < h — 0
olur. Yani
lim f(x) =limf(a—h)=L
X—a~ h—0
bicimindedir. Burada h > 0 olarak alindigindan bu esitlik
XILrgif(x) = hILrgj(a— h)=L

seklinde de ifade edilebilir.

Bir f fonksiyonunun a noktasindaki limiti L sayisidir ancak ve ancak f fonksiyonunun a noktasindaki
sag ve sol limitleri L sayisidir.

I ispat
f : A — R fonksiyonunun a noktasindaki limiti L sayisi olsun. Herhangi bir € > 0 sayisi ve her

x € Aigin 0 < |[x— a| < 6 oldugunda

[fOO)—Ll<e (5.7)




olacak sekilde bir & > 0 sayisi vardir. Bué > 0 sayisiicin 0 < |[x—a| < éikena<x <d+ave
a—6 < x < aoldugundan

|im+f(x) = limf(x)=L
olur.

Tersine f : A — R fonksiyonunun a noktasindaki sag ve sol limitleri L sayisi olsun. Oncelikle sag
limitin tanimindan herhangi bir € > 0 sayisi ve her x € A igin

a<x<éi1+a (5.8)

oldugunda |f (x) — L| < € olacak sekilde bir 61 > 0 sayisi vardir. Yine sol limitin tanimindan ayni
€ > 0 sayisive her x € Aigin

a—6r<x<a (5.9)

oldugunda |f (x) — L| < € olacak sekilde bir 62 > 0 sayisi vardir. E§er 63 = min {61, 62} alinirsa
ayni € > 0 sayisive x € Aigin 0 < |x — a| < 63 iken (5.8) ve (5.9) saglandigindan |f (x) —L| < €
olur. Yani )I(i_rgf(x) =L dir.

Not
Tanim kiimesi (a, b), [a, b), (a, b], [a, +), (—, a], (a, +) ve (—oo, a) bigiminde olan
fonksiyonlar igin tanim kiimelerinin baslangi¢ ve bitis noktalarinda limit sadece tek yonli limit
olarak vardir. Ornegin (a, b), [a, b), (a, b] ve (a, +0) kiimelerinde tanimli fonksiyonlar igin limit

Hmf () = XI ir rgj ()

bigiminde tek yonlidir. Yine [ a, b), (a, b] kiimelerinde taniml fonksiyonlarda limit
li = i
Xlgg)f () L ng_f ()

bicimindedir.

f (x) = ¥/x fonksiyonunun a = 0 noktasindaki limitini aragtiralim. f fonksiyonunun tanim kiimesi
Df = [0, +00) oldugundan a = 0 noktasinda sadece sag limitten s6z edilebilir. Burada a = 0
noktasina soldan yaklasim yapilamamaktadir. Boylece

(== =t
dir.

Not
Fonksiyonlarda limit arastirilirken sag ve sol limite her zaman bakilabilir. Ancak bazi 6zel durum-
larda sag ve sol limitlere kesinlikle bakilmalidir. Simdi bu durumlari ifade edelim.

1. Pargali tanimli fonksiyonlarin pargalandiklari noktalarda

ot { Analiz |
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2. Mutlak deger ve isaret fonksiyonlarinin igini sifir yapan noktalarda
3. Tam deger fonksiyonunun i¢ini tamsayi yapan noktalarda

4. Fonksiyonun tanimsiz oldugu noktalarda

limit arastirilirken sag ve sol limitlere bakilmaldir.

Simdi bazi 6rneklerle durumlari inceleyelim.

3x—1, x>0
fx)= 0, x=0
2x+5, x <0
fonksiyonunun a = 0 noktasindaki limitini arastirahm. Bu fonksiyon pargali bir fonksiyondur ve
a = 0 bu fonksiyonun pargalandigi noktadir. O halde sag ve sol limitler aragtirilmaldir.
limf(x)=lim (3x—1)=-1
Jimf00 = lim (3x—1)
ve
limf(x)= lim (2x+5)=5
x—0~ x—0~

olup Iir(r)1+f x) # Iin(')I f (x) oldugundan bu fonksiyonun a = 0 noktasinda limiti yoktur.
X— x—0~

Bu 6rnekteki fonksiyonun grafigi asagidaki bi¢imdedir.

x2

I

i [y limitini arastiralim. Dikkat edilirse burada |x| ifadesinin igini sifir yapan a = 0 nok-
x—=0X X
tasinda limit sorulmaktadir. O halde sag ve sol limite bakilmaldir.

x2 —|x| o xX2=x x(x=1) = (x—=1)

lim = lim = lim = lim =
x=0* X2 4+ |X| x-0*X24+X x-0*x(X+1) x-0*(x+1)




ve

xX2—IxI . xX*+x | x(x+1)  (x+1)
5 = lim — = lim = =—
x—0"X?% + |x| x-0t*x*—Xx x-0tx(x—1) x-0t*(x—1)
olup
x2—Ix|  x?—|x|
lim = lim ——=—
x=0tX2 + |x| x—=0-x2+ |x|
§ _ x2—x|
oldugundan lim 5 = —1 bulunur.
x=0x?% + [x|

Iirrg)sgn(x2 — x) limitini arastiralim. x> —x = Oise x = 0, x = 1 olup @ = 0 noktasi sgn
X—

fonksiyonunun icini sifir yapar. O halde sag ve sol limitlere bakilmalidir. Oncelikle x% — x igin isaret

incelenirse x € (—oo, 0)iginx>—x > 0,x € (0, 1) iginx2—x < Ovex € (1, +)icinx?>—x > 0
olur. Boylece

; 2 — i —
XIl’nolsgn(x _X)_Xll,n(;‘+(_1)__l
ve
; 2 — i —
XIl)ncr)\_sgn(x —x)_XILrg+(1)_1
olur. Buradan
lim sgn(x%2—x) # lim sgn(x?—x)
x—0+ Xx—0~

oldugundan bu fonksiyonun a = 0 noktasinda limiti yoktur.

Iin%[|5x— 2|] limitini arastiralim. Burada x = 2 igin 5x — 2 = 8 olup tam deger fonksiyonunun
X—
ici tamsayi olur. O halde sag ve sol limitlere bakilmalidir. Béylece

lim [|5x—2|]= lim [|5(2+h)—2|]= lim [|[5h+ 8|] = lim [|5h|]]+8=8
x—2* h—0+ h—0+ h—0+

ve

li 5x—2|]=li 5(2—h)—2|]=1i —5h+8]] = li —5h|]+8=—-1+8=7
ez 2ine Ji leize o 2= e [ L Mg -5

bulunur. Buradan

lim [|5x—2|]1 # lim [|5x—2]]

x—2F X—2~

oldugundan bu fonksiyonun a = 2 noktasinda limiti yoktur.

1 1
Iirq [15x — 2]|] limitini arastiralim. Burada x = > icin5x—2 = 5 olup tam deger fonksiyonunun

X—35

2
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ici tamsayi degildir. O halde sag ve sol limitler arastirilmadan limit aranabilir. Boylece
lim [15x—2|] [ : ] 0
im[|5x—=2|1=]||=||=
ok ‘2’

elde edilir.

Iirrz)[lsin x|] limitini arastiralim. Burada x = 0 igin sinx = 0 oldugundan a = 0 noktasi tam
X—

deger fonksiyonunun icini sifir yapmaktadir. O halde sag ve sol limitlere bakiimahdir. x — 0%
durumunda x I. bolgede oldugundan O < sinx < 1 olup [|sinx|] = O olur. Béylece

lim [|sinx|] =0
x—0*

bulunur. Ayrica x — 0~ durumunda x IV. bdlgede oldugundan —1 < sinx < O olup [|sinx]|] =
—1 olur. O halde
lim [[sinx|]=-1
x—0~

dir. Buradan
lim sinx # lim sinx

oldugundan bu fonksiyonun a = 0 noktasinda limiti yoktur.

1 1
f (x) = — fonksiyonunu alalim. Burada fonksiyonun tanim kiimesi D = R\ {0} kiimesidir. Ilr%—

X
limitini arastiralim. a = 0 noktasinda fonksiyon tanimsiz oldugundan sag ve sol limitlere bakilir.
Boylece

1
lim — =+00
x—0* X
ve
lim — =—o0
x—0—X

olarak bulunur.

Bu fonksiyonun grafigi asagidaki bigimdedir.



LI Limit Teoremleri

Oncelikle problem ¢éziimlerinde yaygin kullanima sahip olan dizilerde limit teoremlerinde de benzer
sekilde ele aldigimiz teoremi verelim.

Sikistirma Teoremi

f.9.h: A — R fonksiyonlar ve a € A’ olsun. a noktasinin uygun bir delinmis komsgulugundaki her
x igin

Fx)<g(x)<h(x)
sarti saglansin. Eger
limf 60 = limh G =L

ise )I(l_rgf (x) =L olur.

[ ispat
Oncelikle 0 < |x — a| < 631 olan her x € A igin
Fx)<g(x)<h(x) (5.10)
olsun. Ayrica
limf 00 = fimh () =L
esitligi saglansin. ilk olarak, )I(l_r:ndf (x) = L oldugundan herhangi bir € > 0 sayisi ve her x € A igin
O0<|x—al| <62

iken

f(x)—Ll<eeL—e<f(xX)<L+e (5.17)

olacak sekilde bir 62 > 0 sayisi vardir. Ayriica )I(mh (x) = L oldugundan ayni € > 0 sayisl ve her
X € Aigin

0<|x—al| <63
iken
lh(x)—Ll<eesL—€e<h(XxX)<L+e€ (5.12)
olacak sekilde bir 63 > 0 sayisi vardir. Eger 6 = min {61, 62, 63} alinirsa ayni € > 0 sayisiI ve
X € Aigin 0 < |[x— al < 63 iken (5.10), (5.11) ve (5.12) saglandigindan
L—e<f(X)<gxX)<sh(X)<L+e=>L—e<gxX)<L+e=>|gx)—L|<e

olur. O halde )I(l_rnxg (x) = L elde edilir.
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100

~sinx . cosx
lim —— = lim =0
X—+o00 X X—+00 X

oldugunu sikistirma teoremini kullanarak gosterelim. Siniis ve kosiniis fonksiyonlarinin tanimindan
herx € Rigin —1 < sinx <1 ve—1 < cosx < 1 oldugu biliniyor. Burada x — 00 igin limit
1

1
soruldugundan x # 0 olup —— < sinx < — ve —— < cos x < — yazilir. Ayrica
X X X X

) 1 1
lim ——= lim —=0
X—+00 X X—»:EOOX

olur. O halde sikistirma teoremi geregi

sinx cosXx
lim —— = |im =
X—t00 x X—xo0  x
bulunur.
Teorem 5.7

Bir f fonksiyonu a noktasinin bir delinmis komsulugunda sinirli ve a € (Dg)/ olmak (izere
)I(i_rgg (x)=0ise
JImf(x)g(x)=0

olur.

I ispat
f fonksiyonu a noktasinin bir delinmis komsulugunda sinirli olsun. Boylece 0 < |x — a| < 87 olan

her x € Dy igin
ol <M (5.13)
olacak sekilde M > 0 ve 61 > O sayilari vardir. Ayrica )I(i_r:rz}g (x) = 0 oldugundan herhangi bir
€ > 0 sayisi ve her x € Dy igin
O0<|x—al<é
iken
€
lg Al < & (5.14)
olacak sekilde bir 62 > 0 sayisi vardir. Eger § = min {61, 62} alinirsa ayni € > 0 sayisi ve her
X € Dfn Dy igin
O<|x—al<é

iken (5.13), (5.14) kullanilarak

F ()9 () — 0] = [f (60 19 69| < %M= e

yazilir. Boylece
HImf(x)g(x)=0

elde edilir.



Iin’g)x sin — limitini arastiralim. Sinis fonksiyonunun tanimindan her x € R\ {0} igin
X— X

. 1’
sin—| <
1 X
1 oldugundan sin — fonksiyonu sinirlidir. Ayrica Iin?)x = 0 dir. O halde bir 6nceki teoremden

X x—

Iin’(m)x sin — = 0 bulunur. (Limit sikistirma teoremi yardimiyla da bulunabilirdi.)
X— X

0,1)

T (1,0)

Q < JE

sinx T A
Simdi Iirrg)— = 1 oldugunu gosterelim. 5 > x > 0 olmak Uzere yukarida verilen sekilden OAC
X— X
A A
Gi¢genini alani, OAE daire diliminin alani ve OBE liggeninin alani arasinda asagidaki esitsizlik yazilr.
A A A
A (OAC) <A (OAE) <A (OBE)

sinx cosx , X tanx.1
— < mlf—<
T 2

Bu esitsizlikten

yazilir. Bdylece
1 1 cosx

sinxcosx x sinx

T
olup her (g taraf sinx ile garpilirsa (burada 3 > x > 0 oldugundan sinx > 0 dir.)

> —— > CosXx (5.15)
X

bulunur. Burada

lim = lim cosx=1
x—0t*COSX  x—0*

oldugundan (5.15) esitsizligi kullanilarak sikistirma teoreminden

sinx

lim —=1 (5.16)
x—0t X

{ Analiz |
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102

bulunur. Ayrica

. sinx . sin(=h) | sin(h) . sinh
lim — = lim —— =lim— = lim =1 (5.17)
x—-0" X h—0t —h h—0* —h h—0* h
. sinx
olup (5.16) ve (5.17) esitliklerinden |II’T(\)— =1 elde edilir.
x—0 X
“oNot o )
Asagidaki limitler problem ¢ozlimlerinde kolaylik saglar.
. sinax a - )
1. lim = — oldugunu gosterelim.
x—0 bx b
. sinax  sinaxbxax  sinaxa
lim = lim ——=1im —
x=0 bx x=>0 bx bxax x—-0 ax b

olur. Eger ax = u denirse x — 0 iken u — 0 olup

sinax a _  sinax a sinu a
im =—lim =—lim——=—
x—=0 bx bx—0 ax bu—=0 u b
bulunur.
_sin(sinx) y . )
2. lim——— =1 oldugunu gosterelim.
x—0 X
_sin(sinx) .~ sin(sinx) sinx _ sin(sinx) . sinx ~sin(sinx)
lim =lim - = lim - lim =lim -
Xx—0 X x—0 X sinx x—0 sinx x-0 X x—-0 sinx

olur. Eger sin x = u denirse x — 0 iken u — 0 olup

~sin(sinx) ~sin(sinx) . sinu
lim——— = Ilim - =lim =1
x—0 X x—=0 sinx u—0 u
elde edilir.
. X - . .
3. Ayrica lim —— =1 oldugunu gdsterelim.
x—0sinx
X 1 1
lim—=lim—=—-—=1
x—0sinx x—03NX  |jpySiNX
X x—0 X

olur.
. tanx . . .
4. Son olarak lim —— = 1 oldugunu gosterelim.
x—0 X
tanx ~sinx 1 sinx 1

lim = lim = lim lim =p
x—0 X x—=0 X Ccosx x—0 X x—-0COSX

bulunur.

LI CENERN | imitin isareti Koruma Ozelligi

)I(im (x) = L > 0 ise a noktasinin bir delinmis komsulugu icin f (x) > 0 olur. Benzer sekilde
)I(i mJ (x) = L < 0 ise a noktasinin bir delinmis komsulugu i¢in f (x) < O olur.




I ispat
)I(lmdf X) =L # 0 olsun. Boylece her x € Dy igin

O<|x—a|<$é
iken
L
F&)—Ll< ‘5‘ (5.18)

olacak sekilde bir § > 0 sayisi vardir. Buradan

L L L
IFCA =L = IF ) —L| < H L= ‘5‘ <IFOCAl < ILI+ ‘5‘

olup her x € Dr igin
O<|x—al<é
iken

IL|
If ()1 > >

L L L
bulunur. Eger L > 0 ise f (x) > > veya f(x) < — olur. Ancak (5.18) esitsizliginden f (x) > >

L L
olmalidir. f (x) < —3 olamaz. Bu takdirde f (x) > 2 > 0 olur. L > 0 durumunu da benzer seklide
gosterilir.

m Sonsuz Limitler ve Sonsuzda Limitler

Sonsuz Limitler

f : A — R bir fonksiyon ve a € A’ olsun.

1. Herhangi bir € > 0 sayisi ve her x € A igin

O<|x—al<é
iken
f(x)>¢€
olacak sekilde bir § > 0 sayisi var ise )I(l_r:naf (x) = +oo olur.
2. Herhangi bir € > 0 sayisi ve her x € A igin

O<|x—a|<$é
iken
fx)<—e

olacak sekilde bir 6 > 0 sayisi var ise )I(l_r'ncrf (x) =—o0 olur.
3. Herhangi bir € > 0 sayisi ve her x € A igin

a<x<é+a
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iken

f)>e
4. Herhangi bir € > 0 sayisi ve her x € A igin
a<x<é+a
iken
fx)<—e€
5. Herhangi bir € > 0 sayisi ve her x € A igin
a—é6<x<a
iken
fx)>e
6. Herhangi bir € > 0 sayisi ve her x € A igin
a—é<x<a

iken

fx)<—e

olacak sekilde bir 6 > 0 sayisi var ise Iim+f (x) = +coolur.
X—=a

olacak sekilde bir 6 > 0 sayisi var ise Iim+f (x) = —oo olur.
X—a

olacak sekilde bir 6 > 0 sayisi varise lim f(x) = +oo olur.
X—a-

olacak sekilde bir 6 > 0 sayisi varise lim f(x) = —oo olur.
X—a—

Sonsuzda Limitler

f : A — R bir fonksiyon ve L € R olsun.

1. Herhangi bir € > 0 sayisi ve her x € A igin

X>6
iken
f(x)—Ll<e
bir 6 > 0 sayisi var ise thpoof (x) =L olur.
2. Herhangi bir € > 0 sayisi ve her x € A igin
X<-—6
iken
F(x)—Ll<e

bir & > 0 sayisi var ise Xlirpoof (x) =L olur.




Sonsuzda Sonsuz Limitler

f : A — Rbir fonksiyon olsun.

1. Herhangi bir € > 0 sayisi ve her x € A igin

iken
fx)>e
olacak sekilde bir 6 > 0 sayisi var ise Xlirpoof (x) = +oo olur.

2. Herhangi bir € > 0 sayisi ve her x € A igin
X>4
iken
fx)<—e
olacak sekilde bir 6 > 0 sayisi var ise Xlirpoof (x) = —ooolur.
3. Herhangi bir € > 0 sayisi ve her x € A icin
X<-6

iken
fx)>e€
olacak sekilde bir 6 > 0 sayisi var ise Xlir_noof (x) = +oo olur.

4. Herhangi bir € > 0 sayisi ve her x € A igin
X <-—6

iken
fx)<—e

olacak sekilde bir 6 > 0 sayisi var ise Xlir_noof (x) =—oo olur.

m Limitlerde Belirsiz Formlar

Daha once genisletilmis reel sayi kiimesini ve bu kiime Ulzerindeki cebirsel islemleri gostermistik.
Simdi limit durumunda karsilastigimiz bazi belirsizlikleri verelim.

Asagidaki ifadeler limiti alinan fonksiyonlarin tiirine gore farkli sonuglar verdiginden bu ifadelere
belirsiz formlar denir.

0 o
—,—,0.00,00—00,1%,0°, 00°
0 o
Bu belirsiz formlarla karsilagildiginda bazi cebirsel islemlerle fonksiyonlar yeniden diizenlenmeli ve
belirsizlik ortadan kaldinimaldir.

Asagida verilen biitiin belirsizliklerde a € R, a = +00 ve sag-sol limit durumlari s6z konusu olabilir.
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0 B I- . I-v-

— Belirsizligi

0 g
f : A — R bir fonksiyon olsun. Eger

Jmf(x)=1limg(x)=0

. f(X) 0
ise )I(l_rgf— limitinde 0 belirsizligi vardir. Bu tip belirsizlikleri gidermek icin garpanlara ayirma, 6zdes-

g9(x)

sinx
likler, eslenik ile carpip bolme veya bazi 6zel limitler (Iirrg)— = 1 benzeri) kullanilir.
X— X

Ornek 5.18

o x—1
lim
x-1 x—1

limitini arastiralim. Burada
. ¥x=1 0
lim = =
x-1 x—1 0

belirsizligi vardir. Boylece

dx=1 yx—1 1

lim = ||r71 =5
X—

x=1 x—1 (¥x-1)(Vx2+ ¥x+1) 3

bulunur.

TN
sin(xc—1
im Sn0c—1)
x->=1 x+1
limitini arastiralim. Burada
_sin(x?—=1) o0
im ———> —
x->=1 x+1 0
belirsizligi vardir. Boylece
sin(x?=1)x—1  sin(x2—1) |
_ = lim ———— |Im1(X—1)
X——

. sin(x?—1)
lim ——— = — =
x—1 x--1 x2-—1

x-»-1 x+1 Tx——1 x+1

yazilir. Eger x2 — 1 = u denirse X — —1 iken u — O olur. Buradan

sin(x2—1) . sin(x2—1)
— = (-2) Im ——
x-—1 x+1 x-—1 x2—1
~sin(w)
= (=2)lim =-2
u=0 u

bulunur.




(o]
— Belirsizligi
oo
f : A — R bir fonksiyon olsun. Eger

)I(EnJ(x) =400 ve )I(i_r)r(]}g (X) =%
ise
)
lim——
x=ag(x)

(o]
limitinde — belirsizligi vardir. Burada, genel olarak pay ve payda da uygun ortak parantezlere almalar
oo

a
yapilarak a € R olmak uizere T~ 0 olmasi kullanilir.
(o]

4x3 4+ 3x + 2

lim —————
x=+002x3 + 3x + 4
limitini arastiralim. Burada

4x343x+2

im ——— —
x>+02x3 +3x+4 o
belirsizligi vardir. Boylece

3 2 3 2
ax3+3x+2 A+ 3+3)  (4a+32+3)
m ————= |Im = lim ———~~-=2
x—>+02x3 4+ 3x + 4 x—>+mx3(2+%+i3 x—»+<x>(2_'_i2 13
x2 " x x2 " x

bulunur.

# Not .
<t Egera > 1ise

lim aX=+o00, lim a*X=0
X—+00 X——00

olur.
e Eder0<a<1lise

lim a*=0, lim a*=+o
X—+00 X——00

olur.

2*—3

lim
X—+005X — 4

limitini arastiralim. Burada
2X—-3 o0

lim
Xx—+05X—4 o0
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belirsizligi vardir. Boylece
k-3 2(1-%) 2y (1-5%)
L ey LWy ey L1 (3 L e Bl
He5a T (1= £) T E) (1 )
bulunur.
0. 00 Belirsizligi
f : A — Rbir fonksiyon olsun. Eger
)|(I_l’:l’1J(X) =0 ve)l(l_r:r(\]g(x) =00
ise
limf(x)g(x)
limitinde 0.0 belirsizligi vardir. Bu tip belirsizlikleri gidermek icin
. _fx) 0
Xmf g =lim—— =3
9(x)
belirsizligine ya da
i —iim? (x) o
NMF g =lim——=3
fx)
belirsizligine gegilmelidir.
N 1
lim x“[ 1—cos—
X—+00 X
limitini arastiralim. Burada
1
lim x? (1 —cos —) — 0.0
X—+00 X
belirsizligi vardir. O halde
1 1—cosi) o
lim xz(l—cos—)= lim M—»—
X—+400 X X—+00 = 0
XZ
belirsizligine gegilir. Boylece
1 1—cosz
lim xz(l—cos—) = lim ( 1 X)
X—+00 X X—+00 =
x2
(1— (1— 2sin? %))
= lim i
X—+00 =
XZ
21
sin® 5=
= 2 lim — =
X—+00 —_
X2




= 2 lim 2 || 2
X—+00 X—+00
X X
1 5= sin ==
= 2.2 lim ZE (f 2
Ax—+00 1 x—oto0 1
X 2X

1
yazilir. E§er u = x alinirsa x — + oo iken u — 0 olur. Buradan
X

o, 1 1 singy  sing
lim x| 1—cos—| = 2.— lim lim
X—>+00 X 4x—+0 L1 xoto0 L
2x 2x
1 sinu_, sinu 1
= —lim——Iim—— = —
2u—=0 U u-0 u 2

elde edilir.

oo — oo Belirsizligi

f : A — R bir fonksiyon olsun. Eger

Hmf(x) = limg (x) = +00
ise
Hmf () =g ()
limitinde co — oo belirsizligi vardir. Bu tip belirsizlikleri gidermek igin genellikle eslenik ile carpip bélme
(o]
islemiyle belirsizlik — belirsizligine donustirdldr.
oo

lim V4x2+3x+2—V4x2+4x + 4

X—+00

limitini arastiralim. Burada

XIirpoox/4x2+3x+2—\/4x2+4x+4—>00—oo

belirsizligi vardir. Boylece

Vax2 +3x+2—Vax2 + 4x + 4

lim Vax2+3x+2—V4x2+4x+4 = lim
X—+00

X—+00

(J4x2+3x+2-::-1/4x2+4x+4)
(4x2 +3x +2)— (4x° + 4x + 4)
X*'r+n°°\/4x2 +3x+2+Vax2+4x+4

x(c1-2)

= Iim+
X—+00 3, 2 4, 4
|X|(\/4+)_(+)7+\/4+)_(+)7)
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x(-1-3) 1

Iirp 7
=7 3 2 4 4
X(\/4+;+)7+\/4+;+)7)

bulunur.

1% Belirsizligi
f 1 A — Rbir fonksiyon olsun. Eger
)I(l_r'ndf(x) =1 ve)l(mg(x) =400

ise
im g(x)

u
limitinde 1% belirsizligi vardir. Bu tip belirsizlikleri gidermek igin uIieroo(l + —) = e limitinden fay-
- u

dalaniriz. Bu limitlerde

i 9gx) — i — 1)9(x)
Hmf () = lim@1+f0)-1)
1§ 90Q(F()-1)
o1
1
= lim 1+
X—a 1
foo-1
lir. EG ! | limf (x) = 1 oldugund ik lur. Boyl
azilir. Ejer u = ——— alinirsa limf (x) = 1 oldugundan x — a iken u — + 0o olur. Bdylece
y 9 Fo0-1 limf g y
1
foo-1 11U
lim| 1+ I = lim (1+—) =e
X—a s+ u—+0o u
FOO)-1
olup
1 gO)(f(x)-1)
1 o1
i gx) _— i
mfe0% = Jim | | 14—
fOO-1
_ eXIig;(g(X)(f(X)—l))
elde edilir.



elde edilir.

i x2+1
exﬂTw((3X+ 1)(X2+2x 1))

_ ol (een(FE)

i —6x24x+1
= exﬂToo(( X2 4+2x )):e_G

{ Analiz |

111






BOLUM 6
Suireklilik

Bir Noktada Streklilik

f 1 A — R bir fonksiyon ve a € A olsun. Herhangi bir € > 0 sayisi ve her x € A igin
Ix—al]<é

iken
Fe)—fla)l<e

olacak sekilde bir 6 > 0 (6 = 6 (€, a)) sayisi var ise f fonksiyonu a noktasinda siireklidir denir.
Bir f fonksiyonu a noktasinda siirekli degilse fonksiyon o noktada siireksizdir denir.

Not
Dikkat edilirse limit tanimindan farkli olarak sireklilik arastirilan nokta f fonksiyonunun tanim
kiimesine ait olmalidir. Yine bu tanimda limit taniminda verilen L sayisi yerine fonksiyonun o nok-
tadaki degeri olan f (a) sayisi alinmistir.

flzo) +e

F{wo) [EEEEEEEEE /_ ]

Flzo)—¢ T
-

..":0—5 Ty J:o-l—tf’

Kimede Sreklilik

f : A — R bir fonksiyon olsun. Bu fonksiyon her a € A igin siirekli ise f fonksiyonu A kiimesi

tizerinde streklidir denir. Eger bu fonksiyon en az bir a € A noktasinda siirekli degilse fonksiyon
A kiimesinde siireksizdir denir.

f:R - R f(x) = x> fonksiyonunun her a € R icin siirekli oldugunu yani R kiimesinde siirekli
oldugunu gosterelim. Herhangi bir a € R alalim. Herhangi bir € > 0 sayisi ve her x € A igin

Ix—al<é

iken

Fx)—fla)l<e

olacak sekilde bir § > 0 sayisi bulalim. Boylece

[x—al<é6<1
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iken

If(x)—f(a)l = |[x*—a?|
= |x—al|lx+al
= |x—a|lx—a+a+a|
< |x—al(lx—al+]2al])
< §(1+2|a])
olup 6 = min {1, —} alinirsa
1+2]q|
[x—a|<é6<1
iken
Fe)—rfla)l<e
bulunur.

f : A — R bir fonksiyon a € A ve a € A’ olsun. f fonksiyonunun a noktasinda siirekli olmasi igin
gerek ve yeter kogul

limf (x) =f(a)

olmasidir.

I ispat
f: A — R bir fonksiyon a € A ve a € A’ olsun.

Oncelikle f fonksiyonu a noktasinda siirekli olsun. Bdylece siireklilik tanimindan herhangi bir
€ > 0 sayisi ve her x € A igin
[x—al <6
iken
Fe)—f(a)l<e

olacak sekilde bir 6 > 0 sayisi vardir. Bu durum x # a igin de dogru oldugundan )I(anJ (x)=f(a)
olur.

Simdi J(@af (x) = f (a) olsun. O halde limit tanimindan herhangi bir € > 0 sayisi ve her x € A i¢in

O<|x—al<é
iken
F)—f(a)l<e
olacak sekilde bir 6 > 0 sayisi vardir. Ayrica X = a igin

Fx)—f@l=If(a)—f(a)=0<e

olur. O halde f fonksiyonu a noktasinda sireklidir.



izole (ayrik) nokta

A c Rolsun. Eger a € A noktasi A kiimesinin yigilma noktasi degilse a noktasina A kiimesinin
izole (ayrik) noktasi denir. O halde a noktasina A kiimesinin izole (ayrik) noktasi ise en az bir
6 > 0sayisiicihAn(B(a,8)\{a})=DveyaAnB(a, ) ={a} olur.

Siireklilik Tanimiyla ilgili Agiklamalar ve Sonuglar

Yukarida verilen tanim ve teorem dikkate alindiginda asagidaki durumlar gézlemlenir:

1. E§er a noktasi A kiimesinin izole (ayrik) noktasi ise A kiimesi lizerinde tanimli her f fonksiyonu a
noktasinda siireklidir. Gergekten izole nokta tanimindan en az bir 6 > 0 sayisiigin AnB (a, §) = {a}
olur. Boylece ayni 6 > 0 sayisi alinirsa herhangi bir € > 0 sayisi ve her x € A igin

Ix—a|<é
iken x = a olup
Fx)—rf@l=Ilf(@d—f(a)I=0<e
olur. Bu takdirde f fonksiyonu a noktasinda siireklidir.

2.f : A — R bir fonksiyon ve a € A’ olsun. f fonksiyonunun a noktasinda siirekli olmasi igin agagidaki
kosullar saglanmalidir:

< f fonksiyonu a noktasinda tanimli olmalidir.
< f fonksiyonunun a noktasinda limiti var olmalidir.

< f fonksiyonunun a noktasinda limiti a noktasindaki degerine esit olmalidir. Yani
Hmf(x)=f(a)
olmalidir.

#1 Not

f: A — Rbir fonksiyon ve a € A ve a € A’ olsun. Bu fonksiyonun a noktasindaki siirekliligi
Jimf(x)=f(a)
esitligi ile verildiginden
limyi 0 = {Imyx = (@)
oldugu goriilir. Bu 6zellik siirekli fonksiyonun limit ile yer degistirebilmesi 6zelligidir.

Sagdan stireklilik

f : A — R bir fonksiyon ve a € A olsun. Herhangi bir € > 0 sayisi ve her x € A igin

as<x<a+é
iken
F&)—rfla)l<e

olacak sekilde bir 6 > 0 sayisi varsa f fonksiyonu a noktasinda sagdan siireklidir denir.
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Soldan stireklilik

f : A — Rbir fonksiyon ve a € A olsun. Herhangi bir € > 0 sayisi ve her x € A igin
a—6<x<a

iken
[Fe)—f(a)l<e

olacak sekilde bir & > 0 sayisi varsa f fonksiyonu a noktasinda soldan siireklidir denir.

<¢ Butanimlar dikkate alinarak, bir f fonksiyonunun a noktasinda siirekli olmasi igin gerek ve yeter kosul

bu f fonksiyonunun a noktasinda sagdan ve soldan siirekli olmasidir sonucuna varilir. (ispat; "limit
vardir < sag ve sol limit vardir" teoremine benzer oldugundan verilmemistir.)

#£9 Not

Eger f fonksiyonunun tanim kiimesi [ a, b] formunda bir aralik ise a ve b noktalarinda siireklilik
arastirilirken a noktasinda sagdan, b noktasinda soldan siireklilige bakilir. Bdylece f fonksiyonu
[a, b] araliginin i¢ noktalarinda siirekli ve a noktasinda sagdan, b noktasinda soldan siirekli ise f
fonksiyonu [ a, b] kiimesinde siireklidir denir.

L0 Siirekli fonksiyonlarda cebirsel islemler
f,g : A — R fonksiyonlari a € A noktasinda stirekli ise f ¥ g, f.g, her x € A igin g (x) # 0 ve

g (a) # 0 olmak lizere J:, k € R olmak lizere k.f fonksiyonlari da a noktasinda sireklidirler.
g9

LU Mutlak deger fonksiyonunun siirekliligi
f : A — R fonksiyonu ve a € A noktasinda sirekli ise |f| fonksiyonu da a noktasinda siireklidir.

I ispat
Sireklilik bir limit problemi oldugundan limit teoremleri ve sireklilik tanimindan ispat aciktir.

I ispat
f : A — R fonksiyonu ve a € A noktasinda sirekli olsun. O halde herhangi bir € > 0 sayisi ve her

X € Aigin
Ix—al<é

iken
Fex)—rflal<e

olacak sekilde bir 6 > 0 sayisi vardir. Bu 6 > 0 sayisi igin
Ix—al<é
iken ters ti¢cgen esitsizligi kullanilarak
IFC = (@I <If(x)=f(a)l<e

yazilir. Bu takdirde |f| fonksiyonu a € A noktasinda siireklidir.



Bu teoremin tersi her zaman dogru degildir.

1, x>0
)=
-1, x<0
fonksiyonunu alalim. Bdylece |f (x)| = 1 sabit fonksiyon olur. a = 0 noktasini alahm. |f| sabit
fonksiyonu a = 0 noktasinda siirekli iken f fonksiyonu bu a = 0 noktasinda siireksizdir.

Bileske fonksiyonunun surekliligi

f : A — R bir fonksiyon ve a € A olsun. Eger f fonksiyonu a noktasinda sirekli ve g fonksiyonu
f (a) noktasinda stirekli ise g o f fonksiyonu da a € A noktasinda siireklidir.

<5 ispat
Limit bolilimde verilen bileske fonksiyonun limitinin ispatina benzer seklide yapilir.

LIRS Sireklilik ile dizisel siireklilik iligkisi
f + A — R fonksiyonunun ve a € A noktasinda siirekli olmasi icin gerek ve yeter kosul x, — a olan

A kiimesindeki her (xp) dizisi igin f (xp) — f (@) olmasidir. (Bu teoremin ikinci kisminda verilen
ifade literatiirde dizisel siireklilik adlandirilir.)

ﬁollft%asﬁ A kimesinin yigilma noktasi ise ispat, limit bolimiinde ifade edilen "Heyne ve Cauchy
limit tanimlari denktir' teoreminin ispatina benzerdir. Eger a noktasi A kiimesinin izole noktasi
ise fonksiyon a noktasinda her zaman siireklidir (Streklilik tanimiyla ilgili agiklamalar basligi 1'de
verilmistir). Ayrica izole nokta tanimindan x, — a olan her (x,) dizisi i¢in her n > ng iken

An{x,:neN}={a}

(Burada {x, : n € N} c Aolduguna dikkat ediniz.) olacak sekilde bir ng € N sayisi vardir. Boylece
bu ng € N sayisii¢in n > ng iken f (x,) = f (a) olur. O halde f (x,) — f (a) bulunur.

IERN siireksizlik Gesitleri

f : A — R bir fonksiyon ve a € A’ olsun. Eger f fonksiyonunun a noktasinda limiti var ancak a
noktasinda siireksiz ise f fonksiyonu a noktasinda kaldirilabilir siireksizlige sahiptir denir. Burada
asagida verilen iki alt durum vardir:

1. a € A durumudur.
2. ,L'ﬂ”J (x) =L ve L # f (a) durumudur.
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Not
Bu tip siireksizliklerde, fonksiyonun a noktasindaki degerini bu noktadaki limit degeri olarak alarak,
fonksiyon o noktada siirekli hale getirilebilir. Bir f fonksiyonu a noktasinda kaldirilabilir siireksiz-
lige sahip olsun. Bu fonksiyon

fx), x#a

F —
) )I(i_rp[f(x), xX=a

biciminde yeniden tanimlanarak a noktasinda sirekli hale getirilebilir.

sinx
f&x)=—
X
fonksiyonunu alalim. .
Si
limf(x)=lim——=1
x—»Of( ) x—0 X

oldugunu gostermistik. a = 0 noktasinda fonksiyon tanimsiz oldugundan f fonksiyonu bu noktada
kaldirilabilir siireksizlige sahiptir.
Eger fonksiyon

sinx £0

—_— X
F(x)= X

1, x=0

olarak yeniden tanimlanirsa F fonksiyonu a = 0 noktasinda siirekli olur.

f : A — Rbir fonksiyon a € A ve a € A’ olsun. Eger

lim f(x)=L1, limf(x)=L>

x—at
ve L # L; ise f fonksiyonu a noktasinda sigrama tipi siireksizlige sahiptir denir. Burada [L1 — L]
sayisina fonksiyonun a noktasindaki sigramasi denir.

x—4, x=1
f=1 _,
x“+3, x<1
fonksiyonunu alalim. Bu fonksiyonu a = 1 noktasinda inceleyelim. Burada 1 € R dir. Ayrica
limf(x)= limx—4=-3
x—>1+f( ) x—1+
ve
limf(x)= limx*+3=4
x—1- x—1-

oldugundan a = 1 noktasinda limit yoktur. O halde f fonksiyonu a noktasinda sigrama tipi siirek-
sizlige sahiptir. Sigramasi |[L; — Lz| =|—3 — 4| =7 olur.




f : A = R bir fonksiyon ve a € A’ olsun. Eger f fonksiyonunun a noktasinda sagdan ve soldan
limitlerinden en az biri yoksa veya bu limitlerden en az biri + oo oluyorsa fonksiyon bu a noktasinda

siireksizdir. Bu sireksizlige f fonksiyonunun a noktasindaki sonsuz siireksizligi veya ikinci tip
siireksizligi denir.

_x+3
Flbsi=2—

fonksiyonunu alalim. Burada Df = R\ {4} olupa=4 € D]’, dir. Burada

lim £G0 = i X+ 3
imf(x)= lim —— =—o00
X—4% x—4t4 —x

oldugundan a = 4 noktasinda sonsuz siireksizlik veya ikinci tip siireksizlik vardir.

m Siireklilik ile ilgili Teoremler

Bu boliimde siirekli fonksiyonlarla ilgili temel teoremler verilecektir.

LR Siirekli fonksiyonlarin isareti koruma 6zelligi
f : A — Rfonksiyonu ve a € A noktasinda streklive f (a) # 0 olsun. O halde a noktasinin uygun bir

komsulugundaki tim x noktalari igin f (x) ile f (a) ayni isaretlidir. (Limitin isareti koruma 6zelligine
benzer ispat edilebilir. Ancak burada farkli bir ispat yolu izlenecektir.)

I ispat
ilk olarak f (a) > 0 olsun. f fonksiyonu a noktasinda siirekli oldugundan € = ]? > 0 sayisl ve
her x € A'igin
Ix—al<é
iken

IF O —f(a)l <@

olacak sekilde bir 6 > 0 sayisi vardir. Bu 6 > 0 sayisini alalim. Boylece her x € A igin

Ix—al<é
en f@ f(@) f(a)
FO0-f(@)] < @ f(@ = <f0) <F(@+——
oL f(a) 3f (a)
a a
2 J=7

bulunur. O halde f (a) > 0 oldugundan her x € A igin

Ix—al<é
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iken (@
0<fTa<f(x)4=>f(x)>O

elde edilir. £
a
Simdi f (a) < 0 olsun. f fonksiyonu a noktasinda sirekli oldugundan € = = > 0 sayisl ve
her x € Aigin
[x—a]<é
iken

IF ) =f(a)l <—J¥

olacak sekilde bir 6 > 0 sayisi vardir. Bu § > 0 sayisini alalim. Boylece her x € A igin

[x—a]<é
en f(@) f(@) f(@)
a a a
Fe)—f(a)l < —— <f(a)+ - <f(x)<f(a)— -
olup
bulunur. O halde f (a) < 0 oldugundan her x € A igin
[x—a]<é
iken £(a)
a
f(x) < — <0ef(x)<0
elde edilir.

LG WAl Bolzano-Cauchy
f:[a, b] — R siirekli bir fonksiyon ve f (a) ile f (b) ters isaretli sayilar yani f (a) f (b) < 0 olsun.
0 halde f (c) = 0 olacak sekilde en az bir c € (a, b) vardir.
(Bu teorem geometrik olarak yorumlanirsa; f fonksiyonu [a, b] araliginin igindeki en az bir nok-
tada x-eksenini keser denir. Teorem cebirsel agidan yorumlanirsa; f (x) = O denkleminin (a, b)
araliginda en az bir kokinin varligi ifade edilmis olur.)

I [spat
Ispati iki alt durumda ele alalim.

1. Oncelikle f (a) < 0 ve f (b) > 0 olsun. Bir A kiimesini A = {x € [a, b]| f (x) < 0} biciminde
tanimlayalim. f (a) < 0 oldugundan a € A olup A # @ dir. Ayrica A C [a, b] oldugundan sinirli
olup supremumu vardir. supA = ¢ olsun. f (c1) = 0 oldugunu gdsterelim.

f(c1) > 0 oldugunu kabul edelim. f fonksiyonu c; noktasinda siirekli oldugundan isareti




N

koruma 6zelliginden dolayi bir 6 > 0 sayisi ve her x € [a, b] igin
c1—6<X<cC1+6 (6.1)

iken f(x) > 0 olur. Ayrica supA = ¢ oldugundan supremumun karakteristik 6zelligi geregi
c1— 6 < d olacak sekilde en az bir d € A vardir. Yine supremum tanimindan d < ¢1 olup

ci—6<d<ci1+6

yazilir. Béylece (6.1) den dolayi f (d) > 0 olur. Ancak bu durum d € A olmasiyla gelisir. Celiski
f(c1) > 0 kabuliinden kaynaklanir. O halde f (c1) > 0 olamaz.

Simdi f(c1) < 0 oldugunu kabul edelim. f fonksiyonu c; noktasinda siirekli oldugundan
isareti koruma 6zelliginden dolayi bir & > 0 sayisi ve her x € [q, b] igin

c1—6<x<cCci1+6
iken f (x) < 0 olur. O halde c; — 6 < c1 oldugundan
ci<k<ci+6

olan k sayisi igin k € A olur. Ancak durum supA = c; olmasiyla gelisir. Celigki f(c1) < O
kabuliinden kaynaklanir. O halde f (c1) < 0 olamaz.

Bu takdirde f (c1) = O dir. Boylece f(a) < 0, f(b) > 0 ve f(c1) = 0 oldugundan c; € (a, b)
dir.

Simdi f(a) > 0 ve f(b) < 0 olsun. Bir B kiimesini B = {x € [a, b]| f(x) = 0} bigiminde
tanimlayalim. f (a) > 0 oldugundan a € B olup B # @ dir. Ayrica B c [ a, b] oldugundan sinirli
olup supremumu vardir. sup B = ¢ olsun. f (c2) = 0 oldugunu gdosterelim.

f(c2) > 0 oldugunu kabul edelim. f fonksiyonu c, noktasinda siirekli oldugundan isareti
koruma 6zelliginden dolayi bir 6 > 0 sayisi ve her x € [a, b] igin

Cr—6<X<Cr+6
iken f (x) > 0 olur. O halde c; — § < ¢ oldugundan
cr<l<cr+6

olan [ sayisi igin [ € B olur. Ancak durum supB = c3 olmasiyla gelisir. Celiski f(c2) > 0
kabuliinden kaynaklanir. O halde f (c2) > 0 olamaz.

Simdi f(c2) < 0 oldugunu kabul edelim. f fonksiyonu ¢, noktasinda siirekli oldugundan
isareti koruma 6zelliginden dolayi bir 6 > 0 sayisi ve her x € [a, b] igin

C—6<X<Cy+6 (6.2)
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iken f(x) < O olur. Ayrica supB = c3 oldugundan supremumun karakteristik 6zelligi geregi
Ccy — 6 < e olacak sekilde en az bir e € B vardir. Yine supremum tanimindan e < ¢ olup

cr—6<e<cr+6

yazilir. Boylece (6.2) den dolayi f (€) < 0 olur. Ancak bu durum e € B olmasiyla geligir. Celigki
f(c2) < 0 kabuliinden kaynaklanir. O halde f (c2) < 0 olamaz.

Bu takdirde f (c2) = O dir. Boylece f (a) > 0, f(b) < 0 ve f (c2) = 0 oldugundan c; € (a, b)
dir.

3
x% — 3x + 2 = 0 denkleminin (5 5) araliginda en az bir kdki oldugunu teorem yardimiyla ifade
edelim. [E 5] kiimesinde tanimli f (x) = x% — 3x + 2 fonksiyonunu alalim. Polinom tipli bu
fonksiyon [5 5] kiimesinde sireklidir. Yine

3 9 9 1
1(3)=2-22mtc
2) 4 2 4
ve

f(5)=25-15+2=12>0

3
olupf(z)f(S) < 0 olur. O halde Bolzano-Cauchy teoreminin kosullari saglanir. Bu takdirde

f(c)=0& c2—3c+2=0

3
olacak sekilde en az bir c € (5 5) sayisi vardir.

Ara deger teoremi
f:[a, b] — R siirekli bir fonksiyon ve f (a) = A ile f (b) = Bve A < B olsun. O halde A < k < B
olan her k € R igin f (c) = k olacak sekilde en az bir c € (a, b) vardir.

I ispat
f : [a,b] — R sirekli bir fonksiyon ve f(a) = Aile f(b) = Bve A < Bolsun. A < k < B

olan her k € Riging : [a,b] — R, g(x) = f(x) — k fonksiyonunu tanimlayalim. O halde f
fonksiyonu [a, b] kiimesinde stirekli oldugundan g fonksiyonu da [a, b] kiimesinde siirekli olur.
Burada g (a) = f (a) — k ve f (a) < k oldugundan

gla)=f(a)—k<0
olur. Yine g (b) = f (b) — k ve k < f (b) oldugundan

gb)=f(b)—k=>0



olur. Boylece Bolzano-Cauchy teoreminin kosullari saglanir. Bu takdirde

g(@)=f(O)—k=0=f(c)=k

olacak sekilde en az bir c € (a, b) vardir.

Teorem 6.9
f:[a, b] — R fonksiyonu siirekli ise sinirlidr.

I ispat

Bu f fonksiyonunun sinirli olmadigini kabul edelim. O halde her M > 0 sayisi icin |f (x)| > M
olacak sekilde bir x € [a, b] vardir. Bu durum, her M > 0 sayisi i¢in gegerli oldugundan her
n dogal sayisi iginde dogru olur. Bdylece [a, b] araligindan her n € Nigin |[f (x5)] > n olacak
sekilde bir (xp) dizisi vardir. [a, b] araligi sinirli oldugundan (x,) dizisi de sinirli olur. Bdylece
Bolzano-Weierstrass (diziler bolimiinde) teoreminden (x,) dizisinin x,, — X olacak sekilde bir
(xn, ) alt dizisi vardir. Ayrica [ a, b] araligi kapali oldugundan x¢ € [a, b] dir. O halde f fonksiyonu
Xo noktasinda siireklidir. Dizisel siireklilikten f (xp, ) = f (xo) olur. Yine

f(Xne) = f (x0) = |f (xn, )| = If (x0)I

dir. Ancak her ng € N igin |[f(xn,)| > ni oldugundan |f(xn,)| — +oo olur. Bu durum
|f(xnk)| — |f (x0)| olmasiyla gelisir. Geliski f fonksiyonunun sinirli olmadigi kabuliinden kay-
naklanir. Bu takdirde f fonksiyonu sinirlidir.

LU ICN VN Ekstremum deger teoremi veya ug deger teoremi
f :[a, b] — R sirekli bir fonksiyon ise f fonksiyonu supremum ve infimum degerlerini [ a, b] ar-
aligindaki noktalarda alir. Yani sup {f(x)| x € [a,b]} = M, inf{f(xX)| x€[a,b]l} = mise
f(c) = M ve f(d) = m olacak sekilde c, d € [a, b] sayilari vardir. "Béylece supremum ve infi-
mum degerler olan M, m sayilari { f (x)| x € [a, b]} kiimesine ait olduklarindan bu f fonksiyonu
maksimum ve minumum degerlerine [ a, b] araliginda ulasir."

I ispat
f 1 [a, b] — R sirekli bir fonksiyon ise bir dnceki teoremden sinirlidir. Bdylece supremum ve
infimum degerleri vardir. O halde

sup{f(x)| xel[a,bl} =Mve inf{f(xX)| xe€[a,bl}=m
olsun.

ilk olarak her x € [a, b] icin f (x) # M oldugunu kabul edelim. sup {f(x)| x €[a,b]} = M
oldugundan her x € [a, b] igin f (x) < M dir. Ayrica f (x) # M oldugundan her x € [a, b] igin

f(x) <M olur. Simdibirg : [a, b] — R fonksiyonunu g (x) = M=roa biciminde tanimlayalim.

Bu g fonksiyonu [ a, b] kiimesinde siirekli oldugundan sinirlidir. Yani her x € [a, b] i¢in

[gX)N=9X)<K(FX)<Me0<M-—f(x))
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olacak sekilde bir K > 0 sayisi vardir. Boylece her x € [a, b] igin

gx) = SK@M—f(X)Z%c:}f(x)SM_%

1

M—f(x)

1
yazilir. Buradan M — X sayisl

{f)l xela,b]}

kiimesinin bir st sinir olur. Bu durum sup {f (x)| x € [a, b]} = M olmasiyla gelisir. Celigki her
x € [a, b] igin f (x) # M alinmasindan kaynaklidir. O halde en az bir x € [a, b] igin f (x) = M dir.
Simdi her x € [a, b] igin f (x) # m oldugunu kabul edelim. inf { f (x)| x € [a, b]} = m oldugun-
dan her x € [a, b] igin m < f (x) dir. Ayrica f (x) # m oldugundan her x € [a, b] igin m < f (x)
olur. Simdi bir g : [a, b] — R fonksiyonunu g (x) = f(x)—m biciminde tanimlayalim. Bu g
fonksiyonu [ a, b] kiimesinde siirekli oldugundan sinirlidir. Yani her x € [a, b] igin

9)=9g(x)<L(Mm<f(x)=0<f(x)—m)
olacak sekilde bir L > 0 sayisi vardir. Boylece her x € [a, b] igin

Q(X)=;SL4=f(x)—m2l«:f(x)zm+i
m L L

Fx)—

1
yazilir. Buradan m + 7 sayisi
{f)l xela,b]}

kiimesinin bir alt siniri olur. Bu durum inf {f (x)| x € [a, b]} = m olmasiyla gelisir. Celiski her
x € [a, b] iginf (x) # m alinmasindan kaynaklidir. O halde en az bir x € [a, b] igin f (x) = m dir.

#1 Not
Bu bolimde verilen biitlin teoremlerdeki hipotezlerin tim kosullari saglanmalidir. Bu zorunlu du-
ruma, son yazdigimiz teoremin kosullarinin esnetilmesi dolayisiyla teoremin saglanmadigi 6rnekler
verelim.

FO01)-Rf(X)=x+2
fonksiyonunu alalim. Bu fonksiyon (0, 1) kiimesinde siireklidir. Burada
0<x<l&e2<x+2<3

oldugundan

sup {f(x)| x€(0,1)} =3ve inf{f(x)] x€(0,1)} =2
iken f (c) = 2 ve f(d) = 3 olacak sekilde ¢, d € (0, 1) sayilari yoktur. Bunun nedeni teoremin
hipotezinde verilen [ a, b] kosulunun saglanmamasidir. (Burada tanim kiimesinin kapali aralik ol-
masi sarti saglanmadi.)




f:[0,+00) — R, f(x) =arctanx

fonksiyonunu alalim. Bu fonksiyon R de siirekli oldugundan [ 0, + o) kiimesinde de siireklidir. Bu
T
fonksiyonun tanimindan her x € [0, +20) igin 0 < f (x) < 3 yazilir. O halde

sup{f(x)| xe€[0,+)} =gve inf{f(x)] x€[0,+00)} =0

T
olur. Ancak f (d) = — olacak sekilde bir d € [0, +00) sayisi yoktur. Yine bunun nedeni teoremin

hipotezinde verilen [a, b] kosulunun saglanmamasidir. (Burada tanim kiimesinin sinirli olmasi
sarti saglanmadi.)

0011 >R
x, x€(0,1)
fO)=11

— x=0,x=1
2

fonksiyonunu alalim. Boylece her x € [0, 1] i¢in O < f (x) < 1 yazilir. O halde
sup{f(x)] x€[0,1]}=1veinf{f(x)] xe[0,1]} =0

olur. Ancak f(c) = 0 ve f(d) = 1 olacak sekilde ¢, d € [0, 1] sayilari yoktur. Bunun nedeni
teoremin hipotezinde verilen siireklilik kosulunun saglanmamasidir. Gergekten

N 1
Jimfo) = limx=0#£(0)=

oldugundan f fonksiyonu a = 0 noktasinda ve dolayisiyla [0, 1] kiimesinde stirekli degildir.

Bir fonksiyon monoton artan veya monoton azalan iken birebir oldugu fonksiyonlar bélimiinde ifade

edilmisti. Simdi fonksiyon siirekli iken bu teoremin tersinin de dogru oldugunu gosteren asagidaki teo-
remi ifade edelim.

Teorem 6.11

f : [a, b] — R siirekli bir fonksiyon olsun. O halde f fonksiyonunun birebir olmasi i¢cin gerek ve
yeter kosul monoton artan veya monoton azalan olmasidir.

¢ f : [a, b] — R fonksiyonu siirekli monoton artan veya monoton azalan ise Y = f([a, b]) olmak
tizere f~1 : Y — [a, b] ters fonksiyonu vardir.
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IEEY piizgiin Sireklilik

Siireklilik taniminda aranan § > 0 sayisi i¢in 6 = § (€, a) oldudu ifade edilmisti. O halde buradaki
6 sayisi hem € sayisina hem de a noktasina bagli olabilir. Bazi durumlarda verilen fonksiyonun tanim
kiimesindeki her elemaniigin é sayisi sadece € sayisina bagli olarak bulunabilir. Bu 6zel duruma diizgiin
siireklilik denir. Sureklilik tanimi, bir noktada siireklilik igin anlamli oluyorken, diizgiin sireklilik bir kiime
lizerinde anlamli olacaktir. Yani bir noktada diizgiin siireklilikten soz edilemez.

Diizgiin Stireklilik

f : A — R bir fonksiyon olsun. Herhangi bir € > 0 sayisi ve her X, y € A igin

[x—=yl<é
iken
Fo)—rnl<e

olacak sekilde bir 6 > 0 (6 = 6 (€)) sayisi var ise f fonksiyonu A kiimesi lizerinde diizgiin siirek-
lidir denir.

#7 Not

Bu tanim incelendiginde diizgiin siireklilik ile siireklilik arasinda iki temel fark gozlemlenir. Bun-
lardan ilki 6 sayisinin sadece € sayisina baglh olmasi ikincisi de diizgiin surekliligin nokta yerine
kiimede tanimlanmasidir.

fIR->Rf(x)=x
birim fonksiyonunu alalim. Herhangi bir € > 0 sayisi ve her x, y € Rigin
Ix—yl<é

iken
FI—fl=Ix—yl<é
olup § = € alinirsa

FO)—=fl<e

bulunur. O halde fonksiyon R kiimesinde diizgiin sireklidir.

£ Not
Birf : A — R fonksiyonunun A kiimesinde diizgiin suirekli olmamasi asagidaki bicimde ifade edilir:
Her 6 > 0,enazbire >0vex,y €Aigin

[x—yl<é

iken
FeI—fNl=e

olmasidir.



Not
Diizgun sureklilik tanimindan her diizgiin siirekli fonksiyon siireklidir. Ancak siirekli her fonksiyon
diizgiin siirekli olmak zorunda degildir. Simdi buna bir 6rnek verelim.

Daha 6nce stirekli oldugu gosterdigimiz
fiR—R f(x)=x>

fonksiyonunu alalim. Hatirlanacagi gibi herhangi bir a € R noktasinda siireklilik arastirilirken 6 > 0
€
sayisl 6 = min {1, TZI} olarak bulunmustu. Yani hem € sayisina hem de a noktasina bagli
a

bir 6 sayisi bulunmustu. O halde bu fonksiyon R kiimesinde diizgiin siirekli degildir. Simdi diizgiin
1 1 6

slireksizligi gosterelim. Her 6 > 0 sayisiiginx = —vey = 3 + — alinirsa
| | 1 (1 5) 6 ;
X ===+ = =—<
/ ‘5 6 2 ‘ 2

olup € = 1 sayisi igin

)—f I - (1 6)2
—_ = el s
e 62 \s 2
1 1 62
— |62 82 4
52
= 1+—
4
> €

oldugundan f fonksiyonu R kiimesinde diizgiin siirekli degildir.
Eger fonksiyon

9:[0,1] » R, g(x)=x?
bigiminde verilirse, herhangi bir € > 0 sayisi ve her x, y € [0, 1] igin
Ix—yl<é
iken
lg(X) =g =|x2—y?|=Ix+ylIx—yl <2|x—y| < 26
€
olupé = 5 alinirsa

lg(x)—g)l<e
bulunur. O halde g fonksiyonu [0, 1] kiimesinde diizgiin sirekli olur.
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#9 Not

Bu son 6rnek bir fonksiyonun diizgiin siirekliliginin tanimh oldugu kiimeye bagh oldugunu goster-
mektedir. Bir fonksiyon bir A kiimesinde diizgiin siirekli degilken bir B c A kiimesinde diizglin
stirekli olabilmektedir.

Z1 Not

o
Diizguin surekli iki fonksiyonun toplami ve farki diizgiin siirekli iken garpimi ve béliimii diizgiin
siirekli olmak zorunda degildir. Onceki iki rnek ele alindiginda

fFIR-Rf(X)=x

birim fonksiyonu R kiimesinde diizgiin stirekli iken f.f bigiminde tanimli

h:R—R h(x)=x>

fonksiyonu R kiimesinde diizgiin siirekli degildir.

Not
Bir f : A — R fonksiyonunun A kiimesinde diizgiin siirekli olmamasi agsagidaki bigimde de karak-
terize edilebilir:
A kiimesinde (xp) ve (yn) dizileri her n € N igin

1
[Xn—Yynl < —
n
iken
lfxn)—=Fflyn)lz €
olacak sekilde en az bir € > 0 sayisi varsa f fonksiyonu A kiimesinde diizgiin siirekli degildir.

1
(Burada (—) dizisi yerine sifira yakinsayan herhangi bir dizi alinabilir.)
n

Teorem 6.12
f : [a, b] — R siirekli bir fonksiyon olsun. O halde f fonksiyonu diizgiin siireklidir.

I ispat
f:[a, b] — R siirekli bir fonksiyon olsun. f fonksiyonunun diizgiin siirekli olmadigini kabul ede-

lim. O halde [a, b] kiimesinde (x,) ve (vn) dizileri her n € N igin

[Xn—ynl < —
n

iken
If xn)—f(yn)l = €
olacak sekilde en az bir € > 0 sayisi vardir. (x,) ve (yn) dizileri [a, b] kimesinde olduklarindan

sinirlidirlar. O halde Bolzano-Weierstrass (diziler bolimiinde) teoreminden (x) ve (yn) dizilerinin
yakinsak (xn,) ve (yn,) alt dizileri vardir. xn, — Xo ise [a, b] araligi kapali oldugundan xo €




[a, b] dir. Simdi y», — X0 oldugunu gésterelim.

IYnk_XO| = |ym<—Xnk+Xnk—Xo|
< Ve —Xne| + [Xne — Xo
1
< n—k+|xnk—x0|

1
olur. Burada k — oo iken — — 0 ve |xn, —Xo| — 0 oldugundan yp, — Xo bulunur. Ayrica f
n

fonksiyonu x¢ € [a, b] noktasinda siireklidir. Dizisel siireklilikten
f(xn) = f (x0) ve f(yn,) = f (xo0)

olur. O halde ayni € > 0 sayisi igin sirasiyla her n > nj ve her n > n; iken

If (xne) = f (x0)| < g (6.3)

ve

f ()= o) < = (64

yazilir. Eger no = maks {ni1, n2} alinirsa ayni € > 0 sayisl igin her n > ng iken (6.3) ve (6.4)
kullanilarak

If (X )= F (V)| = |f (xne) = F (x0) + £ (x0) = f (Vi )|

If (Xn) = F (x0)| + |f (X0) = F (¥, )| < €

IA

bulunur. Bu durum her n € Nigin
1
[Xn—ynl <=
n
iken
If xn)=flyndlZ €

olmasiyla celisir. Celigki f fonksiyonunun diizgiin siirekli olmadigi kabuliinden kaynaklanir. O halde
f fonksiyonu diizgiin siireklidir.

LEUTICN(UN Lipschitz kosulu

f : A — R bir fonksiyon olsun. Her x, y € A igin

FOI=FWI <M Ix—yl

olacak sekilde bir M > 0 sayisi varsa f fonksiyonu Lipschitz kosulunu saglar denir.

Teorem 6.13

f : A — R fonksiyonu Lipschitz kogulunu sagliyorsa diizgiin siireklidir.
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I ispat
f fonksiyonu Lipschitz kosulunu sagladigindan her x, y € A icin

FOA=—fWI<M |x—yl
olacak sekilde bir M > 0 sayisi vardir. Béylece herhangi bir € > 0 sayisi ve her x, y € A igin
x—yl<é

iken
FOO—FWISM |x—y|<M$
olupé = % alinirsa
Frea—rl<e

bulunur. O halde fonksiyon A kiimesinde diizgiin sireklidir.

iRt SR f(x)=sinx

fonksiyonunun Lipschitz kosulunu sagladigini gésterelim. Oncelikle her x € R igin
|sinx| < |x|
esitsizligi saglanir. Boylece bu esitsizlik kullanilarak her x, y € R igin

FOO—fWI = Isinx—siny|

o X—y X+y
= 2]|sin cos
2
X_

< 2|sin y’

X—=y
< 2l——|=|x—

‘ > ‘ [x—yl

elde edilir. Bu takdirde
iRt SR f(x)=sinx

fonksiyonu Lipschitz kosulunu saglar. O halde bu fonksiyon ayni zamanda diizgiin siireklidir.
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