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OZET

KESIRLI FOURIER DONUSUMU AGIRLIKLI SEGAL CEBIRINDE OLAN
FONKSIYON UZAYLARI VE BAZI TIKIZ GOMULMELER
Erdem TOKSOY
Ondokuz May1s Universitesi
Lisansiistii Egitim Enstitiisii
Matematik Ana Bilim Dali
Doktora, Haziran/2021
Danigman: Dog. Dr. Ayse SANDIKCI

Bu calismada ilk olarak, kendisi agirlikli Lebesgue uzayinda, kesirli Fourier
doniistimii  p-kuvvetli agirhikli Lebesgue uzayinda olan fonksiyonlar uzayinin
kapsama oOzellikleri, tikiz ve tikiz olmayan gomiilmeleri agirlik fonksiyonlarinin
sagladig1 belli kosullara bagl olarak ifade edildi. Ayrica gerek kosullu olarak ifade
edilen baz1 teoremlerin yeterlilik kosullarmin saglanmadigimi gdésteren Ornekler
verildi.

Sonra, kendisi agirlikli Lebesgue uzayinda, kesirli Fourier doniisiimii bir
normlu ideal uzayinda olan fonksiyonlarin kiimesi tanimlandi. Bu alt vektor uzayi,
agirlikli Lebesgue uzaymin ve agirlikli Segal cebirinin normlarinin toplam normuyla
donatilarak uzaym bir Banach uzayi oldugu gosterildi. Bu uzayr tanimlamakta
kullanilan agirlikli Segal cebiri bir kat1 (solid) uzay oldugunda bu yeni tanimlanan
uzayin bir Banach cebiri oldugu ve agirlik fonksiyonu ile carpimlari mutlak
integrallenebilir olan fonksiyonlarin uzayinin Banach ideali oldugu gdosterildi. Bu alt
uzayin oteleme ve karakter islemcileri altinda degismez oldugu ve bu islemcilerin
stirekli oldugu gosterildi. Ayrica uzayin kapsama iligkileri arastirildi. Bu boliimde,
2000 yilinda Dogan ve Giirkanl tarafindan tanimlanan uzay icin elde edilen
bulgulara benzer bulgularin yeni tanimlanan uzay i¢in de saglandigini gostermek
amaglandi. Boylece 2000 yilinda Dogan ve Giirkanl tarafindan yapilan calismalar
genellestirilmistir.

Son boliimde ise, lizerinde kesirli Fourier doniisiimiiyle uyumlu girigim islemi
tanimli olan agirlik fonksiyonu ile ¢carpimlari mutlak integrallenebilir fonksiyonlarin
uzayinin yaklasik biriminin var oldugu gosterilerek bu uzayin without order (sira
degistiremez) Banach cebiri oldugu ifade edildi. Agirlik fonksiyonunun diizenli
bliyliyen olmasi durumunda c¢alismada ifade edilen uzaylarin kesirli Fourier
dontistimii tikiz destekli yaklasik birimleri bulundu. Bu uzaylarin ¢arpanlar tanimi
verildi. Baz1 kosullar altinda, kesirli Fourier doniisiimii agirlikli Segal cebirlerinde
olan fonksiyonlarin uzayinin bir soyut Segal cebiri oldugu gosterildi.

Anahtar Sozciikler: Kesirli Fourier doniistimii, girisim islemi, kompakt
gomiilmeler, agirlikli Segal cebirleri.



ABSTRACT

ON FUNCTION SPACES WITH FRACTIONAL FOURIER TRANSFORM IN
THE WEIGHTED SEGAL ALGEBRA AND SOME COMPACT EMBEDDINGS
Erdem TOKSOY
Ondokuz Mayis University
Institute of Graduate Studies
Department of Mathematics
Ph.D., June/2021
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Ayse SANDIKCI

In this study, firstly we denoted inclusion properties, compact and non-compact
embeddings between the spaces of functions in weighted Lebesgue space whose
fractional Fourier transform belonging to p-power weighted Lebesgue space which
depending on certain conditions provided by weight functions. Also we gave
examples showing that the sufficient conditions of some theorems expressed by a
necessary condition are not provided.

Later, we defined a set of functions in weighted Lebesgue space whose
fractional Fourier transform belonging to a normed ideal space. By endowing this
linear subspace with the sum norm of weighted Lebesgue space and weighted Segal
algebra we indicated that this space is a Banach space. When the weighted Segal
algebra used to describe this space is a solid space, we showed that this newly
defined space is a Banach algebra and a Banach ideal of the space of functions whose
product by a weight function are absolutely integrable. We proved that this subspace
is translation and character invariant, translation and character operators are
continuous. Also we investigated the inclusion properties of these spaces. In this
section, we aimed to show that findings of the newly defined space are similar to the
findings obtained for the space of functions defined by Dogan and Giirkanli in 2000.
Thus the studies given by Dogan and Giirkanli in 2000 were generalized.

In the last part of this study, by showing that there are approximate identities of
the space of functions whose product by a weight function are absolutely integrable
under the convolution which is compatible with the fractional Fourier transform, we
stated that this space is the without order Banach algebra. We found approximate
identities with compactly supported fractional Fourier transform in these spaces such
that weight function is regular growth. We gave definitions of multipliers of these
spaces. Under certain conditions, we showed that this space of functions whose
fractional Fourier transform in weighted Segal algebra is an abstract Segal algebra.

Keywords: Fractional Fourier transform, convolution, compact embeddings,
weighted Segal algebras.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

SIMGELER

? , Ff . f fonksiyonunun Fourier doniigiimii

F f F°f . f fonksiyonunun kesirli Fourier doniistimii

T, : Oteleme iglemcisi

M, . Karakter islemcisi

1) : Dirac delta fonksiyonu

fxg : f ve g fonksiyonlarinin girigim islemi

fOg . f ve g fonksiyonlarinin girigim islemi

RY . d boyutlu Oklid uzay1

N : Dogal sayilar kiimesi

C : Karmagik sayilar kiimesi

C, (Rd) : RY iizerinde tamimli, siirekli, sonsuzda sifir olan fonksiyonlarin
uzayi

supp f . f fonksiyonunun destegi

C. (Rd) : R iizerinde tanimli, siirekli, tikiz destekli olan fonksiyonlarin
uzayi

LP (Rd ) : Lebesgue uzay1

esssup o (Rd ) uzayinin normu

LP (Rd ) : Agirlikli Lebesgue uzay1

S(R?) : Segal cebiri

S, (R%) . Agirlikl Segal cebiri

M (A) . A Banach cebiri {lizerindeki ¢arpanlar kiimesi

KISALTMALAR
h.h.h. : Hemen hemen her yerde
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1. GIRIS
Bu calismada kullanilan temel uzaylar R® kiimesinde tanimli fonksiyonlarin
agirlikli Lebesgue uzaylar1 ve agirlikli Segal cebirleridir. Bu uzaylarda c¢alisilirken

kullanilan temel islemci ise Fourier donlisimiiniin bir « parametresiyle

genellestirmesi olan kesirli Fourier dontisiimiidiir. Kesirli Fourier doniisiimiinde ifade
edilen o parametresi, a:(al,...,ad) olmak iizere her j=12,..,d igin :%

olarak alinirsa kesirli Fourier doniisiimii Fourier doniisiimiine karsilik gelir. Ayrica
zaman frekans analizi acisindan bakildiginda, zaman bolgesinde tanimli bir
fonksiyonun Fourier doniisiimii frekans bolgesinde tanimli bir fonksiyon olurken bu
fonksiyonun kesirli Fourier doniisiimii zaman frekans arasinda kalan bdlgede tanimli
bir fonksiyona doniisebilmektedir. Kesirli Fourier doniisiimii son yillarda 6n plana
c¢ikan ve genis uygulama alanina sahip bir doniisiimdiir. Bu doniisiim zaman frekans
analizinde, sinyal islemede, optikte ve kuantum mekaniginde uygulamalara sahiptir

(Alieva et al., 1994; Almeida, 1994; Namias, 1980; Ozaktas et al., 2001).

Bu tez calismasinda iki farkli problem ele alindi. ilk olarak (Toksoy and

Sandik¢i, 2015) caligmasinda kesirli Fourier dontsimi L (Rd) uzayinda olan
LfN(Rd) uzayindaki fonksiyonlarin A}y (]Rd) uzaymin tikiz ve tikiz olmayan
gomiilmeleri arastirildi. (Giirkanli, 2008) ¢alismasinda Fourier dontigtimii L] (Rd)

uzayinda olan L., (]Rd) uzayimdaki fonksiyonlarin Ap (Rd) uzayinin tikiz ve tikiz

olmayan gémiilmeleri incelenmistir. Bu ¢alismada, (Giirkanli, 2008) ¢alismasindaki

yontemler kullamlarak A} (Rd) uzayinin tikiz ve tikiz olmayan gémiilmeleri i¢in
elde edilen bulgulara benzer bulgularm A} (Rd) uzayr i¢in de saglandigini

gostermek amaclandi. A:;’ (Rd) uzaymnda « parametresi, a:(al,...,ad) olmak

tizere her j=12,...,d igin a, =% olarak alindiginda kesirli Fourier doniisiimii
Fourier doniistimiine karsilik geldiginden o parametresinin bu &zel se¢imi
A, (Rd) uzayim vermektedir. Bu agidan bakildiginda A); (Rd) uzayinin tikiz ve

tikiz olmayan goOmiilmeleri ¢aligmasi (Giirkanli, 2008) calismasinin bir

genellestirmesidir. Sonra kesirli Fourier doniisiimii S© (R") uzayimda olan I_fN(Rd)



uzayindaki fonksiyonlarin S (Rd) kiimesi tanimlandi. (Dogan and Giirkanli, 2000)

calismasinda, G yerel tikiz Abel grup ve G bu grubun karakter grubu olmak iizere
Fourier doniisiimii S, (é) uzayinda olan Ly, (G) uzayimndaki fonksiyonlarmn S, , (G)
uzay1 tanimlanarak Ozellikleri incelenmistir. Bu calismada, (Dogan and Giirkanly,
2000) galismasindaki yontemler kullanilarak S, , (G) uzay1 i¢in elde edilen bazi

bulgularin S (]Rd) uzay1 igin de saglandigin1 gostermek amaglandi. Yine S (]Rd)

uzaymndaki o parametresi, o =(a,,...,a,) olmak iizere her j=1,2,..,d icin

a; = 7 olarak alindiginda kesirli Fourier donlisimii ve ® girisim islemi sirasiyla
2

Fourier doniisiimiine ve * girisim islemine karsilik geldiginden « parametresinin bu

ozel se¢imi S, (Rd) uzaymi vermektedir. Bu agidan bakildiginda S (]Rd) uzay1

Sww (Rd ) uzayinin bir genellestirmesidir.

Bu tez galismas1 bes ana boliimden olusmaktadir.

Ikinci boliimde bu calisma siiresince kullamlan temel tanimlar, &nermeler,
teoremler ifade edildi. Bulgular ve Tartigma boliimiindeki ispatlarda ikinci boliimde
yer alan bu temel kavramlar referans alindi. Ayrica ¢alismada kullanilan kesirli

Fourier doniisiimiiyle ve uzaylarla ilgili literatiirde var olan arastirmalardan kisaca

bahsedildi.

Uciincii boliimde calismada materyal olarak kullanilan islemcilerden ve
uzaylardan bahsedilerek verilen problemlerin ¢6ziimiinde kullanilan yontemler ifade
edildi.

Dordiincii Boliim olan Bulgular ve Tartigsma boliimiinde ilk olarak (Toksoy and
Sandik¢1, 2015) calismasinda kesirli Fourier doniigimii LP (Rd ) uzayinda olan
L, (Rd ) uzayindaki fonksiyonlarm A" (Rd ) uzaymin tikiz ve tikiz olmayan

gomiilmeleri arastirildi. Tek yoOnlii olarak ifade edilen bazi teoremlerin ters

yonlerinin dogru olmadigina ornekler verildi. Ayrica (Toksoy ve Sandikei, 2015)

calismasinda A} (]Rd) uzaymin kapsama Ozellikleri boliimiindeki ifadelerin

bazilarinda ikinci agirlik fonksiyonu @ =1 olarak alinmistir. Bu c¢alismada



A (Rd) uzaymin kapsama oOzellikleri @ agirhigma bir kisitlama getirilmeden
yeniden incelendi.

Agirlikli  Lebesgue uzaylarinda, Segal cebirlerinde ve agirlikli  Segal
cebirlerinde ¢arpma islemi olarak =* girisim islemi alinmaktadir. Ancak iki
fonksiyonun girisiminin kesirli Fourier doniistimii bu fonksiyonlarin kesirli Fourier
doniisiimlerinin ¢arpimi olarak yazilamamaktadir. Bu nedenle (Singh and Saxena,

2012) calismasinda bir ® girisim islemi tanimlanmistir. Sonra bu girisim islemi

(Toksoy and Sandike1, 2015) calismasinda R kiimesinde yeniden tanimlanmustir.
Bulgular ve tartisma kisminin ikinci béliimiinde oncelikle Segal cebirlerindeki ve
agirlikli Segal cebirlerindeki * girisim islemi yerine ® girisim islemi alinarak

sirastyla S®(R?) ve SO(RY) uzaylar1 tanimlandi ve bu uzaylara 6rnekler verildi.

Sonra kesirli Fourier déniisiimii Sy (R") uzaymnda olan Llw(]Rd) uzayindaki
fonksiyonlarm S; (Rd) kiimesi tanimlandi. Bir vektor uzay1 oldugu ifade edilen
S, (Rd ) uzayi

|f

o =1l 1R Tl

normuyla donatilarak Banach uzay1 oldugu gosterildi. S°(R) uzayr kat1 (solid)
uzay oldugunda S; (Rd) uzayiin bir Banach cebiri ve L%N(]Rd) uzayimin Banach

ideali oldugu gosterildi. Bu uzayin 6teleme ve karakter islemcileri altinda degismez
oldugu ve bu islemcilerin siirekli oldugu gosterildi. Ayrica uzaym kapsama

ozellikleri arastirildi.

Banach cebirlerinin ¢arpanlar1 arastirilirken bu cebirlerin without order (sira

degistiremez) ozelligine sahip olmas1 6nem arz eder (Larsen, 1971). Uzerinde *
girisim islemi tanimli olan L, (Rd ) uzay1 yaklasik birime sahip oldugundan without

order (sira degistiremez) Banach cebiridir. Bu uzayin ¢arpanlar tanimi Gteleme

islemcisiyle degismeli dogrusal ve stirekli islemciler olarak verilmistir (Bourouihiya,

2006). S; (Rd) uzaymin c¢arpanlar uzayr bashgi altinda ilk olarak iizerinde ©
girisim islemi tanimli olan Llw(Rd) uzaymin yaklasik biriminin var oldugu

gosterilerek bu uzaymn without order (sira degistiremez) Banach cebiri oldugu ifade



edildi. Bu uzayin garpanlar tanimi herhangi bir f e LfN(Rd) ve her y =(y1,..., yd)
i¢in y =(-y,cotay,...,—Y, COt e, ) olmak iizere L), (Rd ) uzayindan L, (]Rd ) uzayina
tanimli f >T M _f doniisimi ile degismeli olan siirekli ve dogrusal islemciler

olarak yapildi. Dikkat edilirse o« parametresi, a:(al,...,ad) olmak {izere her
1=12,..,d icin a, 22 olarak alindiginda bu tanim, iizerinde * girisim islemi

taniml1 olan LfN(]Rd) uzay1 i¢in verilen tanima karsilik gelmektedir. Sonra w
diizenli biiyliyen bir agirlik fonksiyonu olmak iizere lizerlerinde ® girisim islemi
taniml1 olan Llw(Rd) ve S (Rd) uzaylarmim kesirli Fourier doniistimleri tikiz
destekli yaklagik birimleri bulundu. Baz1 kosullar altinda S (Rd ) uzayinin bir soyut

Segal cebiri oldugu gosterildi. Son olarak bazi kosullar altinda S (Rd) uzayindan

S, (Rd ) uzayina garpanlar tanimi L, (Rd ) uzayinda yapilan tanima benzer sekilde
verildi.

Besinci boliim olan sonu¢ boliimiinde, dordiinci boliimde elde edilen
bulgularin amaglarla bagdastig1 ifade edilerek gelecekte yapilacak aragtirmalar igin

Onerilerde bulunuldu.



2. KURAMSAL TEMELLER VE KAYNAK OZETLERI

Bu béliimde ¢alismanin kuramsal temellerini olusturan temel kavramlar ve bu

calismada faydalanilan literatiirdeki bazi aragtirmalara yer verildi.

2.1. Temel Kavramlar

Tamm 2.1.1: f, R? iizerinde taniml1 karmasik degerli herhangi bir fonksiyon

olsun.
{XeRd‘ f (x)¢o}

kiimesinin kapamismma f fonksiyonunun destegi denir ve supp f simgesi ile
gosterilir. R® iizerinde tanimli, karmasik degerli, siirekli, tikiz destekli

fonksiyonlarin vektor uzay1 C; (Rd ) ile gosterilir (Rudin, 1966).

Tamm 2.12: f, R iizerinde tamml, karmasik de@erli herhangi bir
fonksiyon olmak iizere her x e R® — K ve herhangi bir & >0 sayisi igin ‘f (X)‘ <&
olacak sekilde bir K = R? tikiz alt kiimesi varsa f fonksiyonuna sonsuzda sifirdir

denir. Sonsuzda sifir olan siirekli fonksiyonlarin uzay1 C, (Rd) ile gosterilir (Rudin,

1966).

Tamm 2.1.3: 1< p<oo olmak iizere R’ {izerinde tammli karmasik degerli,

Olctilebilir ve
[ 1500 dx<oo
Rd

kosulunu saglayan f fonksiyonlarinin (denklik smiflarinin) vektor uzayr L° (Rd)

ile gosterilir. Buuzay 1< p<owo ve f elLP (]Rd) olmak iizere

11, ={ flrcor dx]l

normuna gore bir Banach uzayidir. Eger p=o ise L* (Rd) uzayt R? iizerinde

tanimli karmasik degerli ve hemen hemen her yerde smirli olan oOlgiilebilir f



fonksiyonlarin uzayidir. Buuzay f € L” (Rd) icin
|, =esssup|f (x)

normuna gore bir Banach uzayidir (Rudin, 1966).

Tamm 2.1.4: R® iizerinde tanimli reel degerli Slgiilebilir W fonksiyonu

asagidaki kosullar1 saglasin.
i) Her x e R? igin W(x)>1,
i) Her x,y e R? igin w(x+y)<w(x)w(y),
1) w yerel sinurl1.

Bu takdirde w fonksiyonuna Beurling agirlik fonksiyonu denir (Reiter and
Stegeman, 2000).

Bu c¢alismada kullanilan agirlik  fonksiyonlari, Beurling agirlik

fonksiyonlaridir.

Tamm 2.1.5: R? iizerinde tanimh bir w agirlik fonksiyonu asagidaki kosullari

saglasin.

i) Her x e R? i¢in p =1 olmak iizere

w(ij <w(x),

o)
ii) Her x e R? igin p >1 olmak iizere
w(px)<Cp*w(x)
olacak sekilde C >1 ve A >0 sabitleri vardir.

O halde w fonksiyonuna diizenli biiyiiyen (regular growth) agirlik fonksiyonu

denir.

Tanimda verilen ii kosulu kullanilarak, X||21 olan her x e R* i¢in C >1,

A >0 sabitler ve C, :Csup{w(x)‘ ||x||:1} olmak iizere



w(x)<C, ¥ @1)
yazilir (Reiter and Stegeman, 2000).

Tamm 2.1.6: W, ve W,, R? iizerinde tanimli iki agirlik fonksiyonu olsun. Her
xeR? igin WZ(X)Scwl(X) olacak sekilde c¢>0 reel sayis1 varsa W, agirhk
fonksiyonu w, agirlik fonksiyonundan oOnde gelir denir ve W, <W, seklinde
gosterilir. Eger W, < W, ve W, < W, ise W, ve W, agirlik fonksiyonlar1 denktir denir

ve W, ~ W, bi¢ciminde gosterilir (Feichtinger and Giirkanli, 1990).

Tamm 2.1.7: 1< p<o ve W fonksiyonu R? iizerinde tanimh bir agirlik

fonksiyonu olmak iizere L) (Rd ) kiimesini

L@(Rd)z{f eL”(Rd)‘f\NeLp(Rd)}

bi¢iminde tanimlayalim. L} (]Rd ) bir vektor uzayi olup

1
p
11 1101w 0
Rd
normuna gdre bir Banach uzayidir.

Ayrica R? iizerinde tanimli karmagik degerli, olgiilebilir ve

l#(x)|

essSUp ——% <o

w(x)
kosulunu saglayan ¢ fonksiyonlarinin (denklik siniflarinin) vektor uzay: L, (]Rd ) ile

gosterilir. Bu uzay L, (Rd ) uzayinin dual uzayi olup, herhangi bir ¢ € L, (]Rd ) igin

[#(x)
w(x)

normuna gore bir Banach uzayidir. Llw(Rd) uzay1 lzerindeki siirekli dogrusal

||¢||oo,w = esssup

fonksiyoneller her f eLlw(Rd) ve e Lj(Rd) icin



f —9(f,¢)=:j f (X)p(x) dx

Rd
bi¢iminde tanimlidir (Reiter and Stegeman, 2000).

Tanmm 2.1.8: A, K cismi iizerinde bir vektér uzayi ve her x,y e A i¢in

xy € A olsun. Eger
i) Her x,y,z e A i¢in x(yz)=(xy)z,
i) Her x,y,z € A i¢in
X(y+2)=xy+xz
(y+2)x=yx+2x,
iii) Her x,y e A ve her a, g e K i¢in (aB)(xy)=(ax)(BY).

kosullar1 saglaniyorsa, A kiimesine, K iizerinde bir cebirdir denir. Eger A cebiri
her x € A i¢in eXx=Xe =X olacak sekilde bir € elemani iceriyorsa birimli cebir, €
elemanina da cebirin birim elemani denir. Yine her x,y e A igin xy =yx ise A
cebirine degismeli cebir denir.

A, K cismi {izerinde bir cebir olsun. Eger (A,||||) bir normlu uzay ve her

X,y € A igin

[yl <[l

esitsizligi saglanryorsa A cebirine K cismi iizerinde normlu cebir denir. Ozel olarak
(AJ]) normlu uzay: bir Banach uzay1 ise A cebirine Banach cebiri denir (Larsen,

1973).

Ornegin L' (R) uzay: * girisim islemiyle bir Banach cebiridir.

Tamm 2.1.9: (B,||||), RY iizerinde tanimli, Olctilebilir fonksiyonlarin Banach

uzay1 ve B’, B uzaymnmn dual uzayi olsun. R? iizerinde tammli, B uzaymda deger

alan, Slciilebilir ve j||f(x)||dx integrali sonlu herhangi bir f fonksiyonu ve ¢ € B’
Rd

icin I f (x) dx integrali B uzayinn bir eleman olarak
Rd



<I f(x)dx,¢>:j<f(x),¢> dx (2.2)

RY RY

bigiminde tanimlanir. Ayrica

J f (x)dx

Rd

< [ f(0)dx

esitsizligi saglanir (Wang, 1977).

Tamm 2.1.10: f, R iizerinde taniml karmagik degerli bir fonksiyon olsun.

Eger f olcillebilir ve her K <R wkiz kiimesi i¢in [|f (x) dx<o oluyorsa f
K

fonksiyonuna, yerel integrallenebilir fonksiyon denir. R® iizerinde tanimli yerel

1

integrallenebilen fonksiyonlarin vektér uzayr L, (Rd ) ile gosterilir (Feichtinger and

Giirkanli, 1990).
Tanim 2.1.11: (A, |||| A), RY iizerinde tamimli Ol¢iilebilir fonksiyonlarin bir

Banach uzay1 olmak iizere her f € A ve K = R? tikiz kiimesi igin
[If () dx=ec] ],
K

olacak sekilde c, >0 sabiti varsa, (A, |||| A) uzayimna Banach fonksiyon uzay1 (veya
kisaca BF-uzay1) denir (Feichtinger and Giirkanli, 1990).

Tamm 2.1.12: (A, |||| A) uzay1 Banach fonksiyon uzayi olmak tizere hemen
hemen her yerde ‘g (X)‘ S‘f (X)‘ kosulunu saglayan f e A ve O&lgiilebilir g

fonksiyonu verildiginde, g € A ve ||g|, <] f|, oluyorsa bu uzaya solid (kat1) uzay
denir (Feichtinger, 1977).

Teorem 2.1.13 (Smmirh Yakinsaklik Teoremi): E sonlu Olgiimlii bir kiime

olsun. Ayrica (fn)neN’ E kiimesi lizerinde tanimli Olgiilebilir fonksiyonlarin bir

dizisi olmak tizere her neN ve her xe E ig¢in

f,(X)|<M olacak sekilde bir

M >0 sayisi var olsun. Eger her x € E igin lim f, (x)= f (x) oluyorsa

n—oo



im 1, =
E

E
esitligi vardir (Royden, 1968).

Teorem 2.1.14 (Kapah Grafik Teoremi): X ve Y iki Banach uzay1 ve A,

X uzayindan Y uzayina tanimli dogrusal bir fonksiyon olsun. Eger (Xn)neN dizisi
X uzayinda bir X elemanina yakinsak ve (A(Xn))nEN dizisi de Y uzayinda bir y
elemanina yakinsak oldugunda y = A(X) oluyorsa A doniisiimii siireklidir (Royden,
1968).

Tanmim 2.1.15: f, R? {izerinde tanimli herhangi bir fonksiyon olsun. Herhangi
xeR? icin

Tf(t)=f(t—x)

ve herhangi we R? igin
M, f (t) =exp(itw) f (t)
biciminde tanimlanan islemcilere sirasiyla Oteleme islemcisi ve karakter
(modiilasyon) islemcisi denir (Rudin, 1973).
Tamm 2.1.16: (A,|||| A) , RY iizerinde tanimli dlgiilebilir fonksiyonlarin bir
uzay1 olmak iizere herhangi bir x e R® igin T, teleme islemcisi verilsin. Eger her

feA ve her xeR? igin T, f (t): f(t—x)e A oluyorsa A wuzayr otelemeler

altinda degismezdir (invaryanttir) denir. Yine A Otelemeler altinda degismez olmak

uzere

[Tt =l

esitligi varsa A oOtelemeler altinda kuvvetli olarak degismezdir denir (Feichtinger
and Giirkanli, 1990).

Tanim 2.1.17: (A,|||| A) . RY izerinde tanimli Ol¢iilebilir fonksiyonlarin bir
uzay1 olmak iizere herhangi bir we R® igin M, karakter islemcisi olsun. Eger her

f e Aveher weR’ igin M, f (t) = eXp(itW) f (t) € A oluyorsa A uzayina karakter

10



islemcisi altinda degismezdir denir. Yine A Kkarakter islemcisi altinda degismez ve
ML =1L

kosulu saglantyorsa A uzayina karakter islemcisi altinda kuvvetli olarak degigsmezdir

denir (Feichtinger and Giirkanli, 1990).

Tammm 2.1.18: G bir yerel tikiz Abel grubu ve h, G iizerinde taniml
karmasik degerli bir fonksiyon olsun. Eger her x € G i¢in ‘h(x)‘ =1 ve her x,yeG
i¢cin

n(x+y)=h(x)h(y)
kosullar1 saglaniyorsa, h fonksiyonuna G grubunun bir karakteri denir. G

grubunun biitiin siirekli karakterlerinin kiimesi G ile gosterilir. G kiimesi

tizerindeki toplama iglemini her xe G ve h;,h, € G icin

(h+hp)(x) = b (x)h, (%)

bi¢iminde tanimlayalim. Bu isleme gére G bir grup olup, buna G grubunun

karakter grubu (ya da dual grubu) denir. Eger G = R® alimrsa G =R? olur (Rudin,
1960).

Tamm 2.1.19: Herhangi bir f e LI(R) fonksiyonunun Fourier doniigiimii

teR ve weR =R olmak iizere

Ff ()= f () = J_ j f (1) exp (—ito)dt

seklinde tanimlanir (Rudin, 1966).

Tamm 2.1.20: Bir o, fonksiyonu

L <
5.(X)=12¢ (2.3)
0, x| > &

olsun. Boylece

11



T 0. (x)dx = T&S(x)dx + .g[ o, (x)dx + Tég(x)dx

, (2.4)
e 1 1
=0+ I—dx+0=—(g+g)=1
Y 2¢ 2¢
olup, o, fonksiyonunun & — 0 ig¢in limiti 5(x) ile gosterilir. Yani
5(x) =1im4, (x) (2.5)

yazilir. Bu takdirde &, Dirac delta fonksiyonu olarak bilinir. (2.3), (2.4) ve (2.5)
esitlikleri kullanilarak Dirac delta fonksiyonu

0, x=0

o(x) = {O, Xx#0

ve
j S(x)dx =1

olarak tanimlanir (Raisinghania, 2007).

S
A
1
/25
< l > X
-£ 0 £

2.1. Dirac delta fonksiyonu

Zaman-frekans analizinde, zamana ve frekansa karsilik gelen iki dik eksenli bir
diizlem kullanilir. Eger f (t) fonksiyonunun zaman ekseni iizerinde, bunun Fourier

donlisimiiniin de frekans ekseni iizerinde temsil edildigi diistiniilirse, F ile
gosterilen Fourier islemcisi, fonksiyonun, saat yoniiniin tersine % radyanlik eksen
donmesine karsilik gelen bir degisimi olarak goriilebilir. Bu F islemcisine tekrar

12



Fourier doniisiimii uygulanirsa;

FFf(t)=f(-t)

olur. Yani t ekseninin iist liste iki kez % radyan dondiriilmesi, —t boyunca

yonlendirilen bir eksen meydana getirir.

Y

2.2. Zaman-frekans diizlemi

Bu durumda hangi dogrusal islemcinin zaman ekseni ile herhangi bir « acis1

yaparak bir eksen donmesine karsilik geldigi sorusu akla gelebilir. Bir an icin boyle

bir iglemcinin var oldugunu kabul edelim ve bu islemciyi R“ ile gosterelim. Bu

islemci asagidaki 6zelliklere sahip olmalidir:

1) Sifir dénme: R® = |

NN

2) Fourier doniigiimii ile uygunluk: R? =F
3) Dénmelerin toplanabilirligi: R“R” = R**/
4) 2 donme: R*" = |
Burada 4. 6zellik 2. ve 3. 6zelliklerin sonucudur. Ger¢ekten de

T

R = R4(2] =F*=1
yazilir.
Simdi verilen bu 6zelliklere sahip olan kesirli Fourier doniisiimiiniin tanimini

yapacagiz. Bunun i¢in 6nce K, ile gosterilen gekirdek fonksiyonunun tanimini ve

13



ozelliklerini verelim.

Tanim 2.1.21: R xR tizerinde M = ]'_Izﬂ olmak tizere
\/ s

M exp(é(u2 +t2)cota—iutcose0aj, a#kr, keZ

K, (u,t)=
o(t—u), a=2kr, kKeZ
o(t+u), a=2k+)xz, keZ

seklinde taniml1 fonksiyona ¢ekirdek fonksiyonu denir (Almeida, 1994).

o= a?ﬂ olmak tizere ¢gekirdek fonksiyonu

1_'Lto‘exp(l(uz +t2)cota—iutcosecaj, ag 27
27 2
K, u,t)=
S(t—u). ac4dz
o(t+u), ae2+47Z

bi¢ciminde de yazilabilir (Bultheel and Martinez, 2002).

Teorem 2.1.22: K, (u,t) cekirdek fonksiyonu asagidaki ozelliklere sahiptir
(Bultheel and Martinez, 2002).

1) K, (u,t) =K,(t,u) (Simetri)
2) K, (u,t) =K, (u,t) (Kompleks eslenik)

3) Ka(_u’t) = Ka(u’_t)

4) TKa(u,t)Kb(t,x)dt =K_,,(u,x) (Toplanabilirlik)

5) T K, (X, u)K, (x,t)dx = o(t —u)

14



Tamm 2.1.23: f eL'(R) olmak iizere f fonksiyonunun Kesirli Fourier

déniisiimi M = /—1_'C°t“ icin
27
F f(u)= j K. (u,t) f (t)dt

M I f(t)exp( (u?+t )cota—iutcosecwjdt, azkr, keZ

f(u), a=2krz, keZ
f(-u), a=02k+)rz, keZ

biciminde tanimlanir. Kesirli Fourier dontsimi K (u,t) ¢ekirdegi tarafindan

tiretilen bir integral islemcisidir (Almeida, 1997).

a agisinin farkli degerleri igin F, f (u) kesirli Fourier doniigtimiinii yazalim.
i) =0 ise F,f = f yazilir. Buradan F; =1 olur.
i) a:% olsun. Bu durumda F,f =Ff olur. Boylece a:% oldugunda

kesirli Fourier dontisiimii, Fourier doniisiimiine karsilik gelir.

iii) a=x ise kesirli Fourier doniigimiiniin tammindan F_f(u)= f(-u)
yazilir.

Ayrica

F.fu="f(-u)= «/ ij(t)exp —iut)dt = F (Ff (u)) = F2f (u)
olur.
. T .
iV) a =— ise
2
F,, T (u) = Ff (-u)

2

olup
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Fslf(u) =Ff(-u)=F(F*f(u)) =F°f (u)

yazilir.

v) Eger @ =27 ise F, f(u)=f(u) olur. Buradan F, =1 olup a =2z ise

kesirli Fourier doniisiimii, birim dontisiime karsilik gelir. Ayrica
F,, f(u)=f()=F?f(-u)=F(Ff(-u)) = F(F*f(u)) =F*f (u)

yazilir (Bultheel and Martinez, 2002).

Boylece aeR olmak iizere o = %T oldugunda kesirli Fourier doniistimiinii

M = /Hﬂ icin
27
Faf(u)= j K, (u,t) f (t)dt

M _[ f(t)exp('z(u2 +t2)cota—iutcoseCajdt, ag2Z

f(u), acdz
f(—u), ac2+47Z

bi¢iminde de yazabiliriz (Bultheel and Martinez, 2002).

Teorem 2.1.24: a,b,ceR ve F? F° F° kesirli Fourier doniigiimii olmak

tizere asagidaki ifadeler dogrudur.
1) FPFP =F*®
2) F*F* =F°F*
3) F*(F°F")=(F°F*)F"
4) F* kesirli Fourier doniigiimii dogrusaldir.
5) (Fa)_l, F? Kkesirli Fourier doniisiimiiniin tersi olmak iizere (Fa)_l =F

esitligi vardir (Bultheel and Martinez, 2002). Boylece F*f e L' (R) olmak iizere f

fonksiyonu, ters kesirli Fourier doniistimii kullanilarak
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f(t)= j Fof (u)K_, (u,t)du
bi¢iminde yeniden elde edilebilir.

Onerme 2.1.25: Eger a #kz, keZ ise her f e Ll(R) ve y,veR igin
asagidaki 6zellikler dogrudur (Almeida, 1994).

2

i) F,(T,f)u)=F,f(u-ycosa) exp(iy?sinaCOSa—iuysinaJ

2
i) F,(M, f)(u) = Faf(u—vsina)exp[—iV?sinac05a+iuvc05aJ.

Tanim 2.1.26: U :(ul,uz,...,ud),t =(tl,t2,...,td)eRd ve fe Ll(]Rd) icin

Ko (Ut) =K, o (U Uity ) = K (U)K, (U)K, (Ug)ty)

(al ..... a )(ul' ’ud):_[ I @ ad(ul""'ud;tl’ ’td)f(tl’ ’td)dtl dt,
K, Dt ()

bigiminde tanimlanir (Bultheel and Martinez, 2002).

Onerme 2.1.27: Her f e Ll(R) icin F,f asagidaki 6zellikleri saglar (Prasad

/1— icota
27

etal., 2013).

i) F,fel”(R) olup, |F,f| < | £ ||, esitsizligi saglanir.

ii) F, f, R tizerinde stireklidir.

iii) u— to i¢in F, f(u) —> 0 olur.

17



Tammm 2.1.28: Herhangi iki f,ge Ll(]Rd) fonksiyonu verilsin. Bu
fonksiyonlarin girisimi f = g ile gosterilir ve
(fxg)(x)=] f(y)a(x-y)dy
Rd
biciminde tanimlanir (Reiter and Stegeman, 2000; Zayed, 1998).

Yine
(f+9) =(v2r) T 26)

oldugu bilinmektedir. Fakat bu esitlik kesirli Fourier doniisiimii i¢in saglanmaz.
Ancak, yeni bir girisim islemi tanmimlayarak, (2.6) esitligine benzer bir esitlik kesirli
Fourier doniisiimii i¢in de elde edilebilir. Simdi bu girisim islemi asagidaki gibi

tanimlanmustir.

Tammm 2.1.29: a=#kz, keZ olmak tlizere herhangi iki f,geLl(]R)
fonksiyonu i¢in girisim islemi

~+00

(feg)(x)= I f(y)g(x—y)exp(iy(y—x)cota)dy

—00

bigiminde tanimlanir (Singh and Saxena, 2012).

Teorem 2.1.30 a=kz, keZ ve f,gel(R) olsun. F,f ve F,g de

sirastyla f ve g fonksiyonlarinin kesirli Fourier doniisiimii olmak iizere

Fa<f@g><u>=J%“p(‘%“z“’t“j”(“)F“g(”)

yazilir (Singh and Saxena, 2012).
Tamm 2.1.31: o =(,,a,,...,ay) Ve i=12,..,d olmak iizere &, #kz, ke Z
olsun. Her f,geL*(R?) igin © girisim islemi
d
(feg)(x)= I f(y)g(x—y)exp[Ziyj (v, —xj)cotajjdy
R¢ i=1

bi¢iminde tanimlanir (Toksoy and Sandikgi, 2015).
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Teorem 2.1.32: a=(a,a,,...,a5) Ve i=12,..,d olmak iizere o #kr,

k eZ olsun. Her f,ge Ll(Rd) icin F, f, F g sirasiyla f ve g fonksiyonlarinin
kesirli Fourier doniisiimii olsunlar. Bu takdirde
P
- (fog)( {H Tioota ] xp{jz;—%ufcotajJFaf(u)Fag(u)
esitligi vardir (Toksoy and Sandikgt, 2015).
Teorem 2.1.33: a=(a,0,,..,y) Ve i=12,..,d olmak iizere a; #kr,
k € Z olsun. HN(Rd) uzayl O girisim islemine gore bir Banach cebiridir (Toksoy

and Sandikgi, 2015).

Simdi bulgular boliimiiniin ilk kisminda kullanilan ve (Toksoy and Sandiket,

2015) galigmasinda tamimlanan A} (Rd) uzayini ve bu uzayin temel 6zelliklerini

ifade edelim.

Tamm 2.1.34: W ve @, R? iizerinde taniml iki agirlik fonksiyonu olsunlar.

1< p <o olmak iizere A} (Rd ) kiimesi

Ao (RY)={f el (R') | F el (R)]
bi¢iminde tanimlidir. Bu kiime bir vektor uzay1 olup, lizerinde taniml

normuyla bir Banach uzayidir (Toksoy and Sandike1, 2015).

e =Nl +IF

Onerme 2.1.35: a=(a,a,,..,a;) ve i=12,.,d olmak iizere «; #kr,

keZ olsun. Her f el*(R’) ve yeR® igin

d

F (T, f))= exp(ZG yisina; cosa; —iu,y;sina, D

j=1

(2.7)
F f(u —-vycose,...,.u, —y,C0Sy)

a

ve her ze R? igin
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d

F,(M,f)u) :exp[Z(—%zfsinaj cosa; +iu;z; COSajjj 28)

j=1

F,f(u—zsing,..,u, —z,sinay,)
esitlikleri vardir (Toksoy and Sandik¢i, 2015).

Teorem 2.1.36: a=(a,,,...ay) Ve i=12,.,d olmak iizere o #kr,

k € Z olsun.

i) 1< p<o, WVe @, R? iizerinde tanimli iki agirlik fonksiyonu olmak iizere

A:f ;J (Rd ) uzayi Stelemeler altinda degismezdir ve her y € R? icin

Im,f

oo <w(y)|f ”l,w + (Y, 050, ..., Y4 Cosary )||F, f ||pw (2.9)

esitsizligi saglanir.

i) @, R® iizerinde tanimli smirli bir agirhk fonksiyonu olsun. Her
feA;V";“(]Rd) icin R kiimesinden A;";”(Rd) uzaymna tamimlanan y—T, f
fonksiyonu stireklidir (Toksoy and Sandikg1, 2015).

Teorem 2.1.37: a=(a;,0.g) Ve i=12,.,d olmak iizere o; #kr,

k € Z olsun.
i)1<p<ow, WVve @, R" iizerinde tanimli iki agirlik fonksiyonu olmak iizere

A‘: ;’ (Rd ) uzayi karakter fonksiyonu altinda degismezdir ve her z € R" icin

™. f

" <|f],, +e(zsina,...z;sinay )|, | (2.10)

esitsizligi saglanir.

i) @, R® iizerinde tanimli smirli bir agirhk fonksiyonu olsun. Her
feA{fjg’(Rd) icin R’ kiimesinden A;N;’(]Rd) uzayina tanimlanan z — M, f
fonksiyonu siireklidir (Toksoy and Sandikg¢1, 2015).

Yardimer Teorem 2.1.38: w,,W, Ve @,,®, fonksiyonlart R iizerinde tanimli

agirhk fonksiyonlar olsunlar. Eger A™* (Rd ) c A (Rd) ise A (Rd) uzay1

0= e+

pie NOTMUNA gore bir Banach uzayidir (Toksoy and Sandikgt,
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2015).

Onerme 2.1.39: w,W, ve w,,®, fonksiyonlar1 R" iizerinde tammli agirlik
fonksiyonlari olsunlar. Eger w, <w, ve @, <, ise AM* (Rd)c A (Rd) olur

(Toksoy and Sandikg1, 2015).

Bulgular boliimiiniin birinci kisminda A"} (Rd) uzay1 lizerinde tanimlanan

tikiz ve tikiz olmayan islemciler ¢alisildi. Simdi de tikiz islemci tanimini ve ilgili

teoremleri ifade edelim.

Tamm 2.1.40: X ve Y normlu uzaylar, T, X uzaymdan Y uzayina taniml

neN
dizisi Y uzayinda yakinsak bir alt diziye sahipse T islemcisi tikizdir denir (Rynne
and Youngson, 2000).

Tamm 2.1.41: X ve Y normlu uzaylar, T, X uzayindan Y uzayimna taniml

dogrusal bir islemci olsun. T islemcisinin tikiz olmast i¢in gerekli yeterli kosul; X

uzayindaki smirli her A kiimesi i¢in T (A) kiimesinin Y kiimesinde tikiz olmasidir
(Kreyszig, 1978).

Teorem 2.1.42: X ve Y normlu uzaylar olmak iizere T, X uzayindan Y

uzayina tanimli tikiz islemci olsun. O halde T smirlidir (Rynne and Youngson,
2000).

Sonug¢ 2.1.43: X ve Y normlu uzaylar olsun. Yine B(X,Y) ve K(X,Y)

kiimelerini
B(X,Y):{f| f:X =Y, f dogrusal ve smlrh}
ve

K(X,Y)={f|f:X oY, f tikiz}

seklinde tammlayalim. Bu durumda K(X,Y)cB(X,Y) olur (Rynne and

Youngson, 2000).
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Tammm 2.1.44: X Y olmak iizere X ve Y birer Banach uzay1 olsunlar. X

uzayindan Y uzaymna her xe X i¢in j(x) = X bi¢iminde tanimlanan ] islemcisine

gomiilme islemcisi denir. Ayrica X <Y gomiilmesinin siirekli olmasi i¢in gerekli ve
yeterli kosul | islemcisinin siirekli olmasidir. Yine X Y gOmiilmesinin tikiz

olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul ] islemcisinin tikiz olmasidir (Siddigi, 2003).
Son olarak da bulgular bolimiiniin S, uzaynin bazi o6zellikleri ve S
uzayinin ¢arpanlar uzayi boliimlerinde kullanilan tanim ve teoremleri verelim:

2.1.8. Tanimdan anlagilacag1r gibi birim elemana sahip olmayan normlu
cebirler vardir. Bu ¢aligmada, birim eleman1 olmayan ancak yaklasik birimi var olan

Banach cebirleri ele alinacaktir. Simdi yaklasik birim tanimini verelim.

Tamm 2.1.45: (A, ||||) normlu cebirinde bir (e,) . agi verilsin. Eger her

acel
Xe A igin Iollgll e,X=X kosulu saglaniyorsa (e,)  agi A normlu cebiri igin sol

yaklasik birimdir, yine her x € A i¢in |in|1 xe, =X oluyorsa (e,) _ agma A normlu

cebiri i¢in sag yaklasik birimdir denir. Eger her iki 6zellik birden saglaniyorsa

(ea )ael agma A normlu cebirinin yaklasik birimi denir. Ayrica her a €1 igin

le,|<M olacak sekilde bir M >0 sayist varsa (e,)  agma A normlu cebirinin

ael

smirli yaklasik birimi denir (Doran and Wichman, 1979).
Onerme 2.1.46: Bir (A]|) normlu cebirinin yaklasik birime sahip olmasi igin

gerekli ve yeterli kosul A normlu cebirindeki her {X,...,X,} sonlu kiimesi ve her

>0 sayist igin i =1,...,n olmak iizere

X —ex||< e
ve

X —xe| <&

olacak sekilde bir € € A elemaninin bulunmasidir (Doran and Wichman, 1979).

22



Tanim 2.1.47: A, K cismi tizerinde bir cebir ve | < A olsun. Eger | kiimesi

A uzaymin bir alt vektor uzay1 ve her X,y €| i¢in xy € | oluyorsa | kiimesine A

cebirinin bir alt cebiridir denir (Larsen, 1973).

Tamm 2.1.48: A bir cebir olsun. Eger her xe A i¢in xI = | (Ixc 1) olacak

sekilde bir | alt vektor uzay1 varsa bu uzaya A cebirinin bir sol (sag) ideali denir.
Eger | uzayi hem sol hem de sag ideal ise | uzayma A cebirinin bir ideali denir.
Ayrica | < A ideali | # A kosulunu sagliyorsa | idealine A cebirinin bir 6z ideali
denir (Larsen, 1973).

Tanmm 2.1.49: A ve B, K cismi tizerinde birer Banach cebiri olmak lizere

Bc A olsun. Eger her feB ve her geA icin fgeB, ||f||A§||f||B ve

I, <[/f], ]9, kosullart saglamyorsa B cebirine A cebirinin Banach ideali denir

(Feichtinger et al., 1979).

Tamm 2.1.50: Asagidaki kosullart saglayan L'(R®) uzaymm bir N idealine
normlu ideal denir (Cigler, 1969).

i) N kiimesi L'(R") uzayinda yogundur.
ii) N uzayt her f eN icin | f], <|f], olacak sekilde |||, normuna gore bir
Banach uzayidir.
iii) Her he L' (R?) ve f &N igin | f||, <|n][| f], esitsizligi saglanir.
En 6nemli normlu idealler Segal cebirleridir.

Tamm 2.151: Asagidaki kosullari saglayan L'(R’) uzaymmn S(R?) alt
cebirine Segal cebiri denir (Cigler, 1969).

i) S(RY) uzayr L'(R") uzayinda yogundur.

i) S(RY) uzay: |, normuna gore bir Banach cebiridir ve herhangi bir
f e S(R?) igin | f I, <|If|., esitsizligi saglanur.

iii) S(R") wuzay1 otelemeler altinda degismezdir. Ayrica herhangi bir

f e S(R") igin R kiimesinden S(R?) uzaymna tammlanan y—T,f fonksiyonu

sureklidir.
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iv) Herhangi bir f € S(R®) ve her yeR® icin HTnyS=||f||S olur. Yani
S(RY) 6telemeler altinda kuvvetli olarak degismezdir.

Tamm 2.1.52: w, R’ iizerinde tammli agirlik fonksiyonu olmak iizere
S,(R*) uzay1 L' (R") uzaymin asagidaki kosullar1 saglayan bir alt cebiridir. Bu
cebire agirlikli Segal cebiri denir (Cigler, 1969).

i) S, (R?) uzayr L', (R?) uzaynda yogundur.

i) S, (R%) uzayi ””Sw normuna gore bir Banach cebiridir ve herhangi bir
feS,(R?) icin | f |, <|f ||SW esitsizligi saglanir.

iii) S, (R%) uzayr otelemeler altinda degismezdir. Ayrica herhangi bir

feS,(R") ve £>0 saysi verildiginde her yeU igin HTyf _st <& olacak

sekilde sifir bir U komsulugu vardir.

iv)  Herhangi bir feS,(R’) ve her yeR’ icin HTnyS <w(y)|f],
esitsizligi saglanir.
Onerme 2.1.53: S, (R") uzay1 bir kat1 uzay olsun.

i) S, (R") uzay: karakter fonksiyonu altinda kuvvetli olarak degismezdir.

ii) Eger C, (Rd )ﬂ S, (R") kiimesi S,(R’) uzayimda her yerde yogun ise R*

kiimesinden S (R") uzaymna tamimlanan z— M, f fonksiyonu siireklidir (Dogan

and Giirkanli, 2000).
Tanmm 2.1.54: (A, |||| A) bir Banach cebiri olmak {izere asagidaki kosullar

saglayan B cebirine, (A, (N A) Banach cebirine gore bir soyut Segal cebiri denir

(Burnham, 1972).

i) B, A cebirinde her yerde yogun bir idealdir.

ii) (B, ], ) bir Banach cebiridir.

iii) Her g € B igin ||g|, <M |g|, olacak sekilde bir M >0 sayis1 vardir.
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iv) Her g,h e B igin ||gh|, <C||g|, |h|, olacak sekilde bir C >0 sayis: vardir.

Tanmmm 2.1.55: A bir degismeli Banach cebiri olsun. Eger her xe A i¢in

xA={0} oldugunda x =0 oluyorsa, A cebirine without order (sira degistiremez)

Banach cebiri denir (Larsen, 1971).

Eger bir Banach cebiri yaklasik birime sahipse bu cebir sira degistiremez

Banach cebiridir.
Tammm 2.1.56 : A bir Banach cebiri olsun. Eger A cebirinden A cebirine
tanimli bir T doniisiimii her X,y € A i¢in
x(Ty)=(Tx)y
esitligini sagliyorsa, bu T doniisiimiine A cebirinin ¢arpan1 (multiplier) denir ve A
cebirinin ¢arpanlarinin kiimesi M (A) ile gosterilir.
Eger A Banach cebiri sira degistiremez cebir ise herhangi bir T e M (A) ve

her x,y € A igin
TOy)=x(Ty)=(Tx)y
esitligi saglanir ve T donilisiimii dogrusal ve siirli bir doniisiim olur (Larsen, 1971).

2.2. Literatiir Ozeti

Bu ¢alismada kullanilan temel bir arag olan kesirli Fourier doniisiimii ile ilgili

literatlirde yer alan aragtirmalardan bazilar1 asagida verilmektedir.

1929 yilinda Wiener tarafindan Fourier doniistimiiniin kesirli kuvvetleri ilk
defa arastirilmistir. Bu aragtirmada elde edilen islemciye Fourier doniisiimiiniin bir

genellestirmesi olarak bakilmistir (Wiener, 1929).

1937 yilinda Condon tarafindan kesirli Fourier doniisiimii faz-uzay sisteminde

donmeler olarak ele alinarak bu doniisiimiin ¢ekirdegi arastirilmistir (Condon, 1937).

1980 yilinda Namias tarafindan Fourier doniisimii bir « parametresiyle
genellestirilerek kesirli Fourier donilistimii tanimlanmistir. Bu calismada kesirli
Fourier doniislimii kuantum mekaniginden dogan adi ve kismi diferansiyel

denklemlerin ¢6zlimiinde bir arag olarak kullanilmistir (Namias, 1980).
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1987 yilinda McBride ve Kerr tarafindan Namias’in c¢alismasindan
yararlanilarak kesirli Fourier doniisiimii Schwartz uzayinda tanimlanmis ve

dontistimiin 6zellikleri aragtirilmistir (McBride and Kerr, 1987).

1994 yilinda Almeida tarafindan kesirli Fourier doniisiimii zaman-frekans

diizleminde « agisiyla donmeler olarak ele alinarak o6zellikleri incelenmistir

(Almeida, 1994).

1994 yilinda Karasik tarafindan R’ kiimesinde kesirli Fourier doniisiimiiniin
cekirdegi, R kiimesi i¢in bilinen ¢ekirdek fonksiyonlarinin c¢arpimi olarak

tanimlanmistir (Karasik, 1994).

1996 yilinda Zayed tarafindan kesirli Fourier doniisiimii ile Fourier doniisiimii

arasinda bir iliski kurularak kesirli Fouirer doniisiimiiniin tersi tanimlanmistir

(Zayed, 1996).

1997 yilinda Almeida tarafindan kesirli Fourier doniisiimii i¢in yeni bir girisim
islemi tanimlanmistir. Bu tanimda, verilen iki fonksiyonun girisiminin kesirli Fourier
dontisimii  bu fonksiyonlarin kesirli Fourier doniisiimlerinin ¢arpimi olarak

yazilamamaktadir (Almeida, 1997).

1998 yilinda Zayed tarafindan kesirli Fourier doniisiimii i¢in yeni bir girisim
islemi tanimlanmistir. Bu tanimda, verilen iki fonksiyonun girisiminin kesirli Fourier
dontisgimii bu fonksiyonlarin kesirli Fourier doniisiimlerinin ¢arpimi olarak

yazilabilmektedir (Zayed, 1998).

2001 yilinda Ozaktas, Zalevsky ve Kutay tarafindan kesirli Fourier
donilistimiintin tanimin1 ve Ozelliklerini veren bu donilislimiin optikte ve sinyal

islemede var olan uygulamalarin1 detayli olarak anlatan bir kitap yazilmigtir (Ozaktas

et al., 2001).

2002 yilinda Bultheel ve Martinez tarafindan kesirli Fourier doniistimiiyle ilgili
o zamana kadar yapilan arastirmalardan elde edilen bulgularin belli bir diizen iginde

ifade edildigi bir calisma yapilmistir (Bultheel and Martinez, 2002).

2012 yilinda Singh ve Saxena tarafindan kesirli Fourier doniisiimii i¢in yeni bir
girisim islemi tanimlanmistir. Bu tanimda, verilen iki fonksiyonun girisiminin kesirli

Fourier doniisiimii bu fonksiyonlarin kesirli Fourier doniisiimlerinin garpimi olarak
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yazilabilmektedir. Yine bu girisim isleminde verilen « parametresi % alindiginda

bilinen * girisim iglemi elde edilmektedir (Singh and Saxena, 2012).

2013 yilinda Prasad, Manna, Mahato ve Singh tarafindan kesirli Fourier

dontistimiiniin sonsuzda sifir ve siirekli bir fonksiyon oldugu gosterilmistir (Prasad et

al., 2013).

2015 yilinda Toksoy ve Sandike¢i tarafindan 2012 yilinda Singh ve Saxena

tarafindan verilen girisim islemi R® kiimesinde yeniden tanimlanmustir (Toksoy and

Sandikg1, 2015).
2020 yilinda Kamalakkannan ve Roopkumar tarafindan Ll(Rd) kiimesinde
tanimli bir fonksiyonun kesirli Fourier doniisiimiiniin C, (Rd) uzayinda oldugu

gosterilerek R® kiimesinde kesirli Fourier doniisiimiiniin tersi ve Parseval 6zdesligi

ifade edilmistir (Kamalakkannan and Roopkumar, 2020).

Bu c¢alismada kullanilan uzaylarla iliskili olan literatiirdeki aragtirmalardan

bazilar1 agagida verilmektedir.

1932 yilinda Wiener tarafindan Segal cebirlerinin ilk tanimi yapilmistir. Bu

calismada Segal cebirleri igin verilen ilk 6rnek yer almaktadir (Wiener, 1932).

1947 yilinda Segal tarafindan Wiener’in cebirindeki bir cebirsel yap: fark
edilerek ¢alismasindaki Teorem 3.1 de ifade edilmistir (Segal, 1947).

1964 yilinda Larsen, Lui ve Wang tarafindan G yerel tikiz Abel grup ve G bu

grubun karakter grubu olmak tizere Fourier doniistimii LP (é) uzayinda olan L' (G)

uzayindaki fonksiyonlarin A, (G) uzay1 tanimlanarak bu uzayin bazi o6zellikleri

arastirilmustir (Larsen et al., 1964).

1965 yilinda Reiter tarafindan Segal’in 1947 yilindaki ¢alismasinda ifade ettigi
aksiyomlarinin gercek oOnemi fark edilmis ve bu aksiyomlarin yerel tikiz Abel

gruplarla olan iliskisi ifade edilmistir (Reiter, 1965).

1969 yilinda Cigler tarafindan Segal cebirlerinin bir genellestirmesi olan

normlu ideallerin tanim1 yapilmistir. Ayrica Cigler bu ¢calismada G yerel tikiz Abel

grup ve w Beurling agirlik fonksiyonu olmak {izere L., (G) uzayinin bir alt cebiri
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olan S, (G) agirhikli Segal cebirini tammlamustir (Cigler, 1969).

1969 yilinda Lai tarafindan A, (G) uzaymin Fourier donlisimii tikiz destekli

yaklasik birimlerinin varligi gosterilerek bu uzaymn bazi 6zellikleri arastirilmistir

(Lai, 1969).

1971 yilinda Reiter tarafindan Segal cebirlerinin 6zelliklerini detayl bir sekilde
inceleyen bir kitap yazilmigtir (Reiter, 1971).

1972 yilinda Burnham tarafindan Segal cebirinin bir genellestirmesi olan soyut

Segal cebiri tanimi1 yapilarak bu cebirin 6zellikleri arastirilmistir (Burnham, 1972).

1990 yilinda Feichtinger ve Giirkanl tarafindan G yerel tikiz Abel grup ve G

bu grubun karakter grubu olmak tizere Fourier doniistimii L (é) uzayimda olan

L, (G) uzayindaki fonksiyonlarm AP, (G) uzay: tammlanarak bu uzayin zellikleri

incelenmistir (Feichtinger and Giirkanli, 1990).

1996 yilinda Fischer, Giirkanl ve Liu tarafindan G yerel tikiz Abel grup ve G

bu grubun karakter grubu olmak iizere Fourier donisimii L] (é) uzayinda olan

LY (G) uzayimdaki fonksiyonlarm A} (G) uzay1 tanimlanarak bu uzayin 6zellikleri

arastirilmistir (Fischer et al., 1996).

2000 yilinda Dogan ve Giirkanl tarafindan G yerel tikiz Abel grup ve G bu

grubun karakter grubu olmak iizere Fourier doniistimii S, (é) uzayinda olan L, (G)

uzaymdaki fonksiyonlarm S, (G) uzayl tanimlanarak bu uzayin oOzellikleri

incelenmistir (Dogan and Giirkanli, 2000).

2008 yilinda Giirkanli tarafindan Ay, (]Rd) uzaymim tikiz gomiilmeleri

arastirilmistir (Giirkanli, 2008).
2015 yilinda Toksoy ve Sandikgi tarafindan kesirli Fourier dontigiimii LY (Rd )

uzayinda olan L, (]Rd) uzayindaki fonksiyonlarm A} (Rd) uzay1 tanimlanarak bu

uzayin bazi  Ozellikleri incelenmistir  (Toksoy and  Sandik¢i, 2015).
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3. MATERYAL VE YONTEM

Bu tez calismasinda Fourier doniisiimii, kesirli Fourier doniisiimii, ® girigim

islemi, 6teleme ve karakter islemcileri, tikiz ve tikiz olmayan islemciler, C, (Rd ) ve

C, (Rd) uzaylari, kat1 (solid) uzaylar, agirlikli Lebesgue uzaylari, Segal cebirleri,

agirlikli Segal cebirleri, soyut Segal cebirleri ve sira degistiremez Banach cebirleri
materyal olarak kullanildi. Bu kavramlarin tanimlar1 ve 6zellikleri ikinci bdliimde yer

alan temel kavramlar baslig1 altinda detayl1 bir sekilde verildi.

Bu ¢alismada oncelikle (Giirkanli, 2008) ¢alismasindaki A} (Rd) uzayinda

tikiz gomiilmeler incelenirken kullanilan yontemler kullanildi. Bir fonksiyonun

Otelemesinin Fourier doniistimilyle kesirli Fourier doniisiimii arasinda istenen

benzerlik saglanmadigindan ispatlar yapilirken herhangi bir ge A} (Rd )
verildiginde her y = (yl, e Yy ) eR? i¢in b= (—y1 cote,...,—Y, Cota, ) olmak ftizere

R? kiimesinden A;Vg’ (]Rd ) uzayina tanimli y —T Mg islemcisinden yararlanildi.

Bulgular kisminin ikinci béliimiinde ifade edilen S (Rd) uzayimin ozellikleri
incelenirken (Dogan and Giirkanli, 2000) ¢alismasindaki yontemler kullanildi. Bu
boliimde calisilan uzaylar iizerinde carpma islemi olarak (Toksoy and Sandikei,
2015) calismasinda R kiimesine genellestirilerek yeniden tanimlanan © girisim
islemi kullanildi. S (Rd) uzaymin c¢arpanlar uzayr boliimiinde (Larsen, 1971) ve
(Bourouihiya, 2006) calismasindaki yontemler kullanildi. Yine carpanlar uzayi
boliimiinde yer alan Ornekler olusturulurken (Reiter ve Stegeman, 2000)

calismasida Fourier doniisiimii i¢in verilen 1.1.8. Ornek, 1.1.11. Ornek ve 1.1.12.

Ornek kullanildi.



4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu bolimde, aksi belirtilmedikge, kesirli Fourier doniisimde yer alan «
parametresi o =(oy,a,,...ay) ve i=12,..,d olmak iizere o #kz, k eZ olarak

alinacaktir.

4.1. A}y Uzayinda Tikiz Gémiilmeler

Oncelikle ALY (Rd ) uzaylariin kapsama Ozelliklerini ve bu uzaylardaki tikiz

olmayan gomiilmeleri gostermede bir ara¢ olarak kullanacagimiz asagidaki temel

bulgular1 verelim.
Onerme 4.1.1: Herhangi bir g A7 (R?) olsun. Her y=(y,,...,y,)eR"

icin b= (—yl cotey,...,—Y, Cotay ) olmak tizere

I7,Ms0

A‘Q/;} S W(y)”g”lw +||Fa’g||pco (41)
esisizligi saglanir ve boylece T M, g € A)Y (]Rd) olur.

Ispat: Her y=(y;,...y;)eR" i¢in b=(-y,cote,...,—Yy,Cotey) olsun.
Herhangi bir g e A7 (R?) verilsin. Buradan g L, (R") ve F,geL’(R") olur.

Boylece
[T Mg, = [ [Mag eyl
= I |9 (x=y)[lexp(i(x=y)b)|w(x)dx=[T,g],,
yazilir. Yine
7,9, <w(y)ll.,,
esitsizliginin saglandigi (Fischer et al., 1996) calismasindan biliniyor. Buradan
[T Mo, =[Ta,,, <w(v)lalL,, (4.2)

elde edilir. Ayrica



L (TMyg)|° y a(TyMbg)(u)‘pa)p(u)dx
d_ [1-icote, "
=lj:! 2w |

p

J

j (TyMbg)(t)expEZd:l(uf +17 )cota; —iut, coseCadet
R |RY j=t 2

@ (u)du

1—icotaj P

d
111 27

J

]Rd

d j .
exp[za(uf +t?)cotar; —iut, coseCajjdt

j=1

J g(t—y)exp Z:i(tj —y,—)bjj

Rd

p

@ (u)du

olup, eger t—y =1 degisken degistirmesi yapilirsa

- p
1—|cotaj

lj 2
né[ ]é[ g(l)exp(zd:lz(uf +(1;+ yj)z)cotozj

-1
d
—iu; (1, +y; ) cosece, )exp[Z—iljyj cotajjdl

)

R

(T, Mbg)

p.@

p

w® (u)du

1- lcota

(4.3)

p
4. .
exp(zz yicota, —iu,y, coseCaj]
j=1

d p

g(l)exp(zg(u +Ij2)cotaj—iujljcoseCadel

P (u )du

RY

- ]I

d

du

=[F.gl;.,

bulunur. Bu takdirde (4.2) ve (4.3) ifadelerinden (4.1) esitsizligi elde edilir. Boylece
T,M,g € Al (R®) olur.
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Onerme 4.1.2: Her y=(y,,...y,)eR" ve z=(z,..,zy)eR" i¢in sirasiyla

b=(-y,cote,...,—y,cotay) ve a=(zsing,...zgsinay) olsun.  Her
0%geA(R") igin

c(g)w(y)<[TMyg].. <w(y)[al., (4.4)
ve

c(F.0)o(a) <M, gl <o(a)]dl,, @5)

olacak sekilde ¢(g),c(F,g)> 0 sayilar1 vardir.

Ispat: Her y=(y,...y;)eR’ ve z=(z,..,z,)eR’ i¢in sirasiyla
b=(-y,cote,,...,—y,cotay) ve a=(zsing,...zgsinay) olsun.  Her

0#geA(R") icin geL,(R') ve F,geL?(R’) olur. Yine
c(g)w(y)<[r,g],, <w(y)lal,, (4.6)

esitsizligini saglayan C(g) >0 saysmin varligi (Fischer et al., 1996) calismasindan

biliniyor. Bdylece (4.2), (4.3) ve (4.6) ifadeleri kullanilirsa

F,(T,M,9)

c(g)w(y)<[rgf,, <[TM,g],, +
<w(y)|gl,, +IF.9l,.
<w(y)|gl,,, +w(y)|F.9l,,=w(y)lg

p,o

A
elde edilir. O halde (4.4) esitsizligi saglanir.

Ayrica (2.8) esitliginde a=(z,sine,, z,5iN,,..., zy Sin ey ) aliirsa

IF.(M9)]., =[T.(F.9)]., (4.7)

yazilir. Yine

c(F,9)mw(a)< Ta(Fag)Hp’w <o(a)|F.ql,, (4.8)

esitsizligini saglayan c(F,g)>0 sayismin varligi (Fischer et al., 1996)

calismasindan biliniyor. Buradan ||Mzg||l’W =||9||1,W esitligi ve (4.7), (4.8) ifadeleri
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kullanilirsa
C(Fag)a)(a) = ”Ta (Fag)”pw = ”M g” +||F Mzg)”pw

< o(a)|g],, +e(a)|F.g],, =«(a)

bulunur. O halde (4.5) esitsizligi saglanir.

Yardimei Teorem 4.1.3: W, ® Ve V fonksiyonlart R? iizerinde tanimli agirlik

fonksiyonlart  olsunlar. Eger A} (Rd ) cL (Rd ) ise Ay (Rd) uzay1

llsll =19

ave t lo| |, normuna gore bir Banach uzayidur.

Ispat: Ay (Rd) uzaymnda bir (g,) . dizisi verilsin. Bdylece her &>0

neN

sayisina karsilik her m,n>n, i¢in

H|gn - gmm :”gn - gm AZ(VS) +||gn - gm||1,v <&

olacak sekilde bir n, € N sayis1 vardir. Buradan her m,n>n, i¢in

”gn - gm Ave < H|gn - gm|” <&

ve

l9, - 9nll, <[lg. -9l <&

oldugundan (g, ) . dizisi (Aww(Rd) |

) ve (le (]Rd ) : ||||1v) uzaylarinda Cauchy

AL
dizisi olur. (AWw(Rd) e ) ( ( )””1\,) uzaylar1 birer Banach uzay:

olduklarindan (g, )neN dizisi (AOV[V”;” (Rd ),| ) uzayinda bir geA)y (Rd)

ALY
elemanina, (Lf, (Rd )’””w) uzayinda bir hel; (Rd) elemanina yakinsar. Bdylece

herhangi bir & > 0 sayisina karsilik her n > n, i¢in

< &
o

|9, ~ 0l <3 (4.9)

olacak sekilde bir n, € N sayis1 ve her n>n, i¢in
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g
9. =Nl <5 (4.10)

olacak sekilde bir n,eN sayist vardir. Eger ||||l£||||lws|

A;Ng; ve ||||1£||||1v

estisizlikleri kullanilirsa ayn1 ¢ > 0 sayisina karsilik her n>n, i¢in

<&
A S5 (4.11)

g, —gl, <9, -9l <llg. — g

ve her n>n, igin

&
”gn - h"l < ”gn - h||1,v < E (4.12)

olur. Eger n, = maks{nl, n2} alinirsa, (4.11) ve (4.12) esitsizlikleri kullanilarak, ayn1

& >0 sayis1 ve her n>n, i¢in

E &
lo=hl, =g ~9.+9,-hl, <], ~gl, +[g. -, <5 +5=¢

yazilir. O halde g=h hhh. bulunur. Buradan (4.9) ve (4.10) esitsizlikleri

kullanilarak ayn1 &€ >0 sayis1 ve her n 2> n, icin

ll9. - all =ll9. - gl +lg. ~hl.,
- ”gn -9 Ao +||gn a h”l,v
E &
<—t+=-=¢
2 2

olur. O halde (A:;) (Rd )HHH) bir Banach uzaydir.

Teorem 4.1.4: w,w ve Vv fonksiyonlar1 R iizerinde tanimli agirhk

fonksiyonlar1 olsunlar. Bu takdirde A}y (Rd)c Lf,(]Rd) olmas: i¢in gerekli ve

yeterli kosul v<w olmasidir.

Ispat: 11k olarak v<w oldugunu kabul edelim. Boylece her xeR? icin

v(x)<cw(x) olacak sekilde bir ¢, >0 sayisi vardir. Herhangi bir g €AY (Rd)

alalim. O halde g € IiN(Rd) ve Fge LZ(R") olur. Buradan

Jovll << lgw,
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olup
ol <c.lgll.,

yazilir. Boylece

lal.,, <clol,, +lF.al,., =clgl, <=

oldugundan g e L, (R*) bulunur. O halde AY¢ (R®)c L, (R") kapsamas: saglanir.
Tersine A¢(R’)c L (R?) oldugunu kabul edelim. Boylece herhangi bir

ge A;”";“(Rd) icin ge le(]Rd) olur. Yine her y=(y,...¥5)eR? i¢in

b=(-y,cota,,...,.~y, cotey) olsun. O halde Onerme 4.1.2 den

Czw(y) < HTyMbg At < C3W(Y) (4.13)

olacak sekilde c,,c,>0 sayilar1 vardir. Yine (Feichtinger and Giirkanli, 1990)

calismasindaki Lemma 2.2 ve (4.2) ifadesinden

ev(y)<|T,Mgf, =[T9], <cv(y) (4.14)

olacak sekilde c,,c; >0 sayilar1 vardir. Ayrica (A“f;’ (Rd),HH”) uzayinin Banach

uzayt oldugu oldugu Yardimci Teorem 4.1.3 de gosterildi. Boylece kapali grafik

teoreminden her g e Ay (R") igin

ol <csllolly
p

olacak sekilde ¢, >0 sayisi vardir. Yine T Mg e AGV!“;’ (Rd) oldugundan

[7,Ms0

L <G Ml (4.15)

esitsizligi saglanir. Buradan (4.13), (4.14) ve (4.15) esitsizlikleri kullanilarak

cv(y)< HTyg " =HTyMbg <G HTvMbgHA;g <cCw(Y)

- Cc.C . ..
yazilir. Eger ¢ = =2 denirse her y e R? igin
C4

v(y)<cw(y)
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olup v=<w elde edilir.

Teorem 4.1.5: W,,W, Ve @, @, fonksiyonlar1 R" iizerinde tamml agirlik
fonksiyonlart olsunlar. Bu takdirde A;”l;‘" (Rd ) c A(‘%“’Z (Rd) olmasi igin gerekli ve

yeterli kosul w, <w, ve @, < @, olmasidir.
Ispat: 11k olarak W, <W, Ve @, < @, oldugunu kabul edelim. O halde 2.1.39.

Onermeden Ay (Rd ) < A (Rd) olur.
Simdi tersine A} (Rd ) c A (Rd) oldugunu kabul edelim. Buradan
herhangi bir g € A®* (Rd) igin g € A% (Rd) olur. Béylece Onerme 4.1.2 den her

y=(Yy- ¥y ) €R? igin b=(-y, cotay,...,—y, cOt e ) olmak iizere

olacak sekilde ¢,,c, >0 sayilar1 ve
W, (y) S HTyM b9 A < C,W, (y) (4.17)

olacak sekilde c,,c,>0 sayilart1 vardir. Ayrica A:’l;f’l (Rd) uzayimin her

ge A" (RY) igin

loll=lgl. +l9l (4.18)

normuyla Banach uzayi oldugu 2.1.38. Yardimci Teoremden biliniyor. Bdylece

kapali grafik teoreminden

lol- < il

olacak sekilde c; >0 sayisi vardir. Benzer sekilde T M, g € A;V}‘p"’l (Rd) olup Teorem
4.1.4 de verilen ispattaki metot kullanilirsa W, < w, elde edilir. Yine Onerme 4.1.2

den her z=(z,...z,) eR® i¢in a=(zsina,, ... z,sina, ) olmak iizere

Co (@) <M zg”Ay;vl <o (a) (4.19)
olacak sekilde c,,c, >0 sayilar1 ve
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s, (a)<|M,g

o <2 (a) (4.20)

olacak sekilde c;,C,>0 sayilart vardir. Ayrica A™ (Rd) uzaymin her

ge AN (Rd) icin (4.18) normuyla bir Banach uzayr oldugu 2.1.38. Yardimci

Teoremden biliniyor. Bdylece kapali grafik teoreminden
ol <l

olacak sekilde c,, >0 sayisi vardir. Yine M,g € A% (Rd) oldugundan

IM.g

A;"’?p"”z < ClO ||M zg”/_\mbaa (421)
esitsizligi saglanir. O halde (4.19), (4.20) ve (4.21) esitsizlikleri kullanilarak

s, (a)<|M,g

A;“?p""? < ClO ||M Zg”A;%/‘)l < C10C7a)1 (a)

5 c ) w.
azilir. Eger ¢ = 22 denirse her a e R® icin
y g . Y

8

w,(a)<caw(a)
olup @, < m, elde edilir.

Onerme 4.1.6: 1< p<o olmak iizere A (Rd) uzayindaki herhangi bir
(f,),. dizisi A} (]Rd) uzayinda sifira yakinsiyorsa her k € C. (Rd) igin N — o0
iken

j f, (x)k(x)dx —0

]Rd
olur.

Ispat: (fn)neN’ ALY (Rd) uzayinda sifira yakinsayan bir dizi olsun. Her

keC; (Rd ) icin
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J; f, (x)k(x)dx

< J; f, (%)||k (x)]dx
<suplk(x) |

=kl [,

<[kl 1f.1..
<[kl I,

f, (x)| dx

W,
Aup

yazilir. Ayrica N — oo igin | f,

o 0 oldugundan

—0

J. f, (x)k(x)dx

R

elde edilir.

Teorem 4.1.7: wW,w ve V fonksiyonlar1 R iizerinde tanimli agirhk

fonksiyonlart olsunlar. Eger v<w ve @ fonksiyonu sinirli ise 1< p<oo olmak
iizere A"y (Rd) uzaymimn L (Rd) uzayma gomiilmesi tikiz degildir.

Ispat: v<w oldugundan her X eR? icin v(x)SClw(x) olacak sekilde bir
¢, >0 sayist vardir. Béylece L, (Rd ) Ll (]Rd) kapsamasi saglanir. Yine
A (Rd ) c L (Rd) oldugundan A" (Rd ) cLl (]Rd) bulunur. Ayrica |,
ALY (Rd) uzaymdan L (Rd) uzayma tanimlanan birim doniisiim olmak iizere her

feAw(RY) igin

J1(7)

L =ty <, <l fll,
olup | déniisiimii siireklidir.

Simdi R’ uzayinda t, —o olacak sekilde bir (t,) . dizisini ve bir
geCc(R)N A (R®) fonksiyonunu alip, sabitleyelim. A (R®) uzaymmn
L, (R*) uzaymna gémiilmesinin tikiz olmadigimi gdstermek igin bir (g, ), _,, dizisini

neN i¢in g, =M, g bi¢iminde tanimlayalim. Hipotez geregi e fonksiyonu sinirh

olup, her xe R igin w(x)<c, olacak sekilde bir ¢, >1 sayist vardir. Boylece
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(4.22)

o <0, +e2Fogll,,, <c.lg
P

[9alls =[m, g

p.o

olur. O halde (g,),_, dizisi A)Y (]Rd) uzayinda sinirhdir.

Simdi (gn)neN dizisinin Q(Rd) uzaymnda yakinsak bir alt dizisinin

olmadigini gosterelim. Herhangi bir k € C., (Rd ) olmak iizere

J;gn(x)k(x)dx

R

< UMtng(x)Hk(x)|dx
k(%) DJ M, g (x)|dx (4.23)

= (K. lal.
=[kl. 7. g,

<sup
xeRY

yazilir. g € C (Rd ) cC, (]Rd ) oldugundan her x € R i¢in

limT, g(x)=limg(x—t,)=0 (4.24)

n—oo n—o0

bulunur. O halde (4.24) ifadesinden her n> N igin

suppg(x—tn)z{x—tn e R’ |g(x—tn)¢0}:®
olacak sekilde bir N € N sayis1 vardir. Diger yandan j=1,2,...,N —1 olmak iizere
supp f (X—tj): K; denirse her j=12,..,N -1 igin K; kiimeleri tikiz olur. Eger
K=K, uK,u..uK,_, almirsa (4.23) esitsizliginden

I g, (x)k(x)dx

]Rd

<[], J[T, o (x)|dx (4.25)

yazilir. Ayrica her ne N i¢in

‘Ttng(x)‘:‘g(x—tn)

< sup |g(x-t,)=[q]. (4.26)

olup, simirli yakinsaklik teoreminden

lim HTtng (x)‘ dx=0
K
elde edilir. Boylece (4.25) esitsizliginden
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j g, (x)k(x)dx >0

olur. Diger yandan

Jgn(x)k(x)dx SJ. g (X)Hk(x)‘dx
RY RY
X)| dx
=[] 9.,
<[kl lg.,,
<c [kl 9.l
<cC

oldugundan ve Onerme 4.1.6 dan (gn )neN dizisi L (Rd ) uzayinda yakinsak ise sifira

yakinsamalidir. Ayrica (Feichtinger and Giirkanli, 1990) c¢alismasindan her
f el (R") veher xeR? igin

cv(X) [Tl <cv(x) (4.27)

olacak sekilde c,,c, >0 sayilar1 vardir. O halde (4.27) esitsizligi dikkate alinarak

H ‘s cv(t _
t

lol, = = s e,

)

l9all,, =M.

bulunur. Bu takdirde (g,) , dizisinin L (]Rd) uzayinda yakinsak bir alt dizisi
yoktur. O halde A}y (Rd) uzaymin L (Rd) uzayina gémiilmesi tikiz degildir.
Simdi Teorem 4.1.7 nin tersinin dogru olmadigina bir 6rnek verelim.
Ornek 4.1.8: v, W ve @ fonksiyonlarn her xeR" icin
v(x)=w(x)= (1+ ||X||)2 ve w(x)=1+|x| bigiminde tanimlansin.

Oncelikle W ve @ fonksiyonlarinin agirlik fonksiyonlar: oldugunu gosterelim.

o fonksiyonu igin herhangi bir x, e R® ve herhangi bir &£>0 sayist verilsin.

X —%,|| < & oldugunda
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() = (%) = 1+ [x] -1~ x|
=11l
=[x =% + X | = ]|
< lx =%+ {1 = %

“Jx-x <5

olur. Béylece & =¢ bulunur. Yani @ fonksiyonu keyfi bir x, e R’ noktasinda
siireklidir. Dolayisiyla @ fonksiyonu R kiimesinde siireklidir. O halde
Olctlebilir ve yerel sinirli bir fonksiyondur.

Ayrica R? iizerinde verilen |||| normunun tanimindan her X € R? igin ||X|| >0

olup &(x)=1+|x|>1 olur.
Yine her x,y e R? igin

o(x+Yy)=1+|x+Yy|
<L+[x]+[v]
<L+ [+ [+ xlv1
= (L) + Ivl(2+ )
= (T+ ) (2 [vl)
=o(x)o(y)

esitsizligi elde edilir. O halde @ fonksiyonu R’ {izerinde bir agirlik fonksiyonudur.

(4.28)

Simdi w fonksiyonu i¢in R kiimesinden R kiimesine I(x)=x* bigiminde
tanimli | fonksiyonunu alalim. Boylece w fonksiyonunu lo@ bileske fonksiyonu

ardimiyla her x e R? i¢in w(x)=1ow(x) olarak ifade edebiliriz. Buradan | ve
y y

fonksiyonlari siirekli olduklarindan w bileske fonksiyonu da siireklidir. O halde w

fonksiyonu olg¢iilebilir ve yerel sinirli bir fonksiyondur.
Ayrica R? iizerinde verilen |||| normunun tanimindan her X € R? i¢in ||X||ZO

yazilir. Boylece her X € R igin w(X)= (1+||X||)(l+ [X]) =1 elde edilir.

Yine (4.28) esitsizligi dikkate almarak her x,y e R? i¢in
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(L e y) L+ ]+ v])
(L ) 2+ IV -+ I (2 )
([ (2 Iyl

w(x)w(y)

bulunur. O halde w fonksiyonu R? iizerinde bir agirlik fonksiyonudur.

w(x+Y)

IA

Ayrica her xeR" igin v(x)=w(x)= (1+||x||)2 oldugundan v<w olur.
Béoylece Ay (]Rd ) cLl (]Rd ) ve Al (]Rd ) uzaymdan L (Rd ) uzaymna tanimlanan
birim doniisiim stireklidir.

Simdi o, =a,=..=a, olmak iizere « :(al,az ..... ad) icin - Ay (]Rd>
uzaymin L (Rd) uzaymna gémilmesinin tikiz olmadigimi gosterelim. Yine R°
uzayinda t, — oo olacak sekilde bir (t,) . dizisini ve Ay (Rd) uzayinda bir ¢

fonksiyonunu alip, sabitleyelim. Boylece bir (g,) , dizisini her neN icin

g, = VI‘(HS) bigiminde tanimlayalim. Buradan
9041, = V}(—tg) y =ﬁtn)HTtn9 s (4.29)
yazilir. Ayrica her xe R’ igin
o(x)=1+|x]| < (L+]x]) = w(x) (4.30)
olur. Yine (2.9) esitsizliginden her x € R? igin
[Tolye <w(x)lgl,,, +e(xcosa)[F,q],, (4.31)

yazilir. Buradan (4.30) esitsizligi dikkate alinarak

42



[Toll <w(¥)lgl,,, +@(xcosa)|F,9],,
=w(x)|g,,, +(1+[xcosa)|F.ql,,,
=w(x)[gl,,, +(1+[cosa[[x])IF.gl,,,
<w(x)|gl,,, +@+[x)IF.9l,.,
<w(x)gl,, +w(x)|F.q,,
<w(x)[g] s

bulunur. Boylece (4.29) ifadesinden
T. g W(tn)
= [|—n < =
s ~fage).. <y 1obes ~lobes

elde edilir. O halde (g,),_, dizisi A? (Rd) uzayinda siirlidir.

Simdi (g,) _, dizisinin L (Rd ) uzayinda yakinsak bir alt dizisinin olmadigini

gosterelim. Herhangi bir he C_ (Rd ) olmak iizere

W(ltn) UTtng(X)Hh(X)‘dx

- sup

W)
1

W(tn ) ”h”w HTtn 9 Hl

1
h
AN

<

Ign(x)h(x)dx

]Rd

h(x) _[ ‘Ttng (x)‘ dx
R (4.32)

yazilir. Diger yandan X —>o0 icin W(X):(1+||X||)2 — 0 oldugundan N—>o0 igin
W(tn) — oo olur. Bdylece (4.32) esitsizliginin sag tarafi sifira yakinsar. Bu zaman
N — o0 igin

I g, (x)h(x)dx -0

Rd

bulunur. Ayrica
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jgn(x)h(x)dx

]Rd

g, (%)||h ()] dx

h(x)‘ J; g, (x)‘dx
=[ll, 9, (4.33)

<[l 19 ..,

=[hl. gl
<[l Ig

g
Rd

<sup
xeR¢

ALy
oldugundan ve Onerme 4.1.6 dan (gn )neN dizisi L (Rd ) uzayinda yakinsak ise sifira

yakinsamalidir.  Yine (Feichtinger and Giirkanli, 1990) c¢alismasindan her
geL,(R?) ve her xe R igin

ov(x)<|Tgl,, (4:34)
olacak sekilde bir ¢ > 0 sayis1 vardir. O halde (4.34) esitsizligi dikkate alinarak

1 v(t,
ol :mHTt"gH“ = W((tn)) Tw(t,)

yazilir. Bu takdirde (g,) . dizisinin L (]Rd ) uzayinda yakinsak bir alt dizisi yoktur.

O halde A} (]Rd ) uzaymin L (Rd ) uzayina gomiilmesi tikiz degildir. Ancak
limao(x) =lim(1+x]) =
oldugundan @ fonksiyonu sinirl degildir.

Teorem 4.1.9:0 W,0 ve Vv fonksiyonlar1 R" iizerinde tanmimli agirhk

v(x)

fonksiyonlar1 olsunlar. Eger v<w ve X — 0 i¢in ( )
W( X

fonksiyonunun limiti sifir

degilse 1< p <o olmak tizere A)'Y (Rd) uzayinin L (]Rd) uzayina gomiilmesi tikiz
degildir.

Ispat: v<w oldugundan her xeR’ i¢gin v(x)gclw(x) olacak sekilde bir
¢, >0 sayis1 vardir. Yine Teorem 4.1.4 den AP (Rd ) L (]Rd) kapsamasi vardir

ve Teorem 4.1.7 nin ispatindan A"’ (]Rd) uzayindan L) (Rd) uzayina tanimlanan |
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birim donistim siireklidir.

Oncelikle X — oo i¢in w(x)—> oo oldugunu kabul edelim. Yine R® uzayinda
t, = oo olacak sekilde bir (t,) . dizisini alalim. Bdylece bir (b, ) . dizisini her bir
koordinat dizisi her neN ve 1<j<d igin b, =-t,cotea; olacak sekilde
tanimlayalim. Ayrica A}Y (Rd) uzayinda bir g fonksiyonunu alip, sabitleyelim.

A(‘ZN;’ (Rd) uzaymim L (Rd) uzayina gémiilmesinin tikiz olmadigini géstermek icin

| o TMyg
bir (gn)n . dizisiniher ne N i¢in g, = (t ) bi¢iminde tanimlayalim. Buradan
€ W N
T My g 1

= W(t )HTtn I\/lbrI g
Ao n

P

W,0
Aclp

w(t,)
yazilir. Boylece (4.1) esitsizligi dikkate alinarak

_w(t,) (4.35)
( '

)
bulunur. O halde (g,) _, dizisi A} “’( ) uzayinda sinirlidir.

Simdi (g,),, dizisinin Q(Rd) uzayinda yakinsak bir alt dizisinin

olmadigim gosterelim. Herhangi bir h e C, (Rd ) olmak iizere

Hi[gn(x)h(x)dx Sw(ltn)R X)Hh(x)‘dx
< w(lt X) J'd T, 9(%)|dx
1” R)‘d (4.36)
1
w(t,)

olur. Yine n— oo igin W(tn) — 00 oldugundan (4.36) esitsizliginin sag tarafi sifira

yakinsak olup

_[g dx—>0
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bulunur. Diger yandan

Ign(x)h(x)dx

R

<]
]Rd

<sup
xeRY

g, (x)[|h(x)]dx

h(x) _[ g, (X)|dx

Rd
=[bll. 9., (4.37)
<[h[. lgalL,

<c[hl. 9.l
<c [l |9,

ALy
oldugundan ve Onerme 4.1.6 dan (gn )neN dizisi L (Rd ) uzayinda yakinsak ise sifira

yakinsamalidir. Boylece (4.2) ve (4.34) ifadelerinden

1

[ p— .
b )

Ly :m

v(t,)

>
v ¢ W(tn)

Ttn M b, g Ttn g

olacak sekilde bir ¢>0 sayisi vardir. Yine n—oo igin t — oo olup

v(t
fonksiyonu sifira yakinsamadigindan %25 olacak sekilde bir 6 >0 saysi
w

n

vardir. Buradan n — oo igin

vt) | (4.39)
(t)

yazilir. Bu takdirde (g,) . dizisinin L, (Rd ) uzayinda yakinsak bir alt dizisi yoktur.

9], 2

=

N—"

O halde Ay (Rd ) uzaymimn L} (Rd ) uzayina gomiilmesi tikiz degildir.

Simdi kabul edelim ki w sinirli veya sabit bir agirlik fonksiyonu olsun. Yine

v(x)
w(x)

fonksiyonu sifira yakisamaz. Yine R’ uzaymnda t — oo olacak sekilde

V< W oldugundan

fonksiyonu da sinirli veya sabit bir fonksiyon olup X — o0

v(x)
w(x)

bir (t,) , dizisini alalim. BSylece bir (b,) . dizisini her bir koordinat dizisi her

i¢cin

neN ve 1<j<d i¢in b, =-t,cote; olacak sekilde tanimlayalim. Ayrica
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geC. (Rd)m A (]Rd) olacak sekilde bir g fonksiyonunu alip, sabitleyelim.

ALY (Rd) uzaymm L (]Rd) uzayima gomiilmesinin tikiz olmadigini gostermek i¢in

. . Mg
bir (g,),_, dizisini her neN i¢in g, =——= bigiminde tanimlayalim. O halde

w(t,)

(4.35) ifadesinden (g, ) . dizisi A}y (]Rd) uzayinda sinirhidir.

Simdi (g,),, dizisinin Q(Rd) uzayinda yakinsak bir alt dizisinin

olmadigim gosterelim. Herhangi bir h e C, (Rd ) olmak iizere

J 8, ()n(x)ox Sw(ltn) J T 9 (o
< w(ltn)fg{e h(x)| J; T, 9(%)|dx

1
w(t,)

n

[l ] [T, 9 (x)]dx
Rd

yazilir. Yine g €C, (]Rd ) cC, (]Rd) oldugundan (4.25) ve (4.26) ifadeleri dikkate

alinarak

'[gn(x)h(x)dx—>0

bulunur. Bdylece (4.37), (4.38) ve (4.39) ifadelerinden (g,),_, dizisinin L, (R?)

uzaymnda yakinsak bir alt dizisi yoktur. O halde A} (]Rd) uzayimin E,(Rd)
uzayina gomiilmesi tikiz degildir.

Simdi Teorem 4.1.9 un tersinin dogru olmadigina bir 6rnek verelim.
Ornek 4.1.10: v ve W fonksiyonlar1 her xeR" igin V(X) = (1+ ||X||) ve

W(X) =(1+||X||)2 biciminde tanimlansin. Ayrica @, RY {izerinde tamimli smurli bir

agirlik fonksiyonu olsun. Yine v ve W fonksiyonlarinin agirlik fonksiyonu oldugu

Ornek 4.1.8 de gosterildi.

Boylece her x e R icin
2
V() =2 ] < (L) = w(x)
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olup v=<w olur. O halde A’ (R‘)cLi(R’) ve A'¢(R’) uzayindan L,(R")
uzayina tanimlanan birim doniisiim stireklidir. Yine w, RY iizerinde tammli smirli
bir agirlik fonksiyonu oldugundan Teorem 4.1.7 geregi A" (Rd) uzaymin L (Rd)

uzayina gomiilmesi tikiz degildir. Ancak

(0, () 1

Y
lim = =
X—00 W(X) X—>o0 (l+||X||)2 X—>00 (1+||X||)

olur.

Teorem 4.1.11: w,,w, Ve @, @, fonksiyonlar1 R’ iizerinde tanimli agirlik

W (%) \eya 22(X)
w; (X) o, (x)

fonksiyonunun limiti sifir defilse 1< p<o olmak iizere AM™* (Rd) uzayinin

fonksiyonlar1 olsunlar. Eger w, <w,, @, <@, v& X —0o0 igin veya
AL (Rd ) uzayima gomiilmesi tikiz degildir.
Ispat: w, < Ww,, @, < @, olsun. Béylece 2.1.39. Onermeden
Al (RY) = A% (RY)
oldugu biliniyor. Yine w,<Ww, Ve @,<®, oldugundan her xeR" igin
W, (X)<c,w, (x) ve @,(x)<c,m () olacak sekilde c;,c, >0 sayilari vardir. Ayrica

L, AM* (]Rd) uzayindan A% (Rd) uzayina tanimlanan birim doniisim olmak

lizere her f e A" (]Rd) icin

Jr(f)

=|f

wre =l =1, +IFEl,, <6ty +elFafl,,

olur. Eger ¢, =maks{c,,c,} denirse

Jr(f)

<c,|f ||1]Wl +C,|F, f ”M =G, | f ”Ax?,s’”l

A
bulunur. O halde | doniistimii siireklidir.

W, (x)

(x)

Ik olarak X — o icin

fonksiyonunun limiti sifirdan farkli olsun.

=
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Oncelikle x—o0 igin W, (X) —> o oldugunu kabul edelim. Yine R® uzayinda
t, = oo olacak sekilde bir (t,) . dizisini alalim. Bylece bir (b, ) . dizisini her bir
koordinat dizisi her neN ve 1<j<d igin b=t cote; olacak sekilde
tanimlayalim. Simdi A* (Rd) uzayinda bir g fonksiyonunu alip, sabitleyelim.
A (Rd) uzaymin A7 (Rd) uzayina gomiilmesinin tikiz olmadigini gostermek
.M, g
w(t,)

Boylece (4.35) esitsizliginden (g,) _, dizisi A} (]Rd) uzayinda smirhdir. Simdi

igin bir (g,) , dizisini her neN i¢in g = biciminde tanimlayalim.

(gn )neN dizisinin A2 (Rd ) uzayinda yakinsak bir (gnk ) alt dizisinin oldugunu

neN

kabul edelim. O halde A% (R*)c L}, (R) oldugundan (g, ) _ dizisi L, (R?)

uzayinda da yakinsak olur. Ancak Teorem 4.1.9 un ispatindan (gn)neN dizisinin
LlWZ (Rd) uzayinda yakinsak bir alt dizisinin bulunamayacagini biliyoruz. O halde
A (Rd) uzaymin AJ%” (Rd) uzayma gomiilmesi tikiz degildir. Simdi w,

fonksiyonunun sabit veya sinirli bir agirlik fonksiyonu oldugunu kabul edelim.

W, ( X
W, < W, oldugundan % fonksiyonu da smnirli veya sabit bir fonksiyon olup
W, (X
) W, ( X . .
X — o iken % fonksiyonu sifira yakinsamaz. Yine g eC; (Rd )m AR (Rd)
w, (X ’

olacak sekilde bir g fonksiyonunu alip, sabitleyelim. Ayrica R® uzayimda t, > o

olacak sekilde bir (t,) . dizisini alalim. Béylece bir (b,) . dizisini her bir

neN

koordinat dizisi her ne N ve 1< j<d igin b, =t cota; olacak sekilde alarak bir

. M9 . .
(gn)neN dizisini her neN i¢in g, =———— bic¢iminde tanimlayalim. Yine (4.35)

w (t)

esitsizliginden dolay1 bu dizi simrhdir. Simdi (g, ) . dizisinin A (Rd) uzayinda

yakinsak  bir (gnk )n , alt dizisinin oldugunu kabul edelim. O halde

AL (]Rd)c L, (]Rd) oldugundan (gnk) | dizisi L, (]Rd) uzayinda da yakinsak

n e
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olur. Ancak Teorem 4.1.9 un ispatindan (g,) , dizisinin L, (]Rd) uzayinda
yakinsak bir alt dizisinin bulunamayacagini biliyoruz. O halde A} (]Rd) uzayinin

AL (Rd ) uzayima gomiilmesi tikiz degildir.

@ (X)
@;(X)

Oncelikle X —o0 igin @, (X) > oldugunu kabul edelim. Yine R’ uzayinda

Simdi X—o0 igin fonksiyonunun limiti sifirdan farkli olsun.

t, = oo olacak sekilde bir (t,) . dizisini alalim. Boylece bir (u,) . dizisini her bir
koordinat dizisi her neN ve 1<j<d igin u,=t;sina; olacak sekilde

tanimlayalim. O halde N — oo igin U, — o olur. Simdi A" (Rd) uzayinda bir ¢

M
fonksiyonunu alip, sabitleyelim. Her ne N i¢in g, = w9 olacak sekilde (gn)n

w]_(un) eN
dizisini tanimlayalim. Buradan
M, 9 1
— l = —_ M
ko H PN RTOR L (449

olur. Ayrica (2.10) ve (4.40) ifadeleri dikkate alinarak

1 a)l(un)
PR

<|all,, +IIF.9

9l < IF.9l.,

P,

ol
yazilir. O halde (g,), _, dizisi A (]Rd ) uzayinda sinirlidir.

Simdi (g,) _, dizisinin A" (Rd) uzayinda yakinsak bir alt dizisinin

olmadigini gosterelim. Herhangi bir h e C, ( RY ) olmak {izere
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a)l(lun) J;‘Mtng(x)Hh(X)\dx
1

jgn(x)h(x)dx <

= o (U, h(x) Rf M, 9 (x)|ax (4.42)
1

= [nl. Il

a)l(un)

olur. Ayrica N— 0 i¢in U, > Ve X—00 i¢in @ (X) > oldugundan (4.41)

esitsizliginin sag tarafi sifira yakinsak olup

_[g dx—>0

bulunur. Diger yandan

J 9 (x)k(x)0x| < []g, (x)]n(]ex
X)| dx
=[bll, 9.l
<[l [9al s -

oldugundan ve Onerme 4.1.6 dan (gn)neN dizisi A" (Rd) uzayinda yakinsak ise

sifira yakinsamalidir.  Yine (2.8) esitliginde b=(z;sina,,z,sina,,...z4sinay)

alinirsa

F.(M.9)], =[T(F.9)

p.@,
yazilir. Ayrica (Feichtinger and Giirkanli, 1990) ¢aligmasindaki 2.2. Lemmadan her

fel’ (RY) ve xeR® igin

ca, (X) < [T |

p,@,

olacak sekilde bir ¢ >0 sayis1 vardir. Boylece
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a)l(un) “ p.@,
1
= T (F
a)l(un)‘ . (R,
zwz(u“)c
w, (u,)

. @
yakinsamadigindan n— oo iken

Buradan n— o0 i¢in

yazilir. Bu takdirde (g,) . dizisinin A% (]Rd) uzayinda yakinsak bir alt dizisi

yoktur. O halde A} (Rd) uzayinmn A2 (Rd) uzayina gomiilmesi tikiz degildir.

Simdi kabul edelim ki @, fonksiyonu sinirli veya sabit bir agirlik fonksiyonu olsun.

@, ()

w, (X

®, < @, oldugundan fonksiyonu da smirli veya sabit bir fonksiyon olup

X — o0 iken M
@, (X

fonksiyonu sifira yakinsamaz. Yine R uzayinda t, — oo olacak

sekilde bir (tn)neN dizisini ve bir geC, (Rd)mA;V}’;’l (Rd) fonksiyonunu alip,
sabitleyelim. Boylece her neN iken g,=M, g bi¢iminde bir (gn)neN dizisi
tanimlayalim. O halde (4.22) esitsizliginden (gn)neN dizisi A} (Rd) uzayinda
siirhidir. Simdi (g,), _, dizisinin A2 (]Rd) uzayinda yakinsak bir (gnk )nkeN alt
dizisinin oldugunu kabul edelim. Bu zaman A}?" (Rd)c L, (Rd) oldugundan
(gnk )nkeN dizisi LfNZ (]Rd) uzayinda da yakinsak olur. Ancak Teorem 4.1.7 nin

ispatindan  (g,) . dizisinin L, (Rd) uzayinda yakinsak bir alt dizisinin
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bulunamayacagimi biliyoruz. O halde A} (Rd) uzaymm A (Rd) uzayia
gomiilmesi tikiz degildir.
Teorem 4.1.12: w,W, Ve ,,®, fonksiyonlar1 R® iizerinde tanimli agirhk

fonksiyonlar1 ve W,=<w,, ®,<a, olsun. Bu takdirde A" (Rd) uzayinin

A (Rd) uzayina gémiilmesinin tikiz olmasi icin gerekli ve yeterli kosul X — o0

w, (x) ve @, ()

w0 Y @)

fonksiyonlarinin limitinin sifir olmasidir.

Ispat: W, <W,, ®, < @, oldugundan A" (]Rd ) c AL (Rd) olup A (Rd)

uzayindan A% (Rd ) uzayina tanimlanan birim dontigiim siireklidir.

edelim. Tikiz gémiilme igin A% (Rd ) uzayindan alinan herhangi bir sirh (f)

dizisinin A% (]Rd) uzayinda yakinsak bir alt dizisi oldugunu gdsterelim. ( fn)neN

dizisi, A (Rd ) uzayinda sinirli oldugundan her ne N igin
[foll e <0 (4.42)

olacak sekilde bir ¢, >0 sayisi vardir. Yine A% (Rd) uzaymdan A% (]Rd)
uzayina tanimlanan | birim doniigiim siirekli oldugundan

i ()

(4.43)

A2 <¢C, ” fn|

W ) = || fn W)
Aa,l Aa'l

W (X) ve
w, (X) w,(X)

fonksiyonlarmin limiti sifir oldugundan herhangi bir k € N i¢in ||X|| >0, iken

olacak sekilde bir ¢, >0 sayist vardir. Ayrica X—oo iken

W, (x)
w, ()

1
<_
k

olacak sekilde bir &, >0 sayis1 ve ||x| > &, iken

53



olacak sekilde bir o6, >0 sayis1 vardir. Yani herhangi bir keN i¢in

xeR’-B[0,5,] ve xeR’-BJ[0,5,] iken

olacak sekilde k — oo igin 6, — o0, &, — o olan orijin merkezli artan yuvarlarin
(B[0.5]),, ve (B[0.5]), dizileri vardr. Eger keN igin

S, :(B[O,5k]u B[O,é‘k']) almirsa x e R =S, iken

@, ()
(%)

=~

1
< < (4.44)

B

yazilir.

Sonra S, kiimesinde yogun olan herhangi bir (t,) .~ dizisi alimrsa, (4.43)

ifadesinden her n e N i¢in

[F. %ol = sup[F, £, (u)

d 1-icotex. d
,/—’ f (t)ex —(u?+t?)cota. —iut. cosece, |dt
]i:! 272. Hé[ n() p(;z( ] J) J 17 ]

=Sup
ueR
d | A-icota, dj .
slj:! - 27[_1 ngeﬂi|fn(t)| exp(;z(ufﬂf)cotaj—lujtj COSGCaj)dt
¢ | L-icote,
=TTl ——=|[ |, ()|t
H > j |, 0)
¢ | L-icote,
= f
[Ttk
d | [1-icote,
<TT|tly,),

Il
UN
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d | |[1-icote,
”Fa fn ||oo S];l[ Tj ” fn A2
¢ [1-icote,
< — . ||f
T fu Ity

d

yazilir. Eger ¢, = H

j=1

C,C, denirse (4.42) esitsizliginden

/1— i cota;
27

IF. £, <c (4.45)

bulunur. O halde (f,),_, dizisinin, (F,f,, (t)) dizisi C kimesinde yakmsak

nl(k)eN

olacak sekilde bir (fnl(k))

( F, fnz(k) (t, ))

dizisi vardir. Bu sekilde devamla (fn,_l(k))

alt dizisi vardir. Yine (f k) dizisinin,
m(k)eN M) Joy (k)eN

dizisi C kiimesinde yakimsak olacak sekilde bir (f, ) ~alt

n,(k)eN n,(k)eN

dizisinin, (F, . (t)) dizisi

na(K)eN @ (k) y (K)eN

C kiimesinde yakinsak olacak sekilde bir (f, ) o At diisi elde edilir. Yani

r<I olan her 1 eN igin (F f (tr))

a “ny(k)

dizisi yakimsaktir. Eger m(k)=n, (k)

n(k)eN

alinirsa (Fa fm(k)(t,)) dizisi her 1eN icin yakmnsak olur. Yani (f,)

m(k)eN
dizisinin, her | e N i¢in (F{Zgm (t ))mEN yakinsak olacak sekilde bir (gm)meN alt dizisi
vardir. Ayrica (t,) . dizisi S, kiimesinde yogun oldugundan herhangi bir x € S,
igin &, — x olacak sekilde bir (a,) . <(t,), , dizisi vardir. Yine her me N igin
F,0, sirekli oldugundan dizisel siirekli olup F,g, (a,)— F,9,(X) yazilir. Yani

her m e N i¢in herhangi bir & >0 sayisi1 verildiginde her n > n, iken
£
‘Fagm(an)—Fagm(x)‘<§ (4.46)

olacak sekilde bir n, e N vardir. Eger (Fagm (a”o)) dizisinin yakmsak oldugu

meN

nokta z € C ise aymi & >0 sayisi igin her m>m, iken
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F,0n(a,,)-7] <§ (4.47)

olacak sekilde bir m, € N vardir. Boylece ayn1 ¢ >0 sayisi igin ve her m>m, iken

(4.46), (4.47) ifadeleri kullanilarak

IF. 9, (¥) 7| =|F, 0, (X)~F.9, (a, )+ F.0.(a, )7
=S Fagm(x)_Fagm (ano) + Fagm (ano)_z‘
<fif_g

2 2

yazilir. Buradan herhangi bir xe€ S, i¢in (Fagm(x))mew yakinsak olur. Yukarida
izlenen metot tekrar kullamlarak (g,) . dizisinin dyle bir (u,) . alt dizisi
bulunur ki her xeS, igin (qum(x))meN yakinsaktir. Bu sekilde devam ederek
(f,),. dizisinin, her xeS, igin (F,h,(x))  yakmsak olacak sekilde bir (h,), _,
dizisi ele edilir. Ayrica (4.42) ve (4.43) ifadelerinden her ne N i¢in F h, € Llw2 (]Rd)
olup a=(e,a,,...,a;) olmak iizere her i=12,..,d i¢in B +a =27 olacak

sekilde B =(p,, B,..... By ) almirsa

d

1-icotpg.
. =F (En L <TTH o fen)
j=1
d | [1-icotf.
yazilir. Eger H 1oicots, =M, denirse
i 2

[La Y 1 M1||Fahn||1yw2 <M, ||F,h, <Mgc,c (4.48)

A‘;VZI“’? < M1C2 ”Fahn ”

W,
Aa 1

bulunur. O halde ispatin ilk bdliimiindeki adimlar uygulanarak (hn )neN dizisinin, her
keN igin S, kiimesi iizerinde yakinsak olacak sekilde bir (sn)neN alt dizisi elde
edilir.

Simdi bu (s, ), dizisinin Cauchy dizisi oldugunu gosterelim. Eger (4.42) ve

(4.44) ifadeleri dikkate alinirsa
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IS, =S

Fa (Sn _Sm)

=[8: = Sul, +IF.8, ~Fs

n N ”Sn - Sm||1,w2 + 1o,

m”l,a)z

:I|sn(x)—sm(x)|wz(x)dx+ J. |5, (X) =S, (X)| W, (x) dx

+ I|Fasn(x)— F,s, ()|, (x)dx
+ I |F,s,(X) = F,s,, (X)| @, (x)dx
<j|sn(x)—sm(x)|wz(x)dx+% J. |5, (X) =, (X)| W, (x) dx
S r'-s, (4.49)
+ '|.|Fasn(x)— F,Sp (X)]| @, (x)dx
+% I |F,s,(X) — F,s,, (X)| @ (x) dx
< I|sn(x)—sm(x)|w2(x)dx+ I|Fasn(x)— F,Sn ()|, (x)dx
il 1
+I(”Snnl,w1 +||Sm“1,wl)+E(”Fasn 1,@)
4c,

< j|sn(x)—sm(x)|w2(x)dx+ I|Fasn(x)—Fasm(x)|a)2(x)dx+7

+|F,s

1,0 a~m

4c,

yazilir. Ayrica herhangi bir & >0 sayisi verildiginde ve k sayisi o <§ olacak

sekilde yeterince biiyiik se¢ildiginde, S, kiimesi S, kiimesinin kapanisi olmak tizere
(S0),. V& (F,s,),., dizileri S, kiimesi iizerinde yakinsak olurlar. O halde (s, )

neN

ve (Fasn )neN dizilerinin S_k kiimesi tizerinde noktasal yakinsamalar1 ve (4.45),
(4.48) ifadeleri dikkate alinarak, sinirli yakinsaklik teoremi geregi S, kiimesi
iizerinde (s,) . ve (F,s,), ., dizleri sirasiyla |||~ ve ||, normlarma gore

yakinsak olurlar. Boylece & >0 sayis1 ve her m,n>n, i¢in
&£
[19,00 =5, (9w, (x) e < (4.50)
Sk

olacak sekilde bir n, € N sayisi ve her m,n>n, i¢in
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JIF.5,00F.5, (0], (x)x < £ (451

olacak sekilde bir n, e N sayist vardir. Eger N = maks{nl, nz} alimirsa ayn1 ¢ >0

sayisi ve her m,n> N igin (4.49), (4.50) ve (4.51) ifadeleri dikkate alinarak

ISy =Sl gz < j|sn(x) =8, (X)|w, (x)dx + J‘ F,s.(X) = F,s,,(X)| @, (x)dx+%
! Sk Sk
E & €&
“t+=+Zl=¢
3 3 3

bulunur. Boylece (s,) . dizisi, AY™ (Rd) uzayinda bir Cauchy dizisidir. Yine

A (Rd) uzay1 Banach uzay: oldugundan (s,) ., (f,) , dizisinin A¥® (Rd)

neN’

uzayinda yakinsak olan bir alt dizisidir. Bu takdirde A; (Rd ) uzaymnm A% (Rd )

uzayina gomiilmesi tikizdir.

veya @ (X)

Diger yandan, eger X —> o0 igin
w (X) ()

fonksiyonunun limiti

sifir degilse, Teorem 4.1.11 den A}“ (Rd) uzaymm A% (Rd) uzayina
gomiilmesi tikiz degildir. O halde A}” (]Rd) uzaymin A% (Rd) uzayina

w, (x) ve @, ()
w(x)  e(x)

gomiilmesi tikiz ise X — o0 igin fonksiyonlariin limiti sifirdir.

4.2. S Uzaymn Baz1 Ozellikleri

Bu boliimde (Dogan and Giirkanli, 2000) ¢alismasinda tanimlanan S, (R?)

w,o
uzayina benzer bir S%(R?) uzay: tanimlanacaktir. Bu uzay, © girisim islemi ve
kesirli Fourier doniigiimii kullanilarak tanimlandigindan, (Dogan and Giirkanli, 2000)
calismasindaki SWVW(Rd) uzayinin bir genellestirmesidir. w fonksiyonu R? iizerinde
taniml1 bir agirlik fonksiyonu olmak iizere L{N(Rd) uzaymin © girisim islemine

gore bir Banach cebiri oldugu 2.1.33. Teoremden biliniyor. Eger W fonksiyonu 6zel

olarak her xe R igin w(x)=1 olarak alinirsa L'(R") uzay: elde edilir. O halde

L'(R?) uzayi da ® girisim islemine gére bir Banach cebiridir.

58



Bu boliimde © girisim iglemine gore 2.1.51. Tanimdaki kosullar1 saglayan
uzaya © girisim islemine gore bir Segal cebiri diyecegiz. Bu uzay1r S®(R?) ile,
tizerindeki normu da ||||SO ile gosterecegiz. Simdi S°(RY) uzaymna bir &rnek
verecegiz. Bunun i¢in 6nce asagidaki yardimci teoremi ispatlayalim.

Yardimel Teorem 4.2.1: 1< p <o olmak iizere L”(R") uzay1 L'(R?) uzay

tizerinde O girisim islemine gore bir Banach modiildiir.

Ispat: Herhangi f e L'(R?) ve g e L?(R?) verilsin. Buradan

[fes]; = [ |(fos)(x) ox

- [ J;f(y)g(x—y)exp(iiyj(yj—xj)cotaj}dy dx
Y . (4.52)
< {[ J1e 0oty | o
=] L(\f(y)Hg(x—y)\")%’\f<v)\pp_ldyJ dx
%

yazilir. Eger her Xx,yeR‘’ icin I(X,y):(‘f(y)Hg(x—y)‘p) denirse Fubini

teoreminden

W= T 1t ()lla (x=y)f" dxety
- [ Jlotcn ooy
-l J11 ()

=[al; I,

(4.53)

1 P
olup leL”(R*) olur. Yine |f|1756Lp’1(Rd) dir. Ayrica p ile Ll sayilari

eslenik sayilardir. Boylece (4.52) ifadesinde Holder esitsizligi uygulanirsa (4.53)
esitligi kullanilarak
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RY \ RY

lroal; < [| | (\f<y>ug<x—y>v)%\f<y>\"pldy} o

< | [Uf(y)||9(x—y)|pdprU|f(y)l dpr dx
=IH [ [IF (9)llo (x=y) dya

=17 Nl I,
=[71; lol;

yazilir. Buradan
[fogl, <[ f.]gl,
esitsizligi elde edilir. Banach modiil olmanin diger 6zelliklerini gostermek kolaydir.
Ornek 4.2.2: 1< p <o olmak iizere L'(R*)NL°(R?) uzaymin herhangi bir
f e L(RY)NLP(R?) icin
1 =11+l 1,

normuna ve * girisim islemi goére bir Segal cebiri oldugu (Reiter, 1971)
calismasindan biliniyor. Eger * girisim islemi yerine ® girisim islemi kullanilirsa

L'(R) N LP(R?) uzayi |f

5@ =||f||1+||f||p normuna gore bir S®(R?) Segal cebiri

olur. Bunun i¢in de bu uzayin ® girisim islemine gore bir Banach cebiri oldugunu

gostermek yeterlidir. L'(R’) uzay1 da © girisim islemine gére bir Banach cebiri

oldugundan herhangi bir g € L'(R®) ~L*(R?) igin
| gl <[], 9], (4.54)

esitsizligi saglamir. Ayrica LP(R?) uzaymnm L'(R") uzay: iizerinde ©® girisim
islemine gore bir Banach modiil oldugu Yardimci Teorem 4.2.1 de gosterildi. O

halde
Iteg| <[ fl,lla, (4.55)

yazilir. Béylece (4.54) ve (4.55) ifadelerinden
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If©g

- =[fogl,+[feg],
<[l Il + 11, lall,

=1£1, (I, +lal,)

<|f] 19

S@ ©

S

esitsizligi elde edilir. Banach cebiri olmanin diger kosullarint géstermek kolaydir. O

halde L'(R*) N LP(R?) uzay1 bir S®(R?) Segal cebiridir.

w fonksiyonu R® iizerinde tanimli bir agirlik fonksiyonu olmak iizere
2.1.52. Tanimda verilen S, (R’) uzaymidaki * girisim islemi yerine ® girisim

islemi alinirsa, iizerinde bir |

o normu tamiml olan, yine bu tanimda ifade edilen

kosullar1 saglayan uzay1 S°(R?) ile gosterecegiz. Simdi S®(R") uzayma bir 6rnek

verecegiz. Bunun i¢in 6nce asagidaki yardimer teoremi ispatlayalim.

Yardimeir Teorem 4.2.3: 1<p<o ve w, R? iizerinde tanimh agirlik
fonksiyonu olmak iizere L”(R") uzayi, L, (R") uzay: iizerinde ® girisim islemine

gore bir Banach modiildiir.
Ispat: Herhangi f € L, (R?) ve g eL?(R?) verilsin. O halde fwe L'(R") ve

gw e L°(R") olur. Buradan

[fegl,. =l(feg)w,

Y
[ Treansuar o

d PV

- J;J;f(y)g(x—y)exp[Z_;iyj(yj—xj)cotaJ}w(x—y+y)dy dx]
g PV
) J.df(Y)W(y)g(x—y)W(x—y)exp(;iyj(yj—xj)cotaj}dy dx}
d P %)
_ jdL(f\N)(Y)(gW)(x—y)exp(jZ_;iyj(yj—xj)cotajjdy de
Y

[ [metomcar o
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|feg],, <|(fw)e(gw)],

yazilir. Ayrica Yardimer Teorem 4.2.1 de L”(R?) uzaymin L'(R?) uzay iizerinde

® girisim islemine gore bir Banach modiil oldugu gosterildi. Boylece
[(fw)©(gw)], <[[tw], lowl, (4.56)
esitsizligi saglanir. O halde (4.56) ifadesi dikkate alinarak

[f0g],, <[(tw)e(aw)], <|tl, lowl, =71, l9],.

bulunur. Banach modiil olmanin diger 6zelliklerini gostermek kolaydir.

Ornek 4.2.4: 1<p<oo olmak iizere w, R® iizerinde tamimli agirhk
fonksiyonu olsun. L (R*)NL°(R") uzaymin herhangi bir f e L, (R’) L (R?)
igin

|t

Sy F ” f ||1,W +|| f ”p,w

normuna ve * girisim islemine gore bir S, (R") uzay1 oldugu (Dogan and Giirkanls,
2000) calismasindan biliniyor. Eger * girisim iglemi yerine ® girisim islemi

kullanilirsa L, (R*) "L (R®) uzayr ||f

s =Itl, +[fl,, normuna gore bir
S2(RY) uzay1 olur. Bunun igin de bu uzaym © girisim islemine gore bir Banach

cebiri oldugunu gostermek yeterlidir. L, (R") uzay: da © girisim islemine gore bir

Banach cebiri oldugundan herhangi bir g € L}, (R*) n L (R?) icin

esitsizligi saglanir. Ayrica LP(RY) uzaymmn L., (R") uzay: iizerinde © girisim

islemine gore bir Banach modiil oldugu Yardimci Teorem 4.2.3 de gosterildi. O

halde
|| f ®g||p,w < || f ||1,w ”g”p,w (458)

yazilir. Boylece (4.57) ve (4.58) ifadelerinden
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|feg

S = ” f ®g||1w + ” f ®g||pw
<|tl.. ol 1l ol

= ” f ||1,w (”gnlw +||g||pw)
<[l 9

s 191ls

esitsizligi elde edilir. Banach cebiri olmanin diger kosullarin1 géstermek kolaydir. O
halde L, (R*)~LP(R?) uzay1 bir SO(R") uzayidur.

Simdi S(R?) uzaymi tammlayabiliriz.

Tamm 4.2.5: w, R" iizerinde tamml agirlik fonksiyonu olsun. S%(R?)

kiimesini

Si(R) ={f e (R") | F,feSy(R")}
bigiminde tanimlayalim. Bu uzay bir vektor uzayidir. Gergekten de, herhangi iki
f,geSs(R") verildiginde f,geL (R") ve F f,F,geS’(R") olup, L (R) ve
S2(RY) birer vektor uzayr olduklarindan f +gell (R?) ve F f+F geSo(R")

olur. Ayrica kesirli Fourier doniisiimii dogrusal oldugundan
F,(f+g9)=F,f+F,qg
olup F, (f +g)eSy (R") bulunur. Buradan f +geS:(R?) elde edilir.
Yine herhangi bir f eS?(R%) ve yeK verildiginde fell(R") ve
F.feSO(RY) olup, L, (R") ve S2(R’) birer vektor uzayr olduklarindan

yfel,(R') ve yF feS2(R’) olur. Kesirli Fourier doniisiimii dogrusal

oldugundan
F, ( yf ) =yF, f

olup F, (yf)eSv?(Rd) bulunur. Boylece yf eS%(R") elde edilir. SZ(R?)

uzayinin, vektor uzayi olmanin diger kosullarini sagladigini géstermek kolaydir.
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Onerme 4.2.6: Herhangi bir f € S?(R") i¢in S?(R) vektdr uzay: iizerinde

taniml

|f

s =l Tl +IF. f

Sw
fonksiyonu bir normdur.

Ispat: Herhangi bir f eS%(R?) igin f el (R") ve F, feSS(R") olup,
(LlW(Rd ), ||||1W) ve (SM(? (R, |||| s ) uzaylar1 normlu uzaylar olduklarindan tizerlerinde

taniml1 olan || f ||1YW ve ||Fa f ||S® normlarinin toplaminin olusturdugu ||f

s fonksiyonu

da S?(R") uzay1 iizerinde bir normdur.

Onerme 4.2.7: (va’ (R%),|

s ) normlu uzayi bir Banach uzayidir.

Ispat: S (R®) uzaymnda (g,) , Cauchy dizisi verilsin. O halde verilen her

& >0 sayisina karsilik her n,m > n; igin

o <€

190 = 9ullse =119m =9l +[Fe (9 —9n)

olacak sekilde bir n, € N sayis1 vardir. Boylece her n,m>n, i¢in
”gm - gn”l,w <&

ve

<&

HFO! (gm _gn) So :”Fagm - Fagn

S
olup, (9,),, ve (F,9,) _, dizileri sirasiyla L, (R") ve S;(R‘) uzaylarmda birer

Cauchy dizisi olurlar. Ayrica (HN(Rd)’”-”LW) ve (Sv? (Rd),|

SS) uzaylar1 birer

Banach uzayi olduklarindan, (g,) . dizisi L,(R’) uzaymnda bir g el (R")

eN

fonksiyonuna, (F,g,) , dizisi de S;(R®) uzayinda bir he Sy (R’) fonksiyonuna

yakinsar. O halde herhangi bir & >0 sayis1 verildiginde her n>n, i¢in

lon -9, <5 (459
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olacak sekilde bir n, € N sayis1 ve her n>n, igin
&
e (4.60)

olacak sekilde bir n, € N sayis1 vardir. ||||l < ||||1W £| co csitsizligi kullamilarak, ayni

& >0 sayis1 ve her n>n, icin
g
9.~ gl <ll9, ~ gl <5
ve her n=n, igin

”Fagn _h“l < ”Fagn _h”l,w < ”Fagn —h

&
< =
2

Sw

yazilir. Yani L'(R") uzaymnda (g,) . ve (F,g,) , dizleri sirastyla g ve h
fonksiyonlarma yakinsaktirlar. Simdi hemen hemen her yerde F,g=h oldugunu

gosterelim. (F,g,) . dizisi L'(R®) uzayinda bir h fonksiyonuna yakinsadigindan

bu dizinin h fonksiyonuna hemen hemen her yerde yakinsayan bir (Fagnk) alt

n.eN

dizisi vardir. Eger (Fagnk) , alt dizisinin h fonksiyonuna yakinsamadigi

noktalarin kiimesi A ile gosterilirse z(A)=0 olur. Boylece her u¢ A ve ayni £ >0

say1st i¢in her n > n, oldugunda

F, g, (u)-h(u)< (4.61)

£
2
olacak sekilde bir n; e N sayist vardir. Yine (gn)neN dizisi L'(R") uzayinda bir ¢
fonksiyonuna yakinsadigindan bu dizinin (gnk) . alt dizisi de L'(R‘) uzayinda

ayn1 g fonksiyonuna yakinsaktir. Bu takdirde ayn1 € >0 sayisi ve her n>n, i¢in

9, —9f, <—

1-icote, (4.62)
2H 2r |

i1

olacak sekilde bir n, e N sayisi vardir. Eger n, =maks{n,,n,} denir, (4.61) ve
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(4.62) ifadeleri kullanilirsa her n>n, ve u ¢ A i¢in
F,9(u)-F,g, (u)+F,g, (u)—h(u)‘

F,9, (u)- Fag(u)‘+ F.9, (u)—h(u)‘
F, (9, —9)(u)]+|F.g, (u)-h(u)

F,g(u)=h(u)[=

<

1—icotaj

d
=i,

J'(gnk —g)(t)exp[iiz(uj2 +t?)cotar; —iut, coseCadet

R¢ =1
+|F,g, (u)—h(u)‘
d | [1-icote;
< J
_lj} 27

]Rd
d | |[1-icote,
=[Tl——="{19. - 9l +|F.9,, (u)-h(u)
j=1 27[
d l1-icota;, & &
< ! +==
1,1 2r d | [1-icote, 2 ¢

2H 2

=1

bulunur. O halde hemen hemen her yerde F,g=h olur. Simdi N =maks{n,,n,}

olsun. Eger (4.59) ve (4.60) ifadeleri kullanilirsa ayn1 ¢ >0 sayisina karsilik ve her

n>N igin

sa :”gn _g||1YW+HFa(gn _g) 5@
=]9,-9l.,, +IIF. 9.~ F.9llse
=[9, -], +[F.g,-h

”gn_g

Sw

& €
<—+—=¢
2 2

bulunur. Ayrica geli (R") ve F,g=heS(R") oldugundan geSZ(R) olur.

Boylece (g dizisi S(R?) uzaymda geS%(R") fonksiyonuna yakinsar. O
n/neN w w y

halde (va‘ (Rd ), ||||S ) normlu uzay1 bir Banach uzayidir.
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Onerme 4.2.8: S°(R") uzay1 kat1 uzay olsun. Bu takdirde S?(R") uzay1 ©
girisim islemine gore bir Banach cebiridir.

Ispat: S¢(R’) uzaymnm Banach uzayi oldugu Onerme 4.2.7 de gosterildi.
Herhangi f,geSZ(R") verilsin. S?(R%) uzaymim tanimindan f,gell (R?) ve
F.f,F,geS2(R’) olur. Yine L (R") uzay1 ® girisim islemine gére bir Banach
cebiri oldugundan

|teg],, <[ fl..lgl.. (4.63)

yazilir. Ayrica F, f tamimi ve 2.1.32. Teorem kullanilirsa her u e R igin

4
L (feg)(u)|= {H i } xp(é—aufcotaijaf(u)Fag(u)
¢ [1-icota,
1-icota, icota, |“g(u)|lj1 2z
§ (4.64)

'[ f(t )exp(zz(u +17 )coter; —iujt, coseCaj]dt

R j=1

<|F.g(u) H (t)]dt

<[F.9(u) Hlflll,w

olur. Yine F,(f®g) fonksiyonu siirekli oldugundan dlgiilebilirdir. Bdylece Sy (R")

uzay1 kati uzay oldugundan ve (4.64) esitsizliginden F, (f©g)e S, (R?) ve

|| Fa ( f®g) sfv) < 1w S\f;’ =| a va’ f 1w (465)
bulunur. Buradan (4.63) ve (4.65) ifadelerinden
. =ltegl,, +|F. (feg),,
<[fl. Ml st
=[l,.. (9l +IF.ql. (4.66)

=Ifl..

5

W

elde edilir. Banach cebiri olmanin diger kosullarini gdstermek kolaydir. O halde
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SZ(R") uzay1 ® girisim islemine gore bir Banach cebiridir.

Onerme 4.2.9: S°(RY) uzay1 kat1 uzay olsun. Bu takdirde SZ(R") uzay
L} (R") uzaymnin @ girisim islemine gore bir Banach idealidir.

Ispat: Herhangi f el (R’) ve geSZ(RY) verilsin. S(R’) uzaymnn
tanimindan g € L (R") ve F,geS2(R") olur. Yine L (R%) uzayr ©® girisim
islemine gore Banach cebiri oldugundan f®g e L, (]Rd) dir. Ayrica S (R?) uzay1
kati uzay oldugundan, Onerme 4.2.8 in ispati dikkate almarak, F, (f®g)e S (R")

olup fOg=g6f €S;(R?) bulunur. |.

,« ~hormunun tanimindan ||||lW S|

Su

esitsizligi saglanir. Yine (4.65) ifadesinden

|f©g

s <fl.l9

Sw
yazilir. O halde S?(R?) uzay1 L} (R") uzaymin @ girisim islemine gore bir Banach
idealidir.

Onerme 4.2.10: S°(RY) uzayr kati uzay ve C, (Rd )ﬂSV? (R?) kiimesi
S, (R") uzayinda her yerde yogun olsun. Bu takdirde her y=(y,,...,y,)eR’ icin
b=(y,cos,....y,c080y) ve V=(-y,sina,,..,—Yy,Sine,) olmak iizere her
f e SO(R") icin R’ kiimesinden S°(R‘) uzayna tamimli y — M T, f fonksiyonu
stireklidir.

Ispat: Her y=(y,,...y;)eR® i¢in b=(ycosa,.., Y C050,) Ve
v=(-y,Sine,,....~y;sina,) olmak iizere R’ kiimesinden R kiimesine I(y)=b
ve k(y):v bi¢iminde tamimli | ve k fonksiyonlar1 stirekli fonksiyonlardir. Yine
S2(R?) uzaymn tanimi ve 2.1.53. Onerme kullamlirsa herhangi bir f € SO (R")

icin R? kiimesinden S©(R") uzayma tanimli
y—->T,fvey—>Mf (4.67)

fonksiyonlart siirekli olur. Boylece | ve k fonksiyonlarinin (4.67) fonksiyonlari ile

bileskesi olan y >T, f ve y— M, fonksiyonlar1 da siirekli olur. Herhangi bir
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y = ( Vi Yo ) eR* ve herhangi bir £>0 sayist  verilsin.
b =(y; cosa,... yscosay ), V' =(-ysinay,..,~y;sine,)  olmak iizere

Hy - yH < 6, oldugunda

T, f-T,.1

&
e <5 (4.68)

olacak sekilde bir &, >0 sayist vardir. Yine SO (R?) uzayr &tlemeler altinda
degismez oldugundan T f €SY(R") olup, aym &>0 sayisi icin Hy—y*H<52
oldugunda, 2.1.53. Onermedeki (ii) kullanilirsa

<< (4.69)

HMV(Tb*f)—MV*(Tb,f)SS) ;

olacak sekilde bir &, >0 sayisi vardir. Eger &,=min{s,,6,} denirse, 2.1.53.

Onerme geregi, SO (R") uzayimn karakter islemcisi altinda kuvvetli olarak degismez
oldugu ve (4.68), (4.69) esitsizlikleri dikkate alinirsa aynm1 & >0 sayist igin

Hy - yH < 0, oldugunda

IMT,f =M T f L = [MTf-MT f+MT f—M T f

M

<|M,T,f-MT, f

=M (1T, )]+ (7, 0) M. (10)

+
tH

L

Sw

Sw

=[T,f T, f S$+HMV(Tb*g)—MV* (T.9) y
<fifog
2 2

elde edilir. O halde R’ kiimesinden S?(R’) uzayma tammli y—>MT,f

fonksiyonu siireklidir.

Teorem 4.2.11: S®(R") uzay1 kat1 uzay olsun.

i) SZ(RY) uzayr otelemeler altinda degismezdir ve her y=(y1,...,yd)€Rd

i¢cin
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esitsizligi saglanir.

i) CC(Rd)ﬂ S2(R) kiimesi S_(RY) uzayinda her yerde yogun olsun. O
halde her feS?(R?) icin R’ kiimesinden S%(R") uzayma tanimh y—>T,f
fonksiyonu stireklidir.

Ispat: i) Herhangi bir f eS*(R") verilsin. Buradan f el (R") ve

F,feSy(R") olur. Her y=(y,,.... ¥y ) € R igin T, f e L, (R?) oldugu ve

Tt swIfl, (4.70)

esitsizliginin saglandig1r (Fischer et al.,, 1996) calismasindan biliniyor. Yine
b=(y,cose,...y4C05ey) Ve v=(-y,Sina,..—Yy sine,) denirse (2.7)
esitliginden

4 . d, 4 .
F, (Ty f )(u) = exp[éz yising; cosa; ]exp[Z—lujyj sina, ijFa f(u)

j=1

y (4.71)
E exp(Z%yfsin a; cosajJMvaFaf (u)
=

yazilir. Ayrica her y :(yl, o Yy ) eR’ icin beR? olup SO(R?) uzay Stelemeler

altinda degizmez oldugundan T,F, f e SO(R’) dir. Yine SO (R®) uzay1 kat1 uzay
oldugundan, 2.1.53. Onerme geregi, bu uzay karakter fonksiyonu altinda kuvvetli

olarak degismezdir. Bdylece her y=(y,,..,¥s)eR"? i¢in veR’ oldugundan

g
M T.F, f eS2(R") olur. Son olarak exp(Z%yfsinaj cos,aJ}e(C olup SO (R‘)

j=1

bir vektor uzay1 oldugundan

.
exp[Zé yising, COSaijVTbFa f eSO(RY)

j=1
bulunur. Yani F, (Ty f ) €SY(R") dir. Bu takdirde T,feS; (R?) olur. Ayrica

S2(R®) uzay1 karakter fonksiyonu altinda kuvvetli olarak degismez oldugundan ve

(4.71) esitliginden
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R (T,f)

.
= exp(zlzyf sing COSaJ}MVTbFaf
=1

Sw
M

IM,T,F, f

8 (4.72)

.

= exp[zl yising, COSOtjj
12

:”TbFaf”sv‘;)

<w(b)||F, f

Sw
yazilir. O halde (4.70) ve (4.72) ifadelerinden
T, f st <w(y)[f],,, +w(y,co80,.... Y5 cOSay ) |F, f[o (4.73)
esitsizligi elde edilir.
i) Herhangi bir f e S“(R?) i¢in R kiimesinden S%(R’) uzayma tanimh
y—>T,f fonksiyonu siirekliligini gostermek igin O mnoktasindaki siirekliligi
gostermek yeterlidir. Simdi !I_Tc y,=0 olacak sekilde bir (y,) <R dizisi

nNe

verilsin. Buradan

HTyn f—f

T, f—f HLW n

Fa(Tynf—f)

=]

- HTVH f—f Hl,w +

H

F.T, f-Ff

M

yazilir. Ayrica f € S*(R?) oldugundan f e L} (R") olup R" kiimesinden L., (R?)
uzayma tammli y—T f fonksiyonu siirekli oldugu (Fischer et al., 1996)

calismasindan biliniyor. O halde limy, =0 oldugunda limT, f =f olur. Béylece

n—oo

herhangi bir & >0 sayisi verildiginde n>n, igin

I, f =, <§ (4.74)

olacak sekilde bir n, € N sayisi vardir. Eger (b,) _ ve (v,) . dizileri, koordinat

neN

dizileri sirastyla her ne N ve 1< j<d i¢in b; =y, cose;, v, =-y,sina; olacak

n

sekilde tanimlanirsa (4.71) esitligi dikkate alinarak
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F, (T, f-f )HS$ =F.(7,.f)-

= exp[z yi sina; cosa,

i isne s
J

M, T,F,f—F,f

Sw

M, T, F,f

= exp[z yi sina; cosa,

=2

—expﬂz ya sina; cosa, ]F f

—1

d
+exp| Y.

j=1

N | =

IN

yysina; cosa, ]F f—

ymsma cosa; HMTFf Ff)

W

exp(z

1

+ exp[z y sina; cosa, J
j l

exp[z y2sing, cosaj J% 3

1IF. fl,

=|(m,T,F,f-F,f )HS 4

j—l

yazilir. Ayrica her y=(y,...y;)eR" i¢in b=(y,cose,,..,y,C05a,) Ve
v=(-y;sina,,..,—y,sina,) olmak iizere R® kiimesinden S (R") uzayma tanimli
y —> M T,F,f fonksiyonunun siirekli oldugu Onerme 4.2.10 da gdsterildi. O halde

limy, =0 oldugunda IImM T, F,f=F,f olup, aym &>0 sayist ve her n>n,

nN—o

i¢in

HI\/IvnTbn Fa f- a

(4.75)

olacak sekilde bir n, € N sayisi vardir. Ayrica her ne N i¢in

h, _exp(z ysina; coswj -1

j—l

olsun. Buradan limy, =0 oldugundan 1< j<d olmak {izere I|m ynJ_O olup

n—w

limh, =0 olur. Boylece ayn1 & >0 sayisi ve her n>n, i¢cin

nN—oo
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|hn|:

.
exp ZlyfjsinaJCOSaJ <% (4.76)
2 3F. 1

Sw

olacak sekilde bir n,; e N sayisi vardir. Eger ny=maks{n,,n,,n,} alnir (4.74),

(4.75) ve (4.76) ifadeleri kullanilirsa ayn1 ¢ >0 sayist ve her n > n; i¢in

HTyn f—f

- HTyn -1 Hl,w +H Fe (Tvn f )_ F,f

Sw s9

<|r, -] +H('V'vnTbn AR B
+ exp[i% yasing, cosajj—l{”Fa fllse
=
E & &
AR ke

bulunur. O halde R? kiimesinden S%(R") uzaymna tammli y —T,f fonksiyonu
stireklidir.

Onerme 4.2.12: S°(RY) uzay1 kati uzay ve CC(Rd)ﬂ S2(R?) kiimesi
S, (R") uzaymnda her yerde yogun olsun. Bu takdirde her z=(z,..,z,)eR? icin
c=(zsing,...,z;sinay) ve a=(zC08¢,,...,2,C08,) olmak iizere her

f eSO(R") icin R kiimesinden S®(R") uzayma tanimli y — M _T_f fonksiyonu

stireklidir.

Ispat: Onerme 4.2.10 nun ispatina benzer sekilde yapilir.

Teorem 4.2.13: SO (R") uzay1 kat1 uzay olsun.

i) SZ(R’) wuzayr karakter fonksiyonu altinda degizmezdir ve her
z2=(z,,...24) e R" i¢in

M. f

s <[], +w(zsina,,....z sinay ) |F, f
esitsizligi saglanir.
i) CC(Rd)ﬂ S2(RY) kiimesi S_(RY) uzayinda her yerde yogun olsun. O

halde her f eS?(R") icin R kiimesinden SZ(R") uzayma tamimh z —> M, f

fonksiyonu stireklidir.
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Ispat: i) Herhangi bir feS*(R") verilsin. Buradan f el (R") ve

F,feS,(R) olur. Her z=(z,...,.z;)e R’ i¢in M, f e}, (R?) ve
M. .., =l (4.77)

yazilir. Yine ¢c=(zsina,...,z;sine, ) ve a=(z,€08¢,,...,z4 COSary ) denirse (2.8)

esitliginden

d H d
F,(M,f)u) :exp(;—%zfsinaj COSaj]eXp(Z;iuij COSaj]TCFaf(U)
o " (4.78)
:exp(;—ézfsin a COSaj]MaTCFa f (u)
j=

yazilir. Ayrica her z =(Zl,..., Z, ) eR’ igin ceR’ olup SP(R’) uzay:r Stelemeler

altinda degizmez oldugundan T.F,f € S?(R?) dir. Yine SO (R®) uzay1 kat1 uzay
oldugundan, 2.1.53. Onerme geregi, bu uzay karakter fonksiyonu altinda kuvvetli
olarak defismezdir. Boylece her z=(z,..,z;)eR® i¢in aeR® olup
i

] —Ezzsinocj COSa'J}e(C olup S2(R")

i

M. T.F, f eS2(R) olur. Son olarak exp(

]

bir vektor uzay1 oldugundan

]

.
exp[Z—'Ez?sin a COSajJMaTCFaf € S2(RY)
j=1

bulunur. Yani Fa(MZf)eSf,)(]Rd) dir. Bu takdirde M, f eS?(R’) olur. Ayrica

S2(R®) uzay: karakter fonksiyonu altinda kuvvetli olarak degismez oldugundan ve
(4.78) esitliginden

H

|F. (M, f)

j=1

P
exp(z_%zfsinaj cosajJMaTcFaf

Sw

” M aTc Fa f ”sv‘? (4-79)

P
i,
exp(Z—EZjSInaJ—COSaJ}

=1

= |TCFa fllo
= W(C)” Fa f ||S\,C;’

yazilir. O halde (4.77) ve (4.79) ifadelerinden
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M. f

6 S | ], +w(zsina, ..., z,sine, )|F, f ”sv‘?

esitsizligi elde edilir.

if) Herhangi bir f €S*(R") i¢in R kiimesinden S?(R") uzayma tammli
z—> M, f fonksiyonu siirekliligini gostermek icin 0 noktasindaki siirekliligi
gostermek yeterlidir. Simdi !m z, =0 olacak sekilde bir (Zn)neNcRd dizisi

verilsin. Buradan

HMZn f—f

o =Mt = 1l +[Fe (M, 7= )

Sw

=H|\/|an— leYW+HFaMan—Faf

Sw

yazilir. Ayrica f € S“(R’) oldugundan f €L} (R") olup R® kiimesinden L. (R?)
uzaymma tanimli z—> M, f fonksiyonu siirekli oldugu (Fischer et al., 1996)

calismasindan biliniyor. O halde limz, =0 oldugunda limM, f = f olur. Boylece

n—o0 nN—o0

herhangi bir & >0 sayisi verildiginde n>n, i¢in

£ 1), < 4
n w3

olacak sekilde bir n, € N sayisi vardir. Eger (a,) . ve (c,) . dizileri, koordinat

neN

dizileri sirasiyla her neN ve 1< j<d i¢in a; =2,co0sa;, Cc; =2,sine; olacak

sekilde tanimlanirsa (4.78) esitligi dikkate alinarak

Sw

F,(M, f)-F,f

F,(M, f-f)

Sw

.
= exp[Z—%zﬁj sin o COSaijanTCnFaf ~F,f

j=1

H

0
= |exp —lzﬁ. sina. cosa; (M, T, F,f
j=1 2 ] J J n n

.
—exp[Z—'Ezrfj sina, COSaJ}Faf

=

=

.
+exp(2—|§z§j sing, COSaJJFaf ~F f

Sw
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F,(M, f-f)

H(ManTCn Ff-F,f)

=

.
- exp(Z—%zﬁj sina, COSaj]—L‘”Fa flse

=1
.
exp(Z—%z; sing COSaJ}—L‘”Fa f ||Sﬁ

j=1

.
I 2 -
oS exp[Z—E z2sing, cosajj

Sw

=|(mM, T F,-F,f )HS +

yazilir. Ayrica her z=(z,..,z,)eR’ i¢in c=(zsing,..,z;sine,) Ve

a=(z,c08a,,...,2,c0say ) olmak iizere R® kiimesinden S (R") uzayina tanimh
y — M_T.F, f fonksiyonunun siirekli oldugu Onerme 4.2.12 den biliniyor. O halde

limz, =0 oldugunda limM,T. F f=F f olup, aymt &£>0 sayist ve her n>n,

n—oo

i¢in

M T.F,f—F,f

&
¢ <3 (4.81)

olacak sekilde bir n, € N sayis1 vardir. Ayrica her ne N i¢in

j=1

v .
k, = exp[Z—éz; sing, COSOth—l

n—oo

olsun. Buradan limz =0 oldugundan 1< j<d olmak iizere limz; =0 olup

n—oo

!L”El k, =0 olur. Boylece ayni & >0 sayis1 ve her n>n, igin

|kn|:

< (4.82)
3)|F, fe

.
exp(Z—%zﬁj sing, COSOth—l

=

olacak sekilde bir n,eN sayist vardir. Eger ny=maks{n,n,,n;} alnir (4.80),

(4.81) ve (4.82) ifadeleri kullanilirsa ayn1 ¢ >0 sayis1 ve her n > n; igin

HMan —f

IR TR

SRR W CRAARUA)

P
exp[Z—%zﬁj sing, coswl.]—l

j=1

+ IF. fl
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HMan—f

= 3 3 3||Ff|| IF. fl

bulunur. O halde R’ kiimesinden S?(R") uzaymna tanimli z— M, f fonksiyonu
stireklidir.
Teorem 4.2.14: S;(R") uzayr kati uzay ve her y=(y,,..,y,)eR" i¢in
=(-y,cotey,...,—Y, cotay ) olsun.
i) Her f eS;(R") i¢in TM f eS:(R?) olurve

[TM, £, <w(y) (4.83)

esitsizligi saglanir.

ii) CC(Rd)ﬂ SO(R") kiimesi SO (R") uzaymnda her yerde yogun olsun. O
halde her f e S¢(R") i¢in R" kiimesinden S¢(R’) uzaymna tanimh y—>T,M f
fonksiyonu siireklidir.

Ispat: i) Herhangi bir f eS*(R%) verilsin. Buradan f <L} (R") ve

F,feS;(R?) olur. Her y=(Y;,... Ys)€R" i¢in y eR? olup M _f e} (R?) ve
HMnyLW :”f”l,w (4.84)

yazilir. Boylece L., (R?) uzaymin oteleme islemcisi altinda degismezligi ve (4.70)
esitsizliginden

[T,™, £ <w(y)lf],, (4.85)

bulunur. Ayrica (4.71) esitliginden b =(y, c0sa,..., ¥, COSay ) olmak iizere

d i d
F,(T,M,f)(u) =exp(2%yfsinaj COSajJexp[Z—iujyj sinajj

j=1 j=1

F,(M,f)u-b)

(4.86)

olur. Yine (4.78) esitliginden

c=(nsina,...74siney ) =(-y,cosa,...,~ Y, COS ey ) =—b
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olmak tlizere

.
Fa(Myf)(u—b):exp(Z—'E;/j2 sing; cosa,

=

exp[zd:i(uj -b;)7, COSajj

F,f(u-b+b)
d - 3
i ,c08 : |
= ex ——; ex —iu, iy’
p{; 27 sing, ] P ; Vi sing ! sing
F, f(u)

d : 3 d 2
i ,C08a, . Cos” a;

=ex — Ve ex —-iuy, —— |F f(u

p[EZy’ sina j p(z ) sing; ) “ )

i

yazilir. Bu son esitlik (4.86) ifadesinde yerine yazilirsa

dj cos’ a.
Fa(TyMyf)(U)zeXp(ZL‘%nyOSai(sinai+ _ QJD
j=

sing
d cos’
ex —iuy. | sina; + L1IF f(u
IO{JZ;, ,yj( a T, D . f(u)
d | d
=exp Z;Eyfcotaj exp Z;—iujyjcosec(xj F, fu)
i= i=
bulunur. Eger 7 =(-Y,c0seCc, ...,—Y,C0seCa, ) almirsa
s
Fa(TyMyf)(u)=exp(2%yj2cotaj]MTFaf(u) (4.87)
j=1

elde edilir. Yine S2(R’) uzay1 kat1 uzay oldugundan 2.1.53. Onerme geregi, bu
uzay karakter fonksiyonu altinda kuvvetli olarak degismezdir. O halde her

y=(¥5,...Vs)eR? i¢cin 7eR’ oldugundan M F,f eSy(R?) olur. Ayrica

.
exp [Z% y; cote, j e C olup S2(R?) uzay1 bir vektor uzayi oldugundan
1

.
exp[zl2 y: cotaijTFaf e S2(RY)
=

bulunur. Yani F,(T,M_f)eSg(R?) olur. Bdylece (4.85) ifadesi dikkate almarak

a d 1 s (C] d :
TM feSJ(R") elde edilir. Diger yandan S, (R") uzay1 karakter fonksiyonu

altinda kuvvetli olarak degismez oldugundan ve (4.87) esitliginden
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.
F, (TyMyf)SS - exp[zl%yfcotaj M.F, f
i= 59
@ 4.88
:exp(;%yfcotaJ”M,Fafsﬁ (4.88)
J:
=[M.F.fl =[F.fl

yazilir. O halde (4.85) ve (4.88) ifadelerinden

™, £, <w)I ], +IF. T

Sy < W(y)”f

Sw
esitsizligi elde edilir.

ii) Ilk olarak R" kiimesinden S%(R°) uzayma tanimh y— M f
fonksiyonunun 0 noktasindaki siirekliligini gosterelim. Yine y=(y;,...,y,)eR*
igin y=(-Yy,cote,...,—yyCotay,) olmak iizere R® kiimesinden R° kiimesine
I(y)=y bigiminde tanimli | fonksiyonu siireklidir. Ayrica C, (]Rd )ﬂ S2(RY)
kiimesi SO (R?) uzayinda her yerde yogun oldugundan Teorem 4.2.13 (ii) geregi her
f € SZ(RY) igin R? kiimesinden S(R’) uzayina tanimli

y—>M,f (4.89)

fonksiyonu siireklidir. Boylece | fonksiyonu ile (4.89) fonksiyonunun bileskesi olan

y—>M_ f fonksiyonu da siirekli olur. Buradan herhangi bir &¢>0 sayisi

verildiginde ||y|| < 6, oldugunda

g

M, f -t <5 (4.90)

S

olacak sekilde bir &, >0 sayisi1 vardir. Ayrica Teorem 4.2.13 (i) den her y e R? igin
7 =(-y.cotey,...,.—yscotary ) e R olmak iizere M feS;(R?) olur. O halde

Teorem 4.2.11 (ii) den ayn1 ¢ >0 sayisi igin ||y|| <9, oldugunda
[T, (M, £)-M, ¢ <§ (4.91)

olacak sekilde bir &, > 0 sayis1 vardir. Eger &, =min {51, 52} alinirsa (4.90) ve (4.91)
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esitsizlikleri dikkate alinarak ayni & >0 sayist igin ||y|| < 9, oldugunda

y =7, (m,)-

<[, (M, £)-Mm, ] +[m,

HTy(Myf)_ f

(4.92)

<=+==¢
2 2

elde edilir. Bu takdirde R® kiimesinden S?(R°) uzayma tanimh y—>T,M f

fonksiyonu O noktasindaki siireklidir. Simdi keyfi sabit bir y*=(y;,.., y;)e R

noktassnda  bu  fonksiyonun  siirekli  oldugunu  gosterelim.  Oncelikle

¥y = (_yf cota,...,—Y; Cot ) olmak iizere her x e R? igin

T M (TMF))=M _(T.M f)x=y+y)
=exp(i(y—7")(x=y+Yy"))
(Ty*l\/ly*f)(x—y+y*)
= ex p( (r=7")x=y+y))
exp(l Nx-y+y)

7 (x- y))f(x y)

=exp(iy'y —iy'7"Jexp(iy(x—=y)) f (x-y)

exp(ly;/ |y;/)TM f ()

)(X y+y -y (4.93)

exp(i

olur. Boylece bun son esitlik kullanilarak

™, f-T.m |

w

- Hexp(iy*y* a iy*j/)Ty—y* M;f—y* (Ty* My* f )_Ty* My* f

Sw
yazilir. Teoremin i. boliimii geregi keyfi sabit bir y*:(yl* ,...,y;“)e]Rd icin

T.M .f=geS; (R") olur. Buradan
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*****

o et 0,

Su

**********

= exp(ly y' =iy ;/)Ty_y*MH*g —exp(ly y -y 7)9

*****

xp(iy'r ~iy'7)g -,

+
(L]

**********

< ‘exp(ly y -y y)TH*MH*g —exp(ly y =y y)g”sx

*****

+exp (i7" ~iy'r)a-g], (4.94)

*****

=|exp(iyy" —iy 7)H‘Ty—y*My—y*g _gusx

exp(iy"y”
ol - S
- HTV*Y’“ Myf}'* 9- g”s;‘; po ”g”sx ‘exp(iy*y)— exp(iy*y* )‘

bulunur. Sabit bir y* :(yl* ..... yj)eRd icin R® kiimesinden C kiimesine taniml
k(y) = exp( iy*y) fonksiyonu siireklidir. O halde R® kiimesinden C kiimesine
taniml Kol(y) = exp(iy*y) bileske fonksiyonu da siirekli olur. Boylece herhangi bir

& >0 sayisi verildiginde Hy - y” < 0, oldugunda

- _ Cw w &
‘exp(ly y)—exp(iy'y )\ < —2”9”% (4.95)

olacak sekilde bir &, >0 sayisi vardir. Yine y -»T M _f fonksiyonu 0 noktasinda

stirekli oldugundan ayn1 ¢ >0 sayist i¢in Hy - yH < &, oldugunda

T, M, .9 gusx < g (4.96)

4

olacak sekilde bir & >0 sayisi vardir. Eger & =min{§,,6;} alimrsa (4.94), (4.95)

ve (4.96) esitsizlikleri dikkate alinarak ayn1 ¢ >0 sayisi igin Hy — yH < 0, oldugunda
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HTyMrf _Ty*Mf stx : HTyfy" 979 s
+]a; lexe (iv'7) -exp(iv'7") (4.97)
£+ 8”9 Su _
2 2|g

elde edilir. Bu takdirde R® kiimesinden S?(R") uzayma taniml y—>T,M f
fonksiyonu keyfi sabit bir y*=(y;,...,y; )R’ noktasinda siireklidir. O halde bu

fonksiyon R kiimesinde siirekli olur.

Ornek 4.2.15: w ve @, R® iizerinde tanimli iki agirlik fonksiyonu olsunlar.

1< p <o olmak iizere (Toksoy and Sandiket, 2015) ¢alismasinda tanimlanan
Ao (RY)={f el (R’) | F,felb(R)
Are (R") uzaymi alalm. Eger her xe R icin o(x)=w(x) ve p=1 almnirsa
B={fely(R") | F,feL, (R
uzay! elde edilir. Bu uzay her f € B igin

[l =01, +1F. f .

normuyla bir S?(R") uzayidir. Yine her 1<i<d icin o, :% alinirsa, B uzay1

(Dogan and Giirkanli, 2000) ¢alismasindaki SW'W(Rd) uzay1 olur. Dolayisiyla
SZ(R?) uzay1 SW'W(Rd) uzaymin bir genellestirmesidir.
4.2.1. S¢ Uzaymn Kapsama Ozellikleri

Onerme 4.2.1.1: W, R" iizerinde tanmimli bir agirhk fonksiyonu ve her
Y=Yy Yg)€R? igin y=(-y,cotay,...,.—y, cote,) olsun. Her 0= geSg(R’)

i¢in

c(g)w(y)<|T,M,g

& <W(Y)llgll (4.98)

olacak sekilde bir ¢(g)> 0 sayist vardir.
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Ispat: Her 0= g e S;(R") iin g e L, (R") olur. Her 0 g e L, (R") igin
c(g)w(y)<[T,0],, <w(y)lalL,, (4.99)

esitsizligini saglayan C(g) >0 sayisinin varligi (Fischer et al., 1996) caligmasindan

biliniyor. Bdylece (4.2), (4.88) ve (4.99) ifadeleri kullanilarak her

Y=Y ¥y ) €R? igin y =(-y, cotay,...,.—y, cota, ) olmak iizere

c(g)w(y)<[Tgf,, <[T™,q,, +[F. (T,M,9)]..
<w(y)|al,,, +IF.9l
sw(y)||g||1vW+W(Y)||Fag s© :W(y)”g s¢

elde edilir. O halde (4.98) esitsizligi saglanir.

Yardimer Teorem 4.2.12: w, ve w, R’ iizerinde tanimh agirlik

fonksiyonlari olsunlar. Eger Sy (R") < S;; (R?) ise S (R") uzay: H||” = +|
Wi

5%
normuna gore bir Banach uzayidir.
Ispat: (SV“vl (Rd),|||.|||) uzayinda bir (g”)neN dizisi verilsin. O halde her £>0

sayisina karsilik her m,n > n; icin

5« <&

w2

H|gn - gmm = ”gn - gm”s;;l +||gn ~On

olacak sekilde bir n, € N sayis1 vardir. Boylece her m,n > n; igin

”gn - gm”s;},1 < ||gn - gmm <&

ve

”gn - gm sg, < H|gn - gmm <&

olup, (9,),., dizisi (Si(Rd)'”'”sg) ve (Sv‘jz(Rd),”.stz) uzaylarinda bir Cauchy

dizisi olur. Ayrica (s:;l(Rd)J

Sa) ve (sz R, s ) uzaylar1 birer Banach uzay:

olduklarindan (gn )neN dizisi Sj, (R") uzayinda bir g € S (RY) elemanina, Se, (R%)

uzaymnda bir he S (R") elemanina yakimsar. O halde herhangi bir & >0 sayisi
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verildiginde her n >n, i¢in

&
9. -l <3

olacak sekilde bir n, e N sayis1 ve her n>n, i¢in

£
”gn _h”s;;Z < 2
olacak sekilde bir n, e N sayis1 vardir. Eger ||||1 S”.”lw S”'”sa ve ||||1 S”.”lw <|. s
Wy W W2 Wy
esitsizlikleri kullanilirsa ayn1 € > 0 sayisina karsilik her n>n, igin
lo. gl <lg, - al,,, <l9, -9l <3 (4.100)
ve her n>n, i¢in
lo. -1, <l ", <lo, bl < (4101

yazilir. N, = maks{nl, nz} olsun. O halde ayn1 ¢ >0 sayis1 ve her n>n, igin, (4.100)

ve (4.101) ifadelerinden

E &
— 4+ =

lo~nl, =g -9, +g, -l <[g~g, | +lg, ~hl, <5+ =«

olup, g =h h.h.h. bulunur. Buradan ayni1 & >0 sayisi ve her n>n, i¢in

llg. -all=lg. - gl +lg.-al.
:”gn - g”s;1 +||gn _h||s§;2
E &

<—+==¢
2 2

olur. O halde (SMO‘,1 (R, HH”) bir Banach uzayidir.

Onerme 4.2.1.3: w, ve w, R® iizerinde agirlik fonksiyonlar1 ve her
Y=Yy Yg) R igin y =(-y,cote,....—y4 COt e, ) olsun. Eger

Sy (RY) =Sy (R?) ise w, < w, olur.

Ispat: S;(R") =Sy (R®) olsun. Boylece herhangi bir geSp(R) igin
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geSy (RY) olur. Ayrica Onerme 4.2.1.1 geregi her y=(y,...y,)eR’ icin

7 =(-y,cotay,...,—Yy, Oty ) olmak iizere

clwl(y)guTyMyg . <c,w ()
olacak sekilde c,,c, >0 sayilari ve

<c,w, ()

cW, ()< HTyM .9

Sty

(4.102)

(4.103)

olacak sekilde c;,c, >0 sayilar1 vardir. Ayrica (SM”‘,1 (R"), HH”) uzayinin Banach uzay1

oldugu Yardimc1 Teorem 4.2.1.2 de gosterildi. O halde kapali grafik teoreminden her

g €S, (R?) igin

l9l;, <cllg

Sy
olacak sekilde bir ¢ >0 sayisi vardir. Ayrica TM g e Sy (R?) olup,

TM.9

= CHTVM VgHs;;l

a
Suy

esitsizligi vardir. Boylece (4.102), (4.103) ve (4.104) esitsizliklerinden

Cswz(y)SHTyMyg SCHTyMngsg’l scczwl(y)

a
Suy

olup,

Cs

yazilir. Buradan w, < w, elde edilir.
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4.2.2. S, Uzaymin Carpanlar Uzay:

Bu bolimde S?(R) uzaymin carpanlar uzayi arastirilacaktir. Bunun igin
once Lf,v(]Rd) uzaymin ® girisim islemine gore sira degistiremez Banach cebiri

oldugu gosterilecektir.

Asagidaki teoremin ispat1 Teorem 4.2.14 (i1) deki adimlar izlenerek yapilir

Teorem 4.2.2.1: Her y=(y,,..,ys)eR? icin y=(-y,cota,...,—Y, cotey)
olsun.

i) Her g I, (R?) igin T M, g e, (R?) olur.

i) Her gel, (Rd) icin RY kiimesinden L (Rd) uzayma tanimli
y—>T,M g fonksiyonu sireklidir.

Onerme 4.2.2.2: I_fN(Rd) uzayr O girisim islemine gore bir yaklasik birime
sahiptir.

Ispat: F c L, (Rd) herhangi bir sonlu alt kiime olmak iizere F={g,,...,g,}
olsun. Teorem  4.2.2.1 geregi her Y=Y Yg) R icin
y = (—y1 cotay,...,—Y, cot ad) olmak tizere herhangi bir ¢e Lf,v(Rd) icin R’
kiimesinden L, (]Rd) uzaymna tanimlanan y—>T/M g fonksiyonu stirekli
oldugundan herhangi bir & >O0sayis1 verildiginde her i=1,..,n igin ||y|| <9,
oldugunda

HTVMVgi N giHl,W <&

olacak sekilde & >0 sayilart vardir. Eger § =min{4,,...,6

.} almnirsa aym & >0

sayisl i¢in ||y||<5 iken
[TM,g -9, <& (4.105)
yazihr. Simdi suppu < B(0,5), ju(x) dx=1 ve u>0 olacak sekilde bir

R

ueC, (Rd) alalim. Bdylece her X € R® ve i=1,..,n icin
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(u0g,) () =g,(x) = [ u(yT,M,g,(x) dy—g,(x)

RY

= [u()T,M,0,09 dy + [ u(y)g, () dy (4.106)
- J u(y)(Tyhﬂygi(X)_'gi(X)) dy

yazilir. Boylece (4.105) ve (4.106) ifadeleri kullanilarak ayni & > Osayist igin

i=1..,n iken

lweg)~al,, =|[u(T,M,g g, dy

Rd

1w

< [t (M 0,-9.)], o

= [ luyllm,™, 0~ o

suppu

<g I u(y)dy=¢
suppu
bulunur. O halde 2.1.46. Onermeden L., (]Rd) uzayr © girisim islemine gore bir
yaklagsik birime sahiptir.
L, (Rd ) uzayl O girisim islemine gore bir yaklasik birime sahip oldugundan
sira degistiremez Banach cebiridir.

Bu kisimdan itibaren uzaylar iizerinde ¢arpma islemi olarak ®@ girigim islemi

almacaktir.

Tanim 4.2.2.3: Llw(Rd) Banach cebirinin bir T ¢arpani LTN(Rd) uzayindan
L (Rd) uzayina tanimli stirekli, dogrusal ve her y :(yl, e Yy ) eR? igin
y =(-y,c0tay,...,—y, cote,) olmak iizere T M, islemcisiyle degismeli olan bir
déniisiimdiir ve L, (Rd ) cebirinin ¢arpanlarinin kiimesi M (I_fN (Rd )) ile gosterilir.

Onerme 4.2.2.4: Her y=(y,,...y,)eR’ i¢cin y=(-y,cote,...,—Yy, cotay, )
olsun. Bu takdirde her f,g e L, (R) igin

TM feg=fOT M g (4.107)

esitligi vardir.
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ispat: Her f,ge L, (R’) ve her xe R igin

(T,M, fog)( jTM f( )g(x—z)exp(zd:izj(zj—xj)cotaj}dz

=1

=ﬂ£ f (Z—Y)Q(X—Z)EXP[zd:iyj (¥, _ZJ)COt“i]

=1

exp[zdzizj (2, —xj)cotaj]dz

=1

yazilir. Eger U=z -y degisken degistirmesi yapilirsa

(TyMyf(ag)(x): j f (u)g(x—u—y)exp[zdl—iujyj cotajj

=1

exp(zd:i(uj +y;)(u;+, —xj)cotajjdu

1
[ r(e(x-u-y)
d
exp(Zi(uf+yf +U,y; — XU, —ijj)cotaj]du
d
= J. f(u)g(x—u—y)exp(Ziyj (y;+y, —xj)cotaj]

R j=t

exp(zd:iuj (uj —xj)cotajjdu

j=1

_j u)T,M g(x-u exp(iiuj(uj—xj)cotaj]du

=

= f@TyMyg( )

bulunur. Bu son esitlik her x e R? i¢in saglandigindan (4.107) esitligi elde edilir.

Simdi 2.1.56. Tanimda ifade edilen Banach cebirlerinin ¢arpanlar taniminin,

LfN(Rd) Banach cebiri i¢in verilen Tanim 4.2.2.3 ile denk oldugunu sdyleyen

asagidaki teoremi verelim.
Teorem 4.2.25: T, LTN(Rd) uzayindan L, (Rd) uzayina tanimli bir doniistim

olsun. Bu takdirde TeM(I_fN(]Rd)) olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul her

f,geLfN(Rd) icin
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T(fOg)=TfOg = fOTY (4.108)
esitliginin saglanmasidir.
Ispat: 11k olarak her f,gel, (]Rd) icin (4.108) esitliginin saglandigini kabul

edelim. O halde herhangi bir h e Llw(Rd) ve her 4,4 €C igin

fOT (A9 +fh)=TFO(Ag + ph)
~TfOAg +TfOph
_ A(Tfeg)+ A(TfeN)
= 2(fOTg)+ A(fOTh)

= (fOTg)+(fOpTh)
= f©(ATg+ fTh)

yazilir. Buradan

fOT (A9 +ph)— fO(ATg+ ATh)=0
olup

fe(T (19 +ph)—(ATg+ ATh))=0
olur. L, (Rd ) cebiri sira degistiremez Banach cebiri oldugundan
T(Ag+ph)=ATg+ fTh
bulunur. O halde T islemcisi dogrusaldir.
Simdi herhangi bir he Llw(]Rd) alalim. LTN(R") uzaymnda bir (f )  dizisi

fe HN(Rd) fonksiyonuna, (Tfn)neN dizisi de ge Lﬁv(Rd) fonksiyonuna yakinsak

olsun. O halde herhangi bir & >0 sayis1 verildiginde her n>n, i¢in

f—f d
” n ||l,w < 2”Th”1,w (4.109)

olacak sekilde bir n, € N sayisi ve her n>n, i¢in

Tf, — £
[T, 9||1,W<2”h”m (4.110)
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olacak sekilde bir n, e N sayis1 vardir. Eger n, =maks{n,;,n,} aliirsa ayni & >0
say1st ve her n > n, i¢in (4.109) ve (4.110) ifadelerinden
Iheg —heTf||  =|heg -heTf, +heTf, —heTf|

<|heg - heTf, ||1'W +|heTf, —heTf ||1’W
= Hh@(g ~Tf,)

Lt [Thef, —Thef ||1‘W

L (4.111)
<Jbl 7, o, [, I,
h & E _
<Ml gy M0 ey =

yazilir. Boylece herhangi bir £>0 sayis1 verildiginde (4.111) esitsizligi

saglandigindan

h©g —heTf =he(g-Tf)=0

bulunur. Ayrica h, L, (Rd) uzayinda herhangi bir fonksiyon ve L, (Rd) cebiri sira

degistiremez Banach cebiri oldugundan Tf =g olur. O halde kapali grafik

teoreminden T islemcisi stireklidir.

Son olarak (4.108) esitligini saglayan T  donilisiimiiniin  her

y :(yl,..., Yy ) eRY igin y= (—yl cotay,...,—Y, Cotar, ) olmak tizere TM,
islemcisiyle degismeli oldugunu gosterelim. Her f,gel., (]Rd ) icin (4.108) ve

4.2.2.4. Onermede verilen (4.107) esitlikleri kullanilirsa

TTyMyf@)g:T(TyMyf@g)
=T(f®TyMyg)
=TfOT,M g
=T,M TfOg

olup
(TT,M,f -T,M Tf )Og =0
olur. Yine L, (Rd ) cebiri sira degistiremez Banach cebiri oldugundan

TTIM f=TMTf
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bulunur. Bu son esitlik her f € I:N(Rd) i¢in saglandigindan TTM =T M T elde

edilir. Bu takdirde Tanim 4.2.2.3 geregi T € M (LlW (Rd )) olur.

Simdi tersine TeM (HN(Rd )) olsun. Herhangi bir ¢e Lj;(]Rd) ve her
ge Llw(]Rd) igin 1(g)= jTg(X)m dx bigiminde tanimli | fonksiyonelini alalim.
]Rd

Boylece her heLfN(]Rd) ve her 4,eC i¢in T islemcisinin dogrusalligi

kullamilarak
1(2g + ph) = de (29 +Bh) (X)¢(x) dx
:Rjd (ATg + BTh) (x)(x) dx
iy ] T9C0g(x) de+ 3 | Thx)$() dx
=;L;R(g)+ﬂl(h) R

bulunur. Bu takdirde | fonksiyoneli dogrusaldir. Ayrica her ¢ € LfN(Rd) igin ||T ||, T

islemcisinin operatdr normu olmak iizere

< [ Mg()[lg(x)] dx

RrRY

= [ [Tg()|w(x)

[ Ta004(x) dx

¢
w(x) dx
<[dl..., | Tg0olw(x) dx

=[#l....I9lL..,
<[l.... [Tl

olur. O halde | fonksiyoneli dogrusal ve smirlidir. Boylece L:(Rd)uzayl L{N(]Rd)

uzayinin dual uzay1 oldugundan her g € L, (]Rd ) icin

[ Tg(0#(x) dx = [ g(x)x(x) dx (4.112)

]Rd
esitligini saglayan bir x e Lj,(Rd) vardir. Buradan her g,heLlw(]Rd) ve her

Y=Yy Yy ) €R? i¢in y=(-y,cote,...,.—y, COter, ) olmak iizere (4.112) esitligi
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kullanilarak

[ (90Th)()g(x) dx= [ [ g(y)T,M,Th(x)dyg(x) dx

RY RY R

= [ [TT,M,h()$(x) dx g (y)dy

RY RY

= [ [T,M,h()x(x) dx g (y)dy

= [ [T,M,h()g(y)dy x(x) dx

RY R

[ (90h) () () dx

= [ T (g®h) (x)$(x) dx

R

o

yazilir. Bu son esitlik her ¢e L;O,(Rd) icin saglandigindan Hahn Banach

Teoreminden dolay1 her g,h e L, (Rd ) i¢in
T (g6h)=g®Th
bulunur. Ayrica @ girisim islemi degismeli oldugundan her g,he L}, (Rd ) icin
T(g6h)=T(h©g)=hOTg =Tg6h
olup (4.108) esitligi elde edilir.

Simdi sirasiyla Ll(Rd) ve Llw(Rd) uzaylarinda kesirli Fourier doniistimii

tikiz destekli olan yaklasik birimler arastirilacaktir. ilk olarak L' (R) uzayinda kesirli

Fourier dontisiimii tikiz destekli olan bir g fonksiyonunun var oldugunu gosterelim.

Ozel olarak R kiimesi iizerinde calisirken kesirli Fourier déniisiimde yer alan o

parametresi o # kz, k € Z olarak alinacaktir.

Ornek 4.2.2.6: R kiimesinde bir g fonksiyonunu « = kz, k € Z olmak iizere

t#0 i¢in
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ve g(0) L bigiminde tamimlayalim. Bu g fonksiyonunun siirekli oldugunu

2z

gormek kolaydir. Ayrica

2

1 sinl

TI TZ dt:’\/27l'
NETT =, _
2

oldugu (Bachman et al., 2000) calismasindaki 5.17.3. Ornekten biliniyor. Boylece

2

<o g sinE
2

olup geL'(R) olur. Simdi R kiimesinde tamimh bir f fonksiyonunu t=0 icin

2

bi¢iminde alalim. Buradan

|
¥
3

g(t) :exp(—%t2 cotaj f(t)

yazilir. Boylece (Reiter and Stegeman, 2000) calismasindaki 1.1.8. Ornek ve ters

Fourier doniistimii kullanilarak

. {1—|a)|, || <1

f(0)= 0 o1 (4.113)

bulunur. Ayrica

F.o(u)= 1_'2;7?0{ exp(%u2 cotaj

J exp(—%t2 cotoc+%t2 cota]exp(—iutcoseca) f(t) dt

- /1_'2;;0‘ exp(%uzcotaj_J;exp(—iutcoseCa) f(t) dt

_ |[Lzicota exp(luz cotaj f (ucosecar)
2w 2
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olup (4.113) ifadesinden

l-icotax
F. o) = 27
0, |ucoseca|>1

exp [luz cotaj(l—|ucoseCa|), lucoseca| <1
2 (4.114)

elde edilir. O halde F,g fonksiyonu tikiz desteklidir. Bu takdirde F,geC.(R)

olacak sekilde bir g € L' (R) fonksiyonu vardir.

Simdi f fonksiyonu yardimiyla L' (Rd) uzayinda kesirli Fourier doniisiimii

tikiz destekli olan bir | fonksiyonunun var oldugunu gosterelim.

Ornek 4.2.2.7: Herhangi bir t:(tl,...,td)e]Rd ve j=1,2,..,d olmak iizere
a; #kr, keZ igin

2

t
1 sinzJ i
- —_t? .
g(t‘)_\/ﬂ ] exp( t cotajj
2

1(t)=0(t)9(t)-9(t) (4.115)

seklinde tanimlayalim. Ayrica 6nceki Ornekte verilen f fonksiyonunu alalim.

Boylece j=1,2,...,d olmak iizere a;# kz, kKeZ igin

g(tj)zexp(—lztj2 cotajJ f(t;)

yazilir. O halde 6nceki 6rnekten her j=1,2,...,d i¢in g(.j)e Ll(]R) olur. Buradan

(4.115) ifadesi ve (Reiter and Stegeman, 2000) calismasindaki 1.1.12. Ornek

kullanilarak | e L' (Rd ) bulunur. Ayrica her U =(u,,...,us ) € R? i¢in
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400 +00

F (U, Uy )= Ij K, (U)K, (Ug,te)a ()9 (t,)dt..dt,

—00 —00

= [ K, (ut)g(t)dt... [ K, (ug.t)a(t)dt,

= Falg(ul)...F%g(ud)

(4.116)

yazilir. O halde (4.114) ifadesinden her j=12,..,d igin Fajg eC. (R) olup

F,leC.(R") olur. Bu takdirde F,leC;(R") olacak sekilde bir IeL*(R*)

fonksiyonu vardir.
Simdi Ll(Rd) uzayinda her neN ic¢in integralleri 1 ve kesirli Fourier

doniistimleri tikiz destekli olan bir (k) . dizisi olusturalim.

Ornek 4.2.2.8: 1k olarak 4.2.2.6. Ornekte verilen f eL'(R) fonksiyonunu
alalim. Herhangi bir t=(t,...,t;)eR’, her neN ve j=12,..,d olmak iizere

a; =k, keZ igin
A = J' nexp(—%tj2 cotajj f(nt;)dt; =0
olmak tlizere

n i,
h(t;)= Eexp[—itj cotajj f(nt;)
fonksiyonlariyla

Ky (t, ety )=, ()1, ()0, (1) (4.117)

olacak sekilde bir (k,) . dizisi tammlayalim. Simdi j=1,2,..,d olmak iizere

neN

a; #zkr, keZ veher neN igin
g, (tj)znexp(—iztfcotaj]f(ntj)
9, (t;)

Al

olur. Ayrica f fonksiyonu siirekli oldugudan her neN ve her j=12,..,d igin

fonksiyonlarini alalim. Boylece her j=1,2,..,d ve her neN igin h, (t J.)=
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d, (.j ) fonksiyonlart stireklidir ve

n(tj)‘ dt, =nT‘f (ntj)‘ dt,

olup nt; = x; degisken degistirmesi yapilirsa

o (t) dt = [ (x,)| %, =] £, <0

—o0 —o0

yazihr. O halde her neN ve her j=12,..d i¢in g¢,(;)eLl’(R) olup
h,(;)eLl'(R) olur. Buradan (4.117) ifadesi ve (Reiter and Stegeman, 2000)

calismasindaki 1.1.12. Ornek kullanilarak (kn) c Ll(Rd ve J.k dt 1

bulunur. Yine (4.117) ifadesi kullanilarak her u = (ul, > ) eR% veher neN i¢in

Fk, (Uy,.,ug)=F, N (u)F, h (u,)..F, b (uy) (4.118)

a

yazilir. Ayrica her ne N ve her j=1,2,...,d i¢in

n [l-icote, i,
F,h,(u;)=—,[———exp| -uj cote,
J Al 2z 2

jexp(—%tf cota, +'§th cotaj)exp(—iujtjcosewj) f(nt;) dt,
yazilir. Eger nt; = X; degisken degistirmesi yapilirsa
nl l-icota X
o (U)) = 0 AT —exp[zu cota, jjexp( iu, FcoseCOz jf(xj) dx;
1 1= ICota
Af
1 [l1-icote,

: lu
:E Z—‘exp(éuf cotajj f (—’cosewjj
T n

bulunur. Boylece 4.2.2.6. Ornekte verilen (4.113) ifadesinden her ne N ve her

) . 1-icota;
1=12,..,d i¢in B, = 2— olmak iizere
V4
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B i Uj Uj
Eexp Euj cota; || 1-|—coseca;| |, |coseca;|<1
n n
F, h@u;)=
i u.
0, —‘coseCaj >1
n

elde edilir. O halde her ne N ve her j=12,...,d icin F, h, €C.(R) olur. Buradan
(4.118) ifadesi kullamlarak her neN igin Fk, eCc(R?) bulunur. Bu takdirde

Ll(Rd) uzayinda her ne N igin I K, dt 1ve Fk,eC. (Rd) olacak sekilde bir

(kn )neN dizisi vardir.

Onerme 4.2.2.9: Bir 6nceki 6rnekte verilen (k) _ - dizisi Ll(]Rd) uzaymin @

girisim islemine gore kesirli Fourier doniisiimii tikiz destekli bir yaklasik birimidir.
Ispat: Onceki omekte tammlanan (k) . < Ll(Rd) dizisini alalim. Béylece
her vy =(y1, v Yy ) eR? oldugunda y= (—y1 cotey,...,—Y, COt o ) olmak {izere
herhangi bir g e L' (R?) ve her xe R igin
(k,09)(x jk Y)T,M,g(x)dy—g(x)
= J' k,(Y)T,M g(x dy—J;kn(y)g(x)dy

_jk TMg X)— g(x))dy

yazilir. Buradan

|k,©g-g|, = J'Jk )(T,M,g(x)-g(x))dy]| dx
RY [R
‘T M g ‘dydx
4 RrY
j T M g(x ‘dx] (y)|dy
RY
J H‘TyMyg_guldy
RY
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|k,©g —g]|, < J. %exp[—% y; cotalj f (nyl)...%exp(—% A cotadj f(ny,)

Rd
HTyMyg_gul dy
d
= J. ﬁ |f (nyl)"'f (nyd )|HTVM79 _gul dy
e

olur. Eger her j=12,.,d igin ny,=z; degisken degistirmesi yapilirsa

z =(Zl,...,Zd)eRd ve 7 =(-z,cotay,....—z4 COt ez, ) olmak iizere

[1f(z)-f(2)

RY

dz (4.119)

|09 -g], < T.M.g-g

n

1
A |A

1

bulunur. Burada j=1,2,...,d olmak tizere her ne N i¢in
Al :Tnexp(—izyf cotajj f (ny, ) dy,
olupyine j=12,..,d i¢in ny, =z; degisken degistirmesi yapilirsa
A i z°
A’ :_J;eXpL_En_JzCOta‘} f(z;)dz,
bulunur. Ayrica

|im(exp£—i§;—icota,) f (Z,-)JZ f(z)

n—oo

ve

i
exp[—zn—;cotajJ f(z;)

:‘f(zi)‘

esitlikleri saglanir. Yine f e Ll(R) oldugundan Lebesgue monoton yakinsaklik

teoreminden j=1,2,...,d i¢in
) J +00 ) i ZJZ
lim Al = | lim| exp| -2 —cota, f(z;) |dz
- .[ f(z) dz,
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yazilir. Buradan j=1,2,...,d i¢in

lim AJ =C

lim|Al| =

n—oo

:‘T f (Zi) dz,

denirse

. 1
im————=

1 —_—
AL A Cf

elde edilir. Yani ( — ] dizisi yakinsaktir. O halde bu dizi sinirlidir. Yani her
neN

neN icin

1 (4.120)

| <M
AA

olacak sekilde bir M >0 sayisi vardir. Ayrica her y=(Y,,..,Ys)eR? icin
y= (—y1 cote,...,—Y, cot ad) olmak flizere her ¢ e Llw(Rd) icin R® kiimesinden
L, (Rd ) uzayina tammh y —T M g fonksiyonunun siirekli oldugu Teorem 4.2.2.1

in ii. sikkinda gosterildi. Bu teoremde eger her x € R? igin W(X) =1 almirsa L' (Rd )

uzay1 elde edileceginden Teorem 4.2.2.1 in ii. sikkinda ifade edilen bu siireklilik

L (Rd ) uzayinda da saglanir. Bdylece her y=(Yy,,..,y;)eR’ i¢in
y = (—y1 cotay,...,—Y, cot ad) olmak tizere her g e Ll(Rd) icin R? kiimesinden

L (Rd ) uzayima tanimli y —>T M g fonksiyonunun siirekliliginden

lim =0

n—o

.M g-¢

n

1
yazilir. Eger s(z)=f(z)..f(z,) denirse (Reiter and Stegeman, 2000)

calismasindaki 1.1.12. Ornekten s e L' (]Rd) olup

lim|s(z) =0

n—oo

T,M_g-g¢

1

olur. Diger yandan
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T,M_g-g9

n n

+[gl, =2]gl, =C.

<(T,M_g

1 1

olup

s(2)

<CyJs(2)

T,M_g-g9

n

1

yazilir. Yine s e L' (Rd ) oldugundan Lebesgue monoton yakinsaklik teoremi geregi

TMggd

Iim“s
n—o0 |

bulunur. Yani herhangi bir & >0 sayis1 verildiginde her n>n, i¢in

[l

olacak sekilde bir n, € N sayis1 vardir. O halde ayn1 ¢ >0 sayist ve her n>n, icin

(4.121)
T M g g

dz<i
) M

(4.119), (4.120) ve (4.121) ifadelerinden

dz

[1f (2)1 (22)

T,M_g-g¢

n

1

1
NG p——

<Mi=g
M

elde edilir. Bu takdirde (kn)neN dizisi Ll(Rd) uzayinin ® girisim islemine goére
kesirli Fourier doniisiimii tikiz destekli bir yaklasik birimidir.

Simdi w, R kiimesinde tanimli, diizenli biiyliyen bir agirlik fonksiyonu

olmak {izere I_fN(R) uzayinda kesirli Fourier doniisiimii tikiz destekli olan bir |
fonksiyonunun var oldugunu gosterelim.

Ornek 4.2.2.10: Oncelikle a #mz, meZ olsun. R kiimesi tizerinde siirekli
bir I fonksiyonunu, R kiimesinde tanimli, tikiz destekli ve k >2 oldugunda k.

mertebeden  siirekli tiirevlenebilir  sifirdan farkli bir g  fonksiyonu ile

h(t)= exp[%t2 Cotajg (t) olarak verilen h fonksiyonu yardimiyla |=F_h
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bi¢giminde tanimlayalim. M = {:leﬂ olsun. Simdi bir f fonksiyonunu her
Vs

xe R igin
f(x)=M j )exp (ixtcoseca) dt (4.122)

seklinde tanimlayalim. Buradan | = F _h oldugundan her x e R i¢in

[(x)=M exp(—%x2 cotaj

+00

j h(t)exp(—ét2 cotajexp(ixtcoseca) dt (4.123)

—00

- exp(—%x2 cota) f (x)

yazilir. Ayrica g fonksiyonu k. mertebeden siirekli tiirevlenebilir ve tikiz destekli
oldugundan kismi integrasyon K kere saglanir. suppg=[a,b] oldugunu kabul

edelim. Boylece (4.122) ifadesinde verilen integralin kismi intergrasyonu X0

olmak tzere

b

f(x)=M [ﬂ exp (ixtcoseca )
ixcosecar

a

(4.124)

b
f g'(t)exp(ixtcosecer) dtJ
ixcoseca ¢

olur. Yine g siirekli fonksiyonu tikiz destekli ve supp g =[a,b] oldugundan

limg(t)=limg(t)=g(a)=g(b)=0

t—-a

bulunur. O halde (4.124) ifadesinden x # 0 olmak tizere

b
f(x)=M (—ixcoseca)_ljg'(t)exp(ixtcoseca) dt

a

yazilir. Yine her kK € N igin
b

I 9" (t)exp(ixtcosece) dt = Ig(") (t)exp (ixtcosecar) dt

a
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oldugu dikkate alinarak (4.122) ifadesinde verilen integrale Kk kere kismi

integrasyon uygulanirsa X # 0 olmak iizere
f(x)=M (—ixcosecoe)fk Tg(") (t)exp(ixtcosecer) dt (4.125)

elde edilir. Simdi bir B sabitini
B = maks {Zk M |T\g (t)| dt, 2*|M||coseca] T‘g(") (t)‘ dt} (4.126)

alalim. Oncelikle |x| <1 olsun. Bdylece (4.122) ifadesinden

I g(t)exp(ixtcoseca) dt

—00

[ C0l=M]

<M1 lo(o) o
olup (4.126) ifadesinden
2k|f(x)|szk|M|T\g(t)\ dt<B
yazilir. Buradan

IX|<1 = 1+|x|<2

ifadesi dikkate alinarak

()< B_ B (4.127)

2 (1)

bulunur. Simdi de |x| >1 olsun. Béylece (4.125) ifadesinden

|f(x)|=|M ||x|7k |cose0a|7k

I g™ (t)exp(ixtcoseca) dt

<|M{|x| ™ |coseca| " ”g(k) (t)‘ dt
olup (4.126) ifadesinden
241 ()] < 2°|M]|x| “[coseca| * [ |g" (t)] dt<Bx "
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yazilir. O halde
X|=1 = 1+|x| <|X|+|x|=2]X
ifadesi kullanilarak

B _ B (4.128)

< —x < 2
22X (1+]x])

bulunur. Bu takdirde (4.127), (4.128) ifadeleri geregi (4.126) da verilen B sabiti ve

her x e R igin

B (4.129)

(1+[4)’

£ ()| <

elde edilir. Ayrica k>2 igin f(l | |)k
—o (L+|X

dx has olmayan integrali yakinsak

oldugundan

B

dx
TR

[1100] dx< |
yazilir. Boylece (4.123) esitliginden

[
exp| —— x° cot
p( 2 “j

olup I eL'(R) bulunur. O halde I=F _h ve leL'(R) oldugundan F,I=h elde

+00

J

—00

T|I(x)| dx =

| (x)| dx:T|f(x)| dx <o

edilir.

Simdi w, R kiimesinde tanimli, diizenli biiyliyen bir agirlik fonksiyonu
oldugunda | € L, (R) oldugunu gosterelim. Oncelikle K ={xeR| [x|<1} kiimesini
alalim. Bu K kiimesi tikiz oldugundan yerel sinirli w agirlik fonksiyonu bu kiime

tizerinde smirhidir. Yani her x € K i¢in |W(X)| <T olacak sekilde bir T >0 sayis1

vardir. Boylece
[Ieolw(x) dx<T i) dx <o (4.130)
K K

olur. Ayrica L:{XER| |X|21} kiimesini alalim. O halde 2.1.5. Tanimda verilen
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(2.1) ifadesi d =1 igin diisiiniiliirse ve her xR igin [I(X)|=|f ()| oldugu dikkate
alinarak (4.129) esitsizligi kullanilirsa

|ﬂ
(L)

olacak sekilde B ve C, sabitleri ve 1>0 sayisi vardir. Eger k sayist k >[4]+3

dstclj(
(1

[loolw(x) dx<Bcj

aliirsa k—A4 > 2 olup I ;_l dx has olmayan integrali yakinsak olacagindan
= (1+ |x|)
1(x) dx<BC —dx<oo
f 100 w( f TR (4.131)

bulunur. O halde (4.130) ve (4.131) esitsizliklerinden

T|I(x)|w(x) o= 10| w(x) dx+ j 1) w(x) dx <o (4.132)

elde edilir. Boylece |e Ll(R) oldugundan ve (4.132) esitsizligi saglandigindan
le L, (R) bulunur. Bu takdirde Fl=heC.(R) olacak sekilde bir Ie L (R)
fonksiyonu vardir.

Simdi bu | fonksiyonu yardimiyla w, R° kiimesinde taniml, diizenli
biiyliyen bir agirlik fonksiyonu olmak iizere L1W<Rd) uzayinda kesirli Fourier
dontisimii tikiz destekli olan bir r fonksiyonunun var oldugunu gosterelim.

Ornek 4.2.2.11: ik olarak onceki drnekte verilen g fonksiyonunu alalim.

Herhangi bir X=(X1,...,Xd)e]Rd ve j=12,...,d olmak iizere a; Kz, KeZ igin

1+icota, i,
I(x;) = Texp _Exj cota;

- (4.133)
_[ 9(t;)exp(ix;t,coseca; ) dt,
siirekli fonksiyonlartyla, R kiimesinde bir r fonksiyonunu
(X000 % ) = 106101 (%,) (4.134)
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biciminde tanimlayalim. Onceki o6rnekteki yol izlenerek, her j=12,..,d igin
I(.;) e ' (R) oldugu goriiliir. Yine (4.134) ifadesi ve (Reiter and Stegeman, 2000)
calismasindaki 1.1.12. Ornekten r € Ll(]Rd) olur. Ayrica w, R? kiimesinde tanimls,

diizenli biiyliyen bir agirlik fonksiyonu olmak iizere 2.1.5. Tanimdaki (2.1)
d

esitsizliginde verilen ||x|= /Z x?  Oklid normu yerine, bu norma denk olan
i1

x|, = maks{|x1|,|xz|,...,|xd|} maksimum normunu alalim. O halde |x| >1 olan her

x e R? igin C 21,4 >0 sabitler ve C, = CSUp{W(X)| X[ :1} olmak iizere
w(x) <G [x[. (4.135)

yazilir. Oncelikle K :{XeRd‘ ”X”w Sl} kiimesini alalim. K kiimesi tikiz

oldugundan yerel smirli w agirlik fonksiyonu bu kiime iizerinde sinirlidir. Yani her

xe K icin ‘W(X)‘ST olacak sekilde bir T >0 sayist vardir. Boylece her

j=12,..,d i¢in I(,;) e ' (R) oldugundan

JIr(x)w(x) dx STl\r(x)\ dx

<T .[ Ir(x)| dx (4136

=T [NO)]dx, [ 106)]dx... [ [1(x)]dx, <0

bulunur. Simdi her xeR? i¢in ||X||w :‘on‘ oldugunu kabul edelim. Yine

L={xeR’| |||, >1f kiimesini alalim. Bsylece (4.135) ifadesinden

JIr(fw(x) dx=Cflr (]I, o

<C. [ (x| ox (4.137)
R* ’

+00

:C1T|I(x1)|dxl...j 1(x;,)

on

ﬂdxjo...ﬂl(xd )| dx,

olacak sekilde C,; sabiti ve A >0 sayis1 vardir. Ayrica dnceki drnege benzer sekilde
her j=12,..,d i¢in a; #kz, k € Z olmak iizere
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1+|Cota
f (x )_1/ ; )exp(ix;t;cosece; ) dt,

bi¢iminde tammli f fonksiyonu alinirsa (4.133) ifadesinden her x; € R igin

|(Xj)=exp(—12xf cotajjf(xj) (4.138)

yazilir. O halde Onceki Ornekteki yol izlenerek her j=1,2,..,d i¢in
Mj — ]LOtaJ iken
\/ 2r
B, =maks{2k‘Mj‘ﬂg(tj)‘ dt;, ZK‘MchoseCaj‘kﬂg(")(tj)‘ dtJ}

olmak tizere

(4.139)

HEBE

Bj
k
(l+‘xj‘)
elde edilir. Yine her j=1,2,...,d igin I(.;) € L'(R) oldugundan her j # j, igin

Hl(xj)‘dxj <

—00

olup j# j, igin

[1{ oo -

denirse (4.137) esitsizligi ve j=1,2,..,d olmak iizere her X;eR igin

‘ - ‘—‘ ‘ oldugu dikkate alinarak (4.139) ifadesi kullanilirsa
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j| X)|w(x dx<CJ'|I(x)|dx ”I(XJO)

L

Jo

JO...J' [1(x4 )] dx,

-CC, j \|(xjo)Hx,.0r dx,

=X, (4.140)
<B, CC, —— dx;,
—e0 (1+ X,
A
BioclczﬁO (1+‘XJ ‘)k dXJ’o
(L)
yazilir. Eger k sayist k>[A]+3 almrsa k—2>2 olup I;dx- has

S

olmayan integrali yakinsak olacagindan

ﬂ ) dx<B,C Nl_j—H dx; <o (4.141)

bulunur. O halde (4.136) ve (4.141) esitsizliklerinden
j|r(x)|w(x) dx=I|r(x)| dx+j|r(x)| ) dx < oo (4.142)
R K

elde edilir. Bu takdirde r e L' (]Rd) oldugundan ve (4.142) esitsizligi saglandigindan
rels, (Rd ) bulunur. Ayrica (4.134) ifadesi kullanilarak her u = (ul, vy Uy ) eR? igin
F,r(uy,...us)=F,1(u)F, 1(u,)..F, I(uy) (4.143)

yazilir. Son olarak j=1,2,...,d olmak iizere a; #kz, ke Z ve her t; e R i¢gin

h(t,) = exp( t cotajg(tj)

bi¢giminde tanimli h fonksiyonu alinirsa (4.133) ifadesinden her j=1,2,...,d igin

F,h=I olup I(;)e L'(R) oldugundan F 1=heC. (R) olur. Bylece (4.143)

esitliginden F,r e C¢ (R") bulunur.

Simdi w, R? kiimesinde tanimli, diizenli biiyiiyen bir agirlik fonksiyonu
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olmak {izere LlW(Rd) uzaymda her neN i¢in integralleri 1 ve kesirli Fourier

doniisiimleri tikiz destekli olan bir (p,) . dizisi olusturalim.

ne

Ornek 4.2.2.12: 11k olarak, dnceki 6rnekte verilen | ve f fonksiyonlarmi
alalm. Herhangi bir t:(tl,...,td)e]Rd, her neN ve j=12,..,d olmak iizere

aj;tkiz, k eZ i¢in

Al =+.|O‘Onexp£—%tj2 cotajj f (ntj) dt; #0

olmak tizere

fonksiyonlariyla
Py (e ty ) =Ky (6) K, (5) K, (8 ) (4.144)

olacak sekilde bir (pn) dizisi tammlayalim. Simdi j=1,2,...,d olmak iizere

neN

a; #Kkz, keZ veher neN igin
g, (tj):nexp(—lztfcotaij(ntj)

9. (t;)
A
olur. Ayrica her j=1,2,...,d igin I(. j) fonksiyonlart siirekli oldugundan ve (4.138)

fonksiyonlarmni alalim. Boylece her j=1,2,...,d ve her neN icin k, (t J.)=

ifadesinden f(.j) fonksiyonlar1 da siirekli olur. Boylece her neN ve her

1=12,..,d i¢in g, (J) fonksiyonlari siireklidir ve

?

—00

gn(tj)‘ dt, :n_ij (ntj)‘ dt,

olup nt; = x; degisken degistirmesi yapilirsa

+o0

o (t) dt, = [ (x,)| dx, =[ £, <0

—0 —0
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yazilir. O halde her neN ve her j=12,..,d i¢in gn(.j)eLl(R) olup

k., (.j)eLl(R) olur. Buradan (4.144) ifadesi ve (Reiter and Stegeman, 2000)

ne

aligmasindaki 1.1.12. Ornek kullamlarak (p,) NcLl(]Rd) ve jpn (t)dt=1
Rd

bulunur. Yine j=1,2,...,d olmak iizere her ne N i¢in
A = j nexp(—%tj2 cotajj f(nt;) dt,
oldugundan j=1,2,...,d i¢in nt; = z; degisken degistirmesi yapilirsa
) +00 | Z-Z
A= [exp _En_JZCOtaj f(z;)dz,
bulunur. Ayrica
. i z°
lim | exp —5zCota f(z;)|=1(z)

ve

=‘f(zi)‘

i 2}
exp(—zn—’zcotaj] f(z;)

esitlikleri saglanir. Yine f eL'(R) oldugundan Lebesgue monoton yakinsaklik

teoremi geregi j=1,2,...,d i¢in

) +00 - Z?
MEA“J - J‘ Lm(exp[—%n—;cotaj] f (zj)} dz;

yazilir. Buradan j=1,2,...,d i¢in

=C

lim AJ

n—oo

lim|Al| =

n—oo

:‘T f(z;)dz,

denirse
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1

_ 1
Al c

lim
n—o0

elde edilir. Yani [

] dizisi yakinsaktir. O halde bu dizi sinirli olup her
neN

1 d
neN i¢in

1
ALA

<D (4.145)

olacak sekilde bir D >0 sayis1 vardir. w, R kiimesinde tanimli, diizenli biiyiiyen
bir agirlik fonksiyonu olsun. Oncelikle K = {t eRd‘ It Sl} kiimesini alalim. K
kiimesi tikiz oldugundan yerel smirli olan w agirlik fonksiyonu bu K kiimesi
tizerinde sinirhidir. Yani her te K igin |W(t)|£T olacak sekilde bir T >0 sayisi

vardir. Boylece her n € N igin (4.145) ifadesi kullanilarak

j p, (1) w(t) dt sTi

K

p, (t)] dt

<T

kn (td )‘ dt

L t)||k. (t,))-.
a | @Ik )

<TDn" I exp(—%tf cot alj | f(nt)]...

exp(—%tj cotadj | (nt,)|dt

=TDn’ [ | (nt,)|dt,... [ | (nt, )|,

bulunur. Eger esitsizligin sag tarafinda j=1,2,...,d olmak iizere nt; =2z; degisken

degistirmesi yapilirsa her ne N i¢in

J

K

p, (D) w(t) dt<TD [|f(z)|dz,... [ | (z,)|dz,
e e (4.146)
=TD|f| <o

elde edilir. Simdi herhangi bir t e R? igin ||t||w =‘t jo‘ oldugunu kabul edelim. Yine

L= {t € Rd‘ ||t||w > l} kiimesini alalim. Boylece (4.135) ifadesinden her ne N i¢in
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JIp. (B)|w(t) dt<C,flp, (t)[t] dt

L L

<C,|
%

Pn (t)HtJ’o r dt

nd

Jf k. (t4

—0

Tkn(tl) ) kn(tjo)tjoﬂdt

)|dt,

T\f (ntl)\dtl...ﬂf (nt, )Htkr dtjo...T\ f(nt, )|,

—00

olacak sekilde C, sabiti ve A >0 sayis1 vardir. Yine (4.145) ifadesinden her ne N

igin

J

L

p, (1) w(t) dtgDcln“T\f(ntl)\dtl...ﬂf( et jo...T\f(ntd)\dtd

yazilir. Eger esitsizlifin sag tarafinda j=12,..,d icin nt, =z, degisken

degistirmesi yapilirsa A >0 oldugu dikkate alinarak

I[P

L

(1) w(t) dt<DC“f ‘dzl...ﬂf(zj

dz, ..._”f(zd)‘dzd

- Dfl zl)\dzl...ﬂf (z, ||z, r dzjo...T\f (z4)|dz,  (4.147)
< DClT‘f (zl)‘dzl...+w f(zjo )‘ zjor dzjo..T‘f )|dz,

bulunur. Ayrica her j=1,2,...,d i¢in f (.j ) € L'(R) oldugundan her j# j, i¢in
” ‘dZ <o

olur. Yine j# j, i¢in

denirse (4.147) ve (4.139) ifadelerinden her ne N igin
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I[P

(t)|w(t) dt<DCHf (z,)|dz,.. H Hz ‘ dz; “f 24)|dz,

een fln (4.148)
= 12 10700(1+‘2j0‘)k o
A
< Dclc:ZBJOT(1+‘Z""‘)k dz,
0 (1+ z; )
yazilir. Eger k sayist k>[A]+3 almrsa k—21>2 olup T; dz. has

[ Jo
Jo

olmayan integrali yakinsak olur. Yine

C,=DCC,B; | _ 1 4

k-1 io
o

denirse (4.147) esitsizliginden her ne N i¢in

(D|w(t) dt<C, <o (4.149)

L

bulunur. O halde (4.146) ve (4.149) esitsizliklerinden her n € N i¢in
j | p, (X)|w(x) dx= I| P, (X)| w(x) dx +I| P, (X)|W(x) dx <oo (4.150)
RY K L

elde edilir. Bu takdirde (p,)_, <L'(R’) oldugundan ve (4.150) esitsizligi

saglandigindan (p,) . < LlW(Rd) bulunur. Yine C, =TD||f ||ij +C, almirsa (4.146)

ve (4.149) ifadelerinden her ne N i¢in

1Pl = f P, ()| w(x) dx<C, (4.151)

olur. Yani (pn)nGN dizisi Llw(Rd) uzaymnda smirhidir. Yine (4.144) ifadesi

kullanilarak her u =(u,,...,u, ) eR? ve her neN igin

F, P, (U, uy )= F, Kk (uy) F, K, (u,)...F, Kk, (uy) (4.152)
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. o 1—|C0ta
yazilir. Ayrica j=1,2,...,d ve her ne N igin N, =[——— olmak tizere
T

Fajkn(uj) EN exp( u coter, j]i f (ntj)exp(—iujtjcoseCaj) dt,
olur. Eger j=12,...,d i¢in nt; =y, degisken degistirmesi yapilirsa her n e N igin
N i U
n(u )—Kexp( u coter, jj; f (yj)exp(—lF‘yjcoseCajj dy; (4.153)
bulunur. Simdi 6nceki ornekte verilen h ve g fonksiyonlarimi alalim. Bdylece her

j=12,...,d igin Fal_l =h olur. O halde kesirli Fourier doniisiimii tanimindan her

. N 1—|C0ta
j=L12,....d igin N, =,/[———— olmak {izere
! 27

]

g(u;)= Nj exp |ujtjcosecaj)dt.

yazilir. Boylece (4.153) ifadesinden her j=1,2,...,d ve her ne N igin

Y;
n(u) Eexp( u coter, jg{Fj

bulunur. Buradan geC. (]R) oldugundan her j=1,2,..,d ve her neN igin
F. Kk, €Cc(R) olur. O halde (4.152) ifadesi kullamlarak her neN icin
F,p, €C; (Rd) bulunur. Bu takdirde w, R" kiimesinde tanimli, diizenli biiyiiyen

bir agirlik fonksiyonu olmak iizere L., (Rd ) uzayinda her ne N igin I P, (t)dt =1

]Rd

ve F p, eC; (Rd ) olacak sekilde simirli bir (p, )neN dizisi vardr.

Onerme 4.2.2.13: w, R° kiimesinde tanimli, diizenli biiyiiyen bir agirlik

fonksiyonu olmak iizere 6nceki drnekte verilen (p, )neN dizisi L, (Rd) uzaymin ©

girisim islemine gore kesirli Fourier doniisiimii tikiz destekli sinirli bir yaklagik
birimidir.

Ispat: Onceki Srnekte tanimlanan (p,) . < Lﬁv(Rd) dizisini alalm. Bdylece
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her y=(y,,...Ys)eR® oldugunda y=(-y,cota,..,—y,COtey) olmak iizere
herhangi bir g e L, (R) ve her xe R igin
(p.©9)(x Ipn )T,M,g(x)dy—g(x)
= I P, (V) T,M, 9 (x dy—j P, (V)9 (x)dy

—J.pn TMg X)— g(x))dy

yazilir. Buradan

[P.©3 =g, = [|] . (¥)(T,M,9(x)=9 (x))dy| w(x)dx
RY
_[ ‘T M g ‘dyw X)dx
RY
j ‘T M, g(x x)‘w(x)dx] p, (y)|dy
RY
= [P (WlITM, 9], o
RY

n | 2 n I 2
= —exp(——y cotajf(ny)...—exp(——y cote ]f(ny )
Hé[ Ai_ 2 1 1 1 A? 2 d d d

[T, 9—9” dy

nyd )‘ HTYM »9-9 Hl,w dy

olur. Eger j=12..,d igin ny;=z;, degisken degistirmesi yapilirsa

z=(z,...24)eR" ve r=(-z,cote,...,.—Z, COta, ) olmak iizere

dz (4.154)

1w

(2,)--F ()|

”pﬂ@)g_gnlwS TEMzg_g

n

1
LI E
bulunur. Yine onceki 6rnekte verilen (4.145) ifadesinden her ne N i¢in

1 (4.155)

olacak sekilde bir D >0 sayist vardir. Ayrica her y=(y1,...,yd)eRd icin

=(-y,cotey,...,—Y, Cotay) olmak iizere her g e Llw(Rd) icin R’ kiimesinden
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L (Rd ) uzayina tanimh y —T M g fonksiyonunun siirekli oldugu Teorem 4.2.2.1

in ii. sikkinda gdsterildi. Boylece bu siireklilikten

=0

1,w

lim
n—o0

.M g-g¢

n

yazilir. Eger s(z)= f(z,)...f (zy) denirse Ornek 4.2.2.11 den s e I:N(Rd) olup

=0

1w

Ilm‘s ‘

nN—oo

TMg g

n

olur. Diger yandan, 2.1.5. Tanimda verilen i kosulu kullanilarak

TM.g| +[g],,

n n n

1,w 1w

Z
gw(ﬁjngnl,ﬁnglll,w

<w( 2 ok +w( 2 ol

olup eger C, = 2||g||1,w denirse

s(2)

.M. g-¢

<C,[s(z)w(z)

1w

yazilr. Yine sel(R’) oldugundan swel'(R?) olup Lebesgue monoton

yakinsaklik teoreminden

dz=0

1w

Ml“s TMg g

bulunur. Yani herhangi bir & >0 sayis1 verildiginde her n>n, i¢in

[l

(4.156)

&
TM dz < =
9 g D

1w
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olacak sekilde bir n, € N sayis1 vardir. O halde aym1 ¢ >0 sayist ve her n>n, icin

(4.154), (4.155) ve (4.156) ifadelerinden

dz

1,w

(2).-1 (2,)

Ip,©g -4, <

T,M._g-¢

\M

<D—:g
D

elde edilir. Bu takdirde (p,) . dizisi Ltv(]Rd) uzaymin @ girisim islemine gore
kesirli Fourier dontisiimii tikiz destekli sinirli bir yaklasik birimidir.

Sonu¢ 4.2.2.14: w, R kiimesinde tanimli, diizenli biiyiiyen agirlik

fonksiyonu olmak {iizere Fg, (Rd ) = { fel, (Rd )‘ F f tikiz destekli} kiimesi

L, (Rd ) uzayinda her yerde yogundur.

Ispat: w, R® kiimesinde tanimli, diizenli bityiiyen agirlik fonksiyonu olsun.

Ornek 42.2.12 de tammlanan (p,) . dizisini ve herhangi bir ge L. (R)

fonksiyonunu alalim. Yine Onerme 4.2.2.13 geregi (p,) . dizisi L, (Rd) uzayinda

kesirli Fourier doniisiimii tikiz destekli bir yaklagik birimdir. Boylece herhangi bir

& >0 sayisi verildiginde her n > n; i¢in
[(p.09)-gl, <& (4.157)

olacak sekilde bir n, € N sayis1 vardir. Ayrica 2.1.32. Teorem geregi her u e R" icin

- T

olmak tlizere
—i COt 0(

.
F, ( pno(ag)(u) =M exp(Z—lzuf cotaija p,, (U)F,g(u)
i1

yazilir. Boylece F,p, fonksiyonu tikiz destekli oldugundan F, ( Pr, ®g) fonksiyonu

tikiz destekli olup p, ©g € F (Rd) bulunur. O halde (4.157) ifadesinden aymi

& >0 sayis1 igin
I(p09)-o],, <2
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olacak sekilde bir p, ©geFy,(R") fonksiyonu vardir. Bu takdirde Fy,(R")

kiimesi L}, (]Rd ) uzayinda her yerde yogundur.

Onerme 4.2.2.15: W, R? kiimesinde tanimli, diizenli biiyiiyen agirhik
fonksiyonu olsun. Eger C. (Rd)CS‘S(Rd) ise SZ(R) kiimesi Llw(]Rd) uzayinda
her yerde yogundur.

Ispat: w, R? kiimesinde tanimli, diizenli biiyiiyen agirlik fonksiyonu olsun. O

halde C. (Rd ) c S?(R") oldugundan S%(R") uzaymin tanimi geregi
R (RY) e sg(RY) < L (R?) (4.158)

yazilir. Yine Sonug 4.2.2.14 den F;’

o,w

(Rd) kiimesinin L, (R") uzaymnda her yerde
yogun oldugu biliniyor. BoOylece herhangi bir &>0 sayis1 verildiginde her
g e Ly, (R?) igin

”g 4 h”l,w <&

olacak sekilde bir heF, (Rd) fonksiyonu vardir. Buradan (4.158) kapsamasi

dikkate alinarak heS%(R") olur. Bu takdirde SZ(R") kiimesi I_fN(Rd) uzayinda

her yerde yogundur.

Onerme 4.2.2.16: w, R" kiimesinde tamimli, diizenli biiyiiyen agirlik
fonksiyonu olsun. Eger SO (R?) kat1 uzay ve C, (]Rd ) c S2(R") ise SZ(RY) uzay1

bir soyut Segal cebiridir.

Ispat: w, R" kiimesinde taniml, diizenli biiyiiyen agirhik fonksiyonu olsun.

Sirastyla Onerme 4.2.8 ve Onerme 4.2.9 dan S? (R") uzay1 bir Banach cebiri ve bu

uzay L, (]Rd ) uzayinin bir Banach ideali olup her g,h e S?(R?) icin

lal.., <llo

Su
ve

|g®h

Sw < ”g h”l,w

Su
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esitsizlikleri saglamr. Son olarak Onerme 4.2.2.15 den S%(R") kiimesi L{N(Rd)

uzayinda her yerde yogundur. O halde S?(R") uzay1 bir soyut Segal cebiridir.
Onerme 4.2.2.17: w, R’ kiimesinde tanimli, diizenli biiyiiyen agirhik

fonksiyonu olsun. Eger S®(R?) kat1 uzay, C, (Rd ) c S2(R") ve C. (Rd) kiimesi

S2(RY) uzayimnda her yerde yogun ise SZ(R") uzaymin kesirli Fourier doniisiimii

tikiz destekli bir yaklasik birimi vardir.

Ispat: w, R® kiimesinde tamimli, diizenli biiyiiyen agirlik fonksiyonu ve

S < SZ(R") herhangi bir sonlu alt kiime olmak iizere S :{gl,gz,...,gn} olsun.

Boylece S (R") kati uzay ve C, (Rd ) =S°2(R?) oldugundan Teorem 4.2.14 geregi
her y=(y,...Yq)€R" i¢in y=(-y,cote,...,.—Y, COter, ) olmak iizere herhangi bir
g €S%(R") fonksiyonu igin Y —>T,M g fonksiyonu siireklidir. Buradan herhangi

bir £ >0 sayisi verildiginde her i =1,2,...,n igin ||y|| < 0; oldugunda

<
Sw 2

I™M.g,-g,

olacak sekilde &, >0 sayilari vardir. Eger § =min{4,,5,,...,5,} alinirsa ayni & >0

sayist i¢in ||y|| < ¢ oldugunda

(4.159)

<
S

[T M.g,—g,
yazilir. Simdi supphc B(0,6), j h(x)dx=1 ve h>0 olacak sekilde bir
&
heC. (]Rd) alalim. O halde her xe R ve i=1,2,....,n i¢in
(h®g,)(x)-g;(x) = j h(y)T,M,g;(x) dy - g;(x)

Rd

= [h()T,M, g,(x) dy - [ h(y)g,(x) dy

= [ h()(T,M,8,(0-g,(x)) dy

olup (4.159) ifadesi kullanilarak ayn1 ¢ >0 sayisii¢in 1 =1,2,...,n iken
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[(heg))-ail.. =| [ h»)(T,M,g,-g;) dy

Rd

se

Sw
< [|hen(TM,9.-0,)].. dy

R ' (4.160)
= [ hlfT,™, 0,9

suppu

dy

Su
&

&
<5 [ hydy=>

suppu

bulunur. Ayrica C = maks {”g1

d, s ,...,||gd sx} olsun. Yine Sonu¢ 4.2.2.14 den

Stl )
ayni ¢ >0 sayis1 i¢in

& (4.161)

”h — f ”va < 2C
olacak sekilde bir f e FJ, (Rd) vardir. Boylece C, (Rd ) c SJ(RY) oldugundan

f € SZ(R’) olup (4.160) ve (4.161) ifadelerinden ayn1 & >0 sayist ve i =1,2,...,n

i¢in

H(f®gi)_gi S =H(f®gi)_(h®gi)+(h®gi)_gi Sa
SH( fog;)-(heg;) s +H(h®gi)_gi
- ||r] N f |L”vv||gyi Sy 4_“( r](:)QJi ) - §Ji

<Ih-1],,.c +(heg)-g,

Su

Su

Su

<fct+ize
2C 2

bulunur. O halde 2.1.46. Onermeden S?(R") uzaymm kesirli Fourier déniisiimii

tikiz destekli bir yaklagik birimi vardir.

Sonuc 4.2.2.18: w, RY kiimesinde tamiml, diizenli biiyiiyen agirlik

fonksiyonu olmak iizere S&(R") kat1 uzay, C, (Rd ) cS2(R?) ve C. (Rd ) kiimesi
S2(R’) uzayinda her yerde yogun oldugunda S%(R®) uzayinin yaklasik birimi var

oldugundan bu kosullar1 saglayan S®(R‘) uzayi sira degistiremez Banach cebiridir.

Tamm 4.2.2.19: w, R’ kiimesinde tamiml, diizenli biiyiiyen agirhk

fonksiyonu olmak iizere SO (R’) kat1 uzay, C. (Rd ) c S2(R") ve C, (Rd ) kiimesi
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S2(RY) uzayinda her yerde yogun olsun. O halde S?(R‘) uzaymin bir T garpani
SY(R%) uzaymndan S%(R") uzayma tanimh siirekli, dogrusal ve her
y=(Y-mYg)eR? igin  y=(-y,cOta,..,~Y,COtery) olmak iizere TM,
islemcisiyle degismeli olan bir doniisiimdiir. Ayrica S?(R") cebirinin ¢arpanlarinin
kiimesi M (va‘ (R* )) ile gosterilir.

Simdi 2.1.56. Tanimda ifade edilen Banach cebirlerinin ¢arpanlar taniminin,

SZ(R%) Banach cebiri igin verilen Tanim 4.2.2.19 ile denk oldugunu sdyleyen

asagidaki teoremi verelim.

Teorem 4.2.2.20: w, R kiimesinde taniml, diizenli biiyiiyen agirlik
fonksiyonu, S°(R) kat1 uzay, C, (Rd)csj’(Rd) ve C. (Rd) kiimesi SO (R")
uzayinda her yerde yogun olmak iizere T, S?(R") uzaymdan S¢(R’) uzayna

tanimli bir donilisim olsun. Bu takdirde T € M (Sv’j (]Rd)) olmas1 i¢in gerekli ve
yeterli kosul f,geS%(R") icin
T(fOg)=TfOg = fOTY (4.162)
esitliginin saglanmasidir.
Ispat: Oncelikle her f,geS%(R") icin (4.162) esitliginin saglandigimi kabul
edelim. Bu takdirde S?(R’) uzaymm sira degistiremez Banach cebiri olmasi

kullanilarak Teorem 4.2.2.5 in ispatiin ilk kismina benzer sekilde T e M (S\Z (R° ))

oldugu goriiliir.
Simdi tersine T € M (SVCV‘ (Rd)) olsun. Her g eS(R?) ve (S$ (Rd))l uzayi

SY(R%) wuzaymmn dual uzayr olmak iizere herhangi bir ¢e (Sv‘j (Rd))’ icin
I(g) = (Tg,(p> bi¢ciminde taniml1 | fonksiyonelini alalim. Boylece sirasiyla T ve ¢

islemcilerinin dogrusalliklar1 kullanilarak her g,h e S%(R®) ve her a,b e C igin
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|(ag +bh) = (T (ag +bh),p)
=((aTg +bTh),p)

= a(Tg,go>+b<Th,go>
=al(g)+bl(h)

bulunur. O halde | fonksiyoneli dogrusaldir. Ayrica ||T|| ve ||g0|| sirasiyla T ve ¢

islemcilerinin operatér normlar olmak iizere her g € S¢(R?) igin

(T9.2)| <lellal; <leliTllg

s
yazilir. Buradan |, S¢(R?) uzayinda taniml dogrusal ve sinirli bir fonksiyoneldir.
Bu takdirde (Sv‘j (]Rd)), uzayr S?(R?) uzaymin dual uzayr oldugundan her
g €S%(R") igin

(9.)=(Tg,0) (4.163)

olacak sckilde bir tek w e(SZ(RY)) vardir. Simdi her y=(Y,..V,)eR’
oldugunda y :(—yl cote,...,—Y, cot ad) olmak iizere her f,geS*(R?) icin
k(y)=f(V)T,M g (4.164)
bi¢iminde tanimli Kk fonksiyonunu alalim. Bodylece Teorem 4.2.14 den
TyMygeSV‘v’(]Rd) olur. Yine S%(R") bir vektor uzayr ve f(y)eC oldugundan
f(y)TyMygeSjj(Rd) bulunur. O halde k fonksiyonu R° kiimesinden SZ(R")

uzayina tanimli bir fonksiyondur. Ayrica R® kiimesinden S¢(R’) uzaymna tamimli
y—>T,M g fonksiyonunun siirekli oldugu Teorem 4.2.14 de gosterildi. Buradan
f €S“(R’) oldugundan olgiilebilir olup (4.164) ifadesinden k fonksiyonu
Olgiilebilir bir fonksiyon olur. Diger yandan Teorem 4.2.14 de verilen (4.83) ifadesi
ve SZ(RY) c L, (Rd ) kapsamasi kullanilarak
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[kl av= [t omm, gl oy
= [1folm™m, g, dy
Rd

< [[FIw(y)|gll, dy

o JIFIw(y) dy

Rd

=|g

=g | ., <o

Sw
yazilir. Boylece 2.1.9. Tanimda verilen (2.2) ifadesinden
<I k(y) dy,¢>= [ (k(y). o) dy
R? R¢

bulunur. Buradan ® girisim isleminin tanimi ve (4.164) ifadesinden

(teg,0)= [ (f(T,M,g,0) dy

]Rd

olur. Yine f(y)eC olmasi ve ¢ fonksiyonelinin dogrusalligi geregi

(f0g.0)=[ f(y)(T,M,9.0) dy (4.165)

e
elde edilir. O halde Tanim 4.2.2.19, (4.163) ve (4.165) ifadeleri kullanilarak her
f,geSe(RY) icin
(10Tg,0)= [ F(y)(T,M,Tg,p) dy
e
= [ F(TT,M,g,0) dy
e
= [ f)(T,M,9.) dy
e

=(f0g.v)
=(T(te9).9)

yazilir. Bu son esitlik her (pe(Sz (]Rd)), icin saglandigindan Hahn Banach

Teoreminden her f,geSZ(R?) igin

T(fog)=fOTg
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bulunur. Ayrica ® islemi degismeli oldugundan her f,geSZ(R") igin
T(fOg)=T(g6f )=gOTf =TfOg

olup (4.162) esitligi elde edilir.
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5. SONUC

Bu ¢alismada, amaglandigi gibi (Giirkanli, 2008) calismasindaki A; (Rd)

uzaymin tikiz ve tikiz olmayan gomiilmeleri i¢in elde edilen bulgulara benzer
bulgular bu uzayin bir o parametresiyle genellestirmesi olan A} (Rd) uzay1 icin
elde edildi. Ilave olarak tek yonlii ifade edilen baz1 teoremlerin ters yonlerinin dogru
olmadigma ornekler verildi. Ayrica (Toksoy and Sandikg1, 2015) ¢aligmasinda @ =1

i¢in verilen A;",;’ (Rd) uzaymin bazi kapsama ozellikleri @ agirligina bir kisitlama

getirilmeden yeniden ifade edildi.
Yine (Dogan and Giirkanli, 2000) ¢alismasindaki S, , (G) uzay1 i¢in elde
edilen bulgulara benzer bulgular S, (R’) uzaymm bir o parametresiyle

genellestirmesi olan S (Rd ) uzayi i¢in elde edildi.

Bu ¢alismada kullanilan ® girisim islemi yerine kesirli Fourier doniisiimiiyle
uyumlu olan bagka girisim islemleri alinarak da bu arastirma yapilabilir. Kesirli
Fourier doniisimii Fourier doniisiimiiniin bir « parametresiyle genellestirmesi
oldugundan Fourier doniisiimiinii kullanilarak tanimlanan tiim fonksiyon uzaylarinda
kesirli Fourier doniisgiimii kullanilarak genellestirmeler yapilabilir. Bu c¢aligmada
kesirli Fourier doniistimii ve bu doniisiime uygun ©® girisim islemiyle yapilan ispat
yaklagimlart literatiirde var olan diger integral operatorlerinin kesirli kuvvetleri i¢in

yapilacak arastirmalarda yol gdsterebilir.
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