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OZET

BIRINCI MERTEBEDEN LINEER OLMAY AN FARK DENKLEMLERININ
COZUMLERI UZERINE
Gokhan TURK
Ondokuz Mayis Universitesi
Lisansiistii Egitim Enstitiisii
Matematik B&IUm
Yuksek Lisans, May1s/2021
Danigsman: Dog. Dr. Nihat ALTINISIK

Bu tez lineer olan ve linecer olmayip fakat basit doniigiimlerle
lineerlestirilebilen fark denklemleri ¢ozimlerinin, yaygin olarak kullanilan cesitli
yontemlerle nasil elde edilecegiyle birlikte; ilkel fonksiyondan fark denkleminin elde
edilmesi ve birinci mertebeden lineer olmayan bazi fark denklemlerinin ¢oziimlerini
icermektedir.

Birinci bolumi olan giris kisminda gegmisten bugtine fark denklemleri ve bu
konuda yapilan ¢aligsmalar ele alinmistir.

Ikinci boliimde fark denklemlerine temel olusturacak tanim, teorem, bilgi ve
fark denklemlerinin siniflandirilmasi iizerinde durulmustur.

Uclincli bOliimde sabit katsayili lineer fark denklemlerinin bazi ¢oziim
yontemlerinden bahsedilmistir.

Dordiincii boliimde degisken katsayili lineer fark denklemlerinin bazi ¢6ziim
yOntemlerinden bahsedilmistir.

Besinci bolimde lineer olmayan skaler fark denklemlerinin bazi ¢6ziim
yontemleri lizerinde durulmustur.

Altmer boliimde ilkel fonksiyondan fark denkleminin elde edilmesi ve birinci
mertebeden lineer olmayan bazi fark denklemlerinin ¢6zlmleri Uzerinde
durulmustur.

Anahtar Sozcukler: Fark Operatorii, Baslangic Deger Problemi, Lineer Fark
Denklemleri, Lineer Olmayan Fark Denklemleri, Fark Denklemlerinin Cozim
Yontemleri, Otonom ve Otonom Olmayan Denklem, Ayrik Noktalar, Ilkel
Fonksiyon.



ABSTRACT

ON THE SOLUTIONS OF FIRST ORDER NONLINEAR
DIFFERENCE EQUATIONS
Gokhan TURK
Ondokuz May1s University
Institute of Graduate Studies
Department of Mathematics
Master, May 2021
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Nihat ALTINISIK

This thesis contains how to obtain solutions to difference equations which are
linear and nonlinear, but can be linearized by simple transformations, via various
widely used methods; derivation of difference equations from primitive function and
solutions to some first order nonlinear difference equations.

In the introduction which is the first part of the thesis, the difference equations
from the past to present, and studies conducted in this area are discussed.

In the second part; the definition, theorem, and knowledge to build a
foundation for difference equations, and the classification of these equations are
elaborated.

In the third section, some solution methods of linear difference equations with
constant coefficients are discussed.

In the fourth section, some solution methods of linear difference equations with
variable coefficients are mentioned.

In the fifth section, the some solutions of nonlinear scalar difference equations
are discussed.

The sixth section is focused on obtaining difference equations from primitive
function by solving some nonlinear difference equations of first order.

Keywords: Difference Operator, Initial Value Problem, Linear Differene Equations,
Non-Linear Difference Equations, Solution Methods for Difference Equations,
Autonomous and Non-autonomous Equation, Discrete Points, Primitive Function.
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1. GIRIS

Siirekli gelisen ve ilerleyen teknolojiyle beraber matematiksel modellere olan
ihtiyag da devamli artmaktadir. Bu modellemelerde ¢6zliime ulagsmak adina fark
denklemleri fazlastyla kullanilmakta ve kolaylik saglamaktadir. Boylelikle fark
denklemleri; tip, muhendislik, kimya, fizik, biyoloji ve ekonomi gibi bircok bilim
alaninda ortaya ¢ikan matematiksel modellerde ya dogrudan ya da dolayli olarak yer
alir. Fark denklemlerinin incelenmesi, diferansiyel denklemlere kiyasla daha yeni bir
kavramdir. Fark denklemlerinin yapisi, diferansiyel denklemlerin yapisina ¢ok biiyiik
benzerlik gostermektedir. Bununla birlikte fark denklemleri teorisi, karsilik gelen
diferansiyel denklemler teorisinden daha zengindir. Son zamanlarda evrende
meydana gelen bazi gelismeler, siireklilik ifadeleri disinda bagka ifadelere ihtiyag
duyuldugunu gostermistir. Diferansiyel denklemlerde karsilagilan siireksizlik

durumlari, fark denklemleri ile kaldirilmak istenmektedir (Catal, 2004).

Bir onceki adimda bulunan degerin bir sonraki adimda kullanilarak yeni bir
deger elde edilmesine ardisik tekrar islemi denir. Fark denklemlerinde ise ardisik
tekrar islemleri kullanilarak istedigimiz bir terimin degerini bulabiliriz. Ekonomide
orimcek ag1 modeli ve Samuelson’un ¢ogaltan hizlandiran modellerinin ¢éziimiinde

fark denklemleri kullanilir (Ersel, 1981).

Fark denklemlerinin kullanimi ilk olarak M.O. 2000 yillarda goriilmektedir. Bu
kavram  ilk defa bir denklemin kokiini bulma c¢alismasi olarak Babillerde

goriilmiistiir (Kelly, 2003).

1202 yilinda Fibonacci ismiyle bilinen Leonardo di Pisa isimli {inlii Italyan
matematikci biyolojideki ilk matematiksel modeli olusturmustur. Fibonacci’nin tnli
tavsan problemi, Fibonacci dizisinin olusmasina zemin hazirlamistir. Tavsan
problemi olarak bilinen bu problemde; bir tavsan ailesi ele alinsin. Bir ¢ift tavsanin,
dogduktan iki ay sonra ancak yeni yavru yapabilecek olgunluga eristigi ve her olgun
tavsan ¢iftinin her ay yeni bir yavru yapabildigi kabul edilsin. Olgun bir ¢ift tavsan

ile baglandiginda, bir y1l sonra kag ¢ift tavsan elde edilir?

Tablo 1.1. Tavsan sayilar1 (Elaydi, 2000)

Ay 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Cift 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 | 144 | 233 | 377
sayisi




Ik 12 ayin sonunda olusan tavsan sayilarini gdsteren tablo yukaridaki gibidir. n aym
sonundaki tavsan ¢ifti sayisin1 veren matematiksel esitlik, ikinci mertebeden fark

denklemi yoluyla modellenmistir.

Fibonacci bu ¢alismasida
Fin+2)=Fn+1)+ F(n)
fark denklemini olusturmustur (Elaydi, 2005).

1600-1700 yillarinda Newton hala kullanmakta oldugumuz “Newton Metodu”
olarak bilinen kdk bulma formuliini (numerik analizde yer alan)

f(xn)

Xn4+1 = Xn — f’(xn)
seklindeki fark denklemiyle ifade etmistir (Kulenovic ve dig., 2000).
Daha sonrasinda Riccati yaptigi calismalarla glinimiizde de kullandigimiz
_a+bx,

Xps1 = ————
o+ dx,

seklinde ifade edilen ve adiyla 6zdeslestigi Ricatti fark denklemini ortaya ¢ikarmustir.

1755 yilinda Euler ilk defa A fark operatoriinii kullanmistir. 1801-1825 yillar1
arasinda bu konuda Babagge’in calismalarmi goriiyoruz. Bu yillardaki 6nemli
buluglardan biri ise 1755 yilinda bulunan A fark semboliiniin artik Babagge
tarafindan

Af(x1) = flx2) = f(x1),  x #x,

seklindeki bir 6zel halinin olusturulmasidir.

1826-1850 arasinda popiilasyon calismalar1 matematiksel modellemelerle
zenginlestirilmistir. Bu model bir popiilasyonun kendinden onceki popiilasyon
biiyiikliigii ile orantili olmasina baglidir. Matematiksel model su sekildedir:

Pt+1 = TPt
Burada t; zaman, p;; t zamandaki popiilasyon biyiikligii, p;, ; bir sonraki zaman
dilimindeki popiilasyon biyiikligii ve r biiyime orani anlamina gelmektedir.
Verhulst, 1846 yilinda popiilasyon biiylimesinin sadece niifusun hacmine bagl
olmadigini, ayn1 zamanda bu hacmin popiilasyonun {ist limitinden ne kadar uzak
oldugunun da 6nemli oldugunu vurgulamistir. Ayrica Verhulst dnceki niifus ve
sonraki niifusun biiyiikliigiinii orantil1 yapmak i¢in

(k—Pt)/
Pt+1 = TP K

2



lojistik fark denklemini 6ne siirmiistiir (Kulenovic vd., 2000).

1900’lerde ardisik denklemler bazi matematiksel mucizeler olusturmaya
baglamistir. Bunlar diizlem doldurma egrileri ya da fraktallarla baglar. Bu egriler
hi¢bir bosluk birakmadan diizlem dolduran egrilerdir. Bunun gibi egriler ilk 1890
yilinda Peano tarafindan kesfedilmistir. Fark denklemlerini diizlem doldurma egrileri
ile kullanan diger matematik¢iler Hilbert ve Van Koch olmustur. Diizlem doldurma
egrilerinin ve fraktallarm bircok uygulamasi vardir. Bunlardan biri de adi
diferansiyel denklemlerin yaklasik ¢6ziimleri igin kapali ve agik yinelemeli
yontemler ailesinin 6nemli bir tiri olan Runge-Kutta yontemleridir. Boylece artik
fark denklemleri kullanilarak diferansiyel denklemlerin niimerik ¢6ziim yontemlerine

gecilmistir.

Lineer olmayan fark denklemlerinin 6nemli bir ailesi aritmetik ve geometrik
dustinceyi iceren denklem ikililerinden olusur. Ornegin, Lagrange; eliptik

integrallerin indirgenmesi ve hesaplanmasi i¢in bir algoritma olarak,

Xn-1t Yn-1
Xp = (%» Yn =\ Xn-1Vn-1

denklemlerini elde etmistir. Daha sonra Gauss ve Borhardt ilgili algoritmalar1
olusturmus ve Gauss da arastrmalariyla birlikte eliptik fonksiyonlarin ortaya

¢ikmasini saglamistir.

1950°den bu zamana kadar yapilan arastirmalardaki bilgiler, lineer olmayan
sabit katsayili ve degisken katsayili fark denklemleri i¢in bir zemin olusturmustur.
Yine bu yillarda lineer fark denklemleri Bessel fonksiyonunun hesaplanmasinda
Miller’in algoritmasi araciligiyla kullanilmistir. 1950°1i yillarda ekolojistler; lojistik
denklem igeren basit lincer olmayan fark denklemini; yildan yila, mevsimden
mevsime popiilasyon degisimi hesaplamak i¢in kullanmiglardir. Sonrasinda ise elde

edilen sonuglar ekonomiden tipa bir¢ok alanda uygulama alani bulmaya baslamigtir

(Lakshmikhantham ve Trigiante, 2002).

1977 yilinda Mackey, Glass, ve Lasota kan hiicreleri popiilasyonlariyla ilgili
onemli ¢aligmalar yapilmistir. Kan hiicreleri (lenfositler hari¢), kemik iligindeki kok
hiicrelerde {iretilirler. Kan hiicreleri yaglanmadan, enfeksiyondan veya bir hastaliktan
dolay1 Oliirler. Hiicrelerin iiretilmesi ve yok edilmesi, dongiisel bir siiregtir. Kan

hiicresi popiilasyonu i¢in ayrik model

Ch+1 = f(cn) =+ 0+ p(cn) - d(cn)

3



seklindedir. Burada 6, pozitif bir sabit; cn, n anindaki kan hiicresi sayis1 (mikrolitre
basmna ya da viicut agirligma gore kilogram basmna); p fonksiyonu, bir zaman
araliginda tretilen hiicrelerin sayisini ve d fonksiyonu ise bir zaman araliginda yok
edilen hiicrelerin sayisini1 dlger. Her bir zaman araliginda oldiiriilen hiicre sayisinin
sabit oldugu varsayilir ise,
d(c,) = acy, 0<ac<l.
Burada a, yok edilme katsayis1 olarak adlandirilir. Uretim fonksiyonu hiicre tipine
gore belirlenir. Her bir hiicrenin farkli bir hiicresel ve biyokimyasal siiregleri vardir.
Bununla birlikte ortak bir forma sahip olduklar1 diisiiniilmektedir. Mackey, Glass ve
Lasota tarafindan bulunan iiretim fonksiyonu, b, ¢, r ve s pozitif sabitler olmak tzere
p(cy) = beye™5n
seklindedir. O halde bu model
Cny1 = (1 —a)c, + 6 + bc,"e 5, 0<ac<l, b,c,r,s >0
seklindeki fark denklemi olur (Lasota, 1977).

]i']‘

Sekil 1.1. x iiretilen kan hiicresi sayisi, P toplam kan hiicresi sayisi

Daha sonra 1999-2004 yillar1 arasinda Kulenovig ve dig. (2001), Yan ve dig. (2002),
Fan ve dig. (2004) fark denklemleri iizerine c¢alistig1 goriilmektedir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu kisimda fark denklemlerinin ¢oziimiinde bize yardimci olan operatorler ve
ozellikleri, fark denklemlerinin smiflandirilmas: ve ¢ozimleriyle ilgili bilgiler
sunulmustur. Tezimizde ayrik kiime olarak

Din={xix;+hx;+2h..,x; +nh ..}
alimmistir. Burada
X; +nh = x;,

dir. x; € R ve h adim uzunlugudur.
2.1. Baz Operatorler ve Ozellikleri

Bu bolimde yer alan operatorler ve ozellikleri Agarwal (1997), Akyol (2011),
Bayar (2012), Elaydi (2005), Goldberg (1960), Karag6z (2019), Kelly ve Peterson
(2001), Levy ve Lessman (1961) kaynaklarindan alinarak sunulmustur.

Tanmim 2.1.1. f reel ya da kompleks degerli bir fonksiyon olmak {izere, A ileri fark
operatoru
Af(x) = f(x+h) = f(x)
seklinde tanimlanir. Burada h herhangi bir sabit, x ise bagimsiz bir degiskendir.
x ayrik kiime {izerinde taniml ise A operatoru, i € N olmak Uzere
Af(x) = f(xi +h) — f(x)
ya da kisaca
Afi = fiv1 — fi
seklinde de yazilabilir. Burada f fonksiyonu D;{i'h kiimesinde tanimhidir. Ayrica
fli+h) = f(xi41) = fin
dir. Benzer sekilde
f(xi +nh) = f(xi+n) = fisn
yazilir.
Yiksek mertebeden ileri farklar her birinin bir dncekine A operatérunin

uygulanmastyla elde edilir.
A2f(x) = A[Af ()] = Alf(x + ) = f ()] = f(x + 2h) = 2f (x + h) + f (%)
A*f; = A[Afi] = Alfiyr — fil = firz = 2fin t fi
burada A? ikinci mertebeden fark operatorii olarak adlandirilir. Bu sekilde devam

edilerek genel olarak f’in (n — 1). farkinin farkina f’in n. fark: denir ve



AT f(x) = A" (x)

olarak gosterilir.

Sonug 2.1.2. f(x) fonksiyonunun r. mertebeden ileri farki

M(x)—Z( ¥ () FGe+ = iom)

seklindedir.

Teorem 2.1.3.
A operatorii i¢in asagidaki 6zellikler gegerlidir.
1. Dagilma Ozelligi:
Alf(x) + g(x)] = Af (x) + Ag(x)
A(f; + gi) = A(f) + Ag)

2. k bir sabit olmak Uzere

a) Alkf()] =kAf(x) A(kf;) = kAf;

b) Ak* = (k—1)k*

c) Alogkx = log(l +§)

3.
Alf(0)g()] = Alf(0)]g(x + h) + f(x)A[g(x)]
A(fig) = A(f) g1 + fiB(gD)
4,
f(x) Alf(x)]g(x) — f(x)Alg(x)]
g g(x +h)g(x)
A (ﬁ) _AGg: — fir(g)
9i 9i+19i

Tanmim 2.1.4. x siirekli degisken ve i € N olmak Uzere
Ef(x) = f(x+h), Ef; = fis1
seklinde tanimlanan E operatoriine kaydirma (6teleme) operatorii denir. Ikinci
mertebeden E operatorii
E?f(x) = E[Ef ()] = E[f(x + B)] = f(x + 2h)
seklinde bulunur. Bu sekilde devam edilirse k. mertebeden E operatori
E¥f(x) = f(x + kh), E*f, = firn
seklinde yazilir.



E operatorunin ozellikleri: a,b € N ve k sabit olmak tizere

1 E[f(x)+g()] =Ef(x) +Eg(x)

2 Elkf(x)] = kEf (x)

3. EYE°f(x)) =E**f(x)

4 E°f(x) = f(x)

olarak ifade edilir.

Sonug 2.1.5. I birim operator olmak uzere
A=FE—1IveyaE =A+1

dir. Buna gore
fG) = (B =D7f) = ) (~D* () ()
k=0

esitligi vardir. Buradan

yazilabilir.

Tamm 2.1.6. Geri fark operatori V,
Vi) =f)—f(x—h), Vfi=fi—fiu
olarak tanimlanir. Ayrica
V() = AE7Hf ()] = (1 —E"Df (x)

seklinde gosterilebilir. Diger taraftan

A'fi =V fiin
dir.
Tamm 2.1.7. AF; = f; olsun. Bu durumda c keyfi sabit ve i > i, i¢in

A =F +c
seklinde tanimlanan A~ operatdriine ters fark operatori (antidifference operator) ve
F; fonksiyonuna f;’nin ters fark: denir.
Ozel olarak a sabit olmak tizere A=*(a) = ai + c dir.
A ve A~ operatorleri arasinda

AA"t=Tiken A"TA # ]
iliskisi vardir. Yani f; i¢in ¢ keyfi sabit olmak Uzere
ATIAf, = fi+cve AATYf, = f;

dir.



Uyan: A~1 operatorii

A‘1ﬁ=§fn+c

n=i0
seklinde gosterilebilir. Bu ylzden f;’nin i > i, i¢in ters farki ayn1 zamanda bir belirli
toplam olarak da ifade edilebilir.

A1 Operatérinin Ozellikleri

2. A (fig:) = fi-i A7 g — AT (Afi1 A g))
3. A Yafi+bg) =al7'f; +bAg;
4‘. A_m(O) = Clim_l + Czim_z + + Cm

rm

l
5. A_l(l) =%+C1im_1 +C2im_2+"'+cm

Tamm 2.1.8. g(x) fonksiyonunun belirsiz toplami

> 9@

olarak ifade edilir. g’nin tanim kiimesinde aldigimiz tiim x’ler igin

(D 900) =)

olarak ifade edilir. A~ operatorii yardimiyla
AT () = ) g() + C()
yazabiliriz. Burada AC(x) = 0
Ornek 2.1.9. 3*’in belirsiz toplamm1 bulalim.
A3* = 2.3% oldugundan, A (3x/2) = 3% yazilabilir. Bu 3x/2, 3*’in bir belirsiz
toplamudir.

C(x), tamimli oldugu kiime 3* ile ayn1 olan AC(x) = 0 sartin1 saglayan fonksiyon

olmak Uzere

3* 3*
—_— = —_— = x
A(F+ew)=a(3)=3
olur. Buradan 3x/2 + C(x), 3*’in genel belirsiz toplami1 olur. Bdylece 3*’in genel

belirsiz toplanu



>3 =32—X+C(x)

Belirsiz toplam 0Ozellikleri: k sabit say1 olmak Uzere

L Y U@+ =Y [+ ) g
2. Z kf(x) = ka(x)

3. ) (F@sg@) = f()ge) - ) Eglf @)
4. ) (Bf608g(0) = f(0)g() = ) g af @)

seklinde yazilir.

Tamm 2.1.10. Gama fonksiyonu I" seklinde gosterilir ve

[oe)

I'(x) =jtx‘1 e~tdt
0

has olmayan integral seklinde tanimlanir. x > 0 i¢in bu integral yakinsaktir.

I' fonksiyonunun ozellikleri

1. ['(x+ 1) =xI'(x)
2. tW=1 r(l)y)=vr
3. x €NiginT(x + 1) = x!
4. x €ENiginT(—x) » o
1 13.5..2x - 1)
I R
1 2*(-1)*
o ! (5 - x) “ T35, -D'"
n—-1 .
7. [(nx) = (2m)A-M/2 pnx=1/2 I x+ J
i)

['(x +m)
x(x+1Dx+2)...(x+m—-1)

8. ['(x) =

2.2. Fark Denklemleri

Tamm 2.2.1. x stirekli bir degisken olmak {izere genel olarak fark denklemi

f(x, Ay (x), ..., A" 1y (x), Ay (x)) = 0 (2.2.1)



olarak tanimlanmakla birlikte k = 1,2,3,..,n icin A¥y(x) degerleri yerine
yazilirsa

f(x,y(x),y(x +1),..,y(x+ n)) =0 (2.2.2)
seklinde de tanimlanir ve buna fonksiyonel fark denklemi denir. i € N olmak lzere x;
ayrik noktalar1 tizerinde tanimli fark denklemi ise

9@, Ay, A%y, ., A1y, ATy) = 0
veya k = 1,2,3, ..., n igin A*y; degerleri yerine yazilirsa
WY Yiers s Yien) = 0 (2.2.3)

olarak da tanimlanir ve bu denkleme skaler fark denklemi denir.
Tamm 2.2.2. Bir fark denkleminde bilinmeyen fonksiyonun mevcut en biiyik ve en

kicik indislerinin farkina o denklemin mertebesi denir.

Tamm 2.2.3. x siirekli degisken ve k = 0,1,2, ...,n i¢in p,(x) ve b(x) reel degerli
fonksiyonlar olmak lzere p,(x) # 0 ve p,(x) # 0 olmasi sartiyla;

Po(X)y(x + n) + p;(X)y(x +n—=1) + - +p,(x)y(x) = b(x)  (2.24)
fark denklemine n. mertebeden lineer fonksiyonel fark denklemi denir.
x; ayrik noktalar kiimesi ve p,(i) veb(i), i =i, igin tammh reel degerli
fonksiyonlar; [iy, o) kiimesi Gizerinde p,(i) # 0ve p, (i) # 0 olmak lzere

Po(DYisn + P1(DYign—1 + -+ pn(Dy; = b(D) (2.2.9)

bicimindeki fark denklemine de n. mertebeden lineer skaler fark denklemi denir.
(2.2.4) ve (2.2.5) denklemlerinde b(x) = 0 ve b(i) = 0 ise bu denklemlere homojen
fark denklemi, b(x) # 0 ve b(i) # 0 ise homojen olmayan fark denklemi denir.
pr(x) ve py (i) katsayr fonksiyonlar1 sabit fonksiyonlar ise bu durumda (2.2.4) ve
(2.2.5) denklemlerine n. mertebeden sabit katsayili fark denklemi, sabit fonksiyon

degilse n. mertebeden degisken katsayili fark denklemi denir.
2.3. Fark Denkleminin Ozellikleri

Akyol (2011), Bayar (2012), Bereketoglu ve Kutay (2011), Elaydi (2005),
Kelly ve Peterson (2001) ¢alismalarinda fark denklemlerinin ¢oziimleri hakkinda

bilgiler vermis ve bu bdliimde bu bilgilerden yararlanilmigtir.

Tammm 2.3.1. Bir fark denklemini tanimli oldugu biitliin noktalarda 6zdes olarak

saglayan fonksiyona fark denkleminin ¢ozumu denir.

Tamm 2.3.2. n. mertebeden (2.2.2) ve (2.2.3) fark denklemlerinin sirasiyla

F(x, Ci(x),C,(x), ...,Cn(x)) =0, F(i,cy,cpycy) =0
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seklinde n tane C;(x),C,(x),...,C,(x) birim periyodik fonksiyon ve n tane
C1,Co, v, Cn keYfi sabit iceren ¢coziimiine genel ¢6zim, genel ¢oziimdeki C,,(x) ve
¢y lere 6zel degerler verilerek elde edilen ¢c6ziimlere ise 6zel ¢ézim denir. C,,(x) ve
c;’'lere 0zel degerler verilerek elde edilemeyen ¢oOziimlere ise aykiri ¢ozim
diyebiliriz.
Tamm 2.3.3. f3 ;, f2.i, ..., fm,i fonksiyonlar1 i > i i¢in tanimli olsunlar. Vi > i, i¢in

a1frii + afo; +oF Apfmi =0
olacak bigimde hepsi birden sifir olmayan «,,a,,...,a,, Sabitleri var ise, bu
durumda {f,;, fo.i, -, fmi} fonksiyonlarma [iy, o) Gzerinde lineer bagimhdir; bu
esitlik Vi > i, icin ancak ve ancak a; = a, = -+ = a,;, = 0 durumunda saglaniyorsa
lineer bagimsizdir denir. Burada

fmi = (fm)i = frn(x0)

dir.
Tamm 2.3.4. (2.2.4) ve (2.2.5) denklemlerinin n tane lineer bagimsiz ¢éziimiiniin

kiimesine, bir temel ¢6zim kiimesi denir.

Teorem 2.3.5. Vi > i, icin py(i) # 0 ve p,(i) # 0 ise, bu durumda (2.2.5) lineer
homojen fark denklemi i > i, {izerinde tanimli olan bir temel ¢6zim kimesine
sahiptir (Bereketoglu, 2012).

Teorem 2.3.6. (2.2.4) denkleminde b(x) =0 alinarak olusturulan homojen
denklemin n tane lineer bagimsiz ¢oziimii y, (x),y,(x), ..., y,(x) olmak lzere bu
homojen denklemin genel ¢ozimii

y(x) = ¢1y1(x) + ¢y, (%) + -+ cpyn (%)
olup; burada c;, ¢y, ..., ¢, keyfi sabitlerdir.
Teorem 2.3.7. (2.2.4) degisken katsayili n. mertebeden lineer homojen olmayan fark
denkleminin ¢6zimi; homojen denklemin genel ¢6zimiu ile homojen olmayan
denklemi saglayan bir 6zel ¢oziimiin toplamindan olusur. Yani y,(x) homojen
denklemin genel ¢oziimi, y,(x) homojen olmayan denklemin 6zel ¢6zimi olmak
uzere

y(x) = yp(x) + y,(x)

bi¢iminde yazilir.

Tanmmm 2.3.8. f;(x), f2(x), ..., fm(x) verilen fonksiyonlar olmak (zere, Casorati

matrisi surekli fonksiyonlar kiimesinde
11



W(x) = f1(x.+ iy fz(x.+ iy fm(x +1)
fl(x.-l-m—l) fz(x.-l-m—l) fm(x-.l-m—l)
olarak tanimlanir. Bu matrisin determinanti
w(x) = detW(x)
seklinde gosterilir ve bu determinant Casoratyan olarak adlandirilir.

Benzer sekilde fi ;, f2i, ..., fm,i fonksiyonlari i¢in de

[ fii f2,i fmi |
W(l) — | f1£,i+1 fz,is+1 fm£i+1 |
l fl,i+m—1 fZ,i+m—1 fm,i+m—1J

olarak tanimlanir. Bu matrisin determinanti
w(i) = detW (i)
seklinde yazilabilir.
Teorem 2.3.9. fi i, f2i, -, fm,i fonksiyonlarmin lineer bagimsiz olmasi igin gerek ve
yeter sart Vi > i, igin
detW (i) # 0

olmasidir.

Lemma 2.3.10. {y,;,¥2i -, Yn;} fonksiyonlar1 (2.2.5) lineer fark denkleminin

homojen kisminin ¢dziimleri ve w(i) onlarin Casoratyani olsun. Bu durumda i > i,
icin
i-1
w(@) = (=00 | [ ] pa0m) |w,

m=i0
esitligi yazilir.
Sonug 2.3.11.
a) {y10 Y20 Yni} (2.2.5) denkleminin ¢dzimleri ve Vi > i, icin py(i) # 0
p (i) # 0 olsun. Bu durumda Vi = i, sayisina karsilik detW (iy) # 0 ise
Vi > iy icin detW (i) # 0’dur.
b) {}’1,1")’2,1"---'3’11,1'} fonksiyonlarinin temel ¢0ziim sistemi olusturmasi icin

Vi > iy icin detW (i) # 0 olmasidir.
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Teorem 2.3.12. k pozitif bir tam say1 olmak iizere;
[k(cosO + isin®)]™* = k™(cosnb + i sinnh)

bagntis1 vardir.
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3. SABIT KATSAYILI LINEER FARK DENKLEMLERI VE
COZUMLERI

Bu boliimiinde siirekli degiskenler kiimesinde ve ayrik noktalar kiimesinde
tanimli olan n. mertebeden sabit katsayili lineer homojen fark denklemleri, n.
mertebeden sabit katsayili lineer homojen olmayan fark denklemleri ve bu
denklemlerin ¢6zum yontemlerinden; Amirali ve Duru (2002), Bayar (2012), Elaydi
(2005), Goldberg (1960), Kelly ve Peterson (2001), Levy ve Lessman (1961)
kaynaklar1 yardimiyla bahsedilecektir.

3.1. n. Mertebeden Sabit Katsayih Lineer Homojen Fark Denklemleri

Bu kesimde n. mertebeden sabit katsayili homojen lineer fark denklemlerinin
¢cOzUmlerini inceleyecegiz.
apA"y; + AV ry 4wy Ay +a,y; =0 (3.1.1)
seklinde ya da
Qy, A, ..., Ay katsayilari reel sayilar olup, a, # 0 olmak Uzere n = 1,2,3, ... igin A™y;
degerleri yerine yazilirsa ve dlzenlenirse n. mertebeden sabit katsayili lineer

homojen fark denklemi

AoYi+n + Q1Yisn-1+ "+ Qu-1Yiy1 + any; =0 (3.1.2)
seklindedir. Burada a, # 0 ve a,, # 0’dir. (3.1.2) denklemin
yi=4q, q#0 (3.1.3)

seklinde ¢Oziimii aranir. (3.1.3) ifadesi (3.1.2) denkleminin ¢oziimii olduguna goére
yerine yazilirsa
aoq™ + a gt + ot ay_ g+ a,gi =0
olur. Buradan
q'(aoq" + 41"+t a,) =0

yazilir. ¢* # 0 oldugu icin

aq"+a,q"t+--+a,=0 (3.1.4)
bulunur. (3.1.4) denklemine (3.1.2) fark denkleminin karakteristik denklemi denir.
(3.1.2) denklemin. mertebeden bir denklem oldugu i¢in k = 1,2,..,n igin q
seklindeki koklerine karakteristik kokler denir. Cebirin temel esas teorime gore
n. dereceden denklemin en fazla n tane kokii vardir. Bu kdkler ya hepsi birbirinden

farkli reel, ya bazilar1 birbirine esit katl ve reel ya da bazilar1 kompleks olabilir.
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a) Q1,92 -, qn; (3.1.4) denkleminin birbirinden farkli n tane reel koki olsun.
Bu durumda {q;%,q,% ...,q,'} fonksiyonlar1 (3.1.2) denkleminin n tane lineer
bagimsiz ¢oziimidiir. Buradan (3.1.2) denkleminin genel ¢ozimd

Vi = a1 + et + o+ gy (3.1.5)
seklinde olur. Burada c;, ¢y, ..., ¢,,; n tane keyfi sabitlerdir.
b) r < n olmak Uzere (3.1.4) denkleminin birbirinden farkli g4, q5, ..., q,- kokleri
reel ve katlar1 sirasiyla m,,m,, ..., m, olsun. Buradan agiktir ki m; + m, + -+
m, = n dir. O halde genel ¢bziim
Vi = (c11 + cai+ o+ ey ™) g b + (o1 + Coni + o+ Com, i™ ) got + o +
(Cry + Crai 4+ + Cp, ™ 1), (3.1.6)

olur.

Teorem 3.1.1. y, = u, + iv, kompleks fonksiyonu (i =+v—1), (3.1.2) homojen
lineer fark denkleminin bir ¢ozimu ise u, ve v, da bu fark denkleminin lineer
bagimsiz bir ¢ozimu olur.
C) (3.1.4) denkleminin bir g, = a + if, B # 0 kompleks koki olsun. Kompleks
kokiin eslenigi de kok oldugundan diger kok g, = a — if8 olur. Geriye kalan kokler
birbirinden farkli reel ve g3, q4, ..., g, Olsun.
q.% = (a + iB)* = r*[cos k@ + i sin k6]

olup Teorem 3.1.1. geregi genel ¢6zim

Vi = c17* coskB + c,r¥ sink@ + c3q5% + - + ¢,q,°

seklindedir. Burada

r =, a?+ p? 6 =tan?! (g)
dir.
Not: Yukarida verilen ¢) durumunda genel ¢oziim ifadesi q° degil de q* seklinde

aranmustir. Sebebi ise sanal birim olan (i? = —1) i says1 ile indis olarak kullanilan i

ifadelerinin karigmasini engellemektir.
Ornek 3.1.2. y;,3 — 3V;4, + 4y; = 0 fark denkleminin ¢dziimiinii bulalim.

Soruda verilen ifadenin karakteristik denklemi
g —3¢*+4=0
olur. Duzenleyecek olursak
(@+D(@-2)*=0
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olarak bulunur. Bu denklemin kokleri g; = —1, q, = 2, q3 = 2 olup bir tane farkli,

iki tane katli gercel kokii bulunmaktadir. O zaman genel ¢oziim
y; = ¢ (—1)" + ¢,28 + ¢5i2¢

olur. Burada c,, c¢,, ¢35’ ler keyfi sabitlerdir.
Ornek 3.1.3. yx42 + 9y, = 0 denkleminin genel ¢dziimiinii bulalim.

Denklemin karakteristik denklemi
g?+9=0=q¢%>=-9
olur. Karakteristik kokleri g, = 3i,q, = —3i olarak bulunur. O halde « = 0,5 = 3
_ > > e _ - . _B .
olup r = /a? + 2 formilinden r = 3 bulunur. Biliyoruz ki tan 6 = - oldugu i¢in

6 =~ bulunur. Boylece genel goziim

km ~ km
Vi = €13% cos— + ¢, 3*sin —
2 2
olur.
3.2. n. Mertebeden Sabit Katsayih Lineer Homojen Olmayan Fark
Denklemleri

n. mertebeden sabit katsayili lineer homojen olmayan fark denklemi
AoYitn * QYisn-1 + -+ Qu1YVip1 + Qnyi = b; (3.2.1)
seklinde yazilir. Burada ay, a4, ..., a,, katsayilar1 reel sabitler, a, # 0 ve a,, # 0’dir.
(3.2.1) denklemine ait (3.1.2) homojen denklemin y, ; genel ¢oztimi bulunur. Sonra
homojen olmayan denklemin bir y,; 6zel ¢ozlmi olusturulur. Béylece Teorem
2.3.7.”ye gore denkleminin genel ¢6zimi
Yi =Ynit Vpi

olur.

3.3. Belirsiz Katsayilar Yontemi

Homojen olmayan (3.2.1) denkleminin bir y,, ; ¢6ziimii aranirken b; gozéniinde
bulundurulur. Buna gore a,b,k,Aqy, A4, ..., A, Bo, By, ..., By ler sabit sayilar olmak

Uzere b;’nin veriligine gore bir y,, ; 6zel ¢ozimi
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Tablo 3.1. Ozel ¢oziim belirleme

b, = a' ise Ypi = Ad' seklinde

b; = i¥ ise Vpi = Ao+ Agi + -+ Ayi* seklinde

b; = ika' ise Vpi = (Ao + Ayi+ -+ Axi¥)a’ seklinde

b; = sin bi veya cos bi ise Ypi = Asinbi + Bcos bi seklinde

b; = a'sin bi veya ¥pi = (Asinbi + B cosbi)a’ seklinde

a‘cos bi ise

b; = i*a' sin bi veya Vpi = (Ao +Ayi+ -+ Api¥)a sinbi+ (By + Byi + -+
ika' cosbi ise B, i*¥)a' cos bi seklinde

seklinde aranabilir. Eger aranan 6zel ¢6ziim homojen denklemin genel ¢6zimu ile

lineer bagimli ise lineer bagimsiz olana kadar i ile garpilir.

Ornek 3.3.1. y;., —5y;41 +6y; =1+ 2i fark denkleminin genel ¢ozimini

bulalim.

Verilen denklemin homojen kismi
Yitz = 5YVi41 T 6y; =0
olup, bu kismin karakteristik denklemini yazarsak
qg>—5q+6=0
olur. Karakteristik denklemin kokleri q; = 2 ve g, = 3 olup homojen kismin genel
¢cozimi
Vhi = 6128+ ¢3¢
dir. b; = 1 + 2i fonksiyonu birinci dereceden bir polinom oldugu i¢in
Ypi = A + Aql
seklinde bir 6zel ¢6ziim aranir. Bu ifadeyi soruda verilen denklemde yerine yazarsak
A+ A (i +2)—5(Ag + A (i + 1)+ 6(4yg + A1) =1+ 2i
olur. Bu ifadeyi duzenlersek
2A0 — 34, +2Ai =1+ 2i
elde edilir. Esitligin saglanabilmesi igin
24, =2, 24, —34; =1
A =1, Ay =2
olur. Buradan 6zel ¢6zim
Ypi=2+1

bulunur. O halde genel ¢6ziim

17




Yi = Ynit Ypi
yi =28+ 3P+ 2410
dir.

3.4. Operator Yontemi

(3.2.1) sabit katsayili homojen olmayan lineer fark denklemi E operatOri

cinsinden
P(E)y; = b;
seklinde yazilabilir. Burada

P(E) = aoEn + alEn_l + + a’Tl

dir. Buna gore (3.4.1) denkleminin bir 6zel ¢c6zumi

1
Vpi = @bi

dir.
Teorem 3.4.1.

P(E)b' = P(b)b
dir (Mickens 1990).

Sonug 3.4.2. P(b) # 0 ise,

1 . b

l

P®” TP

dir.
Teorem 3.4.3. F;, i’ye bagh bir fonksiyon olmak {izere

P(E)b'F; = b'P(bE)F;

ve

1 , 1
— hlE. = | S
peey i =P oy i
dir.

Teorem 3.4.4. P(b) = 0 ve

P(E) = (E — b)™h(E), h(b) # 0

olsun. Bu durumda

1 ) bi—mim
13 =
e’ T nym
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(3.4.1)

(3.4.2)

(3.4.3)

(3.4.4)

(3.4.5)

(3.4.6)



dir.
Ornek 3.4.5. y;,, — 4y;.1 + 3y; = 3' fark denkleminin genel ¢dziimiinii bulalim.

Bu denklem E operat6rii cinsinden
P(E)y; = (E - 1)(E — 3)y; = 3 (3.4.7)
seklinde ifade edilebilir. P(3) = 0 oldugundan, Teorem 3.4.4. uygulanir. (3.4.7)
denkleminin bir 6zel ¢6zimu i¢in dnce
P(E) =(E —-3)h(E), h(E)=E -1
seklinde yazilr. Buradan b = 3,m = 1, h(b) = 2 olup
1 .
Vp,i = @31
31'—1_ il
A!
.3
6

N

o~

olur. Homojen kismin ¢6ziimii i¢in
g —4q+3=0
karakteristik denklemi yazilir. Bu ifadenin kokleri q; = 3 ve g, = 1 olup verilen
fark denkleminin homojen kisminin ¢éziimii
Yni = €1+ ¢3!
olur. O halde genel ¢dzim
Yi = Ynit Vpi
esitliginden
i

6

o0
yi=c1 +c3t +
olur.
Ornek 3.4.6. (E—2)(E—-3)y; =(2+1i+i%)4" denkleminin genel ¢ozimiini
bulalim.

Verilen denkleme gore
P(E)=(E—-2)(E—-3)

dir. Ozel ¢bziim igin dnce

Ypi = E—2)(E—3) (2+i+i%)4!

yazilir. Teorem 3.4.3. uygulanirsa
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. 1
.= 4l P42
Yo =4 (4E—2)(4E—3)(2 i+i%)

veya
1 . o
Vpi =54 (1460 +80) 72 +i +i%)
bulunur. Buradan sonra (1 + 6A + 8A2)~! ifadesi seriye agilir ve aranan ézel ¢oziim
1 . .
Vpi = 54‘(1'2 —11i + 46) = 2271(j2 — 11i + 46)

elde edilir. Soruda verilen fark denkleminin
(E-2)(E-3)y; =0
formundaki homojen kisminin ¢6ziimii ise
Vhi = 6128+ ¢3¢
olur. Buradan genel ¢6ziim ifadesi
Yi = Ynit Ypi
esitliginden
y; = 128 + ¢330 + 2271(i%2 — 110 + 46)
olur.
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4. DEGISKEN KATSAYILI LINEER FARK DENKLEMLERI
ICIN COZUM YONTEMLERI

Bu bolumde x siirekli degisken olmak tizere
yx+n)+pyx+n—1+ -+ p,(0)y(x) = b(x) (4.1)
fonksiyonel fark denklemi ve ayrik kiimedeki
Yi+n * PriYien-1 -+ Pniyi = b; (4.2)
degisken katsayili lineer fark denklemlerinin ¢oziimleri Amirali ve Duru (2002),
Bayar (2012), Bereketoglu ve Kutay (2011), Jagerman (2000), Kelly ve Peterson
(2001), Levy ve Lessman (1961), Yildiz (2018) kaynaklar1 yardimiyla verilecektir.

4.1. Birinci Mertebeden Degisken Katsayih Lineer Fark Denklemleri
a. Aynik Noktalar Kiimesinde

Birinci mertebeden lineer homojen olmayan degisken katsayili
Yir1 — QY = b; (4.11)
fark denklemi ve
Yip = Ho (4.1.2)
baslangi¢c kosulundan olusan baslangi¢c deger problemi verilsin. Burada a; ve b;,
[ = i, i¢cin tanimli reel degerli fonksiyonlardir.
(4.1.1) denkleminin homojen hali
Yier —a¥; =0, 12020 (4.1.3)
dir.

Teorem 4.1.1. (4.1.3) homojen fark denklemi ve (4.1.2) baslangi¢ kosulundan olusan
baslangi¢c deger probleminin ¢ézliimii

i—-1

ve={] ] an uo (414)

m=i0

olup (4.1.1) - (4.1.2) baslangi¢ deger probleminin ¢6ziimii

i-1 i-1 [ i-1
YVi = 1_[ Am o + Z 1_[ am | by (4.1.5)
m=i, r=ip \m=r+1
dir.
Buna gore birinci mertebeden sabit katsayili homojen olmayan
Yit1 — ay; = b; (4.1.6)
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fark denklemi ve

Yip, = Ho (4.1.7)
sart1 i¢in (4.1.5) ¢6zim formali
-1
yi = a'y;, + Z at~""1p, (4.1.8)
=0

halini alir. Ayrica c¢ sabit olmak Uzere b; = ¢ oldugu zaman (4.1.8)’den,

‘ +ai_1 # 1
yo=1 Yo \a=1) “ (4.1.9)

yi, tct, a=1

bulunur.
Ornek 4.1.2. y;p1 = (i +2)y; + 21(i +2)!, y, =1 sarti1 saglayan baslangic

deger probleminin ¢oziimiinii bulalim.

(4.1.5) denkleminden

i-1 i-1 /[ i-1
y; = l_[(m+2) Yo +Z 1_[ (m+2) |2"(r + 2)!
m=0 r=0 \m=r+1
il
= (i+ 1) +Z(i+ D12
=0
=(i+1)!2

dir.

Ornek 4.1.3. Yillik % 5 oraninda faiz uygulanan bir bankanin bireysel emeklilik
hesabma bir kisi her yilin basinda 3000 TL yatiriliyor. i. yilin sonunda bireysel

emeklilik hesabinda ne kadar olacagini bulunuz.

i. yihin sonunda bireysel emeklilik hesabindaki paranin miktar1 y; olsun. C6zimu
Yir1 = @;yi + by
formatinda diisiiniirsek
Yi+1 =Y +[y; + 3000]0,05 + 3000 = 1,05y; + 3150
birinci mertebeden sabit katsayili lineer homojen olmayan fark denklemine doniisiir.

(4.1.9) formiltne gore

. 1,05) —1\ 3150
y; = (1,05)L.0 + 3150<( ) > =

1,05—1 / 0,05 [(L05) ~1]

y; = 63000[(1,05)! — 1]
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sonucuna ulasilir. Ornegin 20 yil sonunda hesaptaki para miktarmi hesaplamak
istersek

Y20 = 63000[(1,05)%° — 1] = 104.157,75 TL
olur.

b. Surekli Degiskenler Kiimesinde

yx+1) —pl)yx) = gx) (4.1.10)
birinci mertebeden fonksiyonel fark denklemini ele alalim. Bu denkleme
y(x) = r(x)s(x) (4.1.11)
donilistimii uygulanirsa denklem
r(x+ 1Dsx+1) —p)rx)s(x) = glx) (4.1.12)

denklemine doniisiir. Burada
r(x+1) = p)r(x)
olacak sekilde bir r(x) fonksiyonu segilirse (4.1.12) denklemi
r(x + D[As(x)] = gx)
olur. Buradan
pCOr(x)As(x) = g(x)
ve genel ¢6zim

g(x)
p(x)r(x)

elde edilir. Bu ifade (4.1.11)’de yerine yazilirsa (4.1.10) birinci mertebeden

s(x) = + C(x), (AC(x) =0)

fonksiyonel fark denkleminin genel ¢ézimi

y(x) = r(x) [Zp(%ﬁ?x) + C(x) (4.1.13)

seklinde elde edilmis olur. Eger (4.1.12)’de g(x) = 0 ise genel ¢dziim
y(x) =r(x)C(x)
olur. Burada AC(x) = 0 ve r(x)
r(x+1) = p(x)r(x)

denkleminin ¢ozimudar.

Ornek 4.1.4. y(x + 1) — xy(x) = x denklemi verilsin.

y(x) = r(x)s(x)
alinirsa denklem
r(x+ Ds(x+1) —xr(x)s(x) =x

olur. Burada
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r(x + 1) = xr(x)

esitligini saglayan r(x) icin denklem
r(x+D[s(x+1)—sx)]=x

ve burada

r(x + 1)As(x) = x
olur. Diger taraftan

r(x+ 1) = xr(x)
ifadesinden

r(x) =T'(x)

olur. Bu ifade yerine yazilirsa

['(x +1)As(x) = x = xI'(x)As(x) = x

As(x) = ﬁ

= Zﬁ +C(x)

bulunur. Bu ifade yerine yazilirsa

00 =16 (Y +€00)

bulunur. Ozel olarak denklem
y(x+1) —xy(x) =0
ise bu durumda g(x) = 0 oldugu igin
y(x) = C(T(x)

olur. Benzer mantikla
Yier — i =0
icin genel ¢6zim
y; = cl'(i)

bulunur.

Ornek 4.1.5. xy(x +1) — (x — 1)y(x) = x birinci mertebeden fark denklemini

cozelim.

Bu denklem A operatdriine gore
Al(x = Dy(x)] = x

tam fark seklinde yazilabilir. A~! operatoriiniin tanimindan yararlanilirsa buradan

(x — Dy(x) = Zx +C()
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elde edilir. O halde denklemin genel ¢ozumii

G- Dy = D 4 0 = ) = 2724 €00/ - 1)
olur. (AC(x) = 0)
Sonug 4.1.6.

a) Ozel olarak (4.1.10) denkleminde p(x) = x — k, g(x) = 0 almmirsa denklem
y(x+1) = (x—k)y(x)
olur. Burada t = x — k degisken degistirmesi uygulanirsa denklem
yt+k+1)=ty(t+k)
denklemine doniisiir. Burada
u(t) =y(t+k)
alinirsa denklem
u(t + 1) = tu(t)
olur. Bu denklemin genel ¢ozumi ise
u(t) = ()
dir. Boylece
y(x+1) = (x - k)y(x)
denkleminin genel ¢6zim
y(x) = COT'(x — k)
seklinde elde edilir.
b) Ozel olarak (4.1.10) denklemi

y(x+1) = (a ﬂ(x - ai)/b l_[(x - B,-)) y(x)
i=1 j=1

seklinde ise genel ¢cozimii

v =c(3) [ [rer-a / [ [rG-8)
i=1 j=1

olur. (AC(x) = 0)
Ornek 4.1.7. y(x + 1) = (x3 + 3x? + 2x)y(x) denklemini verilsin.

Denklem diizenlenirse
y(x+1)= x(x+1)(x+2) y(x)
olur. Genel ¢6zim
y(x) =C)rx) T(x + DT(x+2)= C(x)x?(x + DI3(x)
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seklinde bulunur. (AC(x) = 0)
Ornek 4.1.8. xy(x + 1) - (x + 1)y(x) = 0 denklemi verilsin.

Denklem

yeet ="y

bi¢iminde yazilirsa genel ¢6ziim

I'(x+1)

y(x) = C(x) e = C(x)x

olarak bulunur. (AC(x) = 0)
4.2. ikinci Mertebeden Fark Denklemleri

p1(x) ve p,(x); x’in fonksiyonlar1 olmak lizere ikinci mertebeden degisken
katsayili homojen fark denklemi

y(x+2) + p()y(x + 1) + p,(x)y(x) = 0 (4.2.1)

yazilabilir. (4.2.1) denkleminin homojen kismmin genel ¢oziimii; y, (x) ve y,(x)
lineer bagimsiz ¢oziimler olmak iizere

y(x) = C;(x)y1 (%) + C(x)y,(x) (4.2.2)

seklindedir. Bizi bu genel ¢oziim formatma gotiirecek olan bir ¢oziim yolu yoktur.

Bu ylzden bu homojen denklemin bir ¢éziminin bilinmesi durumunda genel

¢Ozlime nasil ulasilacagini gésterecegiz.

a. Siirekli Degiskenler Kiimesinde

y(x+2) +p1(0)yx + 1) + p,(x)y(x) = 0 (4.2.3)
denkleminin bir ¢ozimi u(x) ise
y(x) = u(x)g(x) (4.2.4)
doniigiimii yardimiyla denklemin mertebesi bir disiiriiliir. Bu doniisim (4.2.3)
denklemine uygulanirsa
u(x+2)gx+2) + py(ulx + Dglx + 1) + p,(ulx)g(x) =0 (4.2.5)
halini alir. (4.2.5) denklemine u(x + 2)g(x + 1) bir eklenip bir ¢ikarilirsa
u(x +2)Ag(x + 1) — p,()ulx)Ag(x) =0 (4.2.6)
bulunur. Bu Ag(x) bilinmeyenli birinci mertebeden bir fark denklemidir. Bu
denklem c¢ozllerek Ag(x) ve ardindan Ag(x) ¢ozllerek g(x) bulunur. Boylece

(4.2.3) denkleminin genel ¢ozimu

y(x) = ulx)g(x)
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seklinde elde edilmis olur.

Ornek 4.21. (x—1)y(x+2)+ (2 —-3x)y(x+1) + 2xy(x) =0 denkleminin
x = 0 icin verilen bir ¢c6zimi u(x) = x ise denklemin genel ¢6zimini bulunuz.
Bu denkleme
y(x) = xg(x)
doniisiimii uygulanirsa
x—-Dx+2)gx+2)+2-3x)(x+1D)glx+1)+2x.x.g(x) =0
olur. Burada (x — 1)(x + 2)g(x + 1) bir eklenip bir ¢ikarilirsa
(x—1D(x+2)Ag(x+ 1) —2x%Ag(x) = 0
2
G-Dax+2 W
bulunur. Bu denklemin ¢ozimini I' fonksiyonu yardimiyla
I'()r(x)
I'(x—1DI'(x+2)

Yo . TeIT()
A [T] B R oy

Ag(x+1) =

Ag(x) = C(x)2*

y(x) L x=1)

[ = ()2 x(x+ 1)
y(x) 2 1
[ = o2 | =]

yazilir. Daha sonra gerekli islemler yapildiktan sonra

[y(x)l C(X)Zx

[ . —

elde edilir. Bu durumda ¢ézim

y(x) = 2*C(x) + xD(x)
olarak bulunur. Burada C(x)ve D(x) keyfi birim periyodik fonksiyonlardir.
b. Ayrik Noktalar Kiimesinde

Ayrik noktalarda
Yivz T P1(OYir1 + P20 y; =0 (4.2.7)
denklemi verilsin. Burada p,(i) ve p,(i); Vi =i, icin [ij,o)’da tanmimli ve
p2 (i) # 0°dir. y;; bu homojen denklemin ¢6ziimu olsun. a) kismindakine benzer

sekilde islemler yapilarak genel ¢6ziim bulunur.
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Ornek 4.2.2.

i+4
Yier =75 Yi T 0

denkleminin bir 6zel ¢ozumi  y;; = i + 2°dir. Bu denkleme
yi = (I +2)g;
doniisiimii uygulanirsa
, i+4
(i+4)gis2 — i+_2(l +2)g; =0
(i+4)gi,—((+4)g;=0= (i +4)(gir2 —g) =0
olur. (i + 4) # 0 oldugundan
Giv2 —9: =0
olur. Buradan
g; = 1 + (1)
bulunur. Boylece genel ¢oziim
Vi = i+ 2)(01 + Cz(_l)i)
denkleminden
yi = 4+ 2)c; + (-1 + 2)
olur. O halde diger ¢6ziim
Yo = (1) +2)

olur.

4.3. E Operatorii Ile Carpanlara Ayrilabilen Fark Denklemleri

yx+n) +p()yx+n—1) + -+ p(0)y(x) = g(x) (4.3.1)
lineer fonksiyonel fark denklemini ele alalim.

Bu denklem E operatorii yardimiyla

(a1 (OE + by () (az(XE + by (%)) .. (an COE + by (x))y(x) = g(x)
seklinde ¢arpanlara ayrildigini kabul edelim. Burada

(a2 (x)E + b, (x)) (an(x)E + bn(x))y(x) = z(x)

almirsa denklem

(@ (E + b (0))z(x) = g(x)

seklinde doniigiir. Bu birinci mertebeden denklem ¢oziilerek z(x) bulunur. Bu defa

(a3 (x)E + by (x)) (an(x)E + bn(x))y(x) = v(x)

alinirsa
(@ (E + b,(0))v(x) = 2(x)
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olur. Burada v(x) ¢oziimiine ulasilir ve benzer sekilde devam edilerek y(x) genel

¢Oziimiine ulasilmis olur (Kelly ve Peterson, 2001).

Ornek 4.3.1. (E? —xE — 2(x + 2))y(x) = 0 denklemini E operatorii yardimiyla

cozelim.

Bu denklem
(E+2)(E-(x+2)y(x)=0
seklinde ¢arpanlarina ayrilmis olarak yazilir.
(E = (x +2))y(x) = z(x)
alinirsa
(E+2)z(x)=0
olur. Bu denklemin genel ¢ozimi
z(x) = (=2)*C(x)
olur. Bu ifade yukarida yerine yazilirsa
(E - G +2)y() = (=2)*C(x)
denklemi elde edilir. Bu denklemin homojen kisminin genel ¢oziimii
D)l (x + 2)
olmak tizere bu homojen olmayan denklemin genel ¢ézimu (4.1.13) ifadesinden
(—2)*
(x +3)
seklinde bulunur. Burada C(x) ve D(x) periyodik fonksiyonlardir.

y(x) =D)I(x+2) + Cx)I'(x + Z)Z Tix
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5. LINEER OLMAYAN FARK DENKLEMLERI

Bu bolimde bazi lineer olmayan fark denklemleri tizerinde durularak
¢cozimlerinin nasil yapilacagi konusunda Bayar (2012), Deger (2008), Elaydi (2005),
Karag0z (2019) ve Kutay (2010) kaynaklar1 yardimiyla bilgi verilecektir. Burada

ayrik noktalardaki i indisi yerine n alinmistir.
5.1. Otonom Denklemler
x(n+1) = f(x(n)), n=n, (5.1.1)
denklemini ele alalim. Bu tiirdeki denklemlere otonom ya da zaman degiskensiz fark
denklemi ad1 verilir. (5.1.1) denkleminin

x(ng) = X (5.1.2)

sartin1 saglayan ¢ozimii

X(no +1) = f(x(no))
x(ng +2) = f(x(ng + 1)) = £ (f(x(np))) = 2(xo)

x(ng +n—ng) = " (x,)

olup
x(n) = " (x), n=ng
dir. Burada;
fO(xo) = %o, f1(x0) = f(x0), f2(x0) = f(f (x0)), -
dir.
Ornek 5.1.1.

x(n+1) = 3x(n), x(0) = x4
sartin1 saglayan denkleminin ¢oziimiinii bulalim.

Denklem otonom fark denklemidir. Burada sirasiylan = 0,1, 2, 3, ... alinirsa

x(1) = £(x(0)) = Yx(0) = 3fxg = x5
x(2) = F(x(D) = YxC = [/ = xo7

*(3) = f(x(2) = }fx(@) = /Nx—o = X,
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x(n) = (xo)5™

olup problemin ¢6zimu bulunur.

5.2. Otonom Olmayan Denklemler

y(n+1) = g(n,y(n))

bicimindeki denkleme otonom olmayan ya da zaman degiskenli fark denklemi denir.

Tammm 5.2.1. Eger x*, f’in sabit bir noktasi ise yani f(x*) = x* ise x*’a (5.1.1)

denkleminin f’in tanim bolgesi i¢inde bir denge noktas: ad1 verilir (Elaydi, 2005).

Tamm 5.2.2. x*, (5.1.1) denkleminin denge noktasi olsun.

a)

Verilen her bir e > 0 icin |x(0) — x*| < § iken |x(n) — x*| < € olacak sekilde

bir § > 0 sayisi1 varsa, x* denge noktasi kararlidir denir (Sekil 5.1) (Elaydi, 2005).

b)

x(n)
r

e

K +5 PN /.\—-/'-———‘
o -

W

X' -£
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10  n

Sekil 5.1. Kararli x* noktast
Eger x* kararh degilse, kararsiz olarak adlandirilir (Sekil 5.2) (Elaydi, 2005).

x(n)

e 1 A

R N AN
TN /7~

N N

o N/ -

n

Sekil 5.2. Kararsiz x* noktast
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c) Eger |x(0) — x*| <n iken lim x(n) = x* olacak sekilde bir n > 0 sayis1 var
n—oo

ise x* noktas1 gekici olarak adlandirilir. Eger n = oo ise x* noktasina global gekici
denir.

d) Eger x* noktasi hem kararli hem de gekici ise x* denge noktasina asimtotik
kararlidir denir (Sekil 5.3) (Elaydi, 2005). Eger n = oo ise, x* noktasma global
asimtotik kararlidir denir (Sekil 5.4) (Elaydi, 2005).

x(n)
F'y

X"+ 1

) \‘-—L—-___.*_“_‘
x,(0) f

x-M

Sekil 5.3. Asimtotik Kararli x* noktasi

s XM
%:(0)
x"
| B | H__E = = = =N N 8
<0 ¥ 1 2 3 4 56 7 8 9 10 n

Sekil 5.4. Global Asimtotik Kararli x* noktasi

Simdi otonom olmayan denklemlerin bazi 6zel durumlar1 géz Oniine almarak

cozimleri incelenecektir.

5.2.1. Riccati Turi Denklemler

ym+DyM+pMyn+1)+qm)yn) =0 (5.2.1)
denklemi Riccati tiri denklem olarak bilinir.
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Bu denklemi ¢ozmek igin

1
z(n) = ——
y(m)
doniisiimii yapilir. Buradan
1 1 1
2Dz Pz TIW e =0

veya
gqn)zin+ 1) +p(n)zn)+1=0
elde edilir. Bu ifade birinci basamaktan lineer bir denklemdir.

Ayrica, homojen olmayan Riccati turi

yn+Dym+pn)yn+D+qmy®@ =gm) (5.2.2)
denklemi igin
_z(n+1)
y(n) = 2 p(n)
dontistimii uygulanir. Bu durumda
2 1 2
(203 -+ ) (2 i) 000 (5D pr 1)

+q(n) (Z(:(:)l) = p(n)) -gn)=0

veya diizenleme yapilirsa

zn+2)+[gn) —p(n+ D]z(n + 1) — [g(n) + q()p(M)]z(n) = 0

dogrusal denklemi elde edilir.

Ornek 5.2.3.
ym+1Dym)—2y(n+1D+ yn)=0
denklemi verilsin.

Bu denkleme

doniisiimii uygulanirsa
z(n+1) —2z(n)+1=0
lineer fark denklemi bulunur. Bu denklemin genel ¢6zumi
z(n)=c¢2"+1

dir; burada c; keyfi sabittir. O halde burada verilen denklemin genel ¢6ziimu
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1 1

y() = z(n) - 12"+ 1

biciminde bulunur.
Ornek 5.2.4.
Homojen olmayan

y(n+ 1)y(n) +3y(n+1) + 5y(n) = —16 (5.2.5)
Riccati tiirti denklemi ele alalim. Bu denkleme

zn+1)
y(n) = ) 3
dontistimii uygulanirsa
z(n+2)+2z(n+1)+2z(n) =0 (5.2.6)

elde edilir. (5.2.6) denkleminin genel ¢ozimii
z(n) = (¢ + c;n)(=1)"
dir; burada c, ve c, keyfi sabitlerdir. O halde bize (5.2.5) denkleminin genel ¢6ziimii

(n) = 4c+4n+1
yin) = c+n
olur ve burada
1
c=—
C2
dir.
5.2.2. Homojen Denklemler
Xt D) 5.2.7
f x(n) - ( e )
seklinde yazilabilen denkleme homojen fark denklemi denir. Bu denklemi lineer hale
getirmek icgin
x(n+1)
y(n) = BON
doniisiimii uygulanir.
Ornek 5.2.5.
x’(n+ 1)+ 6x(n+ 1x(n) +5x%2(n) =0 (5.2.8)

fark denkleminin genel ¢ozlimiinii bulalim.

Bu denklem

x(n+1) 2 x(n+1)
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seklinde yazilabilir. Simdi

1
y(n) = % (5.2.10)

doniisiimii uygulanirsa,
y?(n)+ 6y(n)+5=0

veya

(y(n)+5).(y(n)+1) =0 (5.2.11)
bulunur. (5.2.11) denkleminin

y(n) = =5 veya y(n) = -1
seklinde iki ¢6ziimii vardir. Bunlar i¢in (5.2.10)’dan sirasiyla,

x(n+1) = =5x(n), x(n+1) =—-x(n)
fark denklemleri ortaya ¢ikar. Bunlari ¢éziimleri de sirasiyla
x(n) = c;(=5)" ve x(n) = c,(—)"

olur.
5.2.3. Logaritmik Doniisiim Gerektiren Denklemler

vn = n, icin g(n) > 0 olmak tizere
(x(n+m)™. (x(n+m—1))". ... (x()) ™" = g(m) (5.2.12)
denklemini ele alalim. Bu denklemin her iki tarafinnn In fonksiyonu altinda
goriintiisii alinirsa
a;lnx(n+m)+a,Inx(n+m—1)+ -+ a1 Inx(n) = Ing(n)
denklemi elde edilir. Bu denkleme
y(n) =Inx(n) (5.2.13)
donitisiimii uygulanirsa, sabit katsayili lineer homojen olmayan
a,y(n+m)+a,yin+m—1)+ -+ apy(n) =Ingn) (5.2.14)
denklemi bulunur. Daha sonra bu ifade bilinen yontemlerle ¢ozulerek genel ¢dziime
ulagilir. Bu ¢6ziim yolunu ayrik noktalar kiimesi iizerinde tanimli fark denklemleri

icin de uygulayabiliriz.
Ornek 5.2.6.
Ym+2:Ym = Ym+1 =0 (5.2.15)

denkleminin genel ¢oziimiinii bulalim.

Yukarida vermis oldugumuz bilgileri kullanarak denklemimizin ¢ozimine

ulasabiliriz. 11k olarak denklemi diizenleyip
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ym+2-ym = ym+1

_ Ym+1

ym+2 - :Vm

seklinde yazdiktan sonra esitligin her iki tarafinin In fonksiyonu altinda goriintiisii

almirsa
In(ns2) = In (2241
Ym
INnWm+2) = In(Yme1) — In(Gm) (5.2.16)

yazilabilir. Burada (5.2.16) denklemine

Zm = Inyy,
dontistimii uygulanirsa
Zms2 — Zme1 t+ Zm =0
lineer denklemi bulunur. Bu denklemin karakteristik kokleri
1 +3i 1 V3i
G=ot o =5
olup genel ¢6ziim
T ] T
Zm = Cq cosm§+ Cy smm§
bulunur. Boylece lineer olmayan fark denkleminin genel ¢ézimdi

s . Vs
__ _Ccicosm-+cysinmz
Ym = € 3 3

biciminde bulunur.
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6. BIRINCI MERTEBEDEN LINEER OLMAYAN BAZI
FARK DENKLEMLERI VE COZUMLERI

6.1. Tlkel Fonksiyondan Fark Denkleminin Elde Edilmesi

F(i,y;,c) =0 (6.1.1)
seklinde bir ¢ parametresine bagli ilkel fonksiyonu veya egri ailesi verilsin. Bu
denklemin i’ye gore farki alinirsa veya i yerine i + 1 yazilirsa

F(i+1,yi41,c)=0 (6.1.2)
olur. (6.1.1) ve (6.1.2) denklemleri arasinda c sabiti yok edilirse (6.1.1) ilkel

fonksiyonu veya egri ailesini genel ¢oziim kabul eden birinci mertebeden fark

denklemi
F(i,y;,yi+1) =0 (6.1.3)
seklinde elde edilir. Benzer sekilde
F(i,y;,¢q,Cp ey ) =0 (6.1.4)

n tane ¢y, ¢, ..., ¢, keyfi sabitine bagli ilkel fonksiyonu (egri ailesi) verilsin. (6.1.4)
ilkel fonksiyonunu genel ¢6zim kabul eden fark denklemi; (6.1.4) denkleminde i
yerine sirasiyla i + 1,i + 2, ...,i + n yazilarak (bu islem keyfi sabit sayis1 kadar
yapilir) elde edilen n tane denklem ve (6.1.4) denklemiyle birlikte toplam n + 1
denklem arasinda n tane keyfi sabit olan c,,c,, ..., ¢, sabitlerinin yok edilmesi ile
elde edilir. Elde edilen fark denklemi n. mertebeden olup genel olarak

FG, Y, Yivr Viszr 0 Yien) =0 (6.1.5)
seklinde yazilir. (6.1.4) ifadesinin n. kez farkinda c¢,, ¢, ..., ¢, keyfi sabitleri yok ise
aranan fark denklemi bu son ifadedir. Keyfi sabit sayis1 elde edilen fark denkleminin

mertebesini belirler.

Ornek 6.1.1.
y; = ci (6.1.6)

ilkel fonksiyonunu genel ¢6ziim kabul eden fark denklemini bulalim.

Bu ifadede keyfi sabit bir tane oldugundan i yerine i + 1 yazilirsa
yi=c(i+1) (6.1.7)
olur. (6.1.6) ile (6.1.7) arasinda ¢ sabitinin yok edilmesiyle (6.1.6) ifadesini genel
¢6zim kabul eden
i1 — (@ +Dy; =0 (6.1.8)

seklinde birinci mertebeden fark denklemi elde edilir. Ya da (6.1.6) ifadesinin bir kez
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farki alinirsa

Ay; = A(ci)
Ay, = cAi= Ay; = (6.1.9)
bulunur. (6.1.6) ve (6.1.9) ifadeleri arasinda ¢ sabiti yok edilirse
yi = Ayl
denklemi elde edilir. Bu denklem ac¢ik¢a yazilirsa
Ay —y; =0
iyiyq1—({@+1y; =0 (6.1.10)

olur.

Ancak burada denklemin A operatoriine bagl olarak yazilmasina gayret edilecektir.

Ornek 6.1.2.
y; = ci? (6.1.11)

ilkel fonksiyonunu genel ¢6ziim kabul eden fark denklemini bulalim.

Bu ifadenin i’ ye gore farki alinirsa
Ay; = cAi? = Ay; = c(i + 1)? — ci?
Ay;=c(i+1—-0D)0+1+10)
Ay; = c(2i+ 1) (6.1.12)
olur. (6.1.11) ve (6.1.12) ifadeleri arasinda c sabiti yok edilirse fark denklemi
i?Ay; — (2i+1)y; =0

seklinde bulunur. Bu denklemin genel ¢6zimii y; = ci?’dir.

Ornek 6.1.3.
y; = c(2i +1)? (6.1.13)
ifadesi verilsin.
Bu ifadenin i’ ye gore farki alinirsa
Ay; = c[(2i +2)? — (2i + 1)?]

Ay; = c(4i+3) (6.1.14)
olur. (6.1.13) ve (6.1.14) ifadeleri arasinda c sabiti yok edilirse istenen fark denklemi
(2i+ 1)%?Ay; — (4i+3)y; =0

seklinde bulunur.

Ornek 6.1.4.

c
Vi=7 (6.1.15)

ilkel fonksiyonunu genel ¢6ziim kabul eden fark denklemini bulalim.
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Bu ifadenin i’ ye gore farki alinirsa

A = (1 1)
Yi=e\ir1 1

1
Ayi = C(i(i n 1))
¢ = —i(i + 1Ay,

olur. Bu deger (6.1.15)’de yerine yazilir diizenlenirse fark denklemi

i+ DAy;+y; =0
seklinde bulunur. Diger taraftan (6.1.15) ifadesi
iy, =¢
seklinde yazilsin.
A(iy;) = Ac = A(iy;) = 0
olur. Carpimin farki uygulanirsa
(i+1DAy; + y;,Ai =0
(i+1DAy;+y; =0
bulunur. Burada
A(iy;) = (ADyieq + 1Dy,
seklinde de yazilabilir. Bu diizenlenirse ayn1 denklem elde edilir.
Ornek 6.1.5.
yi? =ci
ilkel fonksiyonunu verilsin.
(6.1.17) ifadesinin her iki tarafinin farki alinirsa
Ay;? = Aci
Ay =c
olur. (6.1.17) ile (6.1.19) arasinda c sabiti yok edilirse
iAy? —y? =0
bulunur.
Diger taraftan
Ay? = iy)? = 0% = G ) Oipr—yi)
= Vir1=Yi + 2y Wig1—20)
= (Ay; + 2y)Ay;
= (Ay;)? + 2y;Ay;
olur.

Bu ifade (6.1.19) ifadesinde yerine yazilirsa fark denklemi
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i(Ay)? + 2iydy; — y;? = 0
seklinde elde edilir.

Ornek 6.1.6.
y; = ci + 2 (6.1.20)
ifadesi verilsin.
Bu ifadenin i’ ye gore farki alinirsa
Ay; = A(ci +28) = c + 2! (6.1.21)
olur. (6.1.21)’den c sabiti ¢ekilir, (6.1.20)’de yerine yazilirsa
iAy; —y; = (i —1)2F
fark denklemi elde edilir. Goriildiigii gibi denklem homojen olmayan bir denklemdir.
Cinku (6.1.20) ifadesi Teorem 2.3.7. geregi (y(x) = yp(x) + yp(x))
Vi =u; +v;
seklinde verilmesinden kaynaklanmaktadir. Burada u; homojen denklemin genel
¢6zimi, v; ise homojen olmayan denklemin bir 6zel ¢ozimuddr. Buna gére
y; = ci+ 2!
ifadesini genel ¢oziim kabul eden denklem; keyfi sabit bir tane oldugu i¢in birinci
mertebedendir. Keyfi sabit icermeyen
v; = 2!
ifadesi oldugundan dolay1 da homojen degildir.
Ornek 6.1.7.
Y = ¢l + ¢ (i + 1) (6.1.22)
ifadesi verilsin.
Genel ¢oziimde iki tane keyfi sabit oldugundan bu ifadenin iki kez farki almnir.
(6.1.22) ve elde edilen denklemler arasinda ¢, ve c, keyfi sabitlerinin yok edilmesi
ile fark denklemi elde edilir.
(6.1.22) ifadesinin i’ ye gore farki alnirsa

Ay; = A(cyi + (2 + 1))

Ay, =c¢i +c,(2i+ 1) (6.1.23)
olur. Ayni sekilde (6.1.23) ifadesinin i’ ye gore bir kez daha farki alinirsa
A%y, = 2¢, (6.1.24)

olur. (6.1.22), (6.1.23) ve (6.1.24) ifadeleri arasinda c; ve c, sabiti yok edilirse

(6.1.22) ifadesini genel ¢6zim kabul eden fark denklemi

40



seklinde bulunur. (6.1.22) ifadesinde keyfi sabit iki tane oldugundan denklem ikinci

mertebeden ve v; = 0 oldugundan homojendir.

Ornek 6.1.8.
y; = cqi + c3i% + 32 (6.1.25)
ifadesi verilsin.
(6.1.25)’de ¢ tane keyfi sabit oldugundan U¢ kez farki alinacaktir. (6.1.25)
ifadesinin i’ ye gore farki alinirsa
Ay; = A(cyi+ c;i? + ¢c52%)
Ay; = c; + ¢, (2i + 1) + 32 (6.1.26)
olur. (6.1.26) ifadesinin i’ ye gore bir kez daha farki alinirsa
A%y; = 2¢, + c32! (6.1.27)
olur. Ayni1 sekilde (6.1.27) ifadesinin i’ ye gore bir kez daha farki alindiginda
A3y; = 32! (6.1.28)
olur. (6.1.25), (6.1.26), (6.1.27) ve (6.1.28) ifadeleri arasinda c;, c,, c; keyfi sabitleri
yok edildiginde Uglincli mertebeden homojen fark denklemi
(i%2 — i+ 2)A3y; — (i% + i)A%y; + 2iAy; — 2y; = 0

seklinde bulunur.

Teorem 6.1.9. y, ;, ¥ i, ..., Yn,; seklinde n tane fonksiyon verilsin.

w(i) =detW (i) #0
olmak tizere bu fonksiyonlar1 ¢dziim kabul eden bir tek n. mertebeden homojen
lineer fark denklemi vardir.

Ispat : y; bulunacak denklemin ¢oziimii olmak tizere

Vi,i Va2,i Yn,i Vi
}’1,:i+1 Y2,1;+1 Yn,:i+1 Yi-:-1 0 (6.1.29)
Yii+n Y2i+n Yni+n Yi+n
dir. Bu determinant son siituna gore acilirsa
Vi,i YVa2,i Yn,i
. Vii+1 Y2,i+1 t Ynji+1
W(l)yi+n - : : Yitn—1 T
Vi,i+n Y2,i+n t Yni+n

+(—1D)"w(@+1y; =0

olur.

41



Burada

Vi,i Va2, Yn,i
] Vi,i+1 Y2,i+1 Yni+1
w(i) = : : :
Vii+n-1 Y2,i+n—-1 Yni+n-1

olmak lizere w(i) # 0 ve w(i + 1) # 0 oldugundan fark denklemi n. mertebedendir.

Katsayilar bir tek oldugundan dolay1 da denklem tektir.

Sonug 6.1.10.
Y10 Va,ir - Yn,i 1GIN w(i) # 0 olmak Uzere
Yi =CY1,i t ot i
ifadesini genel ¢6ziim kabul eden n. mertebeden homojen lineer denklem (6.1.29)

ifadesidir. Fark denkleminin A farkina gére yazilmis hali ise

Vi Y2, o Yni Yi
Vi Yar v Bnt Yt =0 (6.1.30)
Ay ; Ay,i - Aty Ay,

dir. Burada (6.1.29) ve (6.1.30) ifadeleri 6zdestirler.

Bu sonuca gore

y; = Ci
ifadesine karsilik gelen fark denklemi
Loyl _ Lyl _
|Ai Ayi|_0:>|1 yil =0
ifadesinden
Ay —y; =0

seklinde bulunur.
Yine bu sonuca gore
yi =ci+c,(i2+1)
ilkel fonksiyonu icin {i, i* + 1} lineer bagimsiz oldugundan fark denklemi

i l2+1 Vi

[ iz +1 Vi
Ai AG2+1) Ay |=]1 2i41 Ay |=0
AZi AZ (lz + 1) Azyi 0 2 Azyi

olur. Diizenlenirse denklem
|i i2+1
1 2i+1

PP R S s N PO F S o o Y B
A%y; |0 5 |Ayl+|0 2 |yl—0

seklinde elde edilir. Bu yontem yardimiyla Ornek 6.1.8.’de benzer sekilde ¢oziiliir.
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6.2. Birinci Mertebeden ve Lineer Olmayan Fark Denklemleri

Birinci mertebeden lineer olmayan fark denklemi
fG,y;,8y) =0 (6.2.1)

seklinde verilsin. Bu denklem

(8y; = a, (i, y)). (&y; — az(0,y)) . (By; — an(iy)) =0 (6.2.2)
seklinde n tane ¢arpanlara ayrilmis olsun. Burada

j # kicina;(i,y;) # ar(i,y;)
olsun. (6.2.2) fark denkleminden
Ay; —a, (6, y) = 0,4y, —a;(L,y) = 0,...,Ay; — an(L,y;) = 0
fark denklemleri elde edilir. Burada y; ¢oziimleri kompleks ¢6ziim olmamak tzere
bu denklemlerin sirasiyla
F,(i,y;,c) =0,F,(i,y;,¢) =0,..,E,(i,y;,c) =0
seklinde ¢oziimleri bulunsun. O halde genel ¢6ziim
(A6 51, 0). (F2(6 y1,©))- .. (Fa (i yi, ©)) = 0

seklinde ifade edilir.

Ornek 6.2.1.

2 P4

—i i
2i+1

2i+1

(Ay)? + <)’i + >Ayl- —i%y; =0 (6.2.3)
fark denkleminin genel ¢6ziimiinii bulalim.

Verilen ifade

iZ
—— Av: |(Ay; —i%) =0
seklinde carpanlara ayrabilir. Buradan

l'2

Vi — Ayi=0, Ayl-—iZ:O

i+ 1)

yazilir.

l'2

;- =0
YiT Qi+ )
ifadesi diizenlenirse
l'2
yi = @it D YVit1 —¥i)
(i +1)?
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olur. T fonksiyonu yardimiyla y; genel ¢ozumind
T+ Dra+ 1)
SR GINO

y; = ci?

seklinde buluruz.

Yi

Sekil 6.1. y; = ci? ¢dzUmUnin bazi ¢’ler igin grafigi

(Burada ve diger oOrneklerdeki ¢oziimlerin sekillerinin ¢iziminde seklin belirgin
olmasi i¢in i € Z tam sayisi reel say1 gibi diistiniilmiistiir.)
Diger bir ¢arpan olan
Ay; —i? =0
denklemi homojen olmayan bir denklemdir. Bunun i¢in homojen kismi olan Ay; =0
denkleminin genel ¢c6zimi
u=c
dir.
Homojen olmayan kismin bir 6zel ¢6zim
v; = Ai® + Bi? + Ci
seklinde aranir. Bu ¢oziimii denklemde yerine yazarsak
A+ 132 +B@A+1)?>+C>+1)—-Ai®—Bi*—-Ci=i?

olur. Buradan

A—1 B = ! C—1
3’ - B
bulunur. O halde bir 6zel ¢6ziim
1, 1, 1.
v; =§l3 —Elz +ol

seklinde bulunur. Boylece genel ¢6zim
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L1, 1
yi=ui+vi=c+§l —El +€l

=
//é

Sekil 6.2. y; = ¢ + §i3 - %iz + %i ¢Oziimiiniin bazi ¢’ler igin grafigi

olur.

O halde (6.2.3) lineer olmayan fark denkleminin genel ¢6ziimii

. L ¥ 18
(yi—612)(yi—c—513+512—gz)= 0

seklinde yazilir. Bazi ¢ degerleri icin bu genel ¢oziimiin grafigi Sekil 6.3.°de

verilmistir.
1
Sekil 6.3. (6.2.3) denklemi genel ¢dziim grafigi
Ornek 6.2.2.
3 1
(Ay;)? — ZAyl- =0 (6.2.4)

fark denkleminin genel ¢6zlimiinii bulalim.

Denklem
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(Ay:) (AYi - %) (Ayi + %) =0

seklinde ¢arpanlara ayrilir. Buradan

1 1
Ayi =O,Ayi——=0,Ayl’+_= 0

2 2
yazilir. Burada
Ay; =0
denkleminin genel ¢ozumii
Yi=¢

olur.

Sekil 6.4. y; = ¢ ¢6zUmUnUn bazi c’ler i¢in grafigi

Ay; — % =0
denkleminin homojen kismi olan
Ay; =0
denkleminin genel ¢c6zim
u=c

dir.
Homojen olmayan kismin bir v; 6zel ¢6zimu
U = Ai+ B

seklinde aranir. Denklemde yerine yazilirsa

1
A(i+1)+B—Ai—B=§

olur. O halde
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denkleminin bir 6zel ¢ozimu

seklinde bulunur. Buradan genel ¢6zim

yi=ui+vi=c+§i

olur.
Benzer sekilde
1
denkleminin de genel ¢6zimi
1.
Vi =ul-+vl- _C—El

seklinde elde edilir.

Sekil 6.6.y; = ¢ — %i ¢6zumunln bazi c’ler igin grafigi
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Dolayisiyla (6.2.4) fark denkleminin genel ¢6zima
1 1
(i —C)(}’i —Ei—c)(yi+§i—c) =0
olur. Bazi ¢ degerleri i¢in bu genel ¢dziimiin grafigi Sekil 6.7.’de verilmistir.

o Yi

Sekil 6.7. (6.2.4) denklemi genel ¢dziim grafigi

Ornek 6.2.3.
Ay = ()*=0 (6.2.5)

denkleminin genel ¢6ziimiinti bulalim.

(24y; —y)QAy; +y) =0
seklinde ¢arpanlara ayrilir. Buradan
20y; —y; = 0,20y; +y; =0
yazilir.
20y —y; =0

denkleminin karakteristik denklemi ve koki

3

olur.

05 o 05 ¥ s 2 25 3
—os
15
>
zb\

i
Sekil 6.8.y; = ¢ (2) goziiminiin bazi c’ler icin grafii
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Benzer sekilde
ZAyl + YVi = 0

denkleminin genel ¢ozumi

olur.

i
Sekil 6.9.y; = ¢ G) ¢6zumuniln bazi c’ler igin grafigi
Bdylece (6.2.5) fark denkleminin genel ¢ozimi

e =)

seklinde olur. Bu genel ¢6zimin bazi ¢ degerleri i¢in grafigi sekil 6.10.’da

verilmistir.

Sekil 6.10. (6.2.5) denklemi genel ¢oziim grafigi

Ornek 6.2.4.
(Ay)?— (44 DAy, +4i =0 (6.2.6)

denkleminin genel ¢oziimiinii bulalim.
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Denklem
(Ay; —4).(Ay; —i) =0
seklinde ¢arpanlarina ayrilir. Buradan
Ay; —4=0Ay;—i=0
olur. Burada
Ay; —4=0

denkleminin homojen kisminin genel ¢6ziimii
olur. Homojen olmayan

denkleminin bir 6zel kismin ¢6ziimii
v; = Al
seklinde aransin. Denklemde yerine yazarsak bir 6zel ¢6zim
A(i+1)—-Ai=4
A=4= v, =4i
seklinde bulunur. O halde genel ¢6ziim

Yi=u;+v;=c+4i

7//

olur.

5] o //5/ 1s 2z 25 3 35
-0
1
=
-2

Sekil 6.11. y; = ¢ + 4i ¢6zUmUnun bazi c’ler igin grafigi

Ay, —i=0
denkleminin homojen kismimin genel ¢oziimiiniin
u=c
oldugu agiktir. Homojen olmayan
Ay, =1

denkleminin biz 6zel ¢ozimi
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v; = Ai? + Bi
seklinde aranir. Denklemde yerine yazarsak
A+ 1D?*+B(i+1)—Ai*?—Bi=i

A ! B !
= - = = ——
2 2
olur. O halde bir 6zel ¢6zim
i
Vit T2

seklinde bulunmus olur. Genel ¢oziim ise

1
yi=ui+vi=c+§(i2—i)

\&

Sekil 6.12. y; = c+ %(i2 — i) ¢OzUmin(n bazi ¢’ler igin grafigi

olur.

Bdylece (6.2.6) fark denkleminin genel ¢6zimu

(Yi_Si_C)<Yi_%(i2_i)_C)=0

olur. Bu genel ¢oziimiin bazi ¢ degerleri igin grafigi Sekil 6.13.’de verilmistir.

Sekil 6.13. (6.2.6) denklemi genel ¢ozlim grafigi
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Ornek 6.2.5.
(Ay;)® = 2i(Ay)? — Ay; +2i =0
denkleminin genel ¢dziimiinii bulalim.
Denklem
(Ay; = D(Ay; + D(Ay; —2) =0
seklinde carpanlarina ayrilir. Buradan
Ay;—1=0,Ay; +1=0,Ay; —2i=0
olur. Ik denklem i¢in homojen kismm genel ¢oziumi
u=¢c¢
dir. Homojen olmayan denklemin bir v; 6zel ¢6zimi
v; = Al
seklinde aranir. Denklemde yerine yazarsak
Ai+1)-Ai=1=A4=1
dir. Ozel ¢oziim

olup, o halde genel ¢6ziim

olur.

(6.2.7)

Tablo 6.14. y; = ¢ + i ¢c6zUmUniin baz1 c’ler i¢in grafigi

Benzer sekilde
Ay;+1=0
denkleminin genel ¢ozimi
Yi=u+tvi=c—1i

olur.
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-12 -10 -8 -5 £

Sekil 6.15. y; = ¢ — i ¢0zUmUnun bazi c’ler i¢in grafigi

Son denklem olan
Ay; —2i=0
denkleminin homojen kisminin genel ¢6ziimii
ui=c
ve homojen olmayan denklemin bir 6zel ¢6zim
v; = Ai% + Bi
seklinde aranirsa
A+ 12+ B(i+1)—Ai*> —Bi = 2i
A=1=B=-1
oldugundan bir 6zel ¢6zim
v =i%—1i
seklinde bulunur. Buradan genel ¢6zim
yi=w+v,=c+i*—i

olur.

N

Sekil 6.16. y; = ¢ + i? — i ¢6zUmUnUn bazi ¢’ler igin grafigi
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Boylece (6.2.7) fark denkleminin genel ¢ozumi
i—i—-ay+i—-a)y;— (=) —-c)=0

ve bazi ¢ degerleri i¢in grafigi Sekil 6.17.’de verilmistir.

NI
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B K] ’

OGO il
R
SR A

v,
7S

v

0’4;@; 0;,;0
SR
>

<

</

XSS

N

<

\!
Ve

<

%

Sekil 6.17. (6.2.7) denklemi genel ¢oziim grafigi

Ornek 6.2.6.
(Ay)?— (2i+1)2 =0

fark denkleminin genel ¢éziimiinii bulalim.

Verilen ifade
(Ay, — Qi+ 1D)Ay; +2i+1) =0
seklinde ¢arpanlarma ayrilir. Buradan
Ay, —(2i+1) =0
denkleminin homojen kisminin genel ¢6ziimii
u =c
dir. Homojen olmayan denklemin bir 6zel ¢ozimiu
v; = Ai® + Bi
seklinde aranir. Denklemde yerine yazarsak
A+ 1)?*+B(+1)—Ai*?—Bi=2i+1
A=1, B=0
olmak Gzere bir 6zel ¢c6zimii
v =1
seklinde bulunur. Buradan genel ¢6ziim
yi=u+v;=c+i?

olur. Benzer sekilde
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Ay; + (2i+1) =0
denkleminin genel ¢oziimu
yi=u;+v;=c—i?
dir. Boylece (6.2.8) fark denkleminin genel ¢ozimdi
i—i?2=-ai+i?—c)=0

dir. Bu genel ¢o6ziimiin bazi ¢ degerleri i¢in grafigi sekil 6.18. de verilmistir.

Yi

Sekil 6.18. (6.2.8) denklemi genel ¢oziim grafigi

Ornek 6.2.7. y; > 0 olmak Uizere

4y; = (Ay; — 1)? (6.2.9)
denklemi

(2% — . + )23 + 8y, ~1) = 0

seklinde ¢arpanlarina ayrilir. Buradan

2\/yi—Ay; +1=0
denkleminin genel ¢c6zimu

Jyi=c+i,(c+i>0)

olur. Benzer sekilde

2\/yi+Ay;—1=0
denkleminin genel ¢cozimi

\/ﬁz—(c+i),(c+i< 0)

bulunur. Bu ¢6zumlerin bazi ¢ degerleri i¢in grafikleri Sekil 6.19. ve Sekil 6.20.’de

verilmistir.
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SV

e

Sekil 6.19. \[y; = (¢ + i) ¢dziimiiniin bazi c’ler igin grafigi

A

A

Sekil 6.20. \/E = —(c + i) ¢6zUmUniUn bazi c’ler igin grafigi

Buna gore (6.2.9) denkleminin genel ¢6zii

mu

Wyi=C+D){fyi+(c+D))=0

seklinde yazilir. Bu genel ¢6ziimiin ¢’nin bazi degerleri i¢in grafigi Sekil 6.21.°de

verilmistir.

3
) ) ) ) ) = ) ) ) T o

/ |
7 2 3 3 5 ] 7 3 [ 10

Sekil 6.21. (6.2.9) denklemi genel ¢oziim grafigi
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Burada

1

Yi=4

4y; = (Ay; — 1)?

denkleminin ¢bzimudir. Ancak bu ¢oziim

Jyi=c+iveyaJy,=—(c+1i)

genel ¢6ziimunde c’ye keyfi deger vererek elde edilemediginden bu ¢oziim tekil

¢6ziim olarak nitelendirilebilir. Oyle ki bu tekil ¢6ziim

Jyi=cH+ive

yi =—(c+1i)

egri ailesinin kesistigi noktalardan gectigi Sekil 6.22. de goriilmektedir.

i
2
1
[3
-10 -a -8 -7 -5 -5 -4 -3 -2 -1 [ 1 2 3 4 5 8 7 8 a 10

Sekil 6.22. (6.2.9) denklemi genel ¢dzimi

vey, = itekil ¢6zUminln kesisim grafigi

Benzer sekilde y; > 0 ve k > 0 olmak Uzere

4 1

fark denklemleri icin de

2

(i —Vkc+ D)y +Vk(c+i)) =0

genel ¢ozim,

Vi =

tekil ¢6ziim oldugu goriilebilir.

NS

Yukarida yapilan islemler x siirekli degisken olmak tizere

f(xy(),ay(x)) = 0

birinci mertebeden lineer olmayan fonksiyonel fark denklemi icin de benzer sekilde

uygulanabilir.
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7. SONUC VE ONERILER

Fark denklemleri ile diferansiyel denklemler arasinda benzerliklerin c¢ok
fazladir. Bircok diferansiyel denklem, fark denklemleri yardimiyla kolaylikla
cozilebilmektedir.

Tezin geneline bakacak olursak; sabit katsayili, degisken katsayili lineer ve

lineer olmayan fark denklemlerinin bazi ¢6ziim yontemleri incelenmistir.
Ik kisimlarda sabit katsayil lineer fark denklemleri konusunda genel ve Ozel
¢ozUmu veren yontemlerin bazilar1 verilmistir. Genel ¢6ziml bulabilecegimiz
yontemler arasinda; kaynak fonksiyonu deneme fonksiyonu seklinde yazilabiliyorsa
belirsiz Kkatsayilar yontemi, kaynak fonksiyonunun ters donlsimu alinabilirse
mertebe dlsiirme yontemi kullanilabilir.

Daha sonra degisken katsayili lineer fark denklemlerinde ise daha g¢ok
denklemin yapisina gére 6zel ¢oziim yontemleri, mertebesine gore ise genel ¢oziim
yontemleri verilmistir. Birinci mertebeden fark denklemlerinde genel ¢6ziim igin
denklemin sol tarafi tam fark seklinde yazip daha sonra ters fark alinarak ¢6zim
yapilabilir. Ikinci mertebeden degisken katsayili denklemlerde ise genel ¢oziime
direkt gotiirecek bir yontem olmadigindan denklemin yapismma gore fark
denklemimizin genel ¢dzimini; mertebe diisiirerek veya E operatorii yardimiyla
bulunabildigi verildi.

Son kisminda; verilen ilkel fonksiyonlardan fark denkleminin nasil elde
edebilecegi ve birinci mertebeden lineer olmayan fark denklemlerinin ¢ézimlerinin
nasil bulunabilecegi Uzerine 6rnekler verildi ve tekil ¢6zim bir drnek Uzerinde
gosterildi. Bu bolimde uyguladigimiz yontem lineer olmayan fonksiyonel fark
denklemleri i¢in de uygulanabilecegi onerilmistir.

Artik bundan sonraki calismalar ¢esitli alanlarda ortaya c¢ikan problemlerin lineer
fark denklemleri yardimiyla modellenerek ¢oziilmesi seklinde olabilir. Buna karsin;
sosyal bilimler, davranis bilimleri, tip veya ekonomi alaninda karsilagilan birgok
problemin lineer olmayan fark denklemleri ile ¢oziilmesi gerektigi bilinmektedir. Bu
yiizden aragtirmacilarin lineer olmayan fark denklemleri (izerinde daha ¢ok durmasi
gerekmektedir. Bu formattaki problemler lineer fark denklemlerine gore daha
karmasik ve zor ¢Ozlimler igerir. Yapmis oldugumuz bu calismanin devami

niteliginde boyle problemler de ele almabilir.
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