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OZET

UC BOYUTLU MINKOWSKI UZAYINDA BISHOP CATISINA GORE SABIT
EGRILIKLI NULL OLMAYAN REGLE YUZEYLER
Nevcihan Cansu TEKIN

Ondokuz May1s Universitesi

Lisansiistli Egitim Enstitiisii

Matematik Ana Bilim Dali
Yiiksek Lisans,Ocak/2021

Danisman:Prof. Dr. Ismail AYDEMIR

Bu caligmada, 3-boyutlu Minkowski uzayinda Bishop ¢atisina gore null olmayan
regle ylizeylerin Gauss ve ortalama egrilikleri hesaplanmis ve regle ytizeylerin sabit
Gauss ve ortalama egrilige sahip olmalari igin gerekli kosullar elde edilmistir. Ayrica
regle ylizeylerin agilabilir ve minimal olmas1 icin denklemlerinin hangi formda
olmasi gerektigi gosterilmistir. Buna ilaveten teget vektor alani tarafindan iiretilen
sabit ortalama egrilikli null olmayan regle yiizeylerin dayanak egrisinin Bishop slant
helis oldugu tespit edilmistir.

Bu calisma alt1 boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde Bishop catisinin
tarihgesi, literatiir 6zeti ve tezin amacindan bahsedildi. Ikinci boliimde egriler ve
yiizeyler ile ilgili tanim ve teoremlere yer verildi. Ugiincii boliimde Ahmed Tawfik
Ali’nin ‘Non-lightlike ruled surfaces with constant curvatures in Minkowski 3-space’
adli makalesi ve bu makalede yapilan c¢alismalar hakkinda bilgi verildi. Doérdiincii
boliimde 3-boyutlu Minkowski uzayinda Bishop catisina gére non-lightlike bir egri
tarafindan dretilen null olmayan regle yiizeylerin acilabilir ve minimal olma
durumlan iki ayr1 boliimde incelendi. Besinci boliimde konu ile ilgili 6rneklere yer
verildi. Son béliimde ise bu calismada elde edilen bulgular tartisildi ve sonraki
caligmalar i¢in Onerilere yer verildi.

Anahtar Sozciikler:Bishop Catisi, Regle Yiizey, Gauss Egriligi, Ortalama Egrilik.
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ABSTRACT

NON-NULL RULED SURFACES WITH CONSTANT CURVATURES
ACCORDING TO BISHOP FRAME IN MINKOWSKI 3-SPACE
Nevcihan Cansu TEKIN
Ondokuz Mayis University
Institute of Graduate Studies
Department of Mathematics
Master,January/2021
Supervisor: Prof. Dr. Ismail AYDEMIR

In this study, the Gaussian and mean curvatures of non-null ruled surfaces according
to Bishop frame in 3-dimensional Minkowski space are calculated and obtained the
necessary conditions for their curvatures to be constant. Moreover, in case the ruled
surfaces to be developable and minimal, we find parametric forms. In addition, the
base curve of non-null surfaces with constant mean curvares is specified to be Bishop
slant helix.

This study consists of six parts. In the first part, the story of the Bishop frame,
the summary of the literature and the purpose of the thesis were mentioned. In the
second chapter, definitions and theorems about curves and surfaces are given. In the
third part, information was given about Ahmet Tawfik Ali’s article named ‘Non-
lightlike ruled surfaces with constant curvatures in Minkowski 3-space’ and the
studies in this article. In the fourth chapter, the developable and minimal states of
non-lightlike ruled surfaces produced by a non-lightlike curve in the 3-dimensional
Minkowski space with respect to the Bishop framework are examined into separate
sections. In the fifth chapter, examples related to the subject were given. In the last
section, the findings of this study were this discussed and recommenditions for future
studies were given.

Keywords:Bishop Frame, Ruled Surfaces, Gaussian Curvature, Mean Curvature.
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1. GIRIS

1.1. Tarihge

Diferansiyel geometride yiizeyler, fizik, miithendislik, bilgisayar grafikleri gibi
bircok disiplinde baslica yere ve kavramlara sahiptir. Bu yiizeylerin en
onemlilerinden biri olan regle yiizey, Fransiz matematik¢i Gaspard Monge tarafindan
1795 yilinda kesfedilmistir. Herhangi bir egri boyunca, bir dogrunun stirekli
hareketiyle meydana gelen yiizeye regle ylizey denir. Buradaki egriye dayanak egrisi,
dogruya ise dogrultman denir.

Uyarlanmis hareketli ¢atinin en bilinen &rneklerinden birisi Oklid uzay1 ve
Lorentz-Minkowski uzay1 gibi 3-boyutlu gémiilii uzaylardaki bir uzay egrisini
formiile eden Serret-Frenet ¢atisidir. Frenet denklemleri ilk olarak, uzay egrilerinin
teorisine basitlik ve kullaniglilik kazandirmasi i¢in 1831°de Karl Eduard Senff
(1810-1849) ve Johann Martin Bartels (1769-1836) tarafindan tanitilmistir. 1847°de,
Frenet denklemleri Jean Frederic Frenet’ nin 1852 de yayimlanan doktora tezinde
yeniden arastirilmigtir. Ayrica 1851°de, bu denklemler bagimsiz bir sekilde Joseph
Alfred Serret tarafindan da bulunmustur ve bu yiizden genellikle literatiirde Frenet-
Serret denklemleri olarak karsimiza ¢ikmaktadir.

Asli normalleri paralel olan egriler Bertrand tarafindan Bertrand egrileri olarak
tanimlanmistir. Son yillarda Bertrand egrileri bilgisayar destekli geometrik
tasarimlarda (CAD) ve bilgisayar destekli tretimlerde (CAM) Onemli rol
oynamaktadir. Bu 6neminden 6tiirli Bertrand egrileri geometriciler tarafindan farkl
uzaylarda calisilmistir. Diger yandan paralel vektor alanlarma bagli olarak 1975
yilinda egrilerin alternatif veya paralel catis1 olarak adlandirilan Bishop catisi,
Bishop tarafindan tanimlanmis bdylece geometriciler tarafindan bu c¢ati sayesinde
Frenet ¢atisinin tanimlanamadigi durumlar i¢in (6zellikle egrinin ikinci tlirevinin sifir
oldugu durumlarda) alternatif bir ¢at1 olarak Bishop ¢atist kullanilmaya baslamistir.
Son yillarda, bu ¢att minumum biikiilmeye sahip olma 6zelliginden dolayr Minimum
Biikiilmeli Cat1 olarak adlandirilmaktadir.



1.2. Literatiir Ozeti

R} de standart bir regle yiizeyin denklemi,

¢(s,v)=c(s)+vX (s) (1.2.1)

seklindedir, burada c(s) dayanak egrisi, X (s) dogrultman vektoriidiir. Bu alanda

yapilan c¢alismalarda; standart regle yiizey denklemindeki dayanak egrisi genellikle
kullanilan c¢atinin elemanlar1 olarak alinmistir ve bu regle yiizeylerin Gauss ve
ortalama egriligi incelenmistir. Bu alanda yapilan calismalar kronolojik olarak
incelendiginde asagidaki sekilde verilebilir;

. Hacisalihoglu (1983), cikardigi diferansiyel geometri kitabinda egriler ve
yiizeyler lizerine 6nemli c¢alismalar yapmistir. Bu alanda yapilan arastirmalara temel
seviyeden itibaren yol gosterici olmustur.

. Walrave (1995), egriler ve yiizeyler ilizerine yaptig1 calismasinda 6zellikle
yiizeylerin minimal olmasi konusunda 6nemli sonuglara ulagmistir.

. Kuhnel (1999), egriler,ylizeyler ve manifoldlar iizerine kitap ¢ikarmis,
ozellikle regle yiizeylerin Gauss ve ortalama egriligi lizerine ¢alismalar yapmustir.

o Sodsiri (2003), galismasinda 3-boyutlu Oklid uzayinda regle yiizeyin Gauss
egriligi, ikinci Gauss egriligi ve ortalama egriliginin lineer kombinasyonlarinin bir
dogru boyunca sabit oldugunu tespit etmistir.

. Orbay ve Aydemir (2010), calismalarinda 3-boyutlu Minkowski uzayinda
spacelike dogrultman vektorlii spacelike yiizey ile bu yiizeyin dayanak egrisinin
Frenet vektorleri ile olusturulan regle yiizeylerin dagilma parametreleri ve Gauss
egriliklerini incelemislerdir. Bu calismada, bu regle ylizeylerin acilabilir ve minimal
olma kosullar ile ilgili teoremlere yer verilmistir.

. Ali ve d. (2013), bu calismalarinda 3-boyutlu Oklid uzayinda Frenet ¢atisina
gore bazi 6zel egriler tarafindan liretilen regle yiizeyleri incelemislerdir.

(1.2.1) denkleminde ¢(s) dayanak egrisini standarttan farkli olarak kullanan

caligmalarda mevcuttur. Bunlardan biri, Ali’nin 2017 yilinda yaptig1 ¢calismadir.

. Ali (2017), calismasinda 3-boyutlu Minkowski uzayinda Frenet c¢atisi
kullanarak null olmayan regle yiizeylerin Gauss ve ortalama egriliklerinin sabit olma
durumunu incelemistir. Bu regle yiizeylerin acilabilir veya minimal olma durumlari

icin 6nemli sonuglara ulagmistir.



3-boyutlu uzayda regle yiizeyleri incelemek icin egri alaninda yapilan ¢alismalarda
incelenmelidir. Bu alanda yapilan ¢alismalardan bazilari, kronolojik siraya gore
asagidaki gibi verilebilir.

. Biik¢ii ve Karacan (2008a), 3-boyutlu Oklid uzayinda Bishop catisina gore
slant helisler iizerine ¢alisma yapmislardir. Bu ¢alismada slant helis i¢in 6nemli
teremler verilmis, slant helisin egriliklerinin oraninin sabit oldugu ispatlanmistir.

. Yerlikaya (2019), calismasinda 3-boyutlu Lorentz-Minkowski uzayinda bazi
0zel egrilerin pozisyon vektorlerinin bulunmasinda farklt bir metot ortaya
koymustur. Ayrica bu ¢alisma 3-boyutlu Lorentz-Minkowski uzayinda yapildigindan
egrilerin, vektorlerin ve agilarin Lorentzian karakterlerine gore bir¢ok farkli sonug
elde edilmistir. Ozellikle bu calismada tespit edilen Bishop slant helis egrisinin
pozisyon vektorii bu yiiksek lisans tezi calismasinda da kullanilmaistir.

Ayrica 3-boyutlu Minkowski uzayinda Bishop ¢atisi alaninda yapilan ¢aligmalarda
kronolojik olarak verilebilir.

. Biik¢ii ve Karacan (2008a), calismalarinda 3-boyutlu Minkowski uzayinda
timelike bir egri i¢in Bishop catis1 formiilleri, tiirev formiilleri ve Darboux
vektoriinii(matrisi) incelemislerdir.

. Yiiksel (2013), calismasinda 3-boyutlu Minkowski uzayinda Bishop catisina
gore bir spacelike egri boyunca hareket eden dogru tarafindan firetilen regle
yiizeyleri incelemistir. Ayrica bu regle ylizeylerin agilabilir veya minimal olmasi

durumu i¢in 6nemli sonuglar vermistir.



1.3. Tezin Amaci

Bu yiiksek lisans tez ¢alismasinin amaci, 3-boyutlu Minkowski uzayinda

Bishop ¢atisina gore null olmayan regle yiizeylerin Gauss ve ortalama egriliklerinin
sabit olmasit durumunu incelemektir. Bu incelemede regle yiizeyin dayanak egrisi
standarttan farkli olarak 7,&,&, Bishop ¢ati elemanlan, o, ve y, s degiskenine

bagli diferansiyellenebilir fonksiyonlar olmak iizere, c(s)= I(at + BE +7E,)ds

olarak alinacak ve bu regle yiizeyin Gauss ve ortalama egriliklerinin sabit olma
durumu ve yiizeyin agilabilir ve minimal olma kosullar1 arastirilacaktir.

Benzer ¢alisma Ahmed Tawfik Ali (2017) tarafindan Frenet c¢atisina gore
yapilmis, dayanak egrisi f,n,b Frenet ¢ati elemanlar, «,f ve y, s degiskenine

bagl diferansiyellenebilir fonksiyonlar olmak {izere, c¢ (s) = I(at + fn+ }/b)ds

olarak almmis ve bu regle yiizeyin agilabilir ve minimal olma kosullar1 ile ilgili
Oonemli sonuclara ulagilmistir.

Ayrica bu tez ¢aligmasi ile 3-boyutlu Minkowski uzayinda Bishop catisina
gore Gauss ve ortalama egriligi sabit olan null olmayan regle yiizeylerin hangi
formda oldugunun tespit edilmesi amaglanmaktadir.



2. GENEL BIiLGILER

Bu boliimde tez ¢alismasi esnasinda ihtiya¢ duyulan tanim ve teoremler, afin
uzayinda Oklid uzaymda ve son olarak Lorentz-Minkowski uzayinda belli bir diizen
igerisinde verilmistir. Ayrica, tez ¢alismasinda 6nemli bir yer olusturan koordinat
sistemleri arasindaki gecis matrislerinin Oklid ve Minkowski uzaylarindaki izometri
gruplari ile ilgili temel kavramlardan da bahsedilmistir.

Tanim 2.1. A bos olmayan bir ciimle ve V de F cismi lizerinde bir vektdr uzayi
olsun. Eger bir

wiAXxA—>V

doniisiimii P,Q € A noktalar1 i¢in
(P,Q)—>PQeV

seklinde tanimlanir ve asagidaki iki aksiyomu saglar ise A ciimlesine Vile
birlestirilmis bir afin uzay denir:

i. VP,Q.ReAicin PR=PQO+0OR ,
i. VPe A icin ,VaeVigin PO=a olacak sekilde bir tek Q€ A noktas
vardir.

PQ vektoriinde ; P noktasina baslangi¢ noktasi, O noktasina da ug¢ noktas: denir.
Diger taraftan A nin boyutu boyA = boyV olarak tanimlanir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanim 2.2. Bir V' vektor uzay: ile birlestirilmis afin uzay A olsun.P,P,...,P, € A

0sLs--

noktalan1 i¢in FB,RP,...,F,P, €V vektorlerinin olusturdugu ciimle V nin bir bazi
ise {E),Pl,...,P” }nokta (n+1)-lisine A afin uzaynin bir afin ¢atis1 denir. Burada P,

noktasma catinin baslangi¢c noktas1 ve P, 1<i<n, noktalarina da catinin birim
noktalar1 denir (Hacisalihoglu, 1983).

Teorem 2.3. Bir V vektor uzayi ile birlestirilmis afin uzay A olmak iizere bir £, € A

noktas: se¢ildiginde baslangict P, € A noktast olan bir afin cati daima vardir
(Hacisalihoglu, 1983).

Tanim 2.4. n-boyutlu bir V vektor uzay: ile birlestirilmis A afin uzayimnin bir afin
catist {P,F,..., P,

n

} olsun. Bu ¢at1 A da bir afin koordinat sistemi belirtir. V nin bir

bazi {POPI,POPz,,POPn} oldugundan VP € A icin PP €V vektorii bu baza gore

RP=) aRF, acF

i=1
seklinde tek tiirlii ifade edilebilir.
A nin birlestigi V vektor uzay1r F cismi iizerinde vektér uzayr olduguna
gore x,: A— F fonksiyonlarmi 1<i<n, VP e A igin
P—x (P) =aq,
5



biciminde tanimlansin. Boylece P e A noktasina F" standart afin uzaymin bir
()c1 (P), x,(P),...,x, (P)) elemani karsilik gelmis olur ki, bu sirali n-liye P noktasinin

koordinatlar denir.
Tersine n - tane a,,a,,...,a, € F noktas: verildiginde koordinatlan q,,a,,...,a, olan
bir tek P:(al,az,...,an) € A noktasit vardir. Boylece x,,x,,....x,:A— F birebir

fonksiyonlarmin bir {xl,xz,...,xn} sistemi elde edilir. Bu fonksiyonlar sistemine A
nin bir afin koordinat sistemi denir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanim 2.5. R"standart reel afin uzay olmak lizere R" de bir
(,):R"xR" >R

i¢ carpim1 VX,Y eR", X =(x,%,,...,%,), Y =(¥, ¥,,...., ¥, ) i¢in

<X’Y> = inyi
i=1

seklinde tanimlanir. Bu i¢ carpima R” de standart i¢ ¢arpim veya Oklid i¢ ¢arpimi
denir. Standart i¢ carpimin tanimli oldugu R"vektdr uzay:r ile birlesen R"afin

uzayma n-boyutlu standart Oklid uzay: denir ve E" ile gosterilir (Hacisalihoglu,
1983).

Tanim 2.6. d:E"xE" > R

(X.¥) > d(X.¥)=|x¥]= [ (5 -x)

i=1

olarak tammlanan d fonksiyonuna E" Oklid uzayinda uzaklik fonksiyonu ve
d(X ,Y) reel sayisina ise X ve Y noktalar1 arasindaki uzaklik denir (Hacisalihoglu,

1983).

Tamm 2.7. V n-boyutlu reel i¢ ¢arpim uzayr ve birlestigi Oklid uzay1 E" olsun.
BB € E"olmak iizere {RP,RP,...RE,} vekor sisemi V nin bir

ortonormal bazi ise {PO,E,...,P} nokta (n+1)-lisine E" de bir Oklid cat1 veya dik

n

cat1 denir. Bu cat1 yardimiyla tanimlanan {xo,xl,... by } afin koordinat sistemine de

> n

Oklid koordinat sistemi veya dik koordinat sistemi denir. Bu sistemdeki
x:E"—>R, 1<i<n

koordinat fonksiyonlarina da Oklid koordinat fonksiyonlar1 adi verilir
(Hacisalihoglu, 1983).
Tanim 2.8. V bir reel vektor uzayr olsun. <,>:V><V—>Rfonksiyonu simetrik ve

bilineer ise bu fonksiyona V iizerinde bir simetrik bilineer form denir (O’Neill,
1983).



Tanim 2.9. V bir reel vektdr uzayi ve (,) da V iizerinde simetrik bilineer form
olsun. Bu takdirde

i. VveV,v#0igin <v,v> >0 ise <,> simetrik bilineer formuna pozitif tanimli,

ii. VveV,v#0igin <v,v> <0 ise <,> simetrik bilineer formuna negatif tanimli,

1il. Vv eV icin <v, w> =0 iken w=0ise (,) simetrik bilineer formuna dejenere
olmayan denir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.10. V bir reel vektér uzayr olsun. V iizerinde <,>:V><V—>R seklinde

tanimli1 donilisiim simetrik, bilineer ve dejenere olmayan ise <,> dontlistimiine V

tizerinde skalar ¢arpim ve V vektdr uzayma da bir skalar carpim uzayir denir
(O’Neill, 1983).

Tanim 2.11. V bir skalar ¢arpim uzay1 olsun. (,) w- WxW — Rnegatif tanimli
olacak sekilde en biiyiik boyutlu W alt uzaymnin boyutuna <,> skalar ¢arpiminin

indeksi denir. <,> nin indeksi © olmak tizere 0<v <boyV dir (O’Neill, 1983).

Teorem 2.12. V n-boyutlu skalar ¢arpim uzay1 bir ortonormal baza sahiptir (O’Neill,
1983).

V skalar carpim uzayinin bir ortonormal bazi {e1 N en} olsun.

<ei,ej> =&,0;
yazilabilir. Burada,
L si=g
P i J
ve
1 ;e spacelike (uzays1)
& = <ei’ €i> = ..
-1 ;e timelike (zamansi)
dir.

Teorem 2.13. V n-boyutlu bir skalar ¢carpim uzay1 ve {el,ez,...,en} , V nin ortonormal
bazi olsun. Bu takdirde ¢,,...,&, isaretindeki negatif terimlerin sayis1 V nin indeksine
esittir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.14. V bir skalar ¢carpim uzay1 olsun. boyV >2ve v=1 ise V ye Lorentz
uzay1 denir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.15. R"iizerinde (,):R" xR" >R

(x’ y) - <x, y> = _inyi + Z X Yi
i-1

i=v+1



skalar ¢carpimi goz Oniine alinirsa, elde edilen uzay yari- oklidyen uzay olarak
adlandinllir  ve R} ile gosterilir. n=3 ve ov=1 0zel halinde

x=(x,%.%),y=(y,¥,;) R’ vektorleri igin

<x’ y> =N TNV, XY

skalar carpimina Minkowski metrik ad1 verilir. Bu metrik ile birlesen R’ uzayma 3-
boyutlu Minkowski uzay1 denir ve R; ile gosterilir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.16. Bir X € R} vektoriiniin normu,
[ X s =KX X))

ile tanimlanir (O’Neill,1983). Bu tez ¢alismasinda ||X

© ifadesi yerine kisaca ||X ||
1

ifadesi kullanilacaktir.
Tamm 2.17. R}, 3-boyutlu Minkowski uzayinda iki vektor X =(x,x,,x,) ve
Y =(y,,,,y;) olsun. R} de bir
x:R}xR’ >R’
(X,Y)> X xY

i¢ islemi determinant fonksiyonu yardimiyla

€ 6 &
XxY=—det| x, x, x
i Y2 Vs

olacak sekilde tamimlansin. Bu sekilde tamimlanan x i¢ islemine R; de vektorel
carpim islemi (dis carpim) ad1 verilir. Buna gore,

e xXe, = —€;, €, X€3 =€, & xXe =—e€,
dir, burada saat yoniiniin tersi pozitif yon olarak seg¢ilmistir (Ali ve Turgut, 2010).
Teorem 2.18. R], 3-boyutlu Minkowski uzayinda l¢  vektor

u:(ul,uz,%), v=(v1,v2,v3) ve w=(w1,w2,w3) olsun. Bu durumda
i. <u XV, w> = —det(u,v, w)

(uxv)xw:—<u,w>v+<v,w>u

[y
|=—ey

iil. <uxv,u>=0ve <uxv,v>:()

iv. (uxv,uxv>=—<”’“><V’V>+(<”’V>)2

dir (Vanli, 1995).
Tanim 2.19. R;, 3-boyutlu Minkowski uzayi ve v e R; olsun.

1. <v, v> >0veya v=0 ise vye spacelike (uzaysi1) vektor,

8



il. <v, v> <0ise v ye timelike (zamans1) vektor,
iii. <v,v> =0ve v#0 ise v ye lightlike (1s1ks1) vektor denir (Lopez, 2014).
Tanim 2.20. R; 3-boyutlu Minkowski uzayi ve W — R; alt vektor uzayi olsun.
()
i (,)
i (,)

Onerme 2.21. R} 3-boyutlu Minkowski uzayr ve W — R} alt vektdr uzay: olsun.

Bu takdirde,
i.  boyW"' =3—boyW

w » pozitif tanimli ise W ye spacelike (uzayst) altuzay,

w » dejenere olmayan ve indeksi 1 ise W ye timelike (zamansi) altuzay,

w » dejenere ise W ye lightlike (1s1ks1) altuzay denir (Lopez, 2014).

i (W) =w
iii. ~Eger W dejenere olmayan ise, W*de dejenere olmayan bir alt vektor
uzayidir.
iv.  Eger v timelike veya spacelike bir vektdr ise, R} = span {v} @ span{v}"

dir (Lopez, 2014).

Onerme 2.22. R’, 3-boyutlu Minkowski uzayi, P < R’bir diizlem ve 7, Oklid

metrigine gore P diizleminin bir normali olsun. Bu takdirde, P timelike (veya
spacelike) bir diizlemdir gerekli ve yeterli kosul 7, spacelike (veya timelike) bir

vektordiir (Lopez, 2014).

Onerme 2.23. v ve w Lorentz vektdr uzayinda iki timelike vektdr olsunlar. Bu
takdirde,

1. |<v,w>|2||v||||w|| dir ve esitlik durumunun gecerli olmasi i¢in gerekli ve

yeterli kosul v ve w vektorlerinin lineer bagimli olmasidir.

ii. Eger v ve w aynm timelike konide bulunuyorlarsa, (v,w>:—||v||||w||cosh(p

olacak sekilde bir tek @ >0 sayis1 vardir. Burada,¢ sayisina v ve w
vektorleri arasindaki hiperbolik a¢1 adi verilir(Lopez, 2014).

Ispat: (i) Kabul edelim v ve w lineer bagimsiz ve w'ev" olsun. O zaman,
w=av+w olacak sekilde bir ae€R reel sayisi vardir. w, timelike bir vektor
oldugu i¢in,

(w, w> =a’ (v,v} +<w’, w’> <0
yazilir. Buradan v timelike bir vektor, yani <v,v> <0 ve wev' oldugundan w'

spacelike bir vektor, yani <w’, w'> 20 dir. Bunlar g6z 6niine alindiginda



<v, W>2 =a’ <v, v> = ((w, w> —<w’, w’))(v, v>
> <w, w)(v, v>
= Il
elde edilir. Esitlik durumu i¢in ispat agiktir.

(i) vve w ayni time konide bulunan iki timelike vektor ve (i) den

UL B

71w

yazilir. Hiperbolik kosiniis fonksiyonu [O,oo) kiimesinden [l,oo) kiimesine tanimli

ve birebir bir fonksiyon oldugu i¢in bir tek ¢ € [O, oo) sayi1sl

—(w)

coshp =——->=

[7lliv

olacak sekilde vardir. Bu ise istenilen sonucu verir.

Tanim 2.24. R}, 3-boyutlu Minkowski uzayi olsun./, Rde bir agik aralik olmak
uzere,

r:I—)Rf
1= r(t) =(10).r,(1),151))

diferansiyellenebilir fonksiyonuna R; de bir egri denir. I — Raraligina r egrisinin

parametre araligi ve rel degiskeninede r egrisinin parametresi denir (O’Neill,
1983).

Tanim 2.25. R}, 3-boyutlu Minkowski uzay1 ve r:I — R’ bir egri olsun. r egrisinin
teget vektor alan1 T olmak iizere;

1. <T,T> >(0ise r egrisine spacelike (uzaysi) egri
il. <T,T> <Oise regrisine timelike (zamans1) egri

iii. (T,T)=0ise regrisine null veya lightlike (1s1ks1) egri denir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.26. R}, 3-boyutlu Minkowski uzayinda bir r egrisinin « egriligi

K= Krrr’ I"">

ile tanimlidir (O’Neill,1983).

Tanim 2.27. r: 1 — R}, " #0 olacak sekilde birim hizli spacelike veya timelike bir
egri olsun. Bu durumda egrinin her noktasinda tanimli olan Frenet vektorleri
{T, N, B} olmak iizere bu vektorlerin tiirev formiilleri asagidaki gibidir:

i. r timelike egri olsun.

Bu durumda T timelike vektor alani, N ve B spacelike vektor alanidir. Burada B
vektor alani; eger {T, N, B} ile R} in yonlendirmesi ayni olacak sekilde segilirse
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B=-TxN dir. Eger {T,N,B} ile R} in yonlendirmesi farkli olacak sekilde

secilirse B=TxN dir. Buna gore iki durum i¢in de tiirev formiilleri

T 0 x« O0\T
Nil=lx 0 t||N (2.1.1)
B’ 0 - O)| B

seklindedir. Burada, xve ¢ diferansiyellenebilir fonksiyonlar1 sirasiyla egrinin
egrilik ve burulmasidir.

ii. r timelike normalli spacelike egri olsun.

Bu durumda N timelike vektor alani, 7 ve B spacelike vektor alanidir. Burada B
vektor alani; eger {T, N, B} ile R} in yonlendirmesi ayni olacak sekilde segilirse

B=-TxN dir. Eger {T,N,B} ile R} in yonlendirmesi farkli olacak sekilde

secilirse B=TxN dir. Buna gore iki durum i¢in de tiirev formiilleri

T 0 « 0)T
Nil=lx 0 || N 2.1.2)
B’ 0 r O)\B

seklindedir.

iii. r spacelike normalli spacelike egri olsun.

Bu durumda B timelike vektor alani, 7 ve N spacelike vektor alanidir. Burada B
vektor alani; eger {T, N ,B} ile R} in yonlendirmesi ayni olacak sekilde segilirse
B=TxN dir. Eger {T, N ,B} ile Rf in yonlendirmesi farkli olacak sekilde secilirse

B=-TxN dir. Buna gore iki durum i¢in de tiirev formiilleri

T’ 0 « O0\T
Nil=|-x 0 || N (2.1.3)
B’ 0  O/\B

seklindedir (Walrave,1995).

Tanim 2.28. R} 3-boyutlu Lorentz-Minkowski uzay1 ve r:7 — R’ bir egri olsun. r

egrisinin birim teget vektor alan1 7 ve u da sabit bir birim vektdr olmak iizere her
s el icin Tile u arasindaki ac1 sabit ise r egrisine helis ad1 verilir (Ali ve Lopez,
2011).

3-boyutlu Lorentz-Minkowski uzayindaki egrilerin ve vektorlerin lorentziyen
karakterlerine gore T ve u arasindaki ag¢inin lorentziyen karakterleri belirlenebilir.
Bu belirlemelere gore 3-boyutlu Lorentz-Minkowski uzayinda toplam bes ¢esit helis
bulunmaktadir. Ornegin, T ve u vektorlerinin lorentziyen karakteri timelike olsun.

Bu durumda iki birim timelike vektor arasindaki ag1 tanimina gore <T,u> =cosh@ ve

birim spacelike ve birim timelike vektor arasindaki ag1 tanima gore <B,u> =sinh @
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olacak sekilde bir tek @ lorentziyen timelike agis1 vardir. Bu durumda sabit timelike
dogrultu ve sabit lorentziyen timelike agiya sahip bir timelike helis vardir.
Teorem 2.29. R} 3-boyutlu Lorentz-Minkowski uzay1 ve r:1 — R; birim hizli bir

egri olsun. regrisininr(s) noktasindaki egriligi ve burulmasi, sirasiyla, xve 7
olmak iizere

. L .. T .
r bir helistir << Vs e[ icin — = sabit
K

dir (Ali ve Lopez, 2011).

Tanim 2.30. R} 3-boyutlu Lorentz-Minkowski uzay1 ve r:1 — R} bir egri olsun. r
egrisinin birim normal vektor alant N ve u da sabit bir birim vektor olmak iizere
her s el icin N ile u arasindaki ac1 sabit ise r egrisine slant helis ad1 verilir (Ali
ve Lopez, 2011).

Tamim 2.31. r:1 — R’ birim hizli spacelike veya timelike bir egri ve egrinin her

noktasinda tanimli teget vektorii z=7" olsun. Bu durumda & ve &, vektorleri her
noktada ¢ teget vektoriine dik ve normal diizlemde bulunan herhangi iki vektor alani
olmak iizere r egrisi tizerinde {T',N,B} hareketli ¢atisina alternatif olacak sekilde
bir {t, 51,52} catis1 daima mevcuttur. Bu alternatif ¢atiya Bishop ¢atis1 veya minimum
donmeli ¢at1 ad1 verilir. Ayrica Bishop catisini olusturan vektorlerin tiirev formiilleri
asagidaki gibidir:

i.  rtimelike egri olsun.

Bu durumda ¢ timelike vektor alani, & ve &, spacelike vektor alanidir. Buna gore
tiirev formiilleri

! 0 k k)t
S [=|k 0 0] ¢
kK, 0 0)\¢&

(2.1.4)

seklindedir.Burada, k,ve &k, diferansiyellenebilir fonksiyonlart egrinin Bishop
egrilikleridir (Karacan ve Biikcii, 2008).

ii. r spacelike egri olsun.

Bu durumda ¢ timelike vektor alani, ¢ ve &, spacelike vektor alanidir. Buna gore
tiirev formiilleri

!

! 0 k —k )\t
é:ll = kl 0 0 é:l (2:1.5)
g k00 )¢

seklindedir (Biikcii ve Karacan, 2009).
iii.  r spacelike egri olsun.
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Bu durumda ¢, timelike vektor alani, ¢ ve & spacelike vektor alanidir. Buna
gore tiirev formiilleri

v 0 k k(1

' 2.1.6
S |[=| -k O 0 g ( )
é:z’ —k2 0 0 §2

seklindedir (Biikcii ve Karacan, 2008a).

Tamim 2.34. R’, 3-boyutlu Lorentz-Minkowski uzay1 ve r:1 — R} bir null olmayan
egri olsun. regrisinin Bishop vektor alanlari &, &, ve u da sabit bir birim vektor

olmak tizere her se/ icin M,(veyaM,) ile u arasindaki ac1 sabit ise r egrisine
Bishop slant helis adi1 verilir (Biikcii ve Karacan, 2008b; Biikcii ve Karacan, 2009).

Teorem 2.35. R}, 3-boyutlu Lorentz-Minkowski uzay1 ve r:1 — R} birim hizli bir

egri olsun. regrisinin r(s) noktasindaki Bishop egrilikleri, sirastyla, k, ve k, olmak

uzere

r bir Bishop slant helistir < Vs e[l icin %: sabit
1

dir (Biikcii ve Karacan, 2009).

Tamim 2.36. R’ , 3-boyutlu Minkowski uzay1 ve¢ M — R} de (/,a) koordinat
komsulugu ile verilen diferansiyellenebilir bir egri olsun. Egrinin herhangi bir
noktasindaki Frenet vektOrleri {t,n,b}olmak {iizere Frenet vektorleri ile tiirev
vektorleri arasindaki iliski asagidaki gibidir:

i. a, R} Minkowski uzayinda bir timelike egri olsun. Bu durumda « nin Frenet
vektor alanlari; ¢ timelike vektor alani, nve b spacelike vektor alanlaridir. Bu
vektor alanlari igin,

txn=b, nxb=—t, bxt=n

yazilabilir. Burada ‘X’ Lorentz anlamindaki vektorel ¢arpimdir. Buna gore Frenet

denklemleri,
t'=xn
n'=xt+1b
b'=7n

seklindedir (Woestijne, 1990).
ii. @, R} Minkowski uzayinda spacelike binormalli bir spacelike egri olsun. «

egrisinin Frenet vektor alanlari; fspacelike vektor alani, 7 timelike vektor alan1 ve

b de spacelike vektor alanlaridir. Bu vektor alanlari igin,
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txn=b, nxb=t, bxt=n

dir. Buna gore Frenet denklemleri,

t'=xn
n'=xt+1bh
b'=7n

seklindedir (Woestijne, 1990).
iii. @, R} Minkowski uzayinda timelike binormalli bir spacelike egri olsun. «

egrisinin Frenet vektor alanlari; ¢+ ve n spacelike vektor alani, b de timelike vektor
alanlaridir. Bu vektor alanlari igin,
txn=-b, nxb=t, bxt=n

olur ve bu durumda Frenet denklemleri,

t'=xn
n'=—xt+7bh
b'=7n

seklindedir (Woestijne, 1990).

Paralel vektor alanlarma bagli olarak 1975 yilinda egrilerin alternatif veya
paralel catis1 olarak adlandirilan Bishop catisi, Bishop tarafindan tanimlanmis,
bdylece geometriciler bu cati sayesinde Frenet catisinin tanimlanamadigi durumlar
icin (0zellikle egrinin ikinci tlirevinin sifir oldugu durumlarda) alternatif bir cati
olarak Bishop catisin1 kullanmaya baslamislardir.

E’ de s yay parametresi ile verilen regiiler bir I egrisinin Frenet ve Bishop
bilesenleri {t,n,b,x,7} ve {t,&,S,.k,Kk,} olmak iizere [' egrisinin s yay
parametresine gore Frenet formiilleri,

t'=xn
n'=—xt+1b
b'=—n
seklinde ve bishop formiilleri,
t=k& +k& (2.1.7)
G '=—kt
&' =—kyt

seklindedir. Ayrica,

I" egrisinin Frenet ve Bishop ¢atilar arasinda,
t=t

n=cos &, +sin6&,
b =—sin 6, +cos 05,

ve
S, =N
7(s)=0'(s)

bagintilar1 vardir.

Buradan,

14



k,(s)=x(s)cos6(s)
k,(s) =x(s)sin O(s)

K(S) =4 /klz (s)+ k22 (s)

dir. T egrisinin Bishop bilesenleri {t,&,,&,,k,,k,} , Frenet ve Bishop denklemleri,

=t
n=cos @& +sin ¢,
b =—sin 6, +cos 05,

olur (Masal ve Azak, 2017).

Buradan,
1) k(s)=0 ise : k(s)=x(s)cos@(s) denkleminin sifira esit olmast igin,
x(s) #0 oldugundan cos@(s) =0 olmalidir. Bu durumda, 6(s)= m/2 olur. Bishop

denklemlerinde, cos@(s) =0 ve sinf(s) =1 yerine yazilirsa,

t=t
n:é
b:_é

bulunur ve Frenet ¢atis1 olusur. Dolayisiyla k,(s) =0 olamaz.
2)k,(s)=0 ise: k,(s)=x(s)sin@(s) denkleminin sifira esit olmasi igin, x(s) =0
oldugundan siné(s)=0 olmahdir. Bu durumda, &(s)=0 olur. Bishop

denklemlerinde, cos@(s) =1 ve sind(s) =0 yerine yazilirsa,

t=t
n=¢
b=¢,

bulunur ve Frenet catis1 olusur. Dolayisiyla k,(s) =0 olamaz.
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Tamm 2.37. a:1 —>R] egrisi boyunca, egriye bagli bir x(s) dogrusunun
hareketiyle meydana gelen yiizeye regle yiizey denir. Burada o« egrisine regle
yiizeyinin dayanak egrisi, x(s) dogrusuna da regle yiizeyin ana dogrusu
(dogrultmani) adi verilir. Bu tanima gdre bir regle ylizeyin parametrik denklemi:

p:IxR—->R’
(s,v) > @(s,v):a(s)+vx(s)

seklinde verilir (Hacisalihoglu, 1983).

Sekil 2.1.
Tanim 2.38. ¢@(s,v) =a(s)+vx(s) regle ylizeyinin bir M noktasindan gecen ve

yiizeyin normaline dik olan diizleme regle yiizeyin teget diizlemi denir (Senatalar,

1978).

Sekil 2.2.

Tanim 2.39. E” de bir hiperyiizey M ve M nin birim normal vektor alant N olsun.
E" de Riemann konneksiyonu D olmak iizere, Vx € y(M) icin,

S(X)=D.N
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seklinde tanimli S doniisiimiine M iizerinde sekil operatdrii veya M ninWeingarten
dontigiimii denir (Hacisalihoglu, 2000).

Tanim 2.40. E" de bir hiperylizey M olsun. M nin bir P noktasindaki sekil

operatorii S(P) olmak iizere,

K:M —>R
P — K(P)=detS(P)

bi¢iminde tanimlanan fonksiyona, M nin Gauss egrilik fonksiyonu ve K(P) degerine
de M nin P noktasindaki Gauss egriligi denir (Hacisalihoglu, 2000).

Tanim 2.41. Gauss egriligi her yerde sifir olan E° deki yiizeylere agilabilir yiizey

denir (Hacisalihoglu, 2000).

Tanim 2.42. E" de bir hiperylizey M olsun. M nin bir P noktasindaki sekil operatorii
S(P) olmak iizere ,

H:M —>R
P — H(P)=iz(S(P))

bi¢ciminde tanimlanan fonksiyona, M nin ortalama egrilik fonksiyonu ve H(P)

degerine de M yiizeyinin P noktasindaki ortalama egriligi denir (Hacisalihoglu,

2000).

Tanim 2.43. E* de ortalama egriligi sifir olan regiiler yiizeylere minimal yiizey

denir (Hacisalihoglu, 2000).
Tanim 2.44. M, E"de bir hiperyiizey ve S, M-nin sekil operatorii olmak tizere,
I y(M)x y(M)— C”(M,R)
(X,Y) > I/(X,Y)=(S"(X).Y)
seklinde tanimlanan /¢ fonksiyonuna M hiperyiizeyinin q. temel formu denir.
e g=1i¢in 1. temel form: 7(X,Y)=(X,Y) olup, i¢ ¢carpim fonksiyonudur.

e g=2icin 2. temel form: 71(X,Y)=(S(X),Y) dir.
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e =3 icin 3. temel form: II1(X,Y)=(S*(X),Y)=(S(X),S(Y)) dir.
Tanim 2.45. E> de M yiizeyinin pozisyon vektorii,

@(s,v) = (x,(5,v), x,(5,V), x;(5,V))
olarak verilsin. Yiizeyin standart birim normal vektor alani;

— Q&‘Xw\/
lo, <o, |

0p(s,v) o = 0p(s,v)

seklindedir. Burada ¢, = ve @,
0s ov

ile bulunur (Hacisalihoglu,

2000).
Tanim 2.46. Birim normal vektorii U olan bir M yiizeyi i¢in, / . temel formun

katsayilar1 E,F,G ve II . temel formun katsayilar1 e,f,g olmak {izere,
E=g,=(0,0) . F=g,=(0.0) . G=8,=(0,0) .
e=h,=(p,,U) , f=h,=(p,.U) ., g=h,=(9,.U)
esitlikleri ile belli olan
I = Eds’ + 2Fdsdv + Gdv*
II = eds® +2 fdsdv + gdv*
denklemleri yiizeyin /. ve II. temel formu verir (Hacisalihoglu, 2000).
Teorem 2.47. 3-boyutlu Minkowski uzayinda, Tanim 2.46. da belirtilen denklemler
yardimiyla; Gauss egriligi;

K = det(l/l[j) _ eg_f2
det(g,) |EG—F’|

seklinde bulunur (Sodsiri, 2003).
Ayrica Ortalama egrilik,

1 ZZ: iy Eg+Ge—2Ff
ii_—

H== -
2 2|EG-F?|

»Jj=1
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dir. Burada g’:" matrisi, g; matrisinin ters matrisidir (Sodsiri, 2003).
Tamim 2.48. a:1 — E] bir timelike egri ve & spacelike birim vektdr alani olsun.

Eger & vektor alani uzayda sabit bir d dogrultusuyla sabit @ agis1 yapiyorsa « ’ya

bir timelike Bishop slant helis ad1 verilir (Biikcii and Karacan, 2008a).
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3. MATERYAL VE YONTEM

Ug boyutlu uzayda bir dogrunun bir egri boyunca hareket ettirilmesiyle olusan
0zel ylizeylere regle yiizey denilmektedir. Hareket ettirilen dogruya regle yiizeyin
dogrultman dogrusu ve bu dogrunun iizerinde hareket ettigi egriye dayanak egrisi adi

verilmektedir. Dayanak egrisi I’ (s) ve dogrultman vektori X (s) olan standart bir
regle ylizey (p(s,v)zf(s)+vX (s) seklinde ifade edilir. Farkli uzaylardaki cesitli

catilara gore bu forma sahip regle yiizeylerin Gauss ve Ortalama egrilikleri ile ilgili
¢ok sayida ¢alisma yapilmustir (Abdel-All ve ark., 2004; Ali ve ark., 2003; Orbay ve
Aydemir, 2010; Onder ve Ugurlu, 2013; Yiiksel, 2013).

Ahmad Tawfik Ali (2017), 3-boyutlu Minkowski uzayinda bir F(s) egrisinin
Frenet vektorleri t,n,b olmak {izere regle vyiizeyin dayanak egrisini
c(s)= I (at+ Bn+yb)dssegerek elde ettigi yiizeyin Gauss ve Ortalama

egriliklerinin sabit olma kosullarini incelemistir. Ayrica Ali; ¢aligmasinda, sabit
egrilikli regle yiizeylerin dayanak egrilerinin bazi durumlarda diizlem egrisi, bazi
durumlarda da genel helisler olmasi gerektigini karakterize etmistir. Bir bagka
deyisle sabit egrilikli regle yilizeylerin dayanak egrilerinin bazi 6zel egriler oldugunu
tespit etmistir.

Bu calismada ise, 3-boyutlu Minkowski uzayinda I'(s) egrisinin Bishop
vektorleri t,&,&, olmak  lizere regle  ylizeyin dayanak  egrisi
c(s)= I (at+ B& +¢E,)ds  segilerek sirastyla 1,6, ve &, vektorleri tarafindan

tiretilen yiizeyler bulunmus ve elde edilen ylizeylerin Gauss ve Ortalama
egriliklerinin sabit olma durumu arastirnllmistir. Ayrica yiizeylerin agilabilir ve
minmal olmasi i¢in gerekli kosullar elde edilmistir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu béliimde, ii¢ boyutlu Minkowski uzayinda Bishop catisina gore timelike bir
egri tarafindan iiretilen null olmayan sabit egrilikli regle yiizeyler ve bu yiizeylerin
Gauss ve ortalama egrilikleri incelenecektir.

4.1. U¢ Boyutlu Minkowski Uzayinda Bishop Catisina Gore TimelikeBir
Egrinin Bishop Vektorlerinin Urettigi Null Olmayan Sabit Egrilikli Regle

Yiizeyler

Bu boliimde, ii¢ boyutlu Minkowski uzayinda Bishop catisina gore timelike bir

egrinin, vektor alanlari; ¢,&,&, olmak iizere, bu vektor alanlari tarafindan iretilen

null olmayan sabit egrilikli regle yiizeyler ile bu regle yiizeylerin Gauss ve ortalama

egrilikleri incelenmistir.
4.1.1. Timelike Teget vektorii tarafindan iiretilen null olmayan regle
yiizeyler
I', E} de bir timelike egri ve teget vektor alani t olmak iizere, I egrisi lizerine
kurulu {t, 51,52} catisini géz Oniine alalm.«,f ve y, s parametresine gore
diferansiyellenebilir fonksiyonlar olmak iizere,
cls) = [ (at+ BE + &) ds (4.1.1)
egrisini dayanak egrisi kabul eden regle ylizeyin denklemi,
G, :(p(s,v)zc(s)+vx(s) (4.1.2)
seklindedir. Burada, x(s), E’ de herhangi bir vektdr alanidir. (4.1.2) denkleminde

x(s) =1(s) kabul edilirse, teget vektorii tarafindan iiretilen regle yilizeyin denklemi;

G, :p(s,v)=c(s)+vi(s) (4.1.3)
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seklinde olur. Bu yiizeyin Gauss egriligi ve Ortalama egriliginin incelenmesi i¢in
Tanim 2.45 deki birinci ve ikinci temel formun katsayilart bulunmalidir. (4.1.3)
denklemindeki regle yiizeyin s ye gore tiirevi,

@, =c'(s)+vt'(s) 4.1.4)
dir. (4.1.4) denklemi, c'(s) = at + B& + y&, ve t'(s) =k & +k, &, esitlikleri goz oniine

alinarak diizenlenirse, ¢ parametrelendirilmesinin s’ye gore kismi tiirevi,

o, =at+ pE +yE, +vké +k, &)
veya,
@, =at+(L+Vk)SE + (¥ +vk,)E, (4.1.5)
olur.
(4.1.3) denklemindeki regle yiizeyin v parametresine gore tiirevi alinirsa,
@, =t 4.1.6)
elde edilir. Ayrica, ¢ parametrelendirilmesinin s’ye gore ikinci mertebeden kismi

tirevi,

g {a '‘t+at'+(B+vk)'E +(B+vk)E } (4.1.7)

= qoss = ' '
Os” +(y +vk,)' S, +(y +vk,)E,

veya, bu esitlik 7'=k& +k,&,, & =kt, & =kt tirev denklemleri kullamlarak

diizenlenirse,
o’ (0{' + pk, + Vklz +yk, + ngz )t (4.1.8)
w = w&‘.&‘ =

+(ak1 +ﬂ’+vkl')§1 +(ak2 +y'+vk2’)§2
bulunur. Benzer sekilde, ¢ parametrelendirilmesinin v ’ye gore ikinci mertebeden

kismi tiirevi,

62 (4.1.9)
—(f =¢,=0
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bulunur. Son olarak,

5 (4.1.10)
=g =kék G

seklindedir. (4.1.5) ve (4.1.6) denklemleri kullanilarak yilizeyin normal vektor alant;

@, x@, =(B+vk)E —(y+vk,)é @.1.11)
seklinde hesaplanir.

(4.1.11) esitligi kullanilarak, birim normal vektor alani,

_ P XQ, _ (B+Vk))S, —(y +vk,)E,
@, x@,|| [[(B+VvEk)E —~(r +vi,)E|

biciminde bulunur. Gerekli islemler yapilirsa,

(ﬁ + Vk1)§2 - (7/ + sz); (4.1.12)

U =
B+ 2Bvk + v kE + 77+ 2pvk, + vk,

elde edilir. U nun Lorentzian karakterini belirleyelim.

(B+vk)S, — (¥ +vk,)S,
B2 +2pvk +V I + 7+ 2pvk, + vk}
(B+Vk)S, —(y +vk,)S,
\/ﬂz +2Bvk, +vk} +y7 +2pvk, +Vk,)’

<U,U>=<

>

veya

S [(BHVk)? <&, > -2BHvk)(r +Vhy) < .8, >+ vk, < &6 >]
’ B+ 2Bk, + vk + 7+ 2pvk, 4k,

dir. Burada, {#,£,&,} sistemi ortonormal bir ¢at1 olusturdugundan < ¢&,&, >=0dur.
&, vektor alanmi spacelike oldugundan <¢,,& >=+1 ve & vektor alani spacelike

oldugundan < ¢&,& >=+1 dir. Dolayisiyla,

[(B+vk) +(r +vk,) |

<U,U >=
B +28vk, +V K} + 77 +2pvk, + vk,

>0
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olur ki U birim normal vektor alaninin karakteri spacelike olup, regle yiizey timelike

bulunur.

Timelike Teget Vektorii Tarafindan Uretilen Timelike Regle Yiizeylerin
Gauss Egriligi

Bir regle ylizeyin Gauss egriligi hesab1 i¢in, bu yiizeyin I. ve II. temel
formunun katsayilarini hesaplamak gerekir. /. temel formun katsayilart olan E, F ve

G fonksiyonlarin1 bulmak i¢in (4.1.5) esitligi kullanilarak, skalar ¢carpim fonksiyonu

yardimiyla,

(at+(B+vk )& +(r+vk,)E,, } (4.1.13)

E=<g¢,p >=
{ at+(f+vk,)& +(r+vk,)é, >

bulunur. (4.1.13) denklemi diizenlenirse,
E=<g@.,p, >=—a"+(f+Vk)’ +(y+Vk,)’ (4.1.14)
elde edilir. (4.1.6) esitliginden,;
G=<¢,p,)=(t1)=-1 (4.1.15)
dir. (4.1.5) ve (4.1.6) esitlikleri kullanilarak;
F=<g@,p >=(at+p& +y, +vk, & +k,é)). 1) =—a (4.1.16)
bulunur. /I. temel formun katsayillarmi hesaplamak i¢in, (4.1.8) ve (4.1.12)
esitlikleri g6z Oniine alinirsa,

{(a'+ Bk, +Vk + vk, + k) t+ (ak, + B'+ vk, )é,
e=<g,,U>= +( (B+Vvk)E, —(y +vk,)E, ) 4.1.17

ak, +ry'+vk,)')é,,
’ )% B +2Bvk + vk} + 77 +2pvk, +vk,

)

bulunur. (4.1.17) denkleminde gerekli diizenlemeler yapilirsa,
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~ayk, — 'y +apk, +y B
+ (—ﬂ'k2 — vk +y'k, + Bk, )v + (—k]'kZ +kk, )v2 (4.1.18)

e=<g U>=
B +2vk, +VK] + 77+ 2pvk, +Vk,

elde edilir. (4.1.9) ve (4.1.12) esitliklerinin skalar ¢garpimi1 hesaplanirsa,

(B+vk)S, —(y +vk,)g, (4.1.19)

g=<g,,U>=(0, Y=0
B2 +2vk +vk? + 7%+ 2pvk, +vk,)

bulunur. (4.1.10) ve (4.1.12) esitliklerinin skalar ¢carpimi1 hesaplanirsa,

_ {_(7 +vky)k, + (S +Vk, )kz}
B 28k +VK + 77 4+ 2pvk, +Vk,

f=<e,,U>

veya

f= —7vk, + pk, (4.1.20)
B +2Bvk, + vk + 2+ 2pvk, + vk,

bulunur. Teorem 2.47 de belirtilen Gauss egriligi fonksiyonu yardimiyla; (4.1.14),
(4.1.15), (4.1.16), (4.1.18), (4.1.19) ve (4.1.20) denklemleri kullanilarak, teget vektor

tarafindan tiretilen timelike regle yiizeyin Gauss egriligi,

_ee—f1 _ (Bk,— k)’
|EG=F*| [(B+vk)* +(7+vk,)* |

veya

2 4.1.21
Bk, - vk, (“-1.21)

K=|——:7 2 2\ 2
ﬂ +y +2(ﬂkl+7k2)v+(k1 +k2 W)

seklinde bulunur. Burada teget vektor alani tarafindan iiretilen regle yiizeyin gauss
egriliginin sabitligini aragtiralim. Eger (4.1.21) ifadesinde, Sk, —yk, =0 ise K=0
oldugu agiktir. Buradan,

Bk, =7k
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veya

se [ﬁ)y 4.1.22)

dir. (4.1.22) denkleminde y =k,& olarak segilirse, fB=ke& bulunur. (4.1.1)
denkleminde esitligin her iki tarafinin tiirevi alinirsa,
c'(s)=at+ p&é+yE, (4.1.23)
dir. Ayrica yukarida tespit edilen » ve S diferansiyellenebilir fonksiyonlarinin
yaninda diger diferansiyellebilir fonksiyonu
a=&"+n
olacak sekilde segersek, (4.1.23) denklemi,
c'(s)=(&"+n)t+ k& +k,&,
seklinde bulunur. ¢'=k,& +k,&, oldugundan,
c(s)y=&et+nt+t'e

bulunur, burada £'t+t'e =(er)' seklinde diizenlenirse,

'(s) = (&t) +nt (4.1.24)
elde edilir. (4.1.24) denkleminde esitligin her iki tarafinin integrali alinirsa, teget

vektor tarafindan tretilen regle yiizeyin dayanak egrisi,
c(s)=¢et+ Intds (4.1.25)
elde edilir. (4.1.3) denkleminde, (4.1.25) deki dayanak egrisi yerine yazilirsa,
timelike regle yiizeyin
@(s,v)=(e+V)t+ Intds (4.1.26)
formu elde edilir. Diger yandan, (4.1.21) denkleminde K =0 olmasi igin v’

degiskeninin katsayisi olan k] +k; ifadesinin sifira esit olmas1 gerekir. Bu durum,

26



Tanim 2.36. daki aciklama ile celisir. Boylece teget vektorii tarafindan olusturulan
regle yiizeyin gauss egriliginin sabitligi ile ilgili asagidaki teoremi verebiliriz:
Teorem 4.1. : (1) G, :¢(s,v)=c(s)+vt(s) regle yiizeyi agilabilirdir. < G, regle
yiizeyi,

p(s,v)=(e+v)t+ Intds
formundadir.

(2) G, :qo(s,v) = c(s)+vt(s) regle yiizeyinin gauss egriligi K sabitise K =0 dir.

Timelike Teget Vektorii Tarafindan Uretilen Timelike Regle Yiizeylerin
Ortalama Egriligi

Bir yiizeyin ortalama egriliginin hesabi, Teorem 2.47. yardimiyla yapilabilir.

Ortalama egriligin matris formu,

2 — 4.1.27
H%Z iy _ Eg+Ge-2Ff ( )

A7 2|EG-F?

seklindedir.Buradan,

. . . (4.1.28)
Eg =[-a’+(B+vk) +(y+vk,)* |.0=0

~ayk, - 'y +apk, +yp

n (—ﬂ'k2 k! + 7'k, + Sk, ) vt (—k{k2 L kk) ) v? (4.1.29)
Ge = (—1) =—e
\/(,B+vkl)2 +(y+Vk,)?
ve
2Ff :2(_a) —(y +vk,)k, + (B + vk )k,
(B +2vk + vk + 7%+ 2pvk, + vk,
veya

- D=k, + k) (4.1.30)
B +2vk + v + 77+ 2pvk, vk,

seklinde bulunur. (4.1.28) , (4.1.29) ve (4.1.30) esitlikleri (4.1.27) denkleminde

yerine yazilir ve gerekli hesaplamalar yapilirsa,

27



ayk, +yp'—apk, - By’ @.1.31)
+v(yk,/'—k,'B- Bk, —ky')
5 Eg+Ge-2Ff _ +v? (=kk, '+ k, k)
Z‘EG_FZ‘ 2[(,B+vkl)2+(;/+vk2)2}2

bulunur.

Yiizeyin ortalama egriligi, v parametresinin kuvvetleri seklinde yazilirsa,

_ A, +Av+ AN’ (4.1.32)

H = 312
2 (B+vk) +(r+vk,)’ |

A
B
olur. Burada,
Ay =—py +rk '+ a(—k17/+ kzﬂ)
A =+7k "=k, B- Bk, —ky'
ve
A, =—kk, +k 'k,
dir. Ortalama egriligin sabitligi hakkinda yorum yapilabilmesi icin A, A ve A,
katsayilar1 incelenmelidir. Ortalama egriligin sifir olmas1 durumunda, bulunan tiim
A (i =0,1, 2) katsayilarinin sifira esit olmasi gerekmektedir.

1.hal: A, =0 olsun. Burada,

A, = _klkZ’ + kllkz
kl ! 2
=)'k
( kz) )
seklinde diizenlenirse,
k, = mk, (4.1.33)
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olacak sekilde bir m € R reel sayis1 vardir. Burada m integrasyon sabitidir. (4.1.33)
esitligi ile Teorem 2.35 g6z Oniine alinirsa I” egrisinin, Bishop Slant Helis oldugu
gorilir.
2.hal: A =0 olsun. Burada,

A=)k +yk'-k,' B+ 'k, =0
veya

A =k, (=f+my)+k,(-my'+ f)
bulunur.

Gerekli diizenlemeler yapilirsa,

Alz(—_”’”ﬂ] k2 =0

2
elde edilir. Buradan,
pB=ck,+my (4.1.34)
olacak sekilde bir ¢, € R reel say1s1 vardir.
3.hal: A =0 olsun. Burada
Ay==py'+ 1B +alky—k,pB) =0
veya (4.1.33) ve (4.1.34) denklemleri kullanilarak,
Ay =—c ky'—myy'ck, y +myy —a(~ky +ck; +myk,)
veya
A, =C1(k27/'—k2’7/—ak22) (4.1.35)

bulunur. (4.1.35) denkleminin incelenmesinde iki durum olusmaktadir:
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Durum 1. ¢, =0 olsun. ¢, =0 ve L m esitlikleri (4.1.34) denkleminde yazilirsa,
2

L =my elde edilir. Ayrica, y=k,& , a=s'+n ve P=ke ecsitlikleri (4.1.23)
denkleminde yerine yazilirsa,
c'(s)=(e'+nt+ke& + ke,
bulunur. Diger taraftan, t'=k,& +k,&, oldugundan,
c(s)y=&t+nt+t's

dir, burada ¢'t+t'¢ =(et)' carpimin tiirevi seklinde diizenlenirse,

c'(s)= (&) +nt (4.1.36)
elde edilir. (4.1.36) denkleminde esitligin her iki tarafinin integrali alinirsa,

c(s)=¢&t+ Jntds (4.1.37)
bulunur. (4.1.3) denkleminde, (4.1.37) denkleminde bulunan dayanak egrisi yerine
yazilirsa,

P(s,v) = (6 +v)t + [ rds (4.1.38)

formu elde edilir.

Standart formda, Bishop slant helis egrisinin pozisyon vektorti,

(a) Eger eksen Sp {e, } tarafindan gerilirse;
['(s)=(lcosh[o]ds+¢c,,c,.[sinh[c]ds +c,) (4.1.39)
olur. Burada & =d, F\1+m’ [k, (s)ds dir.
(b)Eger eksen Sp{e,,e,} tarafindan gerilirse;
['(s)=(coshn]cosh[c]ds +c,,[sinh[c]ds +c,,sinhn[cosh[c]ds +c,) ~ (41.40)
seklinde olur. Burada & =d, F\/1+m’ [k, (s)ds dir.

Her iki durum iginde, verilen Bishopslant egrisinin teget vektor alanlar ile G, regle

yiizeyinin standart formu bulunmalidir.
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i.(a) durumu i¢in:
(4.1.39) denkleminde tiirev alinirsa;

t(s) = (cosh[o],0,sinh[c]) (4.1.41)
bulunur. (4.1.36) denkleminde t(s) esitligi yerine yazilirsa,

c'(s) = (77(5) cosh[o]+(g(s)cosh[o]),0,n(s)sinh [o]+ (£(s)sinh [0])’) (4.1.42)
elde edilir. Kabul edelim ki, c¢(s)=(x(s),0,6(s)) olsun. Burada y ve o
fonksiyonlari, s nin keyfi fonksiyonlaridir. Dolayisiyla ¢'(s) = (x'(s),0,5'(s)) olur.
Eger ¢'(s) fonksiyonundaki bilesenler (4.1.42) denklemindeki bilesenler ile taraf
tarafa esitlenirse,

n(s)cosh[o]|+(e(s)cosh[o]) = ¥'(s) (4.1.43)
ve
n(s)sinh[o]|+(&(s)sinh[c]) = 5'(s) (4.1.44)
bulunur. (4.1.43) denklemi —sinh[o] ile, (4.1.44) denklemi de cosh[o] ile ¢arpilip
taraf tarafa toplanirsa,
o'e(s) = &'(s)cosh[o]— ¥'(s)sinh[o]

veya,

1 , , .
g(s)= Tkl(s){g (s)cosh[o]—-x (s)smh[a]}

(4.1.45)

bulunur. (4.1.43) denklemi cosh[o] ile (4.1.44) denklemi de —sinh[o] ile ¢arpilip

taraf tarafa toplanirsa,
1(s)+¢&'(s) =cosh[o] ¥'(s)—sinh[c'] 5'(s) (4.1.46)

elde edilir. (4.1.45) esitliginde tiirev alinirsa,
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| ' (4.1.47)
1 cosh[a][cs(s) ]—sinh[a](l—(S)J

5 k,(s) k,(s)
1+m
+8'(s)sinh[o]— #'(s)cosh|[o]

g'(s)=

bulunur.

(4.1.47) denklemi (4.1.46) denkleminde yerine yazilirsa,

n(s)=cosh[c]12x'(s) - 1 [5'(8)

' (4.1.48)
N1+ m? k1(s)}

» , L (7))
s1nh[0'] 20'(s)+ o (kl(s)j

elde edilir. Bu durumda, (4.1.45) ve (4.1.48) denklemleri, (4.1.42) denkleminde
yerine yazilirsa, dayanak egrisi,

c(s) = (x(s),0,6(s)) (4.1.49)
formunu alir. Burada y(s) ve o(s) s degiskeninin keyfi fonksiyonlaridir. Eger

(4.1.3) denkleminde, (4.1.49) ve (4.1.41) esitlikleri yerine yazilirsa, G,regle

yiizeyinin standart formu,

go(s,v):(;((s)+vcosh[dl 1\/14—7“(1 (s)ds}, 0, é‘(s)+vsinh[all 1\/14—7Ik1(s)dsJ)

elde edilir.
i1.(b) durumu ig¢in:
(4.1.40) denkleminde tiirev alinirsa;
t(s) = (coshn.cosh[o],sinh [o],sinh n.cosh[o]) (4.1.50)
seklinde olur. Burada o =d, FV1+m’ [k (s)ds dir. (4.1.36) denkleminde #(s)

esitligi yerine yazilirsa,
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c'(s) =(ncoshncosh[o]+(ecoshncosh[o]), (4.1.51)

nsinh[o ]+ (esinh[o]),7sinhnsinh[o]+ (& sinhncosh[o])
elde edilir. Kabul edelim ki,
c(s) = (x(s), 1(s),6(5)) (4.1.52)
olsun. Burada y, x4 ve o0 fonksiyonlari, s degiskeninin keyfi fonksiyonlaridir.

(4.1.52) denkleminin her iki taraftan tiirevi alinip, (4.1.51) denklemine esitlenirse;

(£coshncosh [0])' +ncoshncosh[o]= 7'(s) (4.1.53)
(e sinh[a])’ +nsinh[o]= 4/ (s) (4.1.54)
(8 sinh n cosh [a])' +7sinhncosh[o] = 5'(s) (4.1.55)
bulunur. (4.1.53) denkleminden;
7(s)cos[0]+&'(s) cos [0] + — L (s)x(s)sin [6]=2'(s) (4.1.56)
sin 6,
(4.1.54) denkleminden;
(4.1.57)

n(s)sin[6]+&'(s)sin [ 0] - e(s)K(s)cos[0] = 4 (s)

sin 6,
oldugu agiktir. (4.1.56) denklemi —sinhnsinh[o] ile, (4.1.57) denklemi

coshncosh [a] ile carpilip taraf tarafa toplanir ve gerekli islemler yapilirsa,

£(s)k(s) =sin [49];('(5) +cos [H]y’(s)

sin 6,
bulunur. Dolayisiyla £(s) keyfi fonksiyonu,

£(s) = —{(sinh n8'(s) —cosh nz'(s))sinh [ ]+ 1 (s) cos[ o]} (4.1.58)
()
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seklinde elde edilir. (4.1.56) denklemi cosh[@] ile (4.1.57) denklemi de —sinh[@]

ile carpilip taraf tarafa toplanirsa,

1 (4.1.59)
n+e+ 2(sin ) ]g(s) k(s)sinh[@]cosh[#]=cosh[8] x '(s) —sinh [8] 1/'(s)
bulunur. (4.1.58) denklemi, (4.1.59) denkleminde yerine yazilirsa,
1+¢'+2sinh[@]cosh[6] =cosh[)] y '(s)—sinh[0] 1/ (5) (4.1.60)
elde edilir. (4.1.58) denkleminin tiirevi alinirsa,
(4.1.61)

5'(s)

g'(s)= (s)

2

+sinhn [5'“)] sinh [0] + o' cosh [O']

1+m ki (s)

—coshn (Z (s)j sinh [0] + o' cosh [a] 26)
k,(s) k,(s)
elde edilir. (4.1.60) denkleminde (4.1.61) denklemi yerine yazilirsa,

nis)y=2 {cosh ncosh [0] '(s)—sinhncosh [0] 0'(s)—sinh [G] ,u'(s)}

__1 ('u’(s)]'cosh[a]+sinhn£5l(s)jlSinh[G]—COSh”(Z,(S)j'Sinh[a]

1+m’ k](s) kl(s)

bulunur. Dolayisiyla, (4.1.58) ve (4.1.61) denklemleri ve (4.1.51) denkleminde
yerine yazilirsa, dayanak egrisi,
c(s) = (x(s), u(s),.6(s)) (4.1.62)

formunu alir. Burada y(s), u(s) ve 6(s) s degiskeninin keyfi fonksiyonlaridir.

(4.1.3) denkleminde, (4.1.62) ve (4.1.50) esitlikleri yerine yazilirsa, G, regle

t

yiizeyinin standart formu,
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(o(s,v) = (;((s)+vcoshncosh[dl $\/1+7Ik1 (s)ds},
,u(s)+vsinh[a’1 $Wfkl (s)ds},
é'(s)+vsinhnc0sh[d1 $\/1+7ka (s)ds})

elde edilir.

Durum 2. k,y'—k, y —ak; =0 olsun. Gerekli diizenlemeler yapilirsa,

' (4.1.63)
e

elde edilir.
C'(S) = Oll‘-l-ﬂfl +7§2

denkleminde (4.1.34) ve (4.1.63) esitlikleri yerine yazilirsa,

c'(s) = (kl)'; +(c,k, +mp)E + V&,

2

elde edilir. Gerekli hesaplamalar ile,

Cr(s):(l)rt_i_clkzé +k17/§1+7§2
kz kz

' Y Y o
c'(s)= (k_) t+C]k2§1 +k—l'

2 2

4.1.64
c'(s)= (kl D' +c k& ( )

2
olur.

(4.1.64) denkleminin her iki taraftan integrali alinirsa,

c(s) = kl t+c, [k, & ds

2
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bulunur. Genelligi kaybetmeden y =k,& esitligi (4.1.38) denkleminde yerine

yazilirsa G, regle yiizeyi,

ps) = (e +vy+e ([kds)
formunu alir. Ayrica,

A +AV+AY
3/2
2[(B+vk) +(y+Vk,) |

H:é:
B

ortalama egrilik fonksiyonunun asagidaki gibi ifade edilebilecegi aciktir:

6 4.1.65
Q=A’-H’B>=) 6y =0, (@169

i=0

(4.1.65) denklemi daha acik yazilirsa,
Q=A"—H’B* = (A +Av+AV') —H*4| (B+vk)* +(y +vk,))) " ]2
=...—4H’ [/5’2 +2vk, +Vk + 7+ 2pvk, +vk; T
= AH [V 4K+ 20(B, 7k + By ]
elde edilir. Ancak, Q, =4H?(k} +k;)’ =0 ise k, =0 ve k, =0 olur. Fakat Tanim

3.47. den k, #0 ve k, #0 dir. O halde H =0 bulunur. Bu durumda teget vektor

alan1 tarafindan tretilen regle ylizeylerin ortalama egriligi ile ilgili asagidaki teorem

verilebilir:
Teorem 4.2.: (1) G, :¢(s,v)=c(s)+vt(s) regle yiizeyi minimaldir. <> I' Bishop
slant helistir ve
p(s,v)=(e+v)t+ Intds
veya

@(s,v) = (e +V)t + clj(kzds) .fl

formunu alir.
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(2) G,:¢(s,v)=c(s)+vt(s) regle yiizeyinin ortalama egriligi H sabit

ise H =0 dir.

4.1.2. Spacelike &, vektorii tarafindan iiretilen null olmayan regle yiizeyler

I', E} de bir timelike egri ve teget vektor alan1 t olmak tizere, I" egrisi lizerine
kurulu {t, &, 52} catisint g6z Oniline alalm. «, f, ve p, s parametresine
diferansiyellenebilir fonksiyonlar1 olmak iizere,

c(s) = I(at + B¢ +75,)ds (4.1.66)
egrisini dayanak egrisi kabul eden regle yilizeyin denklemi,

G, :(o(s,v)=c(s)+vx(s) (4.1.67)
seklindedir. Burada, x(s) , E’ de herhangi bir vektor alanidir. (4.1.67) denkleminde

x(s) =& kabul edilirse, & vektorii tarafindan iretilen regle yiizeyin denklemi;

p(s,v)=c(s)+v& (s) (4.1.68)

seklinde olur. Bu ylizeyin Gauss egriligi ve Ortalama egriliginin incelenmesi icin
Tanim 2.46. deki birinci ve ikinci temel formun katsayilar1 bulunmalidir. (4.1.68)
denklemindeki regle yiizeyin s ye gore tiirevi,

@, =c'(s)+vS& '(s) (4.1.69)
dir. (4.1.69) denklemi, c'(s)=at+pE+yE, ve & '(s)=kt esitlikleri géz Oniine
alinarak diizenlenirse, ¢ parametrelendirilmesinin s’ye gore kismi tiirevi,

o, =at+ pE +yE, +v(kt)
veya
@, =t(a+vk)+ pE + L, (4.1.70)
olur.
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(4.1.68) denklemindeki regle yiizeyin v parametresine gore tiirevi alinirsa,

0 =& 4.1.71)
elde edilir. Ayrica, ¢ parametrelendirilmesinin s ye gore ikinci mertebeden kismi

tlirevi,

80 4.1.72)

2 =P ={t(a+vk)+t(a+vk)+p'E+ BE +7'E +7E,
A

bulunur. (4.1.72) esitligi diizenlenirse,
@, =t(a'+ vk, '+ Bk, +yk,) + & (ak, +vk> + B) + & (ak, +vkk, +7") (4.1.73)
olur. Benzer sekilde, ¢ parametrelendirilmesinin v ’ye gore ikinci mertebeden

kismi tiirevi,

Pe 4.1.74)
L=p,=0
ov
bulunur. Son olarak,
2 4.1.75)
a (0 = ¢sv = klt
OvOs

seklindedir. (4.1.70) ve (4.1.71) denklemleri kullanilarak yilizeyin normal vektor
alani;

o x@, =—yt—(a+vk)S, (4.1.76)
seklinde hesaplanir.
(4.1.76) esitligi kullanilarak, birim normal vektor alan,

_ oxe, _ —yt=(a+vk)S, 4.1.77)
lo. <o, | |-yt =(a+vk)s, ||

biciminde bulunur. Gerekli islemler yapilirsa,

= (atvk)é (41.78)

«/7/2 +(0:+vk1)2

U

elde edilir. Simdi, U nun Lorentzian karakterini belirleyelim:
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yr<tt>2y(a+vk)<t,E >+a+vk) <& E >

<U,U >= >
\/72 +(0¢+vkl)2

ve, {t,&,,&,} sistemi ortonormal bir ¢ati olusturdugundan <t,&, >=0 dir. fvektor
alan1 timelike oldugundan <t,t>=-1 ve &, vektor alani spacelike oldugundan
<¢,,&, >=+1 dir. Dolayistyla,

—;/2 +(05+vk1)2
2 22
7 (atvk)

<U,U >=

elde edilir. Eger,

i. y°>(a+vk)’ ise yiizeyin normali timelike, dolayisiyla regle yiizey spacelike,

ii. y* <(a+vk)’ ise yiizeyin normali spacelike, dolayisiyla regle yiizey timelike
olur.

Spacelike & Vektorii Tarafindan Uretilen Non-lightlike Regle Yiizeylerin
Gauss Egriligi

Bir regle yiizeyin Gauss egriligi hesabi i¢in, bu yiizeyin I. ve II. temel
formunun katsayilarin1 hesaplamak gerektigini biliyoruz. Burada, . temel formun

katsayilart £, F ve G fonksiyonlari bulmak icin (4.1.70) esitligi kullanilarak,

skalar ¢arpim fonksiyonu yardimuiyla,
E=<@,,p,>={{t(a+vk)+ P& + v, t(a+vk)+ BE + vE,) (4.1.79)
bulunur. (4.1.79) denklemi diizenlirse,
E=<g¢_ @ >=—(a+vk) + B>+ (4.1.80)
elde edilir. (4.1.71) esitliginden,
G=<p.0)=(5.5)=+] CRE)

dir. (4.1.70) ve (4.1.71) esitlikleri kullanilarak;
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F=<p,.0,>={(a-vk)+p5+715.5)=p (4.1.82)

bulunur. /I. temel formun katsayilarini hesaplamak icin, (4.1.73) ve (4.1.78)

esitlikleri g6z oniine alinirsa,

(t(a'+vk, '+ Pk, +yk,) + & (ko + ka + B+ (4.1.83)
—yt—(a—vk)&, )
\/72 +(a+vk)é,

e=<q@ ,U>= .
¢SS 52 (kza +Vk1k2 + 7/ ),

bulunur. (4.1.83) denkleminde gerekli diizenlemeler yapilirsa,

' 4.1.84
v (KK, +v(+ykl k- y'k1)+ va'+ Bly+ 7k, —kat —ay'| Y
e =
7> +(a+vk)
elde edillir. (4.1.74) ve (4.1.78) esitliklerinin skalar ¢arpimi1 hesaplanirsa,
_2 2 4.1.85)
g=<¢vv’U >=<O’ 7/ +(C¥+Vk1) >=O
\/7/2 +(a +vk,)’
bulunur. (4.1.75) ve (4.1.78) esitliklerinin skalar carpimi1 hesaplanirsa,
—yt—(a+vk)E ky (4.1.86)

f=<eo,.U>=(+kt, =
1 \/;/2+(a—vkl)2 \/y2+(0{+vkl)2

bulunur. Teorem 2.47. de belirtilen Gauss egriligi fonksiyonu yardimiyla; (4.1.80),

(4.1.81), (4.1.82), (4.1.84) (4.1.85) ve (4.1.86) denklemleri kullanilarak, & vektori

tarafindan tiretilen non-lightlike regle yiizeyin Gauss egriligi,

2
_ ky
eg—f |7 +(a+vk)’
|EG=F*| [} +(a+vk)* |

veya

Ceg—f? iy (4.1.87)
|EG-F”| [7/2+(05+vk1)2]3
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seklinde bulunur. Burada & vektor alani tarafindan iretilen regle yiizeyin gauss
egriliginin sabitligini arastiralm. Eger (4.1.87) ifadesinde, —k’y>=0 ise K=0
oldugu aciktir. Bu durumda k, =0 veya y =0olmalidir. Fakat Tanim 2.47. den,
k, #0 oldugundan, y =0 olmalidur.

(4.1.1) denkleminde esitligin her iki tarafinin tlirevi alinirsa,
c'(s)=at+ p&é+yE, (4.1.88)
c'(s)=at+ pé (4.1.89)
seklinde bulunur. (4.1.89) denklemindeki « ve S diferansiyellenebilir fonksiyonlar
a =—ke ve f=¢'+n seklinde secilirse ve (4.1.89) denkleminde yerine yazilirsa,
c'(s) =ket+(e+n)é
seklinde bulunur. Gerekli diizenlemeler yapilirsa,
c'(s)=ket+¢&'é +né (4.1.90)
denklemi elde edilir. kt =¢& ' oldugundan, (4.1.90) denklemi,
c'(s)=¢'e+e'E +né (4.1.91)
seklinde diizenlenebilir. Bu durumda (4.2.25) denklemi,
c'(9)=(5&)+ng (4.1.92)
seklinde bulunur. (4.1.92) denkleminde esitligin her iki tarafinin integrali alinirsa, ¢
vektorii tarafindan iiretilen regle yilizeyin dayanak egrisi,
c(s)y=&e+ Inﬁlds (4.1.93)

elde edilir. (4.1.93) deki dayanak egrisi (4.1.3) denkleminde yerine yazilirsa, regle

yiizeyin
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P(s,v) = (e +v)E + [ n&ds
formu elde edilir.

Teorem 4.3. : (1) G, :¢(s,v)=c(s)+v& (s) regle yiizeyi agilabilirdir. < G, regle

yiizeyi,
o(s,v) =(e+Vv)& + J.ngglds
formundadir.
2 G, :(p(s,v) :c(s)+v§1 (s) regle ylizeyinin gauss egriligi K sabit
ise K=0 di.

Spacelike & Vektorii Tarafindan Uretilen Non-lightlike Regle Yiizeylerin

Ortalama Egriligi
Bir yiizeyin ortalama egriliginin hesabi, Teorem 2.47. yardimiyla yapilabilir.

Ortalama egriligin matris formu,

2 - 4.1.94
Hzlz Uhﬁ:Eg+Ge 22Ff (4.1.94)
2 i,j:l 2 | EG - F |
seklindedir.Buradan,
Eg =[—(a+Vvk)’+ > +y’10=0 (4.1.95)

v’ (—k12k2)+\/(—7/k1' _k1k2"_7’k1) 4.1.96)

—ya'- Bky —y’k, —k,a’ —ay’
\/72 +(a +vk,)’

ve

2Ff =2 ky

77+ (a+vk)’

42



veya

2Bky (4.1.97)
\/;/2 +(a+vk,)’

2Ff =

seklinde bulunur.
(4.1.95), (4.1.96) ve (4.1.97) esitlikleri (4.1.94) denkleminde yerine yazilir ve gerekli

hesaplamalar yapilirsa,

1 ]/(Z'+7Vk1 '_ﬂk17+72k2_k2a2
ﬂ/7/2 +(a+vk1)2 +avk k, —vzkfk2 —y'a—y'vk

bulunur. (4.1.94) denklemine gére &, vektorii tarafindan iiretilen non-lightlike regle

Eg+Ge—-2Ff =

yiizeyin ortalama egriligi,

o re vk ' Bhy + 7k, —k,a® =2k kyva—vk'k, —y'a—y vk, (4.1.98)
3/2
2[72 +(a+ vkl)zj

seklinde bulunur. Ortalama egriligin sabitligi hakkinda yorum yapilabilmesi i¢in,
(4.1.98) ifadesi v parametresinin kuvvetleri seklinde yazilmalhdir.

A +AV+AY (4.1.99)
2[7/2 +(ax+ vk2)2]3/2

H:é:
B

olur. Burada,
A =ya'-Pky+yk,—k,a’—y'a
A =yk -2k k,a—y'k,
A, =-k’k,
dir. Ortalama egriligin sabitligini yorumlamak igin A, A ve A, Kkatsayilari
incelenmelidir.  Ortalama egriligin sifir olmasi durumunda, bulunan tim A

(i=0,1,2) katsayilarinin sifira esit olmasi1 gerekmektedir.
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Lhal: A, =0olsun. Burada -k’k, =0 olmalidir. Fakat Tanim 2.47. gz Oniine
alinirsa, k, =0 veya k, =0 olamayacag: goriiliir. Yani, A, katsayist sifir olamaz. Bu

durumda ortalama egriligin sabitliginden bahsedilemez. Dolayisiyla & vektorii

tarafindan tiretilen non-lightlike regle yiizeyler minimal olamaz.

4.1.3. Spacelike &, Vektorii tarafindan iiretilen null olmayan regle

yiizeyler
I', E} de bir timelike egri ve teget vektor alani t olmak tizere, I" egrisi lizerine
kurulu {t, &, 52} catistm goz Oniine alalm. «, f, ve y, s parametresine
diferansiyellenebilir fonksiyonlar1 olmak iizere,
c(s) = [ (at + B& +y&,)ds (4.1.100)
egrisini dayanak egrisi kabul eden regle yiizeyin denklemi,
G, :(p(s,v)zc(s)+vx(s) (4.1.101)
seklindedir. Burada, x(s), E’ de herhangi bir vektor alanidir. (4.1.101) denkleminde
x(s)=¢&, alinirsa, &, vektorii tarafindan iiretilen regle yiizeyin denklemi;

p(s.,v)=c(s)+v&(s) (4.1.102)

seklinde olur. Bu yiizeyin Gauss egriligi ve Ortalama egriliginin incelenmesi igin
Tanim 2.46. yardimiyla birinci ve ikinci temel formun katsayilart bulunmalidir.
(4.1.102) denklemindeki regle yiizeyin s ye gore tiirevi,

@, =c'(s)+vE, '(s) (4.1.103)
dir. (4.1.103) denklemi, c'(s)=at+ p& +y5, ve &,'(s)=k,t esitlikleri gbz oniine
aliarak diizenlenirse, ¢ parametrelendirilmesinin s’ye gore kismi tiirevi,

@, =at+ P& +yE, +v(k,t)
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veya
@, =(a+vk,)t+ p& + &, (4.1.104)
olur.
(4.102) denklemindeki regle yiizeyin v parametresine gore tiirevi alinirsa,
®, =S (4.1.105)
elde edilir. Ayrica, ¢ parametrelendirilmesinin s’ye gore ikinci mertebeden kismi

turevi,

&g (4.1.106)

Py = Qg :{tv(a"“’kz)"‘l‘(o“""kz)"‘ﬁfl +B8+y' S+, '}
)

bulunur. (4.1.106) esitligi diizenlenirse,
@, =ta'+vk, '+ Bk, + yk,) + & (ko +vkk, + )+ & (kya + vk, + ") (4.1.107)
olur. Benzer sekilde, ¢ parametrelendirilmesinin v ’ye gore ikinci mertebeden

kismi tiirevi,

pe (4.1.108)
—qzo = q)‘}v = O
ov
bulunur. Son olarak,
2 (4.1.109)
a ¢ = qosv = k2t
OvOs

seklindedir. (4.1.104) ve (4.1.105) denklemleri kullanilarak yilizeyin normal vektor

alani;
@, %@, = pt+(a +vk,)S, (4.1.110)

seklinde hesaplanir.
(4.1.110) esitligi kullanilarak, birim normal vektor alani,

_ oxep,  Pr+(a+vk,)E (4.1.111)
o, <o, || || Bt+(a+vk,)SE ||

bi¢ciminde bulunur. Gerekli islemler yapilirsa,
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Bt +(a +vk,)E, (4.1.112)

U=
\/ﬁz +a’ +2avk, +v’k,’

elde edilir. Simdi U nun Lorentzian karakterini belirleyelim:

<t > R2B(@+vky) <t,E > Ha+vk,) <ELE >

<U,U > y)
JB + (@ +vk,)

ve {t,&,,¢&,} sistemi ortonormal bir ¢ati olusturdugundan <¢,& >=0 dir. fvektor
alan1 timelike oldugundan <z,r>=-1 ve & vektor alani spacelike oldugundan
<&, & >=+1 dir. Dolayisiyla,

B +(a+vk,)’
\/ﬂz +(a +vk,)’? ’

<U,U > =

elde edilir ve bu islemde iki durum ortaya ¢ikar:
i. Eger [ >(a—vk,) ise regle yilizeyin birim normal vektorii timelike dolayisiyla
regle yiizey spacelike,
ii. Eger f<(a—vk,) ise regle yiizeyin birim normal vektorii spacelike dolayisiyla
regle yiizey timelike olur.
Spacelike &, Vektorii Tarafindan Uretilen Non-lightlike Regle Yiizeylerin

Gauss Egriligi

Bir regle ylizeyin Gauss egriligi hesabi i¢in, bu ylizeyin I. ve II. temel
formunun katsayilarin1 hesaplamak gerektigini biliyoruz. Buradan, [.temel formun
katsayilar1 E,F ve G fonksiyonlarmi bulmak i¢in (4.1.104) esitligi kullanilarak,

skalar ¢arpim fonksiyonu yardimuiyla,

E=<@,,¢, >={{t(a+vk,)+ f& + 15, ta+vk) + B& +1E,)} (4.1.113)

bulunur. (4.1.113) denklemi diizenlirse,
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E=<g@,p, >=(a+vk,) + B>+ (4.1.114)
elde edilir. (4.1.105) esitliginden
G=<0,.0,) = (& &)=+ @.1.115)
dir. (4.1.104) ve (4.1.105) esitlikleri kullanilarak;
F=<g,,p,>=(t(a+vk,)+p& +75.5) =7 (4.1.116)

bulunur. /I. temel formun katsayilarimi hesaplamak icin, (4.1.106) ve (4.1.112)

esitlikleri g6z oniine alinirsa,

(t(a'—vk,'= Pk, — yk,) + & (ko — vk k, + B") + (4.1.117)
e=<g@,,U>= & (kya — vk, + ), B4 (@t vh)o
B +(a+vk,)?

bulunur. (4.1.117) denkleminde gerekli diizenlemeler yapilirsa,

. {ﬂa v Bk, —k B — vk, B +ka® + 3k k,av+vikk,? + B o+ Bk,

(4.1.118)
\/ﬂ2+(a+vk2)2 }

elde edillir. (4.1.108) ve (4.1.112) esitliklerinin skalar carpimi1 hesaplanirsa,

prr(arvi)s, (4.1.119)

g=<g,,U>=(0, 0
B+ (@ +vk,)?

bulunur. (4.1.109) ve (4.1.112) esitliklerinin skalar carpimi hesaplanirsa,

pirla—vi)é, kB (4.1.120)
JB +@—vk)* B+ (a+vk,)?

=<, U>=(-k,t,

bulunur. Teorem 2.47. da belirtilen Gauss egriligi fonksiyonu yardimiyla; (4.1.114),

(4.1.115), (4.1.116), (4.1.118) (4.1.119) ve (4.1.120) denklemleri kullanilarak, &,

vektorii tarafindan tiretilen timelike regle yiizeyin Gauss egriligi,

B +k, ’
_ eg—f2 _ ,6’2+(05+vk2)2
|EG-F| [p*+(@+vk)*]"

veya
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—k22ﬂ2 (4.1.121)

K= 3
[(a+vk,) + B ]

seklinde bulunur. Burada &, vektor alanmi tarafindan dretilen regle yilizeyin gauss
egriliginin sabitligini arastiralm. Eger (4.1.121) ifadesinde, —k,’° =0 ise K=0
oldugu agiktir. Bu durumda k, =0 veya £ =0 olmaldir. Fakat Tanim 2.47. den,

k, # 0 oldugundan, =0 olmalidir.

(4.1.100) denkleminde esitligin her iki tarafinin tiirevi alinirsa,
c'(s)=at+ pE+yE, (4.1.122)
c'(s)=at+ys, (4.1.123)
bulunur. (4.1.123) denklemindeki « ve y diferansiyellenebilir fonksiyonlar
o =—k,& ve y =¢&'+n seklinde segilirse ve (4.1.123) denkleminde yerine yazilirsa,
c'(s)=—k,et+(e'+n)é,
seklinde bulunur. Gerekli diizenlemeler ile,
c'(s)=—k,et+¢&'&, +né, 4.1.129)
denklemi elde edilir. —k,t =&, ' oldugundan, (4.1.124) denklemi,
c'(s)=¢&'e+e's, +né, (4.1.125)
seklinde diizenlenebilir. Bu durumda (4.1.125) denklemi,
c'(s)=(&e)'+ns, (4.1.126)
seklinde bulunur. (4.1.126) denkleminde esitligin her iki tarafinin integrali alinirsa,

&, vektori tarafindan tiretilen regle yiizeyin dayanak egrisi,

o(s) = &6+ [ né&yds 4.1.127)
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elde edilir. (4.1.127) deki dayanak egrisi (4.1.102) denkleeminde yerine yaziliursa,
regle ylizeyin

o(s,v)=(e+v)E, + Inﬁzds
formu elde edilir.

Teorem 4.4. : (1) G :(s,v)=c(s)+vS, () regle yiizeyi agilabilirdir. <> G, regle

yiizeyi,
o(s,v)=(e+v)E, + Inﬁzds
formundadir.
2 G, :(p(s,v) =c(s)+v§2 (s) regle yiizeyinin gauss egriligi K sabit
ise K=0 dir.

Spacelike &, Vektorii Tarafindan Uretilen Non-lightlike Regle Yiizeylerin
Ortalama Egriligi

Bir ylizeyin ortalama egriliinin hesabi, Teorem 2.47. yardimiyla yapilabilir.
Ortalama egriligin matris formu,

2 _ (4.1.128)
H= 1 Z g'h, = M
21"]':1 2| EG_F |

seklindedir. Buradan,

Eg =[+(a+vk,)’ = B> +7°10=0 (4.1.129)
—Ba'-vpk,' -k B — vk, (4.1.130)
Geelew +ka’ +3kkav+vkk’ + f'a+ Bk, _

Jﬂz +(0¢+ka)2

ve
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-k ﬂ
2Ff =2 2
¢ 7Jﬂ2+(a—vk2)2

veya

orp = 2By (4.1.131)
B +(a—vk,)

seklinde bulunur.
(4.1.129), (4.1.130) ve (4.1.131) esitlikleri (4.1.128) denkleminde yerine yazilir ve

gerekli hesaplamalar yapilirsa,

1 —pa'-vpk,' =k B =3yk, B+ ka’
JB +(@+vk,)* [+3kk,av+vikk, + B'a+ Bk,

Eg+Ge—-2Ff =

bulunur. (4.1.127) denklemine gore &, vektorii tarafindan iretilen timelike regle
ylizeyin ortalama egriligi,

[-ﬂa "+ Bk, '+ Bk, +3yPk, - ko + 2k k,va -vik k)2 - Bla+ B 'vkz] (4.1.132)
o[ (@-viy+ 5"

seklinde bulunur. Ortalama egriligin sabitligi hakkinda yorum yapabilmek icin,

(4.1.132) ifadesi v parametresinin kuvvetleri seklinde yazilmalidir. Bu durumda

H:é= A0+A1V+A2V2
B ol (a-vk,) +p* ]

3/2

olur. Burada,
A, =—pa'- Bk, —3ypk, +ka’ + B'a
A =-pk, +3kk,a—- 'k,
A, =kk,’
dir. Ortalama egriligin sabitligi yorumunda A, A ve A,katsayilar1 incelenmelidir.
Ortalama egriligin sifir olmasi durumunda, bulunan tiim A (=012

katsayilarinin sifira esit olmasi gerekmektedir.
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Lhal: A, =0 olsun. Bu durumda kk,” =0 olmalidir. Fakat Tanim 2.47. g6z 6niine
alinirsa, k, =0 veya k, = 0olamayacag: goriiliir. Yani, A, katsayisi sifir olamaz. Bu

durumda ortalama egriligin sabitliginden bahsedilemez. Dolayisiyla &, vektorii

tarafindan tiretilen null olmayan regle ylizeyler minimal olamaz.

4.2, Uc Boyutlu Minkowski Uzayinda Spacelike Egri Tarafindan
Uretilen Null Olmayan Sabit Egrilikli Regle Yiizeyler

Bu boliimde, li¢ boyutlu Minkowski uzayinda Bishop catisina gore spacelike
bir egrinin vektor alanlari; ¢,&,,&, olmak iizere, bu vektor alanlar tarafindan iretilen

null olmayan sabit egrilikli regle yiizeyler ile bu regle yiizeylerin Gauss ve ortalama

egrilikleri incelenmistir.

4.2.1. Spacelike Teget vektorii tarafindan iiretilen null olmayan regle

yiizeyler

I, E’ de bir spacelike egri ve teget vektor alani t olmak iizere, spacelike I"
egrisi iizerine kurulu {t, 51,52} catisin1 g6z Oniine alalim. I" egrisi spacelike egri
oldugundan, teget vektor alaninin Lorentzian karakteri iki durumda incelenecektir.
Buna gore;
Durum 1: t vektor alani spacelike, & vektorii alani timelike, &, vektor alani
spacelike olsun. «, f, ve y, s parametresine diferansiyellenebilir fonksiyonlari
olmak tizere,

o(s) = [ (at + B& +y&)ds @.2.1)

egrisini dayanak egrisi kabul eden regle ylizeyin denklemi,

G, :(s,v)=c(s)+vx(s) 4.2.2)
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seklindedir. Burada, x(s), E’ de herhangi bir vektor alanidir. (4.2.2) denkleminde

x(s) =1t(s) kabul edilirse, ¢ vektorii tarafindan tretilen regle ylizeyin denklemi;
go(s,v)zc(s)+vt(s) (4.2.3)

seklinde olur. Bu yiizeyin Gauss egriligi ve Ortalama egriliginin incelenmesi i¢in

Taanim 3.46. de belirtilen birinci ve ikinci temel formun katsayilart bulunmalidir.

(4.2.3) denklemindeki regle ylizeyin s ye gore tiirevi,

@, =c'(s)+vt'(s) (4.2.4)
dir. (4.2.4) denklemi, c'(s)=at+pE+yE, ve t'(s)=k& —k,&, esitlikleri goz
Ontline alinarak diizenlenirse, ¢ parametrelendirilmesinin s’ye gore kismi tiirevi,

¢, = at+ 5 + 15, + vk —kyg))
veya
@, =ar+(B+vk) & +(y—vk,) &, 4.2.5)
(4.2.3) denklemindeki regle ylizeyin v parametresine gore tiirevi alinirsa,

0, =1(s) (4.2.6)

elde edilir. Ayrica, ¢ parametrelendirilmesinin s’ye gore ikinci mertebeden kismi

tiirevi,
' 4.2.7
&% a't+at'+(f+vk) & (427
= ¢ =
a 2 ss ’ ! 2
§ +(BHVK)E +(y—vk,) & +(r—vk,) &,
bulunur. (4.2.7) esitligi diizenlenirse,
4.2.8)

E, =t(a'+ vkl + Bk, — vk} ) + & (ak, +Vk| + B+ &, (—ak, + vk, + ")
olur. Benzer sekilde, ¢ parametrelendirilmesinin v ’ye gore ikinci mertebeden

kismi tiirevi,

52



& (4.2.9)

bulunur. Son olarak,

2 (4.2.10)
5\1;; =@, =ké —k);S,

seklindedir. (4.2.5) ve (4.2.6) denklemleri kullanilarak yiizeyin normal vektor alant;

o, x@, ==y +vk,)& + (B +Vk)S, (4.2.11)

seklinde hesaplanir.

(4.2.11) esitligi kullanilarak, birim normal vektor alani,

__o.x9, _ (r+vk)g +(S+vk)S, (4.2.12)
” O, X, ” ” (=y +vk,)&, + (B +Vk)S, ”

biciminde bulunur. Gerekli islemler yapilirsa,

__0.X@, _ (y+vk)g + (S +vk)S, (4.2.13)
lo. <@, Il J(—y +vk)* +(B+vk,)

elde edilir. U nun Lorentzian karakterini belirleyelim:

—y+Vk,) < ELE > 2=y +vE)(BHVK) < ELE > +H(PHVvK) <& E >}

<U,U>={( 5
\/(_7+Vk2)2 +(ﬁ+Vk1)2

ve {t,£,&,} sistemi ortonormal bir ¢ati olusturdugundan <¢&,&, >=0 dir. fvektor
alan1 spacelike oldugundan <r,r>=+1 ve & vektor alani timelike oldugundan
<¢,,& >=~1 dir. Dolayisiyla,

—(=y+ Vk2)2 +(B+ Vk1)2
JEr+vi)? +(B+vk)

<U,U > =

elde edilir ve bu islemde iki durum ortaya c¢ikar:
i. Eger (—y+vk,)>(f+vk) ise regle yiizeyin birim normal vektorii timelike

dolayisiyla regle yiizey spacelike,
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ii. Eger (—y+vk,)<(B+vk) ise regle yiizeyin birim normal vektorii spacelike

dolayisiyla regle ylizey timelike olur.

Spacelike Teget Vektorii Tarafindan Uretilen Non-lightlike Regle
Yiizeylerin Gauss Egriligi

Bir regle ylizeyin Gauss egriligi hesab1 i¢in, bu yiizeyin I. ve [II. temel
formunun katsayilarina ihtiya¢ vardir. /. temel formun katsayilart E, F ve G
fonksiyonlarin1 bulmak i¢in (4.2.5) esitligi kullanilarak, skalar carpim fonksiyonu

yardimiyla,

E=<g,p, >=(at+(B+vk )& +(y —vk,) &, at +(S+vk ) & +(y —vk, ) £,)(4-2.14)

bulunur. (4.2.14) denklemi diizenlirse,

E=<@,0,>=a*+(B+vk) +(r—vk,)’ (4.2.15)
elde edilir. (4.2.6) esitliginden
G=<g,,p)=(t1)=+1 (4.2.16)
dir. (4.2.5) ve (4.2.6) esitlikleri kullanilarak;
F=<q,p,>=(at+(f+vk)&+(y—vk,) &0 =a (4.2.17)

bulunur. /1. temel formun katsayilari1 hesaplamak i¢in, (4.2.7) ve (4.2.13)

esitlikleri g6z Oniine alinirsa,

(t(a'+ vk} + Pk, —vk3) (4.2.18)
+ & (ak, +vk + B
¢=<g.U>= L& (—ak, vk, + 1),
(=y+vk,)& +(B+Vk)E,
JE7 vk, + (B4 vk)?

bulunur. (4.2.18) denkleminde gerekli diizenlemeler yapilirsa,
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ayk, +yB +vyk| —vakk, — vk, —vk/k, (4.2.19)

= pak, + By — pvk, +vy'k —v
B k, ﬂV’ B kz' 7’k1 2k1k2’
7 49k, + (B +vk,)?

elde edillir. (4.2.9) ve (4.2.13) esitliklerinin skalar ¢arpimi1 hesaplanirsa,

(7 +vk)E + (Brvk)E, (4.2.20)

g =< govv’U >= <O’
JE7 V) + (B4 k)’

bulunur. (4.2.10) ve (4.2.13) esitliklerinin skalar carpimi hesaplanirsa,

(Cr vk )&+ (BHvk)E, vk, — Bk, 4.2.21)
JE7 k)P + (BHvk)? J(y + vk, + (B4 vk,)

f = <k1§1 _kzégza

bulunur. Teorem 2.47. de belirtilen Gauss egriligi fonksiyonu yardimiyla; (4.2.15),
(4.2.16), (4.2.17), (4.2.19) (4.2.20) ve (4.2.21) denklemleri kullanilarak, ¢ vektorii

tarafindan tiretilen timelike regle yiizeyin Gauss egriligi,

_ vk, + pk, 2
g f> _ |NEr vk (B vk’
| EG—F7] |:\/(_7+Vk2)2 +(IH+Vk1)2J

veya

~(yk, + Bk, )2 (4.2.22)

[\/(—7+ V) + (B4 vk ) T

seklinde bulunur. Burada ¢ vektor alami tarafindan firetilen regle yiizeyin gauss
egriliginin sabitligini aragtiralim. Eger (4.2.22) ifadesinde, yk,+pk, =0 ise K=0

oldugu agiktir. Buradan,

bulunur.

(4.2.1) denkleminde esitligin her iki tarafinin tiirevi alinirsa,
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c'(s) = at + & + 75, (42.23)

k__ B

olur. Eger , k—‘ =—2 denkleminde S =ke secilirse, ¥ =—k,& bulunur. Bulunan bu
2

degerler (4.2.23) denkleminde yazildiginda,

C'(5) = at +k e& —k,6E, (4.2.24)
elde edilir. (4.2.24) denklemindeki « diferansiyellenebilir fonksiyonu « =¢&'+n
seklinde secilirse ve (4.2.24) denkleminde yerine yazilirsa,

c'(s)=(s+mt+keé —k,es,
seklinde bulunur. Gerekli diizenlemeler ile,
c'(s)=¢gt+nt+ke& -k, (4.2.25)
denklemi elde edilir. k& —k,&, =t" oldugundan, (4.2.25) denklemi,
c'(s)=&gt+nt+t'e (4.2.26)
seklinde diizenlenebilir. Bu durumda (4.2.26) denklemi,

c'(s) = (et) '+ nt (4.2.27)
seklinde bulunur. (4.2.27) denkleminde esitligin her iki tarafinin integrali alinirsa, ¢
vektori tarafindan iiretilen regle yiizeyin dayanak egrisi,

c(s) =&t + Intds (4.2.28)
elde edilir. (4.2.28) deki dayanak egrisi (4.2.3) denkleminde yerine yazilursa, regle
yiizeyin

P(s,v) = (e + V)t + j ntds
formu elde edilir. Diger yandan, (4.2.22) denkleminde K =0 olmasi i¢in &’ +k; =0
olmas1 gerekir. Bu durum, Tanim 3.47. deki aciklama ile gelisir. Boylece teget
vektorii tarafindan olusturulan regle yiizeyin gauss egriliginin sabitligi ile ilgili

asagidaki teoremi verebiliriz:
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Teorem 4.5. : (1) G,:¢(s,v)=c(s)+ve(s) regle yiizeyi agilabilirdir. < G, regle

yiizeyi,
P(s,v) = (e + V)t + j ntds
formundadir.
(2) G,:¢(s,v)=c(s)+vi(s) regle yiizeyinin gauss egriligi K sabit
ise K =0 dir.

Spacelike Teget Vektorii Tarafindan Uretilen Non-lightlike Regle
Yiizeylerin Ortalama Egriligi

Teorem 2.47. den, ortalama egrilik,

2 ail 4.2.29)
LS gy, B8 +Ge=2fF
21'7.]':1 2| EG_F |

dir. Buradan,

EgZ(a2+(ﬂ+vk1)2+(7/—vk2)2)0:() (4.2.30)

ayk, +yB'+vyk| —vakk, - (4.2.31)

Bk, —v'k/k, — ok,

+ By’ = pvk, +vy'k, —vikk,
Ge=1le= —e

7 vk, (B vk,

veE

2Ff =20 Pk
B+ (@ —vk,)?

veya

—2Pk,y (4.2.32)

2Ff =
4 \/(_7+Vk2)2+(,8+‘}k1)2

seklinde bulunur.
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(4.2.30), (4.2.31) ve (4.2.32) esitlikleri (4.2.29) denkleminde yerine yazilir ve gerekli

hesaplamalar yapilirsa,

—ayk, +yB +vyk —2vakk, — Bk,
—Vk'k, =3 Bak, + By —vpk, +vy'k —vkk,

Eg+Ge—-2F; [
e ! \/(_7+Vk2)2 +(B+vk,)’

bulunur. O halde, (4.2.29) denklemi g6z Oniine alinirsa, ¢ vektorii tarafindan tiretilen
timelike regle ylizeyin ortalama egriligi,
4.2.33)

—Vv’k'k, =3 Bak, + By’ —vpk, +vy'k, —vkk,

Laykl +yB +vyk —2vakk, — Bk,
H = 5 L2
2[ (= +Vk,)” +(B+vk,)’ |

seklinde bulunur. Ortalama egriligin sabitligi hakkinda yorum yapilabilmesi i¢in,

(4.2.34) ifadesi v parametresinin kuvvetleri seklinde yazilmalidir.

Ay +Av+AY (4.2.34)
o[ @—vk) +p ]

H:é:
B

olur. Burada,

A, =-Pa'- Bk, =3ypk, +ka’ + B'a

A =-pk, —2akk,— Bk, +yk + 'k,

A, =k'k, + kK,

dir. Ortalama egriligin sabitligini yorumlamak igin A, A ve A, Kkatsayilar
incelenmelidir.  Ortalama egriligin sifir olmasi durumunda, bulunan tim A
(i=0,1,2) katsayilarinin sifira esit olmasi1 gerekmektedir.
Lhal: A, =0olsun. Burada 'k, + k,k," =0 olmalidir. Buradan,

k'ky + ki, = (kk,) =0
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kk,=c
bulunur.
Durum 2: t vektdr alani spacelike, & vektorii alant spacelike, &, vektor alani

timelike olduguna ve gerekli islemler yapildiginda benzer sonuglar elde edilir.

4.2.2.Timelike ¢, vektorii tarafindan iiretilen null olmayan regle yiizeyler

I', E’ de bir spacelike egri ve teget vektor alani t olmak tlizere, I" egrisi
tizerine kurulu {t, fl,fz} catisin1 goz Oniine alalim.

Durum 1: t vektor alani spacelike, & vektori alani timelike, &, vektor alani
spacelike olsun. «, S, ve y, s parametresine diferansiyellenebilir fonksiyonlari
olmak tizere,

c(s) = [(at+ BE +7&,)ds (4.2.35)
egrisini dayanak egrisi kabul eden regle yiizeyin denklemi,

G, :(o(s,v) = c(s)+vx(s) (4.2.36)
seklindedir. Burada, x(s), E’ de herhangi bir vektor alanidir. (4.2.36) denkleminde

x(s) =¢, kabul edilirse, & vektorii tarafindan iretilen regle yiizeyin denklemi;

p(s,v)=c(s)+v& (s) (4.2.37)
seklinde olur. Bu yiizeyin Gauss egriligi ve Ortalama egriliginin incelenmesi i¢in
Tanim 2.46. daki birinci ve ikinci temel formun katsayilar1 bulunmalidir. (4.2.37)
denklemindeki regle ylizeyin s ye gore tiirevi,

@, =c'(s)+vE '(s) 4.2.38)
dir. (4.2.38) denklemi, c'(s)=at+ pE +)E, ve & '(s) =kt esitlikleri gz Oniine

aliarak diizenlenirse, ¢ parametrelendirilmesinin s’ye gore kismi tiirevi,
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@, =at+ P& +yE +v(kt)
veya
@, =t(a+vk)+ P&+, 4.2.39)
olur.
(4.2.37) denklemindeki regle ylizeyin v parametresine gore tiirevi alinirsa,
P, =4 (4.2.40)
elde edilir. Ayrica, ¢ parametrelendirilmesinin s’ye gore ikinci mertebeden kismi

tirevi,

a° 4.2.41)

- D o, =@+ vk) +H(a+Vk) + B'E+PE +7 & + 15, )
A)

bulunur. (4.2.41) esitligi diizenlenirse,
@, =t(a'+ vk '+ Bk, +yk,)) + & (ak, + vk + B+ & (—ak, —vkk, +y") (4.2.42)
olur. Benzer sekilde, ¢ parametrelendirilmesinin v ’ye gore ikinci mertebeden

kismi tiirevi,

P 4.2.43)
—(20 = gva = O
ov
bulunur. Son olarak,
2 4.2.449)
a go = ¢w = klt
OVvOs ‘

seklindedir. (4.2.39) ve (4.2.40) denklemleri kullanilarak yilizeyin normal vektor

alani;
@, x @, =—yt—(a+vk)S, (4.2.45)
seklinde hesaplanir.

(4.2.45) esitligi kullanilarak, birim normal vektor alani,
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_oxp,  —yt—(a+vk)E, (4.2.46)
lo, x| |-yt —(a+vk)E, ||

bi¢iminde bulunur. Gerekli islemler yapilirsa,

_ —yt—(a+vk)S, (4.2.47)

«/;/2 +(0¢+vkl)2

U

elde edilir. Simdi U nun Lorentzian karakterini belirleyelim:

7 <tt>R2p(@+vk)<t, & >+Ha+vk) <&, E >

«/7/2 +(a+vk1)22

<U,U >=

ve {t,£,,¢&,} sistemi ortonormal bir ¢ati olusturdugundan <t,&, >=0 dir. fvektor
alan1 spacelike oldugundan <t,t>=+1 ve &, vektor alan1 spacelike oldugundan
<¢&,,& >=+1 dir.

Dolayisiyla,

}/2 +(a+ vkl)2

«/72 +(0{+vk,)2 ?

elde edilir. (U,U)>0 oldugundan yiizeyin birim normal vektor alani spacelike

<U,U > =

dolayisiyla regle yiizey timelike olur.

Timelike & Vektorii Tarafindan Uretilen Non-lightlike Regle Yiizeylerin
Gauss Egriligi

Bir regle yiizeyin Gauss egriligi hesabi i¢in, bu yiizeyin I. ve II. temel
formunun katsayilarmi bulmak gerekir. /. temel formun katsayilar1 E, F ve G
fonksiyonlarmi bulmak icin (4.70) esitligi kullanilarak, skalar carpim fonksiyonu

yardimiyla,

E=<@,,p,>={{t(a+vk)+ P&+ yE, , t(a+vk)+ BE + vE,) | (4.2.48)

bulunur. (4.2.39) denklemi diizenlirse,
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E=<g¢,p, >=(a+vk) -+ (4.2.49)
elde edilir. (4.2.40) esitliginden,
G=<p.0)=(5.5)=-1 (42:50)
dir. (4.2.39) ve (4.2.40) esitlikleri kullanilarak;
F=<g.p,>=(tla=vk)+ P +75.5)=-p (4.2.51)
bulunur. /I. temel formun katsayilarin1 hesaplamak icin, (4.2.42) ve (4.2.47)

esitlikleri g6z oniine alinirsa,

(t(a'+Vk, '+ Bk, + yk,) + & (koo + vk + B) + (4.2.52)
—yt—(a—vk)&, )
\/72 +(a +vk)E,

e =< ,U >= '
Dy & (ko —vkk, + "),

bulunur. (4.83) denkleminde gerekli diizenlemeler yapilirsa,

' 4.2.53
y? (k12k2)+v(—7/kl 2k — 7'k1)— va' = By -k, vkt —ay|
e =
«/72 +(a+vk)?
elde edillir. (4.2.43) ve (4.2.47) esitliklerinin skalar carpimi hesaplanirsa,
2 2 4.2.54)
g =<, U >= (0, 7 —(a+vk) Y= 0
\/7/2 +(a +vk,)2
bulunur. (4.2.44) ve (4.2.47) esitliklerinin skalar carpimi hesaplanirsa,
—yt—(a+vk)&, —7k, (4.2.55)

f=<e,,U>=(kt,

@)y P+ @rvi)
bulunur. Teorem 2.47. da belirtilen Gauss egriligi fonksiyonu yardimiyla; (4.2.49),

(4.2.50), (4.2.51), (4.2.53) (4.2.54) ve (4.2.55) denklemleri kullanilarak, & vektori

tarafindan tretilen non-lightlike regle yiizeyin Gauss egriligi,

2
_ -7k,
eg—f* | r+@+vk)
|EG-F*| [y +(a+vk)]
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veya

e % (4.2.56)
[EG-F*| [y +(a+vk) ]

seklinde bulunur. Burada & vektor alani tarafindan iretilen regle ylizeyin gauss
egriliginin sabitligini arastiralm. Eger (4.2.56) ifadesinde, —y’k > =0 ise K =0
oldugu agiktir. Bu durumda k, =0 veya y =0 olmalidir. Fakat Tanim 2.47. den
k, #0 oldugundan y =0 olmalidir.

(4.2.35) denkleminde esitligin her iki tarafinin tiirevi alinirsa,
c'(s)=at+ pE +y5, (4.2.57)
c'(s)=at+ ps (4.2.58)
seklinde bulunur. (4.2.58) denklemindeki @ ve f diferansiyellenebilir fonksiyonlar
a=ke ve B =¢'+n seklinde secilirse ve (4.2.58) denkleminde yerine yazilirsa,
c'(s)=ket+(e'+n)¢
seklinde bulunur. Gerekli diizenlemeler ile,
c'(s)=ket+¢&'& +né (4.2.59)
denklemi elde edilir. kt =¢& ' oldugundan, (4.2.59) denklemi,
c'(s)=¢'e+e'é +né (4.2.60)
seklinde diizenlenebilir. Bu durumda (4.2.25) denklemi,
c'(s)= () + 1 (4.2.61)
seklinde bulunur. (4.2.61) denkleminde esitligin her iki tarafinin integrali alinirsa, &,

vektorii tarafindan tiretilen regle yiizeyin dayanak egrisi,
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c(s)=&e+ I né&ds (4.2.62)
elde edilir. (4.2.62) deki dayanak egrisi (4.2.37) denkleminde yerine yazilirsa, regle
yiizeyin

o(s,v)=(e+Vv)E + Jnflds
formu elde edilir.

Teorem 4.6. : (1) G, :¢(s,v)=c(s)+v& (s) regle yiizeyi agilabilirdir. < G, regle

yiizeyi,
0(s,v) = (£ +V)& + & ds
formundadr.
2 G :(p(s,v) =c(s)+véjl (s) regle yiizeyinin gauss egriligi K sabit
ise K =0 dir.

Timelike & Vektorii Tarafindan Uretilen Non-lightlike Regle Yiizeylerin
Ortalama Egriligi

Bir ylizeyin ortalama egriliginin hesabi, Teorem 2.47 yardimiyla yapilabilir.

Ortalama egriligin matris formu,

- i - 4.2.63
H=LS gy - B8+ Ge=2Ef (4.2.63)
273 2| EG-F~|
seklindedir.Buradan,
Eg =((cr+vk) = B> +7*)0=0 (4.2.64)

v (k2k,) +v (—ykl' L2k —7'k, ) (4.2.65)

—ya' - ky —y’k, +k,a’ —ay’
\/72 +(a+vk,)’
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ve

_ _7k1
2Ff =2(-p) @iy

veya

2B7k, (4.2.66)

2Ff =
/ \/;/2 +(a+vk,)’

seklinde bulunur.
(4.2.64), (4.2.65) ve (4.2.66) esitlikleri (4.2.63) denkleminde yerine yazilir ve gerekli

hesaplamalar yapilirsa,

y? (k12k2)+v(—7k]' 2 ky— 7'kl)— ya' =3Bk — 'k, +ha’ —ay
Eg+Ge-2Ff =

7/2 +(a+ vkl)2

bulunur. (4.94) denklemine gore &, vektorii tarafindan tiretilen non-lightlike regle

yiizeyin ortalama egriligi,

VZ (k12k2)+V(—7/k1’ + ZkaZV_}/'kl)_7a’_3ﬂk17/_}/2k2 +k2a2 _ay( (4.2.67)

H=

2[72 +(a+ vkl)zjy2
seklinde bulunur. Ortalama egriligin sabitligi hakkinda yorum yapilabilmesi igin,
(4.2.67) ifadesi v parametresinin kuvvetleri seklinde yazilmalidir.

Ay +AV+AY (4.2.68)
o[ +@+viy) T

H:éz
B

olur. Burada,
Ay =—ya'=3fky —y’k, +ka’ —y'a

A =—yk "+ 2k ko~ 7'k,

A, = k12k2
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dir. Ortalama egriligin sabitligini arasirmak icin A, A ve A, katsayilar
incelenmelidir.  Ortalama egriligin sifir olmasi durumunda, bulunan tim A
(i=0,1,2) katsayilarinin sifira esit olmasi gerekmektedir.

Lhal: A, =0Oolsun. Burada k’k, =0 olmalidir. Fakat Tanim 2.47. gbz Oniine

alinirsa, k, =0 veya k, =0 olamayacag: goriiliir. Yani, A, katsayist sifir olamaz. Bu
durumda ortalama egriligin sabitliginden ve sifir olmasindan bahsedilemez.

Dolayisiyla & vektorii tarafindan iiretilen timelike regle yiizeyler minimal olamaz.

Durum 2: t vektor alani spacelike, & vektorii alani spacelike, &, vektor alani

timelike oldugunda ve gerekli islemler yapildiginda benzer sonuclar elde edilir.

4.2.3. Spacelike &, vektorii tarafindan iiretilen null olmayan regle

yiizeyler
I', E’ de bir spacelike egri ve teget vektor alani t olmak tizere, I" egrisi
iizerine kurulu {7,&,&,} catisini goz oniine alalim.

Durum 1: t vektor alani spacelike, & vektorii alani timelike, &, vektdr alani
spacelike olsun. «, S, ve y, s parametresine diferansiyellenebilir fonksiyonlar
olmak tizere,
c(s) = [ (at+ BE + &) ds (4.2.69)
egrisini dayanak egrisi kabul eden regle yiizeyin denklemi,
G, :¢(s,v)=c(s)+vx(s) (4.2.70)
seklindedir. Burada, x(s) , E} de herhangi bir vektor alanidir. (4.101) denkleminde

x(s) =&, kabul edilirse, &, vektorii tarafindan tiretilen regle yiizeyin denklemi;
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p(s,v)=c(s)+v&,(s) (4.2.71)

seklinde olur. Bu ylizeyin Gauss egriligi ve Ortalama egriliginin incelenmesi icin
Tanimm 3.46. daki birinci ve ikinci temel formun katsayilar1 bulunmalidir. (4.2.71)
denklemindeki regle yiizeyin s ye gore tiirevi,

@, =c'(s)+vE, '(s) (4.2.72)
dir. (4.2.72) denklemi, c'(s)=at+ & +yE,  ve &, '(s)=k,t esitlikleri géz Oniine

alinarak diizenlenirse, ¢ parametrelendirilmesinin s ’ye gore kismi tiirevi,

o = at+ BE +yE, +v(k,t)
veya
@, =(a+vk,)t+ p&E +yE, 4.2.79)

olur.

(4.2.71) denklemindeki regle yiizeyin v parametresine gore tiirevi alinirsa,
9, =5 (4.2.80)
elde edilir. Ayrica, ¢ parametrelendirilmesinin s’ye gore ikinci mertebeden kismi

tlirevi,

o (4.2.81)

PYe = Qg ={tv(a+Vk2)+t(a+Vk2)+ﬁ'§1+ﬂ§1 +y'E, + 0, ’}
)

bulunur. (4.2.81) esitligi diizenlenirse,
@, =t(a'+vk, '+ Bk + yk,) + & (ka +vkk, + B')+ & (ko —vk,” + 7" (4.2.82)
olur. Benzer sekilde, ¢ parametrelendirilmesinin v ’ye gore ikinci mertebeden

kismi tiirevi,

2 (4.2.83)
e_ ¢, =0

=

bulunur. Son olarak,
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2 (4.2.84)
a (p = ¢vv = k2t
Ovos ‘

seklindedir. (4.2.79) ve (4.2.80) denklemleri kullanilarak yiizeyin normal vektor
alani;

o, %@, = Pt+(a+vk,), (4.2.85)
seklinde hesaplanir.

(4.2.85) esitligi kullanilarak, birim normal vektor alani,

_oxe, Pr+(a+vk,)E (4.2.86)
lo,xo, || || Bt +(a+vk,)S ||

biciminde bulunur. Gerekli islemler yapilirsa,

Pt +(a+vk,)é, (4.2.87)

U =
B +a? +2avk, + vk,

elde edilir. U nun Lorentzian karakterini bulalim:

V. 1P B <t,t>+2B(a+vk,) <t,& >+a+vk,) <&,E >
\/ﬂ2+(a+vk2)2 :

ve {t,£,&,} sistemi ortonormal bir cati olusturdugundan <t,& >=0 dir. tvektor
alan1 spacelike oldugundan <r,r>=+1 ve & vektor alani timelike oldugundan
<¢,,& >=—1 dir. Dolayisiyla,

B> —(a+vk,))’

<U,U >= 5
\/ﬂ2+(a+vk2)2

elde edilir ve bu islemde iki durum ortaya c¢ikar:
1. Eger [ >(a+vk,) ise regle yiizeyin birim normal vektorii spacelike

dolayisiyla regle yiizey timelike,
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il. Eger f<(a+vk,) ise regle yiizeyin birim normal vektorii timelike

dolayisiyla regle yiizey spacelike

olur.

Spacelike &, Vektorii Tarafindan Uretilen Non-lightlike  Regle
Yiizeylerin Gauss Egriligi

Bir regle yiizeyin Gauss egriligi hesabi i¢in, bu yiizeyin I. ve II. temel
formunun katsayilarini bulmamiz gerekir. /. temel formun katsayilar1 E,F ve G
fonksiyonlarii bulmak icin (4.2.79) esitligi kullanilarak, skalar ¢arpim fonksiyonu

yardimiyla,
E =<, ¢, >={{t(a+vk,)+ BE + 1, t(a+vky) + BE +1E,) (4.2.88)
bulunur. (4.2.88) denklemi diizenlirse,
E=<¢,p >=(a+vk,) -p>+y° (4.2.89)
elde edilir. (4.2.80) esitliginden
G =<0,.0,)=(5.&,)=+1 (4.2.90)
dir. (4.2.79) ve (4.2.80) esitlikleri kullanilarak;
F =<0, >=ta+vk)+ P& +75,.5) =y (4.2.91)
bulunur. /I. temel formun katsayilarini hesaplamak icin, (4.2.82) ve (4.2.87)

esitlikleri g6z Oniine alinirsa,

(o + vk, + Bk, + yky) + & (ak, + vk, + B) + (4.292)
e=<¢@ U>= £ (cak, — vk, + 77, P+ (a+vk,)é
B+ (@ +vk,)?
bulunur. (4.2.92) denkleminde gerekli diizenlemeler yapilirsa,
4.2.93)

v (k) + v( B, — 2k kot — ﬂk2)+ pa'+k S+ vk, f—ka’ - B'a
JB +(a+vk,)

e =
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elde edillir. (4.2.83) ve (4.2.87) esitliklerinin skalar ¢carpimi1 hesaplanirsa,

prr(a+vke (4.2.94)
\//32 +(a + vk2)2

g=<¢,,U>=(0,

bulunur. (4.109) ve (4.112) esitliklerinin skalar ¢arpimi hesaplanirsa,

“Bri(@-vi)E, —k, 8 (4.2.95)

f =< ¢swU >= <_k2t,
B +@—vk)* B+ (a+vk,)?

bulunur. Teorem 2.47. de belirtilen Gauss egriligi fonksiyonu yardimiyla; (4.2.89),
(4.2.90), (4.2.91), (4.2.93) (4.2.94) ve (4.2.95) denklemleri kullanilarak, &, vektorii

tarafindan tretilen timelike regle yiizeyin Gauss egriligi,

B +k,B ’
_ eg—f2 r ,6’2+(05+vk2)2
|EG-F| [p*+(@+vk)*]"

veya

i (4.2.96)
(B +(a+vk)* |

seklinde bulunur. Simdi &, vektor alam tarafindan iretilen regle yiizeyin gauss
egriliginin sabitligini arastiralim. Eger (4.2.96) ifadesinde, —k,’> =0 ise K =0
oldugu agiktir. Bu durumda k, =0 veya =0 olmalidir. Fakat Tanim 2.47. den
k, #0 oldugundan £ =0 olmalidir.
(4.2.69) denkleminde esitligin her iki tarafinin tiirevi alinirsa,

c(s)=at+ p& + %, (4.2.97)
olur. Eger (4.2.97) denkleminde S =0 esitliigi yerine yazilirsa; (4.2.97) denklemi,

c'(s)=at+yE, (4.2.98)
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bulunur. (4.2.98) denklemindeki « ve y diferansiyellenebilir fonksiyonlar1 a =k,&
ve y =¢&'+n seklinde segilirse ve (4.2.98) denkleminde yerine yazilirsa,
c'(s) =k,et +(e'+n)s,

seklinde bulunur. Gerekli diizenlemeler ile,

c'(s)=ket+¢&'é,+né, (4.2.99)
denklemi elde edilir. k,t =¢&," oldugundan, (4.2.99) denklemi,

c'(s)=¢'e+e'é, +né, (4.2.100)
seklinde diizenlenebilir. Bu durumda (4.2.100) denklemi,

c'(s) =(&&,)'+né, (4.2.101)
seklinde bulunur. (4.2.101) denkleminde esitligin her iki tarafinin integrali alinirsa,
&, vektori tarafindan tiretilen regle yiizeyin dayanak egrisi,

c(s) = 8, + [ né,ds (4.2.102)
elde edilir. (4.2.102) deki dayanak egrisi (4.2.71) denkleeminde yerine yazilursa,
regle ylizeyin

o(s,v)=(e+Vv)E, + Inﬁzds
formu elde edilir.

Teorem 4.7. : (1) G, :(p(s,v) =c(s)+v.§2 (s) regle ylizeyi agilabilirdir. < G, regle

yiizeyi,
o(s,v)=(e+Vv)E, + Inﬁzds
formundadir.
2) G, :(p(s, v) =c(s)+v§2 (s) regle ylizeyinin gauss egriligi K sabit
ise K=0 dir.
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Spacelike &, Vektorii Tarafindan Uretilen Non-lightlike  Regle
Yiizeylerin Ortalama Egriligi

Bir yiizeyin ortalama egriliginin hesabi, Teoreem 3.47. yardimiyla yapilabilir.

Ortalama egriligin matris formu,

S - (4.2.103)
=Ly gy - B8+ Ge=2Ef
2/ 2|EG-F~|
seklindedir. Buradan,
Eg =((ar+vk,)’ = > +77).0=0 (4.2.104)

v} (k) + v( Bk, — 2k kya ﬂkZ) (4.2.105)
+ﬁa'+klﬂ2 +7k2,3—k1052 —ﬂ'a

B+ (a+vk,)

Ge=1le=

=e

ve

_kzﬂ
2Ff =2
S=2 B +(a—vk,)

veya

(4.2.106)

k,y
2Ff =2
=20 B +(@—vk,)?

seklinde bulunur.
(4.2.104), (4.2.105) ve (4.2.1006) esitlikleri (4.2.103) denkleminde yerine yazilir ve

gerekli hesaplamalar yapilirsa,

v (k2 )+ v ( B, — 2k kot - ,Bkz)

+Ba'+kf —yk,B—ka’—p'a

Eg+Ge-2Ff =
JB +(a+vk,)

bulunur. (4.2.103) denklemine gore &, vektorii tarafindan liretilen timelike regle

yiizeyin ortalama egriligi,
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V2 (_k1k22 ) +v (ﬁkz’ — 2k1k2a — ﬂ'kz ) (4-2.107)

+Ba'+k B —yk,f-ka’—B'a
2 B+ (@t vky)* "

seklinde bulunur. Ortalama egriligin sabitligi hakkinda yorum yapilabilmesi igin,

(4.2.107) ifadesi v parametresinin kuvvetleri seklinde yazilmalidir.

A Ay +AV+AY (4.2.108)
H= B = 5 L1302
2[ B +(a+vk,) |

olur. Burada,
Ay =PBa'+k B —yk,f—ka’—B'a
A = Bk, =2k k,a — 'k,
A, =—kk,’
dir. Ortalama egriligin sabitligi yorumunda A, A ve A, katsayilar1 incelenmelidir.

Ortalama egriligin sifir olmasi durumunda, bulunan tiim A (i=0,1,2)
katsayilarinin sifira esit olmasi gerekmektedir.

Lhal: A, =0olsun. Burada kk,”=0 olmalidir. Fakat Tamim 2.47. gdz Oniine
alinirsa, k, =0 veya k, = 0olamayacagi goriiliir. Yani, A, katsayis1 sifir olamaz. Bu
durumda ortalama egriligin sabitliginden ve sifir olmasindan bahsedilemez. Boylece
&, vektori tarafindan tiretilen timelike regle ylizeyler minimal olamaz.

Durum 2:  vektor alani spacelike, & vektorii alani spacelike, &, vektor alani

timelike oldugunda ve gerekli islemler yapildiginda benzer sonuclar elde edilir.
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5. ORNEKLER

Ornek 1: Ug boyutlu Minkowski uzayinda timelike bir T'(s) = (2s,cos(s),—sin(s))
olsun. Bu egrinin teget vektor,
((5)= i’ cos(s) ’ —sin(s)
NN

seklindedir. Eger s =5 ve n= NE) secilirse, G, timelike regle ylizeyin parametrik

denklemi,
veos(s)  (s+v)sin(s)

go(s,v):[%(2\/§+s+cos(s))+%,sin(s)+ Vg ,— Ng +cos(s)j

elde edilir ve bu yiizeyin grafigi Sekil 5.1. de verilmistir.

1

Sekil 5.1. K=0, H =

le+v]

Ornek  2: 3-boyutlu ~ Minkowski  uzayinda  timelike  bir  egri
F(s) = (sinh \/gs,cosh \/gs, 2s) olsun. Bu egrinin & (s) vektorii,

cos(Zx/gs)sinh<«/§s)—2sin(2\/§s>cosh(\/§s),
& (s)= cos(2«/§s)cosh(«/§s)—2sin(2\/§s)cosh(\/§s),
-5 sin(2x/§s)

seklindedir. Eger =5 ve n =1 secilirse, fl(s) vektori tarafindan tretilen, G,

timelike regle yiizeyin parametrik denklemi,
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cos (2«/§s

S—

(s+ v)(—sin (Zx/gs)sinh (\/gs) + 2cos(2\/§s)cosh (Jgs)) + cosh (\/gs)

b

&

cos (2\/§s

~—

sinh (\/gs)

o(s.v)=| (s +v)(—sin(2\/§s)cosh(\/§s) + 2cos(2\/§s)sinh(\/§s))+
(s +v)(\/§cos(2«/§s)—%sin(2\/§s)j

bl

B

elde edilir ve bu yiizeyin grafigi Sekil 5.2. de verilmistir.

Sekil 5.2.

Ayrica I' egrisinin &, (s) vektori,
—sin(2y/5s )sinh (/55) - 2cos(2+/5s ) cosh /5s),
& (s)= —sin(24/5s)cosh (/55) +2cos (2455 ) cosh (+/5s),
—\/gcos(Z«ES)

seklindedir ve ¢ =5 ve n =1 segilirse, &, (s) tarafindan tretilen, G, timelike regle

yiizeyin parametrik denklemi,

(s+ v)(—sin (2\/§s)sinh (\/gs) +2cos (2\/§s)cosh (\/gs)) N —sin (2\/§s)cosh (\/gs)

NG :

o(s,v)= (s +v)(sin (2\/§s)cosh(\/§s)+ 2005(2\/§s)sinh (\/gs))+ _
(s + V)(\/§COS(2\/§S)+%SiH(—2\/§S)]

NS

seklinde elde edilir ve bu ylizeyin grafigi Sekil 5.3. de verilmistir.
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6. SONUC VE ONERILER

Bu calismada, 3-boyutlu Minkowski uzayinda Bishop catisina gore null
olmayan regle ylizeylerin Gauss ve ortalama egriliklerinin sabitligi incelendi. Teget
vektor  alam  tarafindan  iretilen  sabit  egrilikli  regle  yiizeylerin
(P(S,V)=(8 +V)t+f ntds  formuna sahip oldugu belirlendi. Ayrica, bu regle
yiizeylerin Gauss egriliginin sabit olmasinin sadece Gauss egriliginin sifir olmasi ile
miimkiin oldugu yani yiizeylerin agilabilir oldugu ispatlandi. Yine bu regle
yiizeylerin minimal olmasi i¢in I' egrisinin Bishop slant helis ve regle yiizeyin
denkleminin (D(S,V) = (8 +V)t +] nids  formunda olmasi gerektigi goriildii.

Diger taraftan & ve &, vektorleri tarafindan iiretilen sabit egrilikli regle yiizeylerin

denkleminin €0(S ,V) = (5 +V)§,- +] né&ds  formuna sahip oldugu ve bu regle
yiizeylerin Gauss egriliginin sabit olmasinin sadece Gauss egriliginin sifir olmasi ile
miimkiin oldugu bir bagka deyisle bu yiizeylerin acilabilir oldugu ispatlandi. Ayrica
& ve & vektorleri tarafindan iiretilen null olmayan regle yiizeylerin minimal
olamayacagi goriildii. Ayrica ii¢ boyutlu Minkowski uzayinda Bishop vektor alanlar
t,¢,, <&, olan spacelike I' egrisi igin benzer sonuglar elde edildi.

Bishop slant helislerin pozisyon vektorleri 3-boyutlu Oklid uzayinda da elde
edilmistir( Yerlikaya ve Aydemir, 2020). Dolayisiyla bu ¢alismanin bir benzeri Oklid
uzayindada yapilabilir.
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