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OZET

GAMA VE BETA FONKSIYONLARININ HAHN ANALIZINDEKI
BENZERLERI
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Ondokuz May1s Universitesi
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Matematik Ana Bilim Dali
Yiiksek Lisans,Haziran/2022
Danisman: Dog¢. Dr. Fatma HIRA

Klasik tiirev tanimimin limit kullanilmadan tanimlanmasiyla olusturulan
kuantum analizin veya kisaca ¢ -analizin bir tiirii de Hahn kuantum analizidir. 1949

yilinda W. Hahn tarafindan tanimlanan Hahn fark operatdrii aslinda ¢ -fark operatorii

ve ileri fark operatoriiniin birlesiminden olusmaktadir. 2009 yilinda bu tiirev
operatoriinlin  tersinin  (integralinin) ve onunla ilgili analizsel teoremlerin
olusturulmasiyla bu konudaki ¢alismalar hiz kazanmistir.

Klasikte var olan ifadelerin ¢ -analizindeki karsiliklarina ¢ -benzerleri, Hahn

analizindeki karsiliklarina da ¢, @ -benzerleri denilmektedir. Bu tezde, Gama ve Beta

fonksiyonlarmin Hahn analizindeki benzerleri tanimlanarak, klasikteki temel
ozelliklerinin ¢, w -benzerleri olusturulmustur.

Klasikteki iistel fonksiyonun benzeri ¢ -analizinde dolayisiyla ¢, -analizinde

birinci tiir £ ve ikinci tiir e iistel fonksiyonlar ile tanimlidir. Bu nedenle Gama ve
Beta fonksiyonlar1 da her iki iistel fonksiyon i¢in tanimlanarak birinci tiir ¢, ® -Gama

ve ¢, -Beta fonksiyonlar ile ikinci tiir ¢, w -Gama ve ¢, @ -Beta fonksiyonlar1 ayr1
ayr1 olusturulmustur.

Tezin birinci bdliimiinde, ¢ -analizi ve ¢,w -analizi ile ilgili literatlir 6zetine
yer verilmistir. Tezin ikinci boliimiinde, g -analizi ve 6zellikle ¢, -analiziyle ilgili
temel tanim, teorem ve Ozellikler verilmistir. Tezin tiglincli boliimii iki alt boliimden
olusmaktadir: Birinci boliimde, E, , Ustel fonksiyonu kullanilarak birinci tir ¢, -

Gama ve ¢,w-Beta fonksiyonlar1 tanimlanmis, integrallerin yakinsakliklari
incelenerek klasikteki temel &zelliklerin ¢, -benzerleri elde edilmistir. Ikinci
boliimde, aym1 fonksiyonlarin ikinci tiir g¢,®-benzerleri e {istel fonksiyonu
kullanilarak olusturulmus ve her iki tiir arasindaki gecis bagintilar1 verilmistir.

Tezde sunulan bulgular 6zellikle ¢, -Laplace doniisiimiiniin incelenmesi ve

kesirli Hahn analizi i¢in temel kaynak olusturmaktadir. Tezin son béliimiinde diger
sonug ve Onerilere yer verilmistir.

Anahtar Sozciikler: g, -Gama fonksiyonu, ¢,®-Beta fonksiyonu, ¢, -listel
fonksiyonlari, ¢ -analiz, Hahn analiz
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ABSTRACT

ANALOGUES OF GAMMA AND BETA FUNCTIONS IN HAHN CALCULUS

Miizeyyen YUKSEL
Ondokuz Mayis University
Institute of Graduate Studies
Department of Mathematics
Master,June/2022
Supervisor:Assoc. Prof. Dr. Fatma HIRA

The Hahn quantum calculus is another type of quantum calculus, or ¢ -

calculus, which is created by defining the classical derivative definition without
using limits. The Hahn difference operator, which W. Hahn defined in 1949,
consists of combining the ¢ -difference operator and the forward difference operator.

In 2009, studies on this subject gained momentum by creating the inverse (integral)
of this derivative operator and the analytical theorems related to it.
The equivalents of classically existing expressions in ¢ -calculus are called ¢

- analogs, and their equivalents in Hahn's calculus are called ¢, -analogs. In this

thesis, the analogs of Gamma and Beta functions in Hahn's calculus are defined and
q, o -analogs of their basic properties in classical are created.

Similar to the classical exponential function, in the ¢ -calculus, therefore, in
the ¢,w -calculus, the first type is defined by the E and the second type e

exponential functions. Therefore, Gamma and Beta functions are defined for both,
and the first type ¢,w-Gamma and ¢, -Beta functions and the second type ¢, -

Gamma and ¢, w -Beta functions are formed separately.
In the first part of the thesis, a literature summary about ¢ -calculus and ¢, ® -

calculus is given. In the second part of the thesis, basic definitions, theorems and
properties related to ¢ -calculus and especially ¢, -calculus are given. The third

part of the thesis consists of two sub-sections: In the first part, the first type of ¢, ® -
Gamma and ¢, -Beta functions are defined by using the E exponential function,
the convergence of the integrals is examined and the ¢, -analogs of the basic
properties of the classical are obtained. In the second part, the second kind of ¢, -

analogs functions of the same functions are constructed using the exponential
function e and the transition relations between both types are given.

The findings presented in the thesis are the primary source for the analysis of
the ¢,w-Laplace transform and fractional Hahn calculus. In the last part of the

thesis, other conclusions and suggestions are given.

Keywords: ¢, o -Gamma function, ¢, -Beta function, ¢,® -exponential functions,
g -calculus, Hahn calculus
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1. GIRIS
Kuantum analiz (¢ -analiz) limitsiz analiz olarak bilinmektedir. Klasik tiirevi

bir kuantum fark operatorii ile degistirerek diferansiyellenemeyen fonksiyonlar

kiimesi ile ilgilenmeye olanak saglar. Klasikte var olan tanim ve ozelliklerin ¢ -

analizdeki karsiliklarina g -benzerleri denilmektedir.

Literatiirde ¢ -analizi ile 1ilgili, farkli alanlarda, oldukc¢a fazla ¢alisma

bulunmaktadir. Tez konusuyla yakindan ilgili olan Gama ve Beta fonksiyonlarinin ve

Laplace doniisiimiiniin g -benzerleri de farkli ¢alismalarda incelenmistir (Thomae

1869; Jackson, 1904; Abdi, 1961, 1962; Kac ve Cheung, 2002; De-Sole ve Kac,
2005; Kobachi, 2011; Chung, vd., 2014; Naik ve Haubold, 2016). Yazarlar

baslangigcta bunlarin ¢ -integral tanmimlarin1 vermekten kaginmis, tanimlar1 sonsuz

carpimlar ile ifade etmislerdir. Sonrasinda, 6zellikle Gama fonksiyonu igin, bir kag

farkli g -integral tanimlamas1 yapilmistir. Tanimlanan integrallerin her biri ¢ — 1

i¢cin klasik Gama fonksiyonuna yakinsamakta ve temel 6zelliklerini saglamaktadir.

Bu integrallerin farkli olmasinin sebeplerinden biri sinirsiz araliktaki g -integralin
farkli tanimlarinin olmasi ve g -benzerinde genel bir degisken degistirme formiiliiniin

var olmayisidir. Klasik integrallerde dogru olan sabitin 6telenmesi 6zdesliginin her

durumda g¢g-benzeri bulunmamaktadir. Yazarlar1 dogru integral tanimlama

konusunda yanilgiya diisiiren durumlardan birisi de budur. Bir diger durum da o

ifadesinin ¢ -benzeri [oo]q :IL, q<€(0,1) olup smurlarda oo yerine [oo]q

kullanilmamasidir, aksi halde integrale bagli olarak olusan serilerin yakinsakliginin

saglanip saglanmadig1 goz ard1 edilmektedir (De Sole ve Kac, 2005).

Kuantum analizin bir tiiri de Hahn kuantum analizidir ve Hahn tarafindan
1949 yilinda tanimlanmistir (Hahn, 1949). Tiirev operatoriiniin tanimlanmis olmasina
ragmen integral operatorii tanimlanmadigi i¢in bu konudaki caligmalar kisith
kalmistir. 2009 yilinda Aldwoah doktora tezinde 60 yillik acik bir problemi ¢ozerek
yani Hahn tiirevinin ters operatoriinii ( g, w -integral operatoriinii) ve bu operatdr ile
ilgili analizsel agilimlar1 olusturarak Hahn kuantum operatorii konusunun yeniden
calisilmasini saglamistir (Aldwoah, 2009; Annaby vd., 2012). Bu konuyla ilgili Hahn

kuantum varyasyonlar hesabi (Malinowska ve Torres, 2010) calismasinda, lineer



Hahn fark denklemleri ve bunlarin ¢oziimlerinin varlik-tekligi sirastyla (Hamza ve
Ahmed, 2013a; 2013b) calismalarinda incelenmistir. Simetrik Hahn fark operatorii
(Artur vd., 2013) ¢alismasinda tanimlandi ve bu operatdr kullanilarak kesirli simetrik
Hahn analizi (Patanarapeelert ve Sitthiwirattham, 2019) ¢alismasinda incelenmistir.
g, -Sturm-Liouville problemi (Annaby vd., 2018) calismasinda tanitilmis ve ayni
problem i¢in Ornekleme teorisi (Annaby ve Hassan, 2018) calismasinda ele
almmustir. (Hira, 2020a) calismasinda ¢, -Dirac sistemi tanitilarak ¢oziimlerin
varlik ve tekligi ispatlanmig; 6zdeger ve 6zfonksiyonlarin bazi spektral 6zellikleri
incelenmistir. Ayni sistemin Ornekleme teorisi (Hira, 2020b) c¢alismasinda
verilmistir. Minkowski esitsizliginin Hahn integral operatorii ile genellestirilmesi ve
Hahn integral esitsizlikleri sirasiyla (Khan vd., 2018; Asawasamrit vd., 2019)
caligmalarinda verilmistir. Hahn operatorii kullanilarak olusturulan Hahn-Appell
polinomlart ve d -ortogonallik durumu (Varma vd., 2019) calismasinda ele
alimmustir. Kesirli g -analizi ile ilgili calismalar (Al-Salam, 1966; Agarwal, 1969,
Rakovic vd., 2007; Annaby ve Mansour, 2012) oldugu gibi kesirli g, -analizi

(kesirli Hahn analizi) ile ilgili de gilincel ¢aligmalar bulunmaktadir (Atici ve Eloe,
2007; Brikshavana ve Sitthiwirattham, 2017; Wang vd., 2018; Tariboon vd., 2019).
Gama ve Beta fonksiyonlarinin Hahn fark operatorlii karsiligr yani g, -

benzerleri lizerine incelemeler heniliz yapilmamigtir. Tez kapsaminda bu
incelemelerin ~ yapilmast  planlanmaktadir. Literatiirdeki Gama ve Beta

fonksiyonlarinin g -benzerleri icin integral tanimlar1 her iki ¢ -listel fonksiyonu igin

ayr1 ayri ¢aligmalar olarak incelenmistir (Kac ve Cheung, 2002; Sole ve Kac, 2005;
Albayrak, 2009). Bu tezde incelemeler her iki tiir g, -listel fonksiyonu i¢in ayni

anda yapilacak olup bu baglamda tez kapsamli ve teorik bir calisma olacaktir.

Oncelikle ¢,-Gama ve ¢,w-Beta fonksiyonlarmin integral tanimlar1 birinci tiir
E q,w(x) tistel fonksiyonu kullanilarak yapilacak, integrallerin yakinsakliklar:
incelenecek ve klasikteki oOzelliklerin g, @-benzerleri elde edilecektir. Bu
fonksiyonlara birinci tiir g, -Gama fonksiyonu (F o (t)) ve birinci tiir g,»-Beta
fonksiyonu (B(t,s)) denilecektir. Sonrasinda benzer incelemeler ikinci tir e, , (x) -

istel fonksiyonu kullanilarak yapilacaktir. Bu fonksiyonlar da ikinci tiir Gama

fonksiyonu (;/W (t)) ve ikinci tiir Beta fonksiyonu (ﬂ (t,s)) olarak



adlandirilacaktir.

D, , ile gosterilen Hahn fark operatorii

D, (x) - L

orant ile tamimlanmaktadir. Bu operatdr aslinda iki operatoriin birlesiminden

olugmaktadir: birincisi D, ile gosterilen Jackson fark operatorii, ikincisi A, ile

gosterilen ileri fark operatoriidiir. Bu ii¢ operatdr arasinda

limD, ,f(x)=A,f(x)
limD, ,f(x) =D, /(x)
lim D, ,f(x)=/(x),

q—->l,0—>

gecisleri bulunmaktadir. Bu sebeple her iki tiir i¢cin de tanimlanan ¢,®-Gama ve
q,@-Beta fonksiyonlar1 i¢in elde edilecek bulgu ve sonuglarm @ —0 icin ¢-
benzerleri ile (Kac ve Cheung, 2002; Sole ve Kac, 2005); @ —0,g >1 igin

klasiktekilerle (Euler, 1748) uyumluluk gosterip gostermedigi kontrol edilecektir.

Fizik, ekonomi, mekanik ve varyasyonlar hesabindaki birgok problemin
integral fonksiyonlar1 kullanilarak formiilize edildigi ve ozellikle ger¢ek yasam
olaylarmin kesirli analizdeki kesirli integrallerle olusturulup ¢oziildigi iyi
bilinmektedir (Rahman, 2007; Corduneanu, 2008) . Bu integraller de ¢ogunlukla
klasik anlamda diferansiyellenemeyen fonksiyonlarla karakterize edilmektedir.
Kuantum analizi klasik tlirevi bir kuantum fark operatorii ile degistirerek
diferansiyellenemeyen fonksiyonlar ile islem yapmaya olanak saglayip bu tiir
integral fonksiyonlarinin olusturulmasini kolaylastirmaktadir. Bu sebeple kuantum
fark operatorleri: ortogonal polinomlar, temel hipergeometrik fonksiyonlar,
kombinatorikler, varyasyonlar hesabi ve izafiyet teorisi gibi matematiksel ve fiziksel
alanlarda ¢ok sayida uygulamaya sahiptir (Askey ve Wilson, 1985; Malinowska ve
Torres, 2014). Hahn operatorii de ortogonal polinomlarin olusturulmasinda ve
yaklasim teorisinde kullanigh bir aractir (A'lvarez-Nordase, 2016; Koekoek vd.,
2010). Ozellikle kesirli analizde Laplace doniisiimleri kullanilmakta ve Laplace
doniistimiiniin baz1 6zellikleri Gama fonksiyonuna bagli olarak elde edilmektedir.

Yine farkli integral donilisiimlerinin bu alanlardaki incelemeleri de yapilmaktadir



(Aral vd., 2013). Ozetle, klasik tiirevin ve integralin kullamildig: farkli alanlardaki
pek cok calisma ¢ -analizine ve g, -analizine aktarilmakta ve buradaki benzerleri
incelenmektedir. Tezde elde edilen bulgular, bu alanlardaki Gama ve Beta

fonksiyonlariyla baglantili olan tiim ¢aligsmalarin incelenmesini kolaylastiracaktir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Tezin bu béliimiinde g, w-Gama ve g, -Beta fonksiyonlarinin tanimlanmasi
icin gerekli olan g¢-analizi ve ¢,w-analizindeki temel tanimlar, teoremler ve

ozellikler verilecektir.

Tez boyunca bahsi gegen ¢ sayisi 0 ile 1 arasinda sabit bir sayidir.

Tanim 2.1. Herhangi bir « € R sayisinin g -benzeri

1-¢g“
al, = 2.1
el ==, 2.1
seklindedir. o« un g -benzeri
(o] = 2.2)
q 1_q ‘
ve a=neN ise
l_qn n—1 2
[n], = g =q" +..... +q° +q+1 2.3)

olmaktadir.

Tanim 2.2. n! ifadesinin g -benzeri

], 1= {[n]q [n-1] ..[2] [1],, 7=123,., 2

1, n=0,

ile tanimlidir.

Tanim 2.3. a€C olmak iizere g-Pochhammer sembolii veya ¢ -Gteleme

faktora

n—1

H(l aq) nx1, 2.5)

0

(a;9) =(1-a) =13
n q
1, n=0,

seklindedir. Buna gore n =0 i¢in

(a q), H(l aq )= 1- a)(l—aq)(l—aqz)...(l—aq")...,

0
k=0



olmaktadir (Annaby vd., 2012).

Tanim 2.4. g -binom katsayis1

n [#] !
R i — 2.6
uq /], 1n =11, @0

olmak tizere binom formiuliinin

(x+a), = Z {n} q’Y™?a’x"7  (Gauss binom formiilii)
q

=0
ve

L el [+ 2]+ 1],
(1 —X)Z j=0 [.j]q !

(Heine binom formiilii)

seklinde iki tane ¢ -benzeri vardir (Kac ve Cheung, 2002).

Tanim 2.5. ¢ sayist 0< g <1 kosulunu saglayan pozitif bir say1 olmak {izere

her x € 4 i¢in gx € 4 ise A< R kiimesine g -geometrik kiime denir.

Tanim 2.6. 4 bir g-geometrik kiime olmak iizere 4 da tanimh reel yada
kompleks degerli bir f* fonksiyonunun g -fark operatdrii D, (veya Jackson g -fark

operatorii)

[ -/ .,
D, f(x)= gx—x ’ Q2.7)
f(0), x=0,

ile tammldir. Bu durumda D, f ifadesine f fonksiyonunun gq-tirevi denir
(Jackson, 1910).
(2.7) esitliginden  limD, f (x)=/"(x) oldugu yani g=1 igin limit
q—>

alindiginda klasik tiirevin elde edildigi goriilmektedir. Buna gore ¢ -fark operatorii
icin verilen tanim, teorem ve Ozellikler ¢ —1 icin klasikteki karsiliklarina

indirgenmektedir.

Ornek 2.7. neN olmak iizere f(x)=x" fonksiyonu igin (2.7) esitliginden



D x" = (qx)n _x"l — (qn _1) xnfl
! (g-Dx  (g-D)

yazilir. Burada (2.3) esitligi kullanilirsa

n o__ n—-1
D x" =[n], x

elde edilir. g —1igin [n]q —n oldugundan, ¢ —1 i¢in D,x" — Dx" =nx""
oldugu gortiliir.

Tanim 2.8. Bir f fonksiyonunun g -integrali

jf(f)dqf=X(1—Q)29”f(xq”), x €4, (2.8)

ile tanimlidir (Thomae, 1869; Jackson, 1910).

Bir f fonksiyonunun ¢ -genellestirilmis integrali i¢in yapilan tanimlardan

biri

seklindedir (De Sole ve Kac, 2005).

[ee] n

¥ X
Tanim 2.9. Klasik analizde {istel fonksiyonun seri ag¢ilimi € = —
n=0 n:

seklindedir. Bunun ¢ -benzeri olarak iki tane ¢ -listel fonksiyonu tanimlanmistir.
Birinci tiir ¢ -iistel fonksiyonu E (x)
- n(n— xn o 9]
Eq(x):Zq ( 1)/2—'=(1+(l—q)x)q, xeC, (2.9)
n=0 [n]q *
ile ikinci tiir ¢ -tistel fonksiyonu e, (x)

X" 1 1
“O= o g My 10

ile tanimlidir (Kac ve Cheung, 2002). Bu fonksiyonlar i¢in

e (x)E (—x) =L e (0)=E,(0)=1, liilllEq(x) =¢' = liirlleq(x), e (x) =E (x)

q q



Dy, (x)=¢,(x), D,E,(x)=E,(4x)

esitlikleri saglanir.

Tanim 2.10. ¢e(0,1), >0 , o, :li sabit bir say1r ve [, @, sayisini
-9

iceren R nin bir alt aralig1 olsun. f* fonksiyonunun @, noktasinda tiirevlenebilir

olmasi kosuluyla, Hahn fark operatori D, ,

flgx+w)— f(x)

, XF @,
D, f(x)=1 (gx+tw)—x (2.11)
f (@), X =a®,,

ile tammhdir. Bu durumda D, , f ifadesine f fonksiyonunun ¢, -tiirevi denir

(Hahn, 1949).

Hahn fark operatorii iki 6nemli operatdriin birlesiminden olusur. Birincisi

Tanim 2.6 ile verilen Jackson ¢ -fark operatoriidiir, ikincisi

A, f(x)=

Joro)- ) g 2.12)
(4]

ile tammmh A ileri fark operatoriidiir. Buna gore bu ii¢ operatdr arasinda

limD, , f(x)= A, /()

533 D, ,f(x)=D,f(x), (2.13)
qﬁl}glﬁo D, ,f(x)=f'(x),

bagintis1 vardir.

Ornek 2.11. f(x)=(x—a,)" i¢in (2.11) esitliginden g, -tiirevi hesaplanirsa

qu(X—wo)n = (qx+a)_a)0)n _(x_a)o)” — qn(x_wo)n _(x_a)o)n
' gx+w—x gxt+w—x
_(x—@)"(¢" =) _

@Dy ke



elde edilir. Buradan @ — 0 igin (dolayistyla @, — 0igin) limit alimirsa Ornek 2.7

deki ¢ -karsiligl, @ — 0,9 — 1 i¢in limit alinirsa klasik tiirev karsilig1 elde edilir.

Ozellik 2.12. f ve g fonksiyonlar1 x e/ da g, -tiirevlenebilir iki fonksiyon
olmak {lizere ¢,w-tiirevi i¢in asagidaki cebirsel ozellikler gecerlidir (Annaby vd.,

2012):
D,,(f+g)x®)=D,,f(x)+D,,g(x), 2.14)
D,,(f-8)(x)=(D,.f (x)g(x)+ /(ax+@)D,,g(x) . (2.15)

iii A (D,./ (x))g(x)~f (x)D, ,8(x) Nl
. Dq,w(gJ( )= ez (o) , g(x)g(gr+@)=0. (2.16)

D, , tirevinin ters operatdril yani g, -integrali ve buna bagl olarak analizin
temel teoremlerinin g, -benzerleri (Aldwoah, 2009; Annaby vd. 2012)

caligmalarinda asagidaki sekilde verilmistir.

Tanim 2.13. f:1 — R bir fonksiyon ve a,b € olsun. Bu f fonksiyonunun

q,w -integrali,

[r@)d, b =x(-9)-0)Y " f(xg" +alk],), xe, 2.17)
@ k=0
Ve
[rd, x= [ fd, x-[ f(0d,,x, (2.18)

ile tanimlanmistir. Buradaki serinin x=a ve x=»b noktalarinda yakinsak olmasi

kosuluyla f fonksiyonu, [a,b] araliginda ¢, w-integrallenebilirdir denir. (2.17)
esitliginin sag tarafindaki toplama Jackson-Norlund toplami denir. Ayrica, eger f
fonksiyonu, [a,b] araligindaki her nokta icin ¢, -integrallenebilir ise / tizerinde

q, w -integrallenebilirdir denir.

Teorem 2.14. f:I -> R, o, noktasinda siirekli olan bir fonksiyon ve

If o> xel, (2.19)



olsun. O zaman F, @, noktasinda siireklidir. Ayrica her xe/ i¢in D, F (x)

vardir ve
Dq)wF(x) =1 (x) (2.20)
seklindedir. Diger taraftan
b
[D,.f(6)d, b= f(b)-f(a), her abel, (2.21)
olur.
Tanim 2.15. f,g:/ — R fonksiyonlar1 @, noktasinda siirekli ise ¢, -kismi
integrasyonu

[ 10D, 54, 1= FOgOL ~[ D, ,(f)elgt+w)d, 1. abel, @22)

ile ifade edilir.

Tamm 2.16. Birinci tiir ¢, w -Ustel fonksiyonu £, ,(x)

E (=3 g % S+ (- -0, xeC. @23
n=0 q-°

ile ikinci tiir g, w -iistel fonksiyonu e, ,(x)

eq’w(x)zi(x—a)o)” 3 1

S, (A-(-9)-)’ 1-

x| < S (2.24)
q
ile tanimlidur.
Ozellik 2.17. (2.23) ve (2.24) esitliklerine gore E (x) ve e  (x)

9,0 q.0

fonksiyonlar1 i¢in

i oe,(X)E,_,(-x)=1,
i. e (0)=E, (0)=1,

1il. }g% E, (x)=E(x), 1}1% e, ,(x)=e (x)

esitlikleri saglanir.

Ozellik 2.18. (2.24) esitligi ve Ornek 2.11 kullamlirsa

10



yani

D, e, ,(x)=e,,(x)

9,0 4,0

esitligi elde edilir. Benzer sekilde (2.23) esitligi ve Ornek 2.11 kullanilirsa

(x—@,)"
(x) Z n(n-1)/2 qa)
qa) q(u
[n],!

qn(n—l)/2 [n]q(x B a)o)n_l

: [n],!

[
s

=
I

-1
(n-yn-2y2 (n1y (X —@y)"
[n—-1],!

Il
M

q

Il
—_

n

i n(n— 1)/2 . (X —w,)"
) [n],!

yani

D E (x)=E (gx+m)

q,0"q,0 q,0
esitligi elde edilir. Burada @, = 11 icin

gx+o—-0, =q(x—a,)

esitligi kullanilmistir.

(2.25)

(2.26)

(2.27)

Tanim 2.19. Euler’in (1748) tanimladig1 klasik analizdeki Gama fonksiyonu

t>0 igin
@)= j xe  dx
0

11

(2.28)



seklindedir.

Ozellik 2.20. Gama fonksiyonun sagladig1 baz1 6zellikler asagidaki gibidir:
. T@+D)=d(@),
ii. T()=1,
iii. t=neN i¢cin ['(n+1)=n!.
Tanim 2.21. Euler’in (1748) tanimladig1 klasik analizdeki Beta fonksiyonu

t,s >0 i¢in

1

Mﬁ@z!ﬁ*ﬂ—ﬂ“ﬂx (2.29)

0

seklindedir.
Ozellik 2.22. Beta fonksiyonunun sagladig1 bazi 6zellikler asagidaki gibidir:
1. B(z‘,s)=B(s,t),

ii.

@ -1
i, B(t.s)=[———dr.
0 (1 + x) ‘
Gama fonksiyonunun g -benzeri sonsuz ¢arpim ile 6nce Thomae (1869) sonra
Jackson (1904) tarafindan asagidaki gibi tanimlanmustir.

Tanim 2.23. Gama fonksiyonunun ¢ -benzeri

(1-q),"
(1 _ q)t—l °

ile tantmlanmistir (Thomae, 1869, Jackson, 1904, Kac ve Cheung, 2002).

r,(t)= >0 (2.30)

Yapilan ilk calismalarda T (¢#) fonksiyonunun ¢ -integral gosterimden
kag¢inilmig, daha dogrusu tam tanimi yapilamamistir. g-Gama fonksiyonunun ilk
dogru integral gosterimi E (x) Ustel fonksiyonuna bagl olarak herhangi bir ¢ >0
i¢in

(],

T,(0)= [ x"E,(~g0)d,x (2.31)

0

seklinde tanimlanmistir ( Koornwinder, 1994a; 1994b).

12



Ozellik 2.24. (2.31) tammina goére ¢-Gama fonksiyonu asagidaki dzellikleri

saglar:
L) =[], 0,
ii. T, (1)=1,

1il. t=neN i¢in Fq(n+1):[n]q!.
Beta fonksiyonunun g -benzerinin integral gosterimi daha kolay yapildi. Yine
once Thomae (1869) sonra Jackson (1904) tarafindan g -Beta fonksiyonu asagidaki

gibi tanimlanmustir.

Tanim 2.25. Beta fonksiyonun g -benzeri ¢,5 >0 i¢in

1
B,(t,s)= j X (1-gx)d,x (2.32)
0

ile tammmlanmustir.
Ozellik 2.26. (2.32) tanimma gdre g¢-Beta fonkisyonu ile ¢-Gama

fonksiyonu arasinda
(2.33)

bagintisi vardir (De Sole ve Kac, 2005).
Jackson (1910), Ozellik 2.22 (iii) 6zelliginin g -benzerini tanimlamustir. Fakat

bu tanimlamada integralin yakinsakliginin saglanmadigi diisiintilmektedir (De Sole

ve Kac, 2005).

Yukarida bahsi gegen tanimlamalar birinci tiir g -listel fonksiyonu E, (x)
temel alinarak yapilmistir. Ikinci tiir g -iistel fonksiyonu e, (x) kullanilarak g -Gama
ve g -Beta fonksiyonu De Sole ve Kac (2005) tarafindan tanimlanmustir.

Tanmm 2.27. Ikinci tiir ¢-Gama ve ¢ -Beta fonksiyonu R > 0 igin, sirasiyla,

oo/R(lfq)

AOE xe, (—x)d,x (2.34)

S

Ve

13



B (t,5)= j S — (2.35)

ile tammmlanmustir.

14



3. GAMA VE BETA FONKSIYONLARININ g4 0-
BENZERLERI VE OZELLIKLERI

Bu boliimde, Gama ve Beta fonksiyonlarinin ¢, -benzerleri tanimlanarak;
temel Ozellikleri incelenecektir. Tanimlamalar ¢, ®-iistel fonksiyonun her iki tiirii

icin de yapilacaktir. Bu sebeple bu boliim iki alt boliim halinde diizenlenecektir.

Hahn fark operatorii, ¢-fark operatorii ve ileri fark operatoriiniin
birlesiminden olustugu i¢in yani (2.13) esitlikleri saglandig1 i¢in, bu boliimde verilen
tim integral tanimlar1 ve elde edilen tiim Ozelliklerin @, — 0 i¢in g -benzerlerine,
w,—>0, g—1 i¢in klasikteki benzerlerine karsilik geldigi yapilan integral

tanimlarindan kolayca goriilmektedir.

3.1. Birinci Tiir g, w-Gama ve ¢, ®-Beta Fonksiyonlari

Birinci tir g,w-ustel fonksiyonu E_,(x) kullanilarak olusturulan integral
tanimlart Gama ve Beta fonksiyonlari i¢inde birinci tiri ifade etmektedir. E, ,(x)

iistel fonksiyonu, g, -integrali ve bunlarin sagladig 6zellikler kullanilarak Gama ve
Beta fonksiyonlarinin ¢, -integral gosterimleri tanimlanacaktir. Bu integrallerin

yakinsaklik durumlart olusturulan seri toplamin yakinsakligina gére D-Alembert
oran testi kullanilarak incelenecektir. Verilen integral tanimlarina gore klasikteki

Ozelliklerin g, w -benzerleri olusturulacaktir.

Tanim 3.1. Herhangi bir ¢ > 0 igin

@y +°],

C.0= [ (x-0)"E,_,(~(gr+o)d,,x @3.1)

ile taniml1 fonksiyona birinci tiir g, @ -Gama fonksiyonu denir.
Teorem 3.2. (3.1) ile tanimlanan birinci tiir g, -Gama fonksiyonu ¢>0
icin yakinsaktir.
Ispat. Gergekten (3.1) integralinin yakinsaklig: incelenirse: , +[oo]q = T
-9

esitligi ve (2.17) integral tanimina gore

15



n=0
o . 0+1 (3.2)
=24 ¢"——+o[n],
n=0 1_q
olarak yazilir. Burada
f(x)=(x-w) " E, ,(-(gx+@)) (3.3)
ile gosterildi.
g a)+1+a)[n] :q”a)+1+a)l_q _qto 3.4)
l-q 1 l-q I-¢q l-q
oldugundan bu esitlik (3.2) de yerine yazilirsa
t-1
f qna)_—H+a)[n] :f q+a) _ q +0)_a)0 E_w _qq +a)+a)
l-g 9 l-¢g l-¢g o l-¢g
- @3.5)
_ qn E |- qn+l+a)
I-q) " I-¢q
elde edilir. (2.23) esitliginden
n+l n+l “
9" +o " +o
E |- =|1+| —(l-¢ +coj
Q’HHIDL(( )l—q ]
=(1-¢"") (3.6)

bulunur. (3.6), (3.5) esitliginde yerine yazilir ve ¢ikan sonug¢ (3.2) esitliginde

kullanilirsa

( o ), 3.7

16



e

(1 ) (q”“;q)m olarak almirsa (3.7) ifadesinin sag
—-q

seri toplamui elde edilir. a, =

tarafi ian serisi olup D'Alembert oran testine gore L =lim Dl 1 ise seri
P n—»w a”
yakinsak olur. Buna gore
n+l \!
9 nt
) ||
an+1 — (l_q) :| q | (3 8)
‘ a 2\ ‘1_ n+l1 ¢
’ (") (4"":9) 1
(I-a)" "
ve g €(0,1) i¢in limg" =0 oldugundan
t
L = lim [%221 :lim| 9 1|:q’ (3.9)
noelq naoo|]_q”+

olacaktir. Bu durumda da L <1 olmasi ancak ¢ >0 i¢in miimkiin olacaktir. O halde

(3.7) serisi dolayistyla (3.1) integrali ¢ > 0 i¢in yakinsaktir.
Teorem 3.3. Herhangi bir ¢ >0 i¢in

T t+1)=[T, () (3.10)

q,w q q,0
esitligi saglanir.

Ispat. (3.1) tantm ¢ +1 igin yazilirsa

ayH>],
r,,(t+1)= j (x-@,) E,_,(~(qx+®))d, ,x (3.11)
[2))
olur. Burada
D, ,E, ,(-x)=-E,_,(~(gx+®)) (3.12)

esitligi kullanilirsa, (3.11) ifadesi

@y +[],
C,+D== [ (x-a,)D

@y

q,wE%—a) (_x)dq,a)x (313)

17



olarak yazilir. (2.22) ile verilen g,®-kismi integrasyon ydnteminin uygulanmasiyla

(3.13) esitligi

@y +[],

],
Fo+)=~((x-o)E,_,(-x)) | + I D, (x-,)'E,_,(—(gx+®)d, x

9,0
@

(3.14)

formunu alir. Ust sinir ve alt sinirin yazilmasiyla ve (2.23) tanimina gore
w+1 _ 5
E%A{mﬁ#ﬂﬂrdaweqj5»=@qg=a—no—@0—q)m:o (3.15)

olup (3.14) esitligi

wy+H ],

r,,(t+1)= j D, (x-a,)E,_,(~(qgx+ ®))d, x (3.16)
wo

olur. (3.16) da Ornek 2.11 kullanilirsa
wy+H>],
C,0+D=[1, [ (-@)'E,_,(-(gx+o)d, x
elde edilir. Buradan (3.1) tanimina gore
r,,e+H=[]T,, 0
(3.10) esitligi ispatlanmis olur.

Teorem 3.4.

r (0)=1 (3.17)

.0
saglanir.
Ispat. (3.1) tantmi ¢ =1 igin yazilirsa
wy+o],
r.W= [ E,_,(~(gx+o)d,x

@

wy+H>],
=— .[ D, E, ,(-x)d, ,x
@

olur. (2.21) esitliginden
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LooM)==E,_,(=(&, +[x] )+ E, _,(-0,)
olup Ozellik 2.17 ve (3.15) esitliklerinden

r (=1

q,0
esitligi elde edilir.
Teorem 3.5. t=ne N igin
r,,(n+l)=[n]! (3.18)
esitligi saglanir.
Ispat. (3.10) esitliginde ¢ = n € N degerleri yazilirsa ve (3.17) kullamlirsa
r.2=r,,a+H=[1]r, a0=[],

r,.0=r,,QC+H=[2]r, ,2)=[2][], =[2]!,

q9 9,0

r.@=r, G+h=3]r, ,03)=03]02]'=03]!

r,,n+)=[n] T,  (n)=[n][n-1],'1=[n]!
oldugu gortiliir.
Tanim 3.6. Herhangi bir ¢#,5 > 0 i¢in

wy+1

B, ()= J (x—,) ' (I-q(x-,)),'d, x (3.19)

ile taniml1 fonksiyona birinci tiir g, @ -Beta fonksiyonu denir.

Teorem 3.7. (3.19) ile tanimlanan birinci tiir g, ®-Beta fonksiyonu ¢,s >0
icin yakinsaktir.

Ispat. Gergekten (3.19) integralinin yakinsaklig1 incelenirse (2.17) integral
tanimina gore

0

B, ,(t.5)=((1-9)(e, +1)—a))2q”g(q” (9, +1)+a)[n]q)
. " (3.20)
=(1-9)>.q4'¢(q" + )

n=0
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olarak yazilir. Burada
g(x)=(x-0,)" (1-g(x-a)); 3.21)
ile gosterildi.
g(¢"+a)=(q"+o,~a) 1-q(q" +o,~a,));"
(¢") " (1-¢" )q1 (3.22)

n )\ n+l,
(q) (q l’q)s—l

olup (3.22), (3.20) de yerine yazilirsa

B, (t,9)=(1 —q)iq" (4") (4":q)_
n=0

=3 (1-9)(¢") (¢"":4).,

n=0

(3.23)

seri toplamu elde edilir. b, = (l—q)(q” )t (q”“;q) 1 olarak almirsa (3.23) ifadesinin

s—

sag tarafi ibn serisi olup D'Alembert oran testine gore L =lim g—*l <1 1ise seri
n=0 n—o X

yakinsak olur. Buna gore
b,m :‘(l_q)(qm) (q"”;q)H _ qz l_anrS‘ (3.24)
‘ bn ‘ (l_q)(qn)t(qnﬂ;q)s_l 1—qn+l

olup, ¢€(0,1) i¢in limg"=0 oldugundan L<1 olmast />0 ve seR igin

n—m

miimkiindiir. Fakat (2.5) ten s >0 olmalidir. O halde (3.23) serisi dolayisiyla (3.19)

integrali ¢,5 > 0 i¢in yakinsaktir.

Teorem 3.8. Herhangi bir >0 icin ¢,®w-Gama ve ¢,w-Beta fonksiyonlar

arasinda asagidaki bagint1 vardir.
Bq,a) (t’ OO) = (1 _Q)[ Fq,w(t) (3'25)

Ispat. (3.19) tanmim1 s = o igin yazilirsa

wy+1

B, (o) = [ (x=@) ' (1-q(x—,);d, X (3.26)

@
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olur. £, (—(qx + a))) =(1-(g(x(1—¢g)— a)))j oldugundan

(-g(x-ay)), =E,_, (—q (w]]
, g

yazilir. Bu esitlik (3.26) da yerine yazilirsa

wy+1
_ X—w, +w
B‘],(u (ta OO) = I (x - a)o)t lEq,—g) (—6] [#Jj dq,wx (3.27)

elde edilir. (3.27) de x—®@,=u(l-q)—® degisken degisimi yapilirsa
d,,x=(0-q)d,u olup, integral smirlan x=@, i¢in u=a@,, x=a,+1 igin
u = @, +[], olacaktir. Buna gore

@y +[>],

B, ()= [ (-q) ' u-0)"E,_,(~(qu+®)(1-q)d, u
@ o (3.28)
=(-q) | @w-o)"E, ,(~(qu+o))d, u

yazilir. (3.1) tanimina gore (3.28) esitligi
B, ,(t,»)=(1-¢)'T, (1)
formundadir. Sonug olarak, (3.25) bagintis1 saglanmis olur.

Ozellik 3.9.

D, ,(1-(x=a,)); =—{n],(1-q(x-a,));" (3.29)
esitligi saglanir.

Ispat. (2.11) tanimindan
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(1_(qx+a)_a)o))2 _(1_()5_600));
(gx+w)—x
_ (1—61(36—600))2 _(1_(x_a)0))z
(gx+w)—x
C(-qx-o)(1-¢" (x- )~ (1-(x-@,))
B gx+m—x

D, ,(1-(x-ay)), =

__(l_qn) _ _ n-1
= (1-q) (1-g(x wo))q

=—[n], (- qx-a,));"

oldugu gortiliir.

Teorem 3.10. (3.19) ile tanimli g, @ -Beta fonksiyonlar1 arasinda

(7]
B (t+1,5)=—
q,w( + S) [S]

B, (t,s+1) (3.30)

q
yineleme bagintis1 vardir.

Ispat. (3.19) tantmi ¢ +1 igin yazilirsa

Wy +1
B, (t+15)= [ (x=) (1-g(x=));d, x

@

olur. Burada (3.29) esitligi kullanilirsa

wy+1

Bq,a)(t+las) =T I (x_a)o)th,w(l_(x_wo));dq,wx

Sqw0

yazilir. (2.22) ile verilen g, -kismi integrali uygulanirsa ve Ornek 2.11 kullanilirsa

Bma+L@=—E%0x—%Ya—u—%»nﬁ+

q %

wy+1

r [ Ut om o)) D,
[, ! g
= [S] J‘ (X—COO) ( _(Q(x_a)o))q q,wx

bulunur. (3.19) tanimindan

A 1,
ot TLs)= B, (t,s+]1)
’ [s]

q
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oldugu elde edilir.

Teorem 3.11. (3.19) ile taniml1 g, @ -Beta fonksiyonlar1
B, ,(ts+)=B, ,(t5s)-q B, ,(t+ls) 3.31)

yineleme bagintisini da saglar.

Ispat. (3.19) tamim1 s +1 icin yazilirsa

wy+1

B, (ts+D)= [ (x-@) " (1-qg(x-@));d, x

@y+1
= [ (=) A=(gx=@,)); 1-¢" (x—@)d, ¥
olur. Buradan
o1
B, ,(ts+D)= [ (x—@) " (1-q(x-w));"d, x
" @+
-¢' | (—@) (-q(x—,));"d, x

yazilabilir. (3.19) tanimina gore
B, ,(t,s+)=B_ ,(t,5)—q B, (t+1,s)
elde edilir.
Ozellik 3.12. ¢ -sayilar1 arasinda
[n]q +q" [k]q :[n+k]q 3.32)
esitligi vardir.

Ispat. (2.3) esitligine gore

1- 1- 1-
[n], +4"[K], = qq+q” _q -4 _[n+k]

elde edilir.

Sonug 3.13. (3.31) esitligi (3.30) da yerine yazilirsa ve (3.32) kullanilirsa

q, o -Beta fonksiyonlar1 arasinda
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B, (t+1,5)= [t[t]"] B, (t,5) (3.33)

q

yineleme bagintisi elde edilir.

Teorem 3.14. Birinci tiir ¢, w-Gama ve g, -Beta fonksiyonlari

_r,,or, (s
B, ,(t,5)= —FW ts) 3.34)

gecis bagintisini saglar.

Ispat. (3.33) ile (3.10) karsilastirilirsa (3.34) esitliginin saglandig1 goriiliir.

3.2. Ikinci Tiir ¢,-Gama ve ¢, »-Beta Fonksiyonlar1

Ikinci tiir g,w-iistel fonksiyonu e, ,(x) kullamlarak olusturulan integral

tanimlar1 Gama ve Beta fonksiyonlar1 iginde ikinci tiirii ifade etmektedir. Bu

boliimde onceki boliime benzer incelemeler yapilacaktir.

Tanim 3.15. Herhangi bir >0 ve R >0 igin

o0

(1-q)R

V()= j (x-,) e, (-x)d, x (3.35)

@,

@,+

ile taniml1 fonksiyona ikinci tiir g, @ -Gama fonksiyonu denir.

Teorem 3.16. (3.35) ile tanimlanan ikinci tiir g,®-Gama fonksiyonu ¢ >0

i¢cin yakinsaktir.

Ispat. Gergekten (3.35) integralinin yakisakligi incelenirse (2.17) integral
tanimina gore

¥, 0(0) = (l—q)(wﬁﬁ}w > q"h (J"(wﬁﬁ}fw[”]q

n=0 - q
0 & anO
=— ) ¢"h| ———+0,
R HZ:; 1 {(1 — q) R J
(3.36)
olarak yazilir.
h(x)=(x-m,) " e, ,(-x) (3.37)
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olmak lizere

q"© 3 q o . 1
h((]—q)R-Fa)O}_((l—q)Rj (_q,,ooqj (3.38)

olup (3.38), (3.36) da yerine yazilirsa

t-1
R 1
7q,w(t)—;Rq ((l—q)RJ (_ q,,oo.qj (3.39)

R
t-1
. . © | q'o 1
seri toplami elde edilir. ¢, =—¢q olarak alinirsa (3.39)
R™\(1=q)R) (_q"».
R
ifadesinin sag tarafi ch serisi olup D'Alembert oran testine gore L =lim Surtf
=0 n—>0 cn
ise seri yakinsak olur. Buna gore
Cut| | (l+q" fj‘ (3.40)
c, R

olup, ¢ €(0,1) igin limg" =0 oldugundan L <1 olmasi 7> 0 igin saglanir. O halde

(3.39) serisi dolayisiyla (3.35) integrali ¢#>0 icin yakinsaktir. Buradaki R >0
kosulu genellestirilmis integral tanimindan gelmektedir. (De Sole ve Kac, 2005).

Teorem 3.17. Herhangi bir 7 > Oigin

Voot D) =q""Tt],7,.,(0) (3.41)

bagintis1 gecerlidir.

Ispat. (3.35) tantmi ¢ +1 igin yazilirsa

o0

wo+7(l—q)R
Vot +1)= j (x-w,)e, ,(-x)d,x

olur. Burada D, e, ,(—x)=—e, (—x) esitligi kullanilirsa

q,0"q,~0

o0
a,+

* (-g)R

Vpolt+D)== | (x=,)D, e, ,(-¥)d,x

@
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yazilir. (2.22) esitliginden

(1-q)R

V0t =—((x-w,)e,_, (—x))‘w” kg [ e, (~(gx+@)D,,(x-0,)d,

@y

olur. Burada e, _, (—(a) + 7 J] =0 esitligi ve Orek 2.11 kullanilirsa

o0

(1-q)R

V.. (t+)=[1], j (x—a,) e, _,(~(gx+@))d, x (3.42)

@,

@,+

elde edilir. (3.42) de gx+w=u degisken degisimi yapilirsa, d goX = qild gl Ve

(e 0]
sinirlar x =@, i¢in u =@, ve x=w_ + icin u=m, + olacagindan,
0 9 0 4 (l_q)R C‘ (] (l_q)R g
bunlar yerlerine yazilirsa
w0+(l—q)R

VoD =q"1, [ -0)"e, ,(-u)d, u (3.43)

elde edilir. (3.35) tanimindan
Yoo+ =q"[t],7,.,0
elde edilir.
Teorem 3.18.
Vo) =1 (3.44)

saglanir.

Ispat. (3.35) tanimu ¢ =1 i¢in yazilip, (2.21) uygulanirsa
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o0

(1-q)R

Vo= | e, (-2, x

@y

@, +

o0
q)R

(-
J. D,.e, ,(-x)d, x

oy

-, , Hw + (I_E)RDMM(—(@ )

=0+1=1

@,+

elde edilir.
Teorem 3.19. t =ne N igin

_nn+1)
yq,a)(n + 1) = q : [n]q ! (3‘45)

esitligi saglanir.

Ispat. (3.41) esitliginde ¢ = n € N degerleri yazilirsa ve (3.44) kullamlirsa

Voo =a"[1], 7,.,(1)=q"[1],
Voo®=a"[2] 7,.(2)=q7[2] ¢'[1], =¢""712],",

MOE q> [3]q » (3) =g [3]q q’(”z)[Z]q!: q7(1+2+3) [3] 1

q

J/q,m(n +1) — q—n [n]q 7(1,[,, (l’l) — q—n [n]q q*(1+2+...+n71)[n _l]q !
_n(n+1)

_ q—(1+2+3+...+n—1+n) [n]q 1= q 2 [I’l]q !

oldugu gortiliir.
Tanim 3.20. Herhangi ¢,5 >0 ve R >0 icin

@,+o/R (X—(t) )ffl
0

Bro(t:5) = j G

(3.46)

ile taniml1 fonksiyona ikinci tiir ¢, @ -Beta fonksiyonu denir.
Teorem 3.21. (3.46) ile tanimlanan ikinci tiir g, ®-Beta fonksiyonu ¢,s >0

icin yakinsaktir.

27



Ispat. Gergekten (3.46) integralinin yakinsaklig1 incelenirse (2.17) integral

tanimina gore

B,,(t.5)= ((1 —q)(wo +%)—wj§fy(f (w +%j+ a’[”]qj

( . t-1
qﬂi
c n Rj
=Y (1-4) 24

n=0 q OO

serisi elde edilir. Bu seri de oran testine ve (2.5) tanimina gore ¢,5 >0 i¢in yakinsak

olacagindan (3.46) integrali de #,5s >0 icin yakinsaktir. Yine buradaki R >0 kosulu

genellestirilmis integral tanimindan gelmektedir.

Teorem 3.22. Herhangi ¢,5 >0 icin ikinci tir ¢, -Gama ve ¢, -Beta
fonksiyonlar1 arasinda
Bt ©)=1-q)r,, (1 (3.47)
bagntist vardir.

Ispat. (3.46) tanim1 s = o igin yazilirsa

@,+%/R (x_ @ )t—l
t,00) = 0 d

olur. Burada x— @, = (1—q) (u -, ) degisken degisimi yapilirsa

(u- a)o)H g
A+(1-¢) (- w,)); "

B, (t,0)= (3.49)

St_.

elde edilir. (2.24) tanim1 géz Oniine alinirsa, (3.49) esitligi

B,.(t,0)=(1- q)t j (u-a, )H e, o(-u, u

olup (3.35) tanimindan

B,.(t.0)=(1-q) 7, ()
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elde edilir.

Ozellik 3.23.

1 1
D, . — |=—|n+k — (3.50)
"’ [<1+<x—wo>>jj T
esitligi saglanir.
Ispat. (2.11) tanimia gére
Dq»w 1 n+k = Dq,w 1 n+k—1
(1+(x—a)0))q (1+(x—a)o))(1+q(x—a)0))...(l+q (x—a)o))
1 3 1
(1+(qx+a)—a)0))...(1+q””‘*l(qx—i—a)—a)o)) (1+(x—a)0))...(1+q””‘*1(x—a)o))
- gx+aw—x
1 B 1
:(1+q(x—a)0))...(l+q”+k(x—a)o)) (1+(x—a)0))...(1+q”+k_l(x—a)o))
(4-1)(x~a)
(x—a)o)(l—q"+k)
(1+(v=0)) " (a=1)(x-)
1
=—|n+k
[ ]q (1+(x_a)0))z+k+l
elde edilir.
Teorem 3.24. Ikinci tiir ¢, -Beta fonksiyonlar1 arasinda
B (t+1,S)=qf'£ﬂ (,5) (3.51)
e [t+s]," "
yineleme bagintis1 vardir.
Ispat. (3.46) tantmin1 ¢ +1 igin yazilirsa
w,+o/R (x_a) ),
t+1s)= e
ﬂq,w( + S) a'!; (1+(x_a)0));+t+l q,0
olur. (3.50) esitliginden
B (t+1,s)= - wOJtR(x—a) YD ! d x (3.52)
q,0 B [Z+S]q ) o 9.0 (1+(x—a)0))lq” q.0 °

yazilabilir. Burada (2.22) g, w-kismi integrasyonu uygulanirsa
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w,+o/R

1 (x—m,)
[t+5],| I+(x~-,));"

B, (t+1,5)=

@,

1 1
+ j t+s
[t+s], o (+(@x+o-,)

q
[t]q IUOT/R (x—a)o )t—l

T[t+s], (I+(gx+ 0-a,))

@, +0/R

D, (x-,)d, x (3.53)

t+s 4,0
q

elde edilir. (3.53) te gx+®»=u degisken degisimi yapilirsa

[1], ”’”T/Rq"“(u—wo)” r
[+s], o (+G-a); |
e [t]q ,+o/R (u_a)o)t—l
IR ] U+ =) "
[1],

=q mﬁq,w(fas)

B,,(t+15)=

u

@,

elde edilir.

Ozellik 3.25. Herhangi bir s > 0igin

B,.,s)= L (3.54)
’ [s]

q
olmaktadir.

Ispat. (3.46) tammu ¢ =1 i¢in yazilirsa

@, +o/R

BLs)= | 1

s+1 dq,wx
(1+(x-,)),

1 w,+o/R l
= I DW [—S jdq’wx
b 1+ (x-w,))

,+o/R
wO

1
[si(ﬁ(x—az))“
1

[s],

1

]

R
1

]

[s],
elde edilir.
Sonug 3.26. (3.51) esitligi t = n € N i¢in yazilirsa

30



7n(n+1) n |
,Bq’w(l’l'i‘l,S):q 2 [ ]q

[s+n], [s+n-1],..[s+1],[s]
) ] s 1], !
[n+s],!

‘ (3.55)

elde edilir.
Sonug 3.27. t,s € N i¢in (3.18), (3.44) ve (3.55) esitlikleri dikkate alinirsa

n(n—l)
q * B,,(ns)=B,,(n,s) (3.56)

esitligi elde edilir. Bu esitlik birinci ve ikinci tiir ¢, -Beta fonksiyonlar1 arasindaki

bagintiy1 ifade eder.

Sonug 3.28. (3.45) ve (3.55) esitlikleri dikkate alinirsa

n(n+2s+1)

ﬂq,a)(n>s) =9 2

Ve (1) 700 (5) (3.57)

elde edilir. Bu esitlik ikinci tir g,w-Gama ve ¢,w-Beta fonksiyonlar1 arasindaki

gecis bagintisini ifade eder.
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4. SONUC VE ONERILER

Bu tezde, Gama ve Beta fonksiyonlarmin Hahn analizindeki benzerleri

olusturuldu. Yani ¢,w-Gama ve g¢,w-Beta fonksiyonlar1 tanimlanarak, temel
ozellikleri incelendi. Ustel fonksiyonun ¢ -analizinde (dolayisiyla g, ® -analizinde)
birinci tiir ve ikinci tiir seklinde iki tane karsiligi oldugu i¢in, bu ¢, ® -fonksiyonlar1
her iki tiir g, -listel fonksiyonu i¢in ayr1 ayri tanimlandi. Yine bu tanimlara gore
Gama ve Beta fonksiyonlarmin klasikteki ve ¢ -analizindeki 6zelliklerinin ¢, -
benzerleri olusturuldu.

Bilindigi iizere Laplace doniisiimiiniin bazi Ozellikleri Gama fonksiyonuna
bagli olarak ifade edilmektedir. Literatiirde Laplace doniisiimiiniin g -benzeri {izerine

olduk¢a fazla caligma bulunmaktadir. Bu ¢alismalara benzer olarak Laplace

doniigiimiiniin ¢, @ -benzeri incelenmek istenirse, bu tezde verilen tanimlar ve

bulgular bu incelemeleri olduk¢a kolaylastiracaktir.

Analizdeki ve uygulamali matematikteki cesitli integral doniisiimlerinin ¢ ve
q,w -benzerleri de yakin zamanlarda incelenmektedir. Yine gilinlimiiziin popiiler

calisma konularindan olan kesirli analizin Hahn analizindeki incelemeleri de

yapilmaya baslandi. Tiim bu c¢alismalarda ¢, -Laplace doniisiimii ve dolayisiyla
q,w-Gama fonksiyonuna ihtiya¢ duyulacaktir. Tezde verilen bulgular bu konuda

yapilacak caligmalara da onciiliik edecektir.
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