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OZET

OZEL EGRILIK CiZGILi YUZEY AILELERI UZERINE
Hasret MURAT
Ondokuz May1s Universitesi
Lisansiistii Egitim Enstitiisii
Matematik Ana Bilim Dali
Yiksek Lisans, Mart/2021
Danisman: Dog. Dr. Giilnur SAFFAK ATALAY

Bu calisma bes bélimden olusmaktadir. Birinci béliimde tezin amact ve daha dnce
yapilan ¢alismalar anlatildi. Ikinci boliimde, 3-boyutlu Oklid uzayinda temel tanim
ve teoremlere yer verildi.

Ugiincii boliim, tezin materyal ve ydéntem kismi olup bu béliimde, E3 Oklid
uzayinda Frenet catist ile verilen birim hizli egrinin parametrik ylizey iizerinde hem
parametrik hem de egrilik ¢izgisi olmasi i¢in gerekli ve yeterli sartlar ifade edildi.

Dordiincti boliim, tezin orijinal kismini olusturmaktadir. Bu boliimiin birinci
kisminda, E3 Oklid uzayinda Bishop ¢atis1 ile verilen birim hizli bir egriden gecen
ve bu egriyi hem parametre egrisi hem de egrilik ¢izgisi olarak kabul eden yiizeyler
igin gerekli ve yeterli kosullar incelendi. Ikinci kisminda E3® Oklid uzayinda
parametrik denklem ile verilmis bir yiizey iizerinde Frenet gatisi ile verilen birim
hizl1 egrinin Mannheim egri ¢iftinin egrilik ¢izgisi olmasi igin gerekli ve yeterli
sartlar verildi. Ugiincii kisminda E3 Oklid uzayinda Bishop catisi ile verilen birim
hizli egrinin Mannheim-B egri ciftinin parametrik denklemi ile verilen yiizey
tizerinde hem parametre egrisi hem de egrilik ¢izgisi olmasi icin gerekli ve yeterli
sartlar ifade edildi. Dordiincii, besinci ve altinct kisminda ise ylizeyin 6zel bir gesidi
olan regle yiizey olmasi durumunda bahsi gegen egrilerin egrilik ¢izgisi olma sarti
incelenerek bu regle ylizeyler icerisinden de agilabilir olanlar1 incelendi. Ayrica elde
edilen bulgular kullanilarak caligmay1 destekleyen ve bilinen birkag ozel ylizey
cesitlerini de igeren ¢esitli 6rnekler Mapple 12 programi kullanilarak verildi.

Besinci ve son boliimde ise c¢alismada elde edilen sonuglar tartisilarak
yapilabilecek ¢alismalar tizerinde duruldu.

Anahtar Sozciikler: Acilabilir Regle ylizey, Bishop catisi, Egrilik ¢izgisi,
Mannheim egri, Mannheim-B egri ¢ifti, Oklid uzayi, Regle yiizey.



ABSTRACT

ON SURFACES FAMILIES WITH SPECIAL CURVATURE
Hasret MURAT
Ondokuz Mayis University
Institute of Graduate Studies
Department of Mathematics
Master, March/2021
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Glilnur SAFFAK ATALAY

This study consists of five chapters. In the first chapter, the aim of the thesis and the
previous studies are presented. In the second chapter, the basic definitions and
theorems in 3-dimensional Euclidean Space are given.

The third chapter is the material and the method section of the thesis and in this
chapter, necessary and sufficient conditions that are necessary for the unit speed
curve given with the Frenet frame in E Euclidean space to be both parametric and
line of curvature on a parametric surface is explained.

The fourth chapter constitutes the original part of the thesis. In the first section of this
chapter, the necessary and sufficient conditions for surfaces that pass through a unit
speed curve given with Bishop frame in the E* Euclidean space and that accept this
curve as both a parameter curve and a line of curvature were examined. In the second
part, necessary and sufficient conditions are given for the unit speed curve given with
the Frenet frame on a surface given with the parametric equation in E* Euclidean
space to be the line of curvature of the Mannheim curve pair. In the third part, the
necessary and sufficient conditions for unit speed curve given with Bishop frame in
the E® Euclidean space to be both parameter curve and line of curvature on the
surface that is given with parametric equotion of Mannheim-B pair are explained.

In the fourth and fifth part, in the event of surface of being a ruled surface which is a
special type of surface, the conditions of mentioned surfaces of being line of
curvature were examined and the developable ones among these ruled surfaces are
examined. In addition, using the obtained findings, various examples including a few
known specific surface types supporting the study were given using the Mapple 12
program.

In the fifth and last chapter, results that are obtained from the study are discussed and
studies that can be done was emphasized.

Keywords: Bishop frame, Developable ruled surface, Euclidean Space, Line of
curvature, Mannheim curve, Mannheim- B Curve Pair, Ruled Surface.
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1. GIRIS
1.1. Tezin Amaci

Bu tez calismasinda 3-boyutlu Oklid uzayinda Bishop ¢atis1 ile verilen birim
hizl1 egrinin, Frenet catist ile verilen birim hizli egrinin Mannheim egri ¢iftinin ve
Bishop catis1 ile verilen birim hizli egrinin Mannheim-B egri ¢iftinin bir ylizey
tizerinde egrilik ¢izgisi olmasi igin gerekli ve yeterli kosullarin elde edilmesi

amagclanmaktadir.

Bu amag dogrultusunda ilk olarak, 3-boyutlu Oklid uzaymda Bishop catisi ile
verilen birim hizli egrinin parametrik denklemi ile verilen ylizey iizerinde hem
parametrik hem de egrilik c¢izgisi olmast icin gerekli ve yeterli sartlar elde
edilecektir. Daha sonra Frenet ¢atina gore verilen egrinin Mannheim egri ¢iftinin ve
Bishop catisina gore verilen egrinin Mannheim-B egri ¢iftinin hem parametrik hem
de egrilik ¢izgisi olma kosulu arastirilacaktir. Ayrica ylizeyin 6zel bir ¢esidi olan
regle yilizey olmasi durumunda da bahsi gegen egriler igin egrilik ¢izgisi olma sartlari

incelenerek bu yiizeyler icerisinden de agilabilir olma kosulu verilecektir.
1.2. Literatiir Ozeti

Ug boyutlu Oklid uzayinda C3 smmifindan bir egri verildiginde bu egrinin her
noktasinda Frenet gatisi ad1 verilen bir ortonormal vektor sistemi kurulabilir. Frenet
catist egriyi karakterize eden egrinin egrilik ve burulma fonksiyonlarim
tanimlamaktadir. Fakat egrinin ikinci tiirevinin sifir oldugu noktalarda Frenet
catisinin kurulamamasi bu ¢atinin dezavantajidir. Bunun tizerine Bishop 1975 yilinda
alternatif paralel cat1 olarak adlandirdigimiz Bishop catisini tanimlamigtir. Bishop’un
calismasina gore bu catinin kurulabilmesi igin egrinin C? sinifindan olmasi yeterlidir
(Bishop,1975). Bu ise egrinin Frenet catisinin kurulamadigi noktalarda da egri
boyunca Bishop ¢atisinin kurulabilecegini gostermektedir. Bu ¢at1 ile tanimlanan bir
egri yardimiyla DNA sarmali hakkinda hesaplamalar yapmak bile miimkiin hale
gelmistir (Clauvelin vd, 2012). Ayrica bilgisayar animasyonlarinda sanal kameralarin

kontrolii i¢in yeni bir kontrol yolu saglanmistir (Han, 2008).

vii
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Sekil 2.1. Yiizey iistiine sarilit DNA kesiti (Y1lmaz vd,2005).

Egriler kavramu diferensiyel geometrinin temel konularindan biridir. iki uzay
egrisinin Frenet catilarinin vektorleri arasindaki lineer bagimlilik géz 6niine alinarak
yapilan c¢aligmalar diferensiyel geometride dikkat ¢eken konulardan biridir. Bu
ozellikteki egri ¢iftlerinden iyi bilinen iki 6rnegi evoliit-involiit egriler ve Bertrand
egrileridir. Daha sonra yeni bir baglantili egri ¢ifti olan Mannheim egrileri
tanitilmistir. Bu egri ile ilgili ilk ¢aligmalar 1878 yilinda yapilmaya baglansa da
teorik olarak Mannheim egrileri 1966 yilinda Blum tarafindan ortaya konulmustur
(Blum, 1966). Daha sonra bir egrinin Oklid uzayinda Mannheim egrisi olmas1 icin
gerekli ve yeterli kosullar 2008 yilinda Liu ve Wang tarafindan verilmistir (Liu ve
Wang, 2008). Mannheim egriler ile ilgili Oklid ve Minkowski uzayinda bu giine
kadar bir¢ok ¢alisma yapilmistir (Matsuda ve Yorozu, 2009; Orbay ve Kasap, 2009).
2017 yilinda da Masal ve Azak E3 ii¢ boyutlu Oklid uzayinda yeni bir egri ¢ifti olan
Mannheim-B egrisini tanimlayarak, Mannheim B-egri ¢iftlerinin Frenet ve Bishop

vektorleri ve egrilikleri arasindaki iligkiyi incelemiglerdir (Masal ve Azak, 2017).

Bir egrilik ¢izgisi, bir yiizeydeki 6nemli karakteristik egrilerden biridir. Asli
yondeki degisiklikleri gdstermek igin ylizey analizinde faydali bir aragtir. Egrilik
cizgisi; Geometrik Tasarim, Sekil Tanima, Yiizeylerin Poligonizasyonu ve Yiizey
Isleme’de yaygin olarak kullanilan yiizeylerin analizini yonlendirir (Aliez vd,2003;

Maekawa vd,1996; Patrikalakis vd,2002).



Sekil 2.2. Egrilik ¢izgileriyle Michelangelo’nun David’i adli eseri(Aliez vd,2003; Maekawa vd,1996;
Patrikalakis vd,2002).

Sekil 2.3. Egrilik gizgileriyle kubbe benzeri sekil agi (Aliez vd,2003; Maekawa vd,1996; Patrikalakis
vd,2002).

Parametrik yiizeylerin egrilik ¢izgisi, Diferansiyel Geometride uzun zamandir devam
eden bir arastirma odagi olmustur (Do Carmo,1976; Willmare,1956). Yiizeyin asli
egrilik cizgileri ile ilgili pek ¢ok yayinlar vardir. Martin, sistematik olarak asli
yamalar olarak adlandirilan egrilik ¢izgileri ile sinirlandirilmis ylizey yamalarini
aragtirdi. Martin, bu tlir yamalarin varligimin yama smir egrileri boyunca belirli
konum eslestirme ve ¢at1 eslestirme kosullarina bagli oldugunu gostermistir (Martin,
1983). Alaurdas ve dig. (1990) bir B-spline yiizeyi lizerine egri gizgiler ag1 insa
etmek icin bir yontem saglamistir. Maekawa ve dig.(1996) sekil sorgulama igin
serbest bicimli parametrik yiizeylerin genel 6zelliklerini ¢ikartmak i¢in bir yontem
tarif etmiglerdir. Umbiliklerin genel 6zelligini ve parametrik bir serbest bigimli
yiizeyde bir umbilikten gecen egrilik ¢izgilerinin davranisini arastirdilar. Che ve Paul

(2007), egrilik ¢izgilerini ve onlarin kapali yiizeylerde tanimlanan diferansiyel



geometrilerini hesaplamak ve analiz etmek igin bir metot gelistirdiler. Ayrica
umbilik olmayan noktalar ve kapali bir yiizeydeki umbilik noktalar i¢in yeni bir
kriter sunmustur. Zhang ve arkadaslar1 (2009) kapali bir yiizey iizerinde tanimlanan
egrilik cizgilerini hesaplamak ve gorsellestirmek icin bir sema ortaya koydular.
Egrilik ¢izgileri levha metallere dayali liretimde olduk¢a 6nemlidir (Munchmeyer,
1987). Bir levha silindirden gegirilerek egilmek istendiginde silindirin i¢ine belli bir
yonde sokulur ve silindirler belli bir egrilige gore ayarlanir. Kalogerakis ve
arkadaslar1 (2009) egrilik cizgilerini kiime noktalardan ¢ikarmak i¢in saglam bir
sistem ortaya koydular. Onlarin yaklagimi, sinirli veya sinirsiz rastgele tiirlerin
yiizeylerine uygulanabilmektedir ve yiizeyin keskin o6zelliklerini korurken ug
degerlere ve parazitlere karst direnglidir. Bu yaklagimin ¢esitli miktarlardaki parazit
ve u¢ degere sahip sentetik ve gercek veri tabanlar1 lizerinde etkili olabilecegini
gosterdiler. Egrilik bilgilerinin ayristirilmasi, CAD (Bilgisayar Destekli Geometrik
Tasarim), Bilgisayar Goriintileme ve Grafik i¢in kiime noktalarinin analizi,
tanimlanmas1 ve smiflandirilmasi gibi birgok uygulamaya fayda saglayabilir. Nokta
bulutu sekil analizi, tanima ve boliimlendirme i¢in birgok uygulamaya yarar

saglayabilir.

Sekil 2.4. Kumaslarin bilgisayarla olusturulmus bazi 3 boyutlu kati goriintiileri (Goktepe,2001).

Verilen bir egriden gecen ve bu egriyi 6zel bir egri kabul eden yiizey ailesinin
bulunma problemi ilk olarak 2004 yilinda Wang ve arkadaglar1 tarafindan ele
alinmistir. Yapilan calismada verilen bir egrinin bir yiizey iizerinde geodezik olmasi

icin gerekli ve yeterli kosullar verilerek ortak geodezik egrili ylizey ailesi



tanitilmistir. Bu ¢alisma sonucunda da elde edilen verilerin giinliik hayatta ayakkab1

ve elbise tasariminda kullanilabileceklerini ifade etmislerdir (Wang vd, 2004).

Sekil 2.5. Cevre egrisi ile bir ayakkabi ylizey modeli (Wang vd, 2004).

Sekil 2.6. Parametreleri ile birlikte nominal isogeodezik yiizey (Wang vd, 2004).

Daha sonra 2011 yilinda Li ve arkadaglar1 ise verilen bir egrinin yiizey
tizerinde egrilik cizgisi olmasi igin gerekli ve yeterli kosullar vererek ortak egrilik
cizgili ylizey ailesini tamimlamislardir. 2012 yilinda ise Bayram ve arkadaslar1 ortak
asimptotik egriye sahip yiizey ailesi bulunmasi problemini incelemisler (Bayram vd,
2012). Son zamanlarda ise Frenet ve Bishop ¢atisina gore 6zel egri ¢esitlerini igeren
yiizey ailesinin bulunmasi problemi incelenmistir (Atalay ve Kasap, 2016-2017,
Atalay, 2018; Ayvaci, 2019; Ayvaci ve Atalay, 2020).



2. GENEL BILGILER

2.1. 3-Boyutlu Oklid Uzayinda Temel Kavramlar

Tanim 2.1.1: IR reel sayilar cismini gdstermek {lizere
R™ ={(p1,p2, Pn)lp; € IR, i=1,2,...,n}
esitligiyle belirli R" kiimesinde;
Toplama islemi: (p, p2, ..., Pn) € R™ igin
(P1, P2, -, Pn)* (A1, 92, -, dn) = (P1 + 41, P2 + d2, -, Pn + i)
esitligi ile tanimlanir.
Skalerle ¢arpma iglemi, A€ IR ve (pq, py, ..., Pn) € R™ i¢in
A1, P2 Pn) = (AP1,AD2, -, ADn)
esitligi ile tanimlanir. Bu iglemlere gore R™ kiimesi IR cismi iizerinde bir vektor
uzay1 olur.

R" vektor uzaymnda p = (pq,p, ---,Pn) V€ 9=(d41, 92, ---, qn) olmak iizere

n
(p.q) = Z Pidi
i=1

(,}:R" x R" > R"

esitligi ile tanimlanan

(a0 - (p.q)
fonksiyonu R" uzayinda bir i¢ ¢arpim uzayidir. Bu i¢ ¢arpima R" uzayinda dogal i¢

carpim veya Oklid i¢ carpimi denir.

pe R" olmak iizere

Ipll = V/{p, p)
diyelim
I lIl: R* - R
p ~ lipll
fonksiyonu R™ uzayinda bir normdur. Buna gore R" vektor uzayi, normlu vektor
uzayidir.
d(p,q) = llp —qll
seklinde tanimlanan
d: R" x R" - R
fonksiyonu R™ uzayinda bir metriktir. Dolayisiyla R" bir metrik uzayidir. Bu
metrikle birlikte R"uzayma Oklid uzayr denir. Bu uzay E" ile gosterilir
(Sabuncuoglu,2001).



Tanim 2.1.2: E3 te tanimli, reel degerli bir f fonksiyonunun her mertebeden kismi

tirevleri var ve siirekli ise bu fonksiyona diferansiyellenebilirdir veya C”
sinifindandir denir (O’neill, 1966).

Tanim 2.1.3: I € R bir agik aralik olmak iizere; o : I — E3 diferansiyellenebilir
fonksiyonuna 3-boyutlu Oklid uzayinda bir egri denir (O’neill, 1966).

Tanim 2.1.4: o : I € R:— E3fonksiyonunun Oklidyen koordinat fonksiyonlar:

doy(t) daz(t) das(t)
dt ' dt ’ dt

04, 0y, 0tz olmak tizere; o ' (t) =( )tanjant vektoriine o egrisinin

tel parametre degisimine karsilik gelen a( t) noktasindaki hiz vektorii denir (O’neill,
1966).
Tanim 2.1.5: a.: I € R :— E3 egrisi verilsin.

v:l » R

1
’ daq(t) day(t) dasz(t) 2
t - o) = lla' @l = ( (2?2 + (282 4 *2by2)

t

reel degerli fonksiyonuna a egrisinin a(t) noktasindaki hizi denir (O’neill, 1966).
Tanmm 2.1.6: a : | € R— E3 egrisi verilsin. Vs € Iigin ||a’(s)|| = 1 ise o egrisine
birim hizli egri, s€l parametresine de yay parametresi denir (O’neill, 1966).

Tanim 2.1.7: Vt € I'igin a’(t ) # 0 ise a : I € — R — E3 egrisine regiilerdir denir
(O’neill, 1966).

Tamm 2.1.8: o : I € R — E3 birim hizli bir egri olsun T=a' vektdr alanma o
egrisinin birim teget vektor alani denir. T’ = o’ vektor alanina da a egrisinin egrilik
vektor alani denir (O’neill, 1966).

Tanmm 2.1.9: o : I € R — E3 birim hizh bir egri olsun. Vs €l i¢cin x ( s) = || T’ ||
seklinde tanimlanan « reel degerli fonksiyonuna o nin egrilik fonksiyonu, x (s )
degerine de a egrisinin o s) noktasindaki egriligi denir (O’neill, 1966).

Tanim 2.1.10: a : I € R — E3 birim hizl bir egri ve k> 0 olsun. N = iT' vektor

alanina o egrisinin asli normal vektor alan1 ve B = T x N vektor alanina da o
egrisinin binormal vektor alani denir (O’neill, 1966).

Tamim 2.1.11: a : I € R — E3 birim hizh bir egri ve x > 0 olsun. Bu takdirde o
egrisinin her noktasinda T, N, B vektor alanlar1 ikiger ikiser birbirine diktir ve a
egrisinde Frenet cat1 alanlari olarak adlandirilir (O’neill, 1966).

Tanim 2.1.12: o : IER — E3 birim hizl1 bir egri ve Vs €l i¢in a” (s ) # 0 olsun. Vs

€l i¢in B'(s) = - © ( s)N( s ) olarak taniml1 t reel degerli fonksiyonuna o egrisinin



burulma fonksiyonu, herhangi bir sel i¢in ©(S) degerine de o egrisinin o(s)
noktasindaki burulmasi denir (O’neill, 1966).

Tanim 2.1.13: (Frenet Formiilleri): o : I €R — E3 birim hizli egrisi icin Frenet

formiillert;
T’ 0 k O][T
N'|l=|l-x 0 <t||N
B’ 0 —t O0JLB

seklindedir (O’neill, 1966).

Tanim 2.1.14: a birim hizli bir uzay egrisi ve V, a egrisi boyunca bir vektor alani
olsun. Eger V, a egrisi boyunca egrinin tegeti T (s ) = o’ (s ) vektoriine dikse V ye
normal vektor alan1 denir. Eger V nin tiirevi egri boyunca teget V'(s)//T(s)ise V nin
normal vektdr alanina relatif paralel normal vektor alan1 denir (Hacisalihoglu, 1993).
Tamim 2.1.15: o : I — E3 birim hizl bir egri ve o egrisi boyunca Gram-Schmidt
yontemi ile ortonormallestirilmis iki paralel normal vektor alan1 Ny, N, olsun. Bu

durumda {T,N;,N,} catisina a egrisinin Bishop ¢atis1 denir. Bu ¢ati igin tiirev

formiilleri,
T' 0 ki k11T
Nl ! = [_kl O O N]_
NZ ! _kz O O NZ
seklindedir.

Burada k,ve k,, a egrisinin Bishop egrilikleri olarak adlandirilirlar ve

K (s )=vki(s) +k3(s)
4(N;,N) =8

olmak tlizere

k
(G(S) = arctan—
kq
_ —do(s)
(s) = s
k; = xcosB(s)
\ k, = ksin0(s)

A

dir (Bishop,1975).

Ayrica Frenet ve Bishop vektorleri arasindaki iliski;
T 1 0 0 T
N|=1|0 cosf sinf||N;
B 0 -—sinf cos6lLN,

seklindedir (Bishop,1975).



Tanim 2.1.16: o.: | =E3 ve a*: |>E3 diferensiyellenebilir iki egri, o egrisinin
o (S) noktasindaki Frenet 3-ayaklisi {T(s),N(s),B(s)} ve a* egrisinin a” (s)
noktasindaki Frenet 3-ayaklisi <{(T*(s), N*(s), B*(s)} olsun. o egrisinin asli
normal vektorii ile «a* egrisinin binormal vektorii lineer bagimli ise, o egrisine

Mannheim egrisi ve a* egrisine Mannheim partner egrisi denir ( Wang ve Liu,

2007).

Sekil 3.1. Mannheim egrileri

Bu tanima gére Mannheim egrisinin denklemi;
a*(s*) = a(s) — AN(s)
veya
a(s) =a*(s*) + AB*(s™)
seklindedir (Orbay ve Kasap, 2009). Bu egrilerin Frenet ¢atilari arasinda

T cosf@ sinf O][T”
N| = 0 0 1||N*
B —sinf cosf O01LB*
ds”
cosf = Is
] ,ds”
sinf = At Is
T* cos@ 0 —sinB][T
N* =[sin9 0 cosO ||N
B* 0 1 0 B

baglantilart mevcuttur. Burada S(T,T*) = 6 dir (Orbay ve Kasap, 2009)



Teorem 2.1.17: (a,a*) Mannheim egri ¢ifti olsun. Bu egriler arasindaki uzaklik
sabittir (Orbay ve Kasap, 2009).

Teorem 2.1.18: E*de bir « egrisi i¢in (a ,& ) Mannheim ¢ifti olacak sekilde bir &
egrisi vardir (Orbay ve Kasap, 2009).

Teorem 2.1.19: (a, a*) Mannheim egri ¢ifti olsun. a* egrisinin burulmasi 7* ise
., K
T
dir (Orbay ve Kasap, 2009).

Tanim 2.1.20: ave a birim hizli egriler olmak ilizere « ve & egrilerinin yay

uzunlugu parametreleri sirasiyla Sve §, Bishop elemanlart {T,N;, N,k k,} ve
{'IT, I\_ll,l\_lz,lzl,lzz} olsun. Eger a ve & egrilerinin N, Bishop vektorii ile N, Bishop

vektorii lineer bagimliysa & egrisine, « egrisinin Mannheim-B ¢ifti ya da (o ,a)

egri ¢iftine ise Mannheim-B c¢ifti denir (Masal ve Azak, 2017).

Sekil 3.2. Mannheim-B egrileri
(o ,a) Mannheim-B ¢iftinin tanjant vektorleri arasindaki ag1 @ olsun. Mannheim-B

¢ifti tanimindan {T, N,, N2} ve {'r, N_1 , N_Z} Bishop catilar1 arasindaki iliski matris

formunda
T cosd sind O T
N, [=| O 0 1| N
N —sin@ cos® Ol N

N

2

seklinde ifade edilir (Masal ve Azak, 2017).
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Teorem 2.1.21: Mannheim-B egri ¢iftinin karsilikli noktalari arasindaki uzaklik
sabittir (Masal ve Azak, 2017).

Teorem 2.1.22: (a,&) E*de Mannheim-B egri ¢ifti olsun. a ve & nin Bishop
vektorleri arasindaki iligki T = T, N, =N,, N, = 4N, seklindedir. Burada
1, 6=0
"= {—1, 0=n
olup @, o ve & nin tanjant vektorleri arasindaki agidir (Masal ve Azak, 2017).
Tanimm 2.1.23: M, R3 uzaymin bir alt ciimlesi olsun. M nin her bir p noktas1 igin, p
nin R3 de bir A komsulugu ve R? nin bir U agik alt kiimesinden, R uzayina bir ¢
fonksiyonu asagidaki iki 6nermeyi dogrulayacak bigimde bulunabiliyorsa, M ye R3
uzayinda bir yiizey denir (O’neill, 1966).
1) ¢ :U — R3 fonksiyonu diferansiyellenebilir ve regiiler bir fonksiyondur.
2)p(U)=MNAveo:U-¢(U) fonksiyonu bir homeomorfizmdir.
Tanimm 2.1.24: ¢:D € E? - E3 ile tammlanan @ (D) € E3yiizeyi verilsin. Yiizey
(u,v) = @(u,v)
izerinde v = v, = sabitigin @(u,vy) = a(u),u = u, = sabiti¢in; @(uy, v) = B(v)
egrilerine sirasiyla u-parametre egrisi ve v-parametre egrisi denir (O’neill, 1966).
Tanim 2.1.25: M = {X = (X4, Xy, ..., Xy)|f: U € E® - R, diferansiyellenebilir,
X = f(x4,X3, ..., Xp) = ¢ = sabit,
VP € M,Vf|p # 0} seklinde taniml1 kiimeye E™ de (n-1) boyutlu yiizey, hiperyiizey
veya (n-1)-yiizey denir (Hacisalihoglu, 1993).
Tanim 2.1.26: M, E™ de hiperyiizey olsun,
D:x(M) x x(M) — x(M)
(X,Y) = DgY
doniistimii,
1) Dix4gyZ = fDxZ + gDyZ
2) Dx(fY) = (DxDY + fDxY
ozelliklerini sagliyorsa D’ye E™ de bir afin konneksiyon denir.
Ayrica
3) DyY —DyX =[X,Y]
4) X[<Y,Z>|=<DyY,Z>+<DyZY >
sartlarin1 da sagliyorsa D operatoriine E™ de bir Riemann konneksiyonu denir
(Hacisalihoglu, 1993).
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Tanim 2.1.27: N = (a4, as, ..., a,), M’nin birim normal vektor alani; y(M), M’nin
vektor alanlar1 uzayi; Ty P, M’nin P noktasindaki tanjant uzay1 ve D, E™ de bir
Riemann konneksiyonu olmak iizere
S(X) = DyN = (X[a,], ..., X[a,])
veya bir P noktasindaki
Sp(Xp) = Dx,Np = (Xplai], ..., Xplan])
degeri ile taniml1 S doniisiimiine M nin sekil operatorii, Sp ye P noktasinda sekil
operatorli veya Weingarten doniisiimii denir (Hacisalihoglu, 1993).
Tanim 2.1.28: V bir vektor uzayi olmak iizere
AV >V
X - AX)
lineer doniisiimii verilsin A(X) = AX, X # 0 denklemini saglayan A€ R reel sayisina
A lineer doniistimiiniin karakteristik degeri X # 0 vektdriine Nya karsilik gelen
karakteristik vektor denir (Hacisalihoglu, 1993).
Tanim 2.1.29: E™ de bir hiperylizey M ve M lizerinde bir egri o olsun. o egrisinin
teget vektor alani T ve hiperylizeyin sekil operatorii S olmak iizere; eger T,a egrisi
boyunca S’nin karakteristik vektorlerine karsilik geliyorsa o egrisine M iizerinde
egrilik ¢izgisi denir (Hacisalihoglu, 1993).
Tanim 2.1.30: M bir yiizey olmak iizere a : I € IR— M diferansiyellenebilir
fonksiyonuna M yiizeyi tizerinde bir egri denir (O’neill, 1966).
Tamim 2.1.31: M € E3 yiizey ve o : I — M regiiler bir egri olsun. Yiizeyin birim
normal vektor alant n olsun. a egrisinin birim teget vektor alant T olmak iizere,
g=Mmoa)xT
esitligi ile tanimlanan g vektor alanini gz Oniline alalim. Vektorel carpimin
ozelliklerinden dolay1 Vs € I igin {T(s), g(s),n(s)} climlesi To(s)E 3 uzaymm bir
ortonormal taban1 olur. Bu tabana Darboux c¢atis1 (egri-ylizey catis1) denir
(Sabuncuoglu, 2001).
Tanim 2.1.32: o : I — M birim hizli bir egri olsun.
74(s) = —(n'(s), g(s))
esitligi ile belirli 7,(s) sayisma (a, M) egri-ylizey ikilisinin a(s) noktasindaki
geodezik burulmasi denir (Sabuncuoglu, 2001).
Tanim 2.1.33: M € E3® bir yiizey ve a : I SIR — M regiiler birim hizli bir egri

olsun. n, M yiizeyinin normal vektdrii olmak tlizere a egrisinin geodezik burulmasi
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da dn

74 = det (E,n,g)
ile tanimlidir (Biran, 1981).
Teorem 2.1.34: o : I — M egrisinin bir egrilik ¢izgisi olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul 74, = 0 olmasidir (Sabuncuoglu, 2001).
Tanim 2.1.35: M € E3 yiizeyi verilsin. YVPEM noktasinda, E® {in M de kalan bir
dogrusu var ise M ye bir regle yiizey ve PEM noktasindan gegen ve M de kalan bu
dogruya da regle yiizeyin dogrultmani veya ana dogrusu denir.

Bir bagka ifadeyle, bir regle yiizey; bir dogrunun bir egriye dayanarak hareket

etmesi sonucu meydana gelen ylizeydir.
Bu regle yiizey ¢ ile gosterilirse, ¢p nin parametrik ifadesi,
9> IxR—>E’
(s,v) > o(s,v) = a(s)+Vve(s)
dir. Burada; e, regle yiizeyin dogrultmani dogrultusundaki birim vektor
a: - E3
s = a(s) = (a1(s), az(s), a3(s))
diferansiyellenebilir egrisi de regle yiizeyin dayanak egrisidir (Matsuda ve Yorozu,
2009).
Tanim 2.1.36: @,E3  de bir regle yiizey olsun. Eger ¢ nin komsu iki dogrultmani
kesisiyorsa ¢ Ye agilabilirdir denir (Ravani ve Ku, 1991).
Teorem 2.1.37: ¢, E3 de acilabilir bir regle yiizey, e, ¢ nin dogrultman vektérii ve a
da dayanak egrisi olsun. Bu takdirde
det(a',e,e’) =0
dir (Ravani ve Ku, 1991).
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3. MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde Cai-Yun Li, Ren-Hong Wang, Chun-Gang Zhu (2011) tarafindan
yazilan Parametric Representation Of A Surface Pencil With A Common Line Of
Curvature isimli makaleden faydalanilmistir.

Teorem 3.1: Bir yiizeydeki egrinin bir egrilik ¢izgisi olmas1 i¢in gerekli ve yeterli
kosul, egri boyunca yiizey normallerinin agilabilir bir yiizey olusturmasidir
(Munchmeyer, 1987).

r=r(s), 0 <s <L, ii¢c boyutlu Oklid uzaynda {T,N,B} Frenet catis1 ile
verilen birim hizli bir egri olsun. u(s, t), v(s, t),w(s, t) fonksiyonlar: C! sinifindan
fonksiyon olmak tizere r(s) egrisinden gecen parametrik yiizeyler
P(s,t) =7(s) + [u(s,t)T(s) + v(s,t)N(s) + w(s,t)B(s)],0 <t <T,0<s <L

(3.1)
ile verilir.
r(s) egrisini hem parametre egrisi hem de egrilik cizgisi olarak kabul eden P(s,t)
yiizeyi i¢in gerekli ve yeterli kosullari ifade etmek istiyoruz.

Ik olarak r(s) egrisinin P(s,t) yiizeyi iizerinde parametrik bir egri olmasi igin
gerekli ve yeterli kosul

u(s, ty) =v(s, ty) =w(s,t)) =0, 0<s<L (3.2
olacak sekilde 3 t, € [0,T] bulunmasidir.
r(s)’nin normal yiizeyi
Q(s,t) =1r(s) + tn, (3.3
olmak iizere burada n; = Ncos6 + Bsin® ile tanimlidir.

Teorem 3.1%e gore 1(s), P(s,t) ylizeyi lizerinde egrilik ¢izgisidir ancak ve ancak
Q(s,t) acilabilirdir ve n; normal vektorii ylizeyin normal vektorii n(s,t)’ye paraleldir.

Q(s, t) yiizeyinin agilabilir olmas1 i¢in det(r’,n;,n’;) =0 olma kosulu
kullanilarak 6" = —t elde edilir.

P(s,t) yiizeyinin normal vektori
n(s,t) = Ps(s,t) X P(s,t)
ile taniml1 olup gerekli hesaplamalar yapilirsa t = t; icin
n (s,to) = Td1(s,to) + N2 (s, to) + Bds(s, to) (3.4)
elde edilir. Burada

(I) (S t ) __0v(s,tp) Ow(s,tg) . ow(s,tg) av(s,ty)
IR0 ™ 5 at as at '
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6u(S,t0) 6W(S,t0) OW(S,to) au(s,to)

Pa(s,tg) = —(1 — 2io)) Iwste) _ wlsty) Juls) (35)

odu(s,ty) dv(s,ty) av(s,ty) du(s,ty)
ds ) ot ds ot

P3(s,to) = (1 +

dir.

Ayrica n,(s) Il n(s,ty) olmasi sart1 kullanilirsa

d1(s,tp) =0,
b, (s, tg) = A(s)cosé, (3.6)
$3(s, to) = A(s)sind

elde edilir. Boylece asagidaki teoremi ifade edebiliriz:
Teorem 3.2: r(s) egrisinin P(s,t) ylizeyi lizerinde parametrik ve egrilik ¢izgisi olmasi
icin gerekli ve yeterli kosul

{ u(s, ty) = v(s, ty) = w(s, ty) =0, (37)
D1(s,to) =0, P,(s,ty) = A(s)cosh, ¢P3(s,ty) = A(s)sind

olmasidir. Burada 0 < t, < T,0 <s < L, Ms)# 0 dir. 8(s) ve A(s) fonksiyonlarina
da kontrol fonksiyonlari denir (Li vd, 2011).
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4. BULGULAR

4.1. Bishop Catisina Gore Ortak Egrilik Cizgili Yiizey Aileleri

o=a(s), L; < s < L,, ii¢ boyutlu Oklid uzaymnda {T,N;,N,} Bishop catis1 ile
verilen birim hizli bir egri olsun. f(s, v), g(s, v), h(s, v) fonksiyonlar1 C! sinifindan
fonksiyon olmak iizere a(s) egrisinden gegen parametrik yilizeyler
P(s,v) = a(S) +[f(s,v)T(s) +9(s, V)N,(s) + h(s,V)N,(s)], L, <s<L,, T, <v<T, 4.2)

ile verilir.
a(s) egrisini hem parametre egrisi hem de egrilik ¢izgisi olarak kabul eden

P(s,v) yiizeyi i¢in gerekli ve yeterli kosullar1 bulmak istiyoruz.

a(s) egrisinin {T,N, B} Frenet catisi ile {T,N;,N,} Bishop ¢atis1 arasindaki
iliskinin kullanilmasiyla (4.1) yiizeyi
P(s,v) = a(s)+ (s, v)T(s)+(g(s,v) cos 0+ h(s, v)sin O) N(s) +(-g(s, v) Sin 6+ h(s, v) cos 6) B(s)

(4.2)
seklinde elde edilir.
Ik olarak o(s) egrisinin P(s,v) yiizeyi iizerinde parametrik bir egri olmasi i¢in
gerekli ve yeterli kosul
f(s,vg )=g9(s,v9) =h(s,vy ) =0,L; <s< L, 4.3)
olacak sekilde 3 vy € [Ty, T,] bulunmasidir.

P=P(s,v) ylizeyinin normali
n(s,v) =P, X P,
ile taniml1 olup

P,(s,v) = ll + 0f(s, v)

ds
+[f(s, VK + % cos® — sinB06'g(s,v) + ohsv)
t(g(s,v)sin® + h(s, V)cose)] N(s)

— x(g(s,v)cosO + h(s,v) sin8) | T(s)

sin® + cos60'h(s,v) —

dg(s,v) dh(s,v)

sin® — cos68'g(s,v) + cosO

+ [T(g(s, v)cosO + h(s,v)sin0) —

— sinB6'h(s, V)l B(s)

ve

P,(s,v)= (af(sv)) T(s) + (cose 9g(sv) + sin g & V)) N(s)

ag(s,v) h(s, v)
5y + cos oy B(s)
dir. Boylece gerekli hesaplamalar ve diizenlemeler yapilirsa

+ <—sin6

V =V, i¢in,
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n(s,vo) = T1(s,vp) + N, (s,vo) + Bds(s,vp) (4.4)
elde edilir. Burada

( (bl(si VO) = O,
. d ( ) ) ah( :
v = ) 0o
¢3(S; Vo) = COSG% + sin® oh(s,vo)

dir. Boylece

n(s,vo) = (sin6 ) _ cogp )

ag(s,vg) . dh(s,vg)
" " ) N+ (COSGT + sin6B )B (4.6)

av
elde edilir.
a(s) egrisinin normal ylizeyi
Q(s,v) = a(s) +vn,g
= a(s) + v(cosON; + sinfN,)
olup Q(s,v) ylizeyinin agilabilir olmasi i¢in det(a’,n;,n;") =0 olma sarti
kullanilirsa

8'=0 4.7)
elde edilir. Bishop egrilikleri arasindaki iliskiden 8" = —t olmasi kullanilirsa T = 0

elde edilir. Bu ise a(s) egrisinin diizlemsel olmasidir.

Ayrica Teorem 3.1 geregince n(s,V,)//n; olmasi kullanilirsa

a2g(s,vy) oh(s,vg)
——c

) = i e - A )
b, (s,vp) = sin 0s6 v # 0

av
b5(s,vp) = COSB% + sing 2E¥) _ (4.8)
olup bu esitsizliklerden A(s)# 0 olmak iizere
9gGvo) _ A(s)sin®
oh(s,vp) )

P —A(s)cosH

elde edilir.

Boylece asagidaki teoremi verebiliriz:

Teorem 4.1.1: {T,N,, N, } Bishop c¢atis1 ile verilen a=a(s) egrisinin P=P(s, V) yiizeyi
tizerinde hem parametrik hem de egrilik ¢izgisi olmasi i¢in gerekli ve yeterli sart

(f(s,vo) = g(s,vo) = h(s,vy) =0,

=0, A(s) #0,
oh(s,vg) _ _
k — = A(s)cos6

olmasidir.
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Omnek 4.1.1: a(s) = (coss,sins,0) birim hizli ¢ember egrisini alalim. o = a(s)
egrisinin Bishop ¢atisinin
T = (—sins, coss, 0)
N; = (—coss, —sins, 0)
N, =(0,0,1)
oldugu kolayca goriilebilir. Ayrica T = 0 dir.

Cemberi iizerinde bulunduran tek kanatli hiperboloid yiizeyi

v ) v v
P(s,v) = (coss — —=coss, sins + —=coss,—)

V2 V2 V2
olup ¢emberin bu yiizey lizerinde bir egrilik ¢izgisi oldugu bilinmektedir. (z, = 0
oldugundan). Bu ylizeyin sekli 0 < s < 2w, —1 < v < 1 degerleri icin Sekil 4.1 de
mavi ile belirtilen sekildedir.

a)Eger
f(s,v) = h(s,v) = 0,g(s,v) = v

vp=0,0 = Zved=1 olarak secilirse (4.10) denklemindeki parametrik ve egrilik
2

¢izgisi olmasi sart1 saglanmis olur. Dolayisiyla Bishop catisi ile verilen a(s) egrisi

P, (s,v) = (cos s(1 —v),sins(1 —v),0)

ylizeyi lzerinde de egrilik c¢izgisidir. Bu yiizeyin sekli 0 <s<2m0<v<m
degerleri i¢in Sekil 4.1 de yesil ile belirtilen sekildedir.

Boylece ortak ¢ember egrili egrilik c¢izgisine sahip tek kanathi hiperboloid ile
P, yiizeyinin sekli Sekil 4.1 ile verilmektedir.

Sekil 4.1. Ortak egrilik ¢izgili tek kanatli hiperboloid ve P; (s, v) yiizeyi
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b)Eger

f(s,v) = g(s,v) =0,h(s,v) = v
vo=0,0 =mtveA =1 olarak secilirse (4.10) sarti saglanmis olur. Dolayisiyla
Bishop ¢atisi ile verilen a(s) egrisi

P,(s,v) = (coss, sins, v)
yiizeyi lizerinde egrilik cizgisidir. Bu ylizeyin sekli de 0 <s<2m—-1<v<1

degerleri i¢in Sekil 4.2 de yesil ile belirtilen sekildedir.

Sekil 4.2. Ortak egrilik ¢izgili tek kanatli hiperboloid ve P, (s, v) ylizeyi

c) Eger
f(s,v) =0
(s,v) = —wsins
N
h(s,v) = ——wvcoss
V2
Vo =0,06=0veA= — olarak secilirse (4.10) sart1 saglanmis olur. Dolayisiyla

V2

Bishop catisi ile verilen a(s) egrisi

1 1 1
P;(s,v) = (coss(l — —wsins), sins(1 — —vsins),—vcoss))

V2 V2 V2
yiizeyi tizerinde egrilik ¢izgisidir. Bu yiizeyin sekli 0 < s < 2w, —1 < v < 1 alinarak
Sekil 4.3 de yesil ile belirtilen sekildedir.
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Sekil 4.3. Ortak egrilik ¢izgili tek kanatli hiperboloid ve P;(s, v) ylizeyi

d) Eger

f(s,v) =0

(s7v) =~

S, V) = ——v
8 1 2
h(s,v) = —=v
V2
0= %n, A= \/% ve vy = 0 olarak secilirse (4.10) sart1 saglanmis olur. Dolayisiyla

Bishop ¢atisi ile verilen a(s) egrisi

P,(s,v) = (coss(l +iv) sins(1 + iv) iv))
= Y V2 N2

yiizeyi tizerinde egrilik cizgisidir. Bu yiizeyin sekli 0 <s<2m-1<v<1

degerleri igin Sekil 4.4 da yesil ile verilmektedir.

20



Sekil 4.4. Ortak egrilik ¢izgili tek kanatli hiperboloid ve P, (s, v) ylizeyi

Ornek 4.1.2: a(s) = (2 + coss, 0, sins) birim hizli gember egrisini alalm.a = a(s)
egrisinin Bishop catisinin

T = (—sins, 0, coss)
N; = (—coss, 0, —sins)
N, = (0,-1,0)
oldugu kolayca goriilebilir. Ayrica T = 0 dir.

Cemberi lizerinde bulunduran tor ylizeyi

P(s,v) = ((2 + coss)cosv, (2 + coss)sinv, sinv)
dir. 7; = 0 oldugundan ¢ember egrisinin bu yiizey lizerinde egrilik ¢izgisi oldugu
bilinmektedir. Bu tor ylizeyinin sekli 0 < s < 2w, 0 < v < 27 degerleri i¢in Sekil
4.5 de yesil ile belirtilen sekildir.

a)Eger
f(s,v) = g(s,v) = 0,h(s,v) = —v

vo=0,0=0veA =1 olarak segilirse (4.10) sart1 saglanmis olur. Dolayisiyla
Bishop catisi ile verilen a(s) egrisi

P;(s,v) = (2 + coss, v, sins)
yiizeyi iizerinde de egrilik ¢izgisidir. Bu yiizeyin sekli —2n < s < 2m,0<v <2n

degerleri igin Sekil 4.5 de mavi ile verilmektedir.
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Sekil 4.5. Ortak egrilik ¢izgili tor ve Py (s, v) yiizeyi
b)Eger
f(s,v) = 0,g(s,v) = vsins, h(s,v) = —vcoss
0 =0,A=1vevy =0 olarak secilirse (4.10) sart1 saglanmis olur. Dolayisiyla
Bishop catisi ile verilen a(s) egrisi
Ps(s,v) = (2 + (coss(1 — vsins), vcoss, sins(1 — vsins))
yiizeyi tizerinde de egrilik ¢izgisidir. Burada —2m < s < 2m, 0 < v < 21 degerleri

icin bu ylizey Sekil 4.6 de mavi ile verilmektedir.

Sekil 4.6. Ortak egrilik ¢izgili tor ve Py (s, v) yiizeyi
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Orek 4.1.3: a(s) = (2cos(3),sin(2),0) birim hizli gember egrisini alalm. Bu
egrinin Bishop catisinin

T= (—sin(i),cos(i),O)
S %
N, = (—cos(z),—sin(z),O)
N, =(0,0,1)
oldugu kolayca goriilebilir. Ayrica T = 0 dir.
Cemberi iizerinde bulunduran bir kanatli helikoid yiizeyi
P(s,v) = (2 cos G) — \/—gvsin G) ,2sin G) + %vcos(g),%v)
olup gember bu ylizey tizerinde egrilik ¢izgisidir.(t; = 0 oldugundan). Bu yiizeyin
sekli =21 < 's,v < 2m degerleri i¢in Sekil 4.9 daki gibidir.(Yesil)
a)Eger
f(s,v) =0, g(s,v) = Vsin(%), h(s,v) = —VCOS(%)
0 =0,A=1vevy =0 olarak segilirse (4.10) sartt saglanmis olur. Dolayisiyla
Bishop catisi ile verilen a(s) egrisi
P,(s,v) = (2cos(§) - vsin(%)cos(%),Zsin(%) — vsin(%)sin(%), vsin(g))
yiizeyi tizerinde egrilik ¢izgisidir. Bu ylizey 6zel bir ylizey olan mdobiiis yiizeyi olup

sekli—2m < s < 2m, —g <v< gdegerleri icin Sekil 4.7 ile verilmektedir.(Mavi)

Sekil 4.7. Ortak egrilik ¢izgili bir kanatli helikoid ve mobitis ylizeyi

b)Eger
f(s,v) = g(s,v) = 0,h(s,v) = —v
0=0, A=1vevy =0 olarak segilirse (4.10) sartt saglanmis olur. Dolayisiyla

Bishop catisi ile verilen a(s) egrisi
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Py(s,v) = (ZCOS%, Zsin%, —v)
yiizeyi lizerinde egrilik ¢izgisidir.
—2n <s < 2m, 0 < v < 2mdegerleri igin bu ylizeyin ve helikoid yiizeyinin sekli
Sekil 4.8 ile verilmektedir.

Sekil 4.8. Ortak egrilik ¢izgili helikoid (yesil) ve Pg(s, v) yiizeyi
c)Eger
f(s,v) = h(s,v) =0,g(s,v) = —v
0= % ,A=—1ve v, = 0 olarak segilirse (4.10) sart1 saglanmis olur. Dolayisiyla

Bishop catisi ile verilen a(s) egrisi

P(s,v) = (2c08> + veos =, 2sin = + vsin=, 0

5(s,v) = ( cos2 vcosz, sm2 vsmz, )

yiizeyi lizerinde egrilik ¢izgisidir.

=21t < s < 2m,0 < v < 2w degerleri icin bu yiizeyin ve helikoid yiizeyinin sekli

Sekil 4.9 ile verilmektedir.
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Sekil 4.9. Ortak egrilik ¢izgili helikoid (Yesil) ve Py(s, v) ylizeyi

4.2. Ortak Mannheim Egrilik Cizgili Yiizey Aileleri

o=a(s), L; < s < L,, ii¢ boyutlu Oklid uzayinda {T,N,B} Frenet catis1 ile

verilen birim hizli bir egri olsun. a’nin Mannheim ¢ifti olan @ egrisinin P(s, V)

yiizeyi lizerinde hem parametrik hem de egrilik ¢izgisi olma sartin1 inceleyecegiz.

a egrisinin Frenet catisi {T,N, §} ve f(s,v),g(s,v), h(s,v) fonksiyonlar1 C*

simifindan fonksiyonlar olmak {izere a egrisinden gegen parametrik yiizeyler

P(s,V) = a(S) +[f(5,V) T(s) +9(s, V) N(s) + h(s,v) B(s)], L, <s<L,, T,<v<T,

ile verilir.

(4.11)

Ik olarak @(s) egrisinin P(s,v) yiizeyi lizerinde parametrik bir egri olmast i¢in

gerekli ve yeterli kosul
f(s,v9) = g(s,v9) = h(s,v9) =0
olacak sekilde 3 v, € [Ty, T,] bulunmasidir.
P=P(s,v) yiizeyinin normali
n(s,v) = P X P,

ile taniml1 olup gerekli hesaplamalar ve diizenlemeler yapilirsa

__[oh(sv) fogsv) | — = _6g(s,v) oh(s,v)
n(s,v)—[ " (_as + k(s)f(s,v) T(S)h(S,‘U)) 5 (_as +

)90 )| T(s)

n [Of(s,V) <6h(S,V) +7(s)g(s, v)) — ? (1 + @ —x(s)g(s, v))] N(s)

av ds
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av
? (% + K(s)f(s,v) —T(s)h(s, v))] B(s)
elde edilir. Burada v = v, i¢in
d1(s,vp) = ah((;; V) (aggss: V) + x(s)f(s,v) — 7(s)h(s, v))
_ ag((?s‘;v) (ah((;, v) +7(s)g(s, v))
o0f(s, dh(s, _
Bals vp) = TV ( AL ONE v)>
_ _ahgf; v) (1 + —af(;;v) —%(s)g(s, v)>
og(s, o0f(s, —
Bals vo) = ZE) (1 + 20 s v))
_ af(;"]") (6ggss, Y R () v) — TG, v)>
olmak tizere B
n(s,vo) = P15, vo)T + P2 (s, V)N + d3(s,vo)B (4.14)

dir.
a(s) egrisinin normal yiizeyi

Q(s,v) =a(s) +vng

=a(s) + v(cosON + sinbB)
olup Q(s,v) yiizeyinin agilabilir olmasi i¢in det(a’,n;,n;") =0 olma sarti ve

Mannheim egri ¢iftlerinin egrilik ve burulmasi arasindaki T = % esitligi kullanilarak
gerekli hesaplamalar ve diizenlemeler yapilirsa
e'=—%(s)@9=—f?ds<=9=—§f§ds (4.15)

elde edilir. Burada A Mannheim egri ¢iftleri aras1 uzaklik olup sabittir.

Ayrica Teorem 3.1 geregince 1 (s,vy) Il n; olmasi kullanilirsa,

$1(s,vp) =0,
oh(s,vp)
$2(s,vo) = ——=#0, (4.16)

—_ ag(S,Vo)
¢3(S, VO) - v #0
olup bu esitsizliklerden £(S)# 0 olmak {iizere,

J8(svo) _ B(s)sin®,

ov
oh(s,vg) (4'17)

P —B(s)cosH

elde edilir. Boylece asagidaki teoremi verebiliriz:
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Teorem 4.2.1: {T, N, B} Frenet ¢atisi ile verilen a(s)’nin Mannheim egri ¢ifti olan
a(s) egrisinin P(s, V) yiizeyi lizerinde hem parametrik hem de egrilik ¢izgisi olmasi
icin gerekli ve yeterli kosul
(f(s,vo) = g(s,vo) = h(s,vo) =0,
| 6=—2[%ds, 1% 0,p(s) #0,
i M = B(s)sin®,

6h(s vo)
k — = —B(s)coso,

(4.18)

olmasidir.

Ornek 4.2.1: a(s)=(§sins,gcoss,gsjbirim hizli egrisini alalm. o = a(S)

o

N(s) =(-sins,—coss,0)

B(s) = (

egrisinin Frenet ¢atisinin

olw

3
COSS, ——sm S,—
5

)
COSS, ——sms —
5

me‘Il-b

oldugu kolayca gériilebilir. Ayrica k = _ver = —— 2 dir.
a(s) egrisinin Mannheim egri ¢ifti olan a(s) egrisi A = 1 igin
a(s) = a(s) + AN(s)
( 2 . 2 4 j
= | ——=SINS,——C0SS,—S
5 5 5
olup boylece bu egrinin Frenet catisi

sins,

'I_'() ( \/_coss\/_ \/_J
N(s):(—sins,—coss,O)
1

I§(s) ( J_coss \/_sms \/_]

dir.
Eger
f(s,v) =0
() = vsin 3s)
g(s,v) = vsin 435 ,
h(s,v) = —vcos (Z s),

vo=0,0 = Zs ve B(s) = coss olarak segilirse (4.18) denklemindeki parametrik ve
egrilik ¢izgisi olmasi sart1 saglanmis olur. Dolayisiyla Frenet ¢atisi ile verilen a(s)

egrisinin Mannheim ¢ifti olan a(s) egrisi
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_ésin (s)—vcos(s) (sin(s)sin (%Sj + %COS(S) Ccos (%’D
Ro(s:v) = _ECOS(S)—VCOS(S)(COS(S)Sin (37;} +%sin(s) coS (%D

ﬂs —lcos(s) oS 3s
5 5 4

yiizeyi iizerinde egrilik ¢izgisidir. Bu yiizeyin sekli —-mn<s<mve —-1<v<1

degerleri i¢in Sekil 4.10 ile verilmektedir.

Sekil 4.10. Ortak Mannheim egrilik ¢izgili yiizey ailesinin bir iiyesi
4.3. Ortak Mannheim-B Egrilik Cizgili Yiizey Aileleri

a=a(s), P(s,Vv) yiizeyi tizerinde {T, N4, N,} Bishop ¢atisi ile verilen birim hizli
bir egri olsun. o nin Mannheim B-egri ¢ifti olan @ egrisinin P(s,v) ylizeyi tizerinde
hem parametrik hem de egrilik ¢izgisi olma sartini1 inceleyecegiz.
o egrisinin Bishop ¢atis1 {T, N;, N,} olmak iizere @, o nin Mannheim B-egri cifti
oldugundan a(s)= a(s)+AN;(s) dir.
a egrisinden gegen parametrik ylizeyler

P(s,v) = a(s) + [f(s,v)T(s) + g(s, v)N; (s) + h(s, v)N,(s)] (4.19)

olup burada o(s)= a(s)+AN;(s) olmasi kullanilirsa

P(s,v) = a(s) + ANy + [f(s,v)T(s) + g(s,v)N;(s) + h(s,v)N,(s)]  (4.20)
elde edilir. ~ Burada A, Mannheim B-egri giftleri arasindaki uzaklik olup sifirdan
farkl1 bir sabittir.
Teorem 2.1.22 den 6 = 0 i¢in,

T=T, N,=N, N,=Nn,
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olmasi (4.20) denkleminde kullanilirsa

P(s,v) = a(s) + f(s,v)T(s) + (A + h(s,v))N;(s) + g(s, v)N,(s) (4.21)
elde edilir.
Simdi bu ylizey ilizerinde @ nin Mannheim-B egri ciftinin parametrik ve egrililk
cizgisi olmasi i¢in gerekli ve yeterli sartlar1 bulalim:
Ilk olarak bu Mannheim-B egri ciftinin parametrik olmasi gerektiginden v = v igin;

f(s,v0) = g(s,v9) = 0,h(s,vp) = -2 (4.22)

olmalidir.
P=P(s,v) yiizeyinin normali

n(s,v) = P, X P,

oldugundan,
d doh d
P.(s,v) =T+ a—];T + f(s,v)T' + £N1 + (h(s,v) + )N'; + a—‘ZNZ + g(s,v)N',
olup Bishop formiilleri kullanilirsa;
af dh
P.(s,v) =T (1 + P ki(h(s,v) + 1) — k,9(s, v)) + N; (f(s, vk, + %>
dg
N —
+ N3 (f(slv)kz + (')S)

elde edilir.

P(s,v) =L+ 2N, + 2N,

dir. Boylece
n(s,v) = [—( F(s, )k, + ah) %(f(s, )k, +‘Z—‘Z)]T 4

ag\ 0 9
[— £(s, )k, +a—g) —a—g<1 +a—f— ko (h(s,v) + A) — kpg (s, v))

[a (1 2ok (h(s,0) + 1) — g s v)) _ —f<f(s )k, + S)] N,
elde edilir. v = v, igin;

n(s,vo) = Td1(s,vo) + Nidp2(s,vo) + Nad3(s, vo) (4.23)
olup burada
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9,(5, V) =0,

a9

®,(S, Vo) = vk (4.24)

Vo

ch
S,V,)=—
(P3( 0) ov

dir. Boylece

n(s,vy) = — %

oh

N+ N

Vo

Vo

dir.
Teorem 3.1 geregince egrilik ¢izgisi sartindan @ egrisinin normal yiizeyi agilabilir ve

n(s,v,) Il n_l olmalidir.
@ egrisinin normal yiizeyi
Q(s,v) = a +vn,
=a+ AN, +v(cosyN, +sinyN,)
=a+(A+vsiny)N, +vcosyN,
ile tanimli olup burada v, n; ile N, arasindaki agidir.
Q(s,v) normal yiizeyinin agilabilir olmasi i¢in & det(a’,n,,7,") =0
olmasi kullanilarak gerekli hesaplamalar ve diizenlemeler yapilirsa
y'(1—2k;) =0
elde edilir. Bu esitlikten ' = 0 veya 1 — Ak; = 0 olmalidur.

w' =0 y = sabit
veya (4.25)
1
1-2k; =0 1=—
kq
elde edilir. Burada k; = kcosf ile tanimli olup k # 0 ve cosf # 0 oldugundan
ky # 0 dir.

n (s,vy) Il ; olmasi kullanilirsa

%gv =—B(s)siny o
’ , B(s)=0
N _p(s)cosy
N, (4.26)

elde edilir.

O halde asagidaki teoremi ifade edebiliriz:
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Teorem 4.3.1: {T, N;, N, } Bishop c¢atisi ile verilen a(s) egrisinin Mannheim B-egri
cifti olan a(s) egrisinin P(s,v) yiizeyi iizerinde hem parametrik hem de egrilik
¢izgisi olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul
f(s,v,)=0(s,v,) =0, h(s,v,) =—A,\ =sabit

. 1
y =sabit veya k:k— Kk, #0

1

a9

ov
oh

=—B(s)siny (4.27)

Vo

=p(s)cosy , P(s)#0

Vo

olmasidir.

Omek 4.3.1: o(s) = (coss,sins, 0) birim hizli ¢ember egrisini alalim. o = a(s)
egrisinin Bishop catisn1 Ornek 4.1.1 de ifade etmistik.

Bilindigi {izere ¢ember egrisi diizlemsel olup T = 0vex =1 dir. Bishop
esitliklerinden 7 = —0' olup 8 = ¢ = sabit elde edilir. Dolayisiyla ¢ = 0 alabiliriz.
Yine Bishop esitliklerinden k; = kcos6 ile tanimli olup k; =1dir. Ayrica (4.27)
denkleminden A = ki =1 dir. Boylece a egrisinin Mannheim-B egri ¢iftini tizerinde

1
bulunduran yiizey
Pi1(s,v) = a(s) + (A + h(s,v))Ny(s) + f(s,V)T(s) + g(s,v)No(s)
olmak iizere
a)Eger

f(s,v) =0
g(s,v) = —sinv
h(s,v) = —A + vsinv

vo=0,8(s) =1ve v =§ olarak segilirse (4.27) denklemindeki parametrik ve
egrilik ¢izgisi olmasi sart1 saglanmis olur. Dolayisiyla ortak Mannheim-B egrilik
cizgili yiizey ailesinin bir tiyesi

R, (s,v) =(coss(L—vsinv),sins(L—-vsinv),sinv)
seklinde elde edilir. Bu yiizeyin sekli —mt < s < m ve 0 < v < m degerleri icin Sekil

4.11 ile verilmektedir.
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Sekil 4.11. Ortak Mannheim-B egrilik ¢izgili yiizey ailesinin bir iiyesi

b)Eger
f(s,v) =0
g(s,v) = vcosv
h(s,v) = —A + vcosv
vo=0,8(s)=1vey = %’T olarak segilirse (4.27) denklemindeki parametrik ve
egrilik ¢izgisi olmasi sart1 saglanmis olur. Boylece ortak Mannheim-B egrilik ¢izgili
yiizey ailesinin bir bagka iiyesi

P, (s,v) =(coss(1—vcosv),sin s(1—vcosv),vcosv)

seklinde elde edilir. Bu yiizeyin sekli 0 <'s,v < 2m degerleri igin Sekil 4.12 ile

verilmektedir.
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Sekil 4.12. Ortak Mannheim-B egrilik ¢izgili yiizey ailesinin bir bagka iiyesi
4.4. Ortak Egrilik Cizgili Regle Yiizeyler

a = a(s), P(s,v) ylizeyi iizerinde {T,N;,N,} Bishop ¢atis1 ile verilen birim
hizli bir egri olsun. ||@"|| # 0 olarak alahm. @ dayanak egrili P=P(s,v) regle yiizeyini
alalim. Regle yiizeyin tanimi geregince,

P(s,v) — P(s,vp) = (v — vg)R(s) (4.28)
olacak sekilde R=R(s) vektorii vardir. (4.1) denklemi ve (4.3) sartinin (4.28)
esitliginde kullanilmasiyla
(V=V,)R(S) =f(s,v)T(s) +9(s, V)N, (s) + h(s,V)N,(s) (4.29)
elde edilir. Buradan Bishop catis1 tanimindan f{(s,v), g(s,v), h(s,v) bilinmeyenleri
f(s,v)=(V-v,)(R,T)
9(s,v) =(v-V,)(R,N,)
h(s,v) =(v-V,)(R,N,) (4.30)
dir.

Simdi P=P(s,v) regle ylizeyi lizerinde Bishop catist ile verilen a dayanak

egrisinin egrilik ¢izgisi olmasi i¢in gerekli ve yeterli sartlari inceleyelim:

(4.10) nolu egrilik ¢izgisi sartinin (4.30) de kullanilmasiyla A(s) # 0 olmak iizere;

% = 7(s)sin0=(R,N,)
Vo (4.31)
w% =-A(s)cos6=(R,N,)

elde edilir. Boylece sapma fonksiyonlari
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f(s,v)=(v—-Vv,)y(s), g(s,v) =(v—V,)A(s)sin B, h(s,v) =—(v—-Vv,)A(s)cosO
olarak segcilirse
R(s) = y(s)T + A(s)sin &N, —A(s)cosON, ,A(s)#0 (4.32)
olup burada y(s) reel degerli herhangi bir fonksiyon olmak iizere ortak egrilik ¢izgili

regle ylizeyler ailesi

P(s,v) = a(s) + (v —vy)[y(s)T(s) + A(s)sinON; (s) — A(s)cosON,(s)]
(4.33)
seklinde elde edilir.

Simdi bu yiizey icerisinde acilabilir olanlar1 inceleyelim:
(4.33) nolu regle ylizeyin agcilabilirlik sarti1 i¢in det(a’,R,R") =0 olmasi
kullanilarak gerekli hesaplamalar ve diizenlemeler yapilirsa
A(s) (Y(8)K(s) ~A(s)1(s)) =0
olup bu esitlikte A(s) # 0 olmasi kullanilirsa
ORIORS
elde edilir. (4.10) nolu kosuldan 7(S)=0olacagindan dolay1r bu regle ylizeyin
acilabilir olmast i¢in gerekli ve yeterli kosul y(S) =0 olmalidir.
Boylece
R(s) = A(s)sin &N, — A(s)cosON, ,A(s)=0 (4.34)

olup ortak egrilik ¢izgili agilabilir regle yiizeyler ailesi,

P(s,V) = a(s) + (v—V,) [A(s)sin ON, — A(s) cos ON, | (4.35)

seklindedir.

Ornek 4.4.1: a(s) = (5cos(s), —=cos(s),1 — sin(s)) birim hizli egrisini alalim.
a=0.(s) egrisinin Bishop ¢atisinin

4 . 3,
T=(— < sins, —sins, —CO0SS)
3

N, = (E COSS, —gcoss,zsins)
2V/3 3v3 V3 |
N, = (T coss,ﬁcoss,7sms)

oldugu kolayca goriilebilir. Ayrica 7 =0 dur.
f(s,v) = h(s,v) =0,g(s,v) =v
vo=0,A=1 ve 8 = g olarak segilirse ortak egrilik ¢izgili regle yiizey ailesinin bir

iyesi
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2 3 1
Pi3(s,v) = (E coss(2sins + vcoss), — gcoss(l +v),1—sins + vy sins)
seklinde elde edilir. Ayrica aynmi sartlar i¢in y(s) = 0 oldugundan bu regle yiizey
acilabilirdir. Bu yilizeyin sekli 0 < s < 2m ve —1 <v <1 degerleri i¢in asagidaki

gibidir:

Sekil 4.13. Ortak egrilik ¢izgili agilabilir regle yiizey ailesinin bir iiyesi
Eger
f(s,v) = g(s,v) =v,h(s,v) =0

vo=0,A=1 ve 8 = g olarak segilirse ortak egrilik ¢izgili regle ylizey ailesinin bir
baska tiyesi
4 2v ] 3v . _
Pi4(s,v) = (§ coss + = (—2sins + coss), — = (sins — coss),1 — sins + v(—coss
1
+ > sins)
seklinde elde edilir. Ayrica ayni sartlar i¢in y(s) # 0 oldugundan bu regle ylizey
acilabilir degildir. Bu yiizeyin sekli 0 <s<2m ve —1<v <1 degerleri icin

asagidaki gibidir:
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Sekil 4.14. Ortak egrilik ¢izgili agilabilir olmayan regle yiizey ailesinin bir iiyesi
4.5. Ortak Mannheim Egrilik Cizgili Regle Yiizeyler

a = a(s), P(s,v) ylizeyi tizerinde {T,N, B} Frenet gatis1 ile verilen birim hizli
bir egri olsun. ||a"'|| # 0 olarak alalim. o nin Mannheim ¢ifti olan @ dayanak egrili
P=P(s,v) regle ylizeyini alalim. Regle ylizeyin tanim1 geregince,

P(s,v) — P(s,vp) = (v — vg)R(s) (4.36)
olacak sekilde R=R(s) vektorii vardir.

a egrisinin Frenet catisi {T, N, E} olmak {iizere (4.11) denklemi ve (4.12)
sartinin (4.36) da kullanilmasiyla

(v = vo)R(s) = f(s,v)T(s) + g(s,v)N(s) + h(s,v)B(s) (4.37)
elde edilir. Buradan Frenet gatis1 tammindan f(s,v), g(s,v), h(s,v) bilinmeyenleri
f(s,v) = (v—vo) <RT >
g(s,v) = (v—vy) <RN > (4.38)

h(s,v) = (v—v,) <R,B >
dir.

Simdi verilen P=P(s,v) regle ylizeyi iizerinde Frenet ¢atisi ile verilen a(s)
dayanak egrisinin egrilik ¢izgisi olmasi i¢in gerekli ve yeterli sartlar1 inceleyelim:

(4.18) nolu egrilik ¢izgisi sartinin (4.38) de kullanilmasiyla f(s) # 0 olmak iizere;

dg(s, —
M = [(s)sin@ =< R,N >
% = —B(s)cos® =< R,B > (4.39)

elde edilir. Boylece sapma fonksiyonlari
f(s,v) = (v —vy)x(s),
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g(s,v) = (v —vy)B(s)sinb,
h(s,v) = —(v —vy)B(s)cosd
olarak secilirse

R(s) = x(s)T(s) + B(s)sinON(s) — B(s)cosOB(s), B(s) # 0 (4.40)
olup burada x(s) reel degerli herhangi bir fonksiyon olmak iizere ortak egrilik ¢izgili
regle ylizeyler ailesi

P(s,v) = a(s) + (v — vo)[x(s)T(s) + B(s)sin@N(s) — B(s)cosOB(s)| (4.41)
seklinde elde edilir.
Simdi bu yiizey icerisinden agilabilir olanlar1 inceleyelim:
(4.41) nolu regle ylizeyin agilabilirlik sarti i¢in det(&’, R,R") =0 olmasi
kullanilarak gerekli hesaplamalar ve diizenlemeler yapilirsa

B2(s)(T+8") + B(s)x(s)cosfk = 0
elde edilir. Burada 8’ = —7 = ;—T , K # 0 ve B(s) # 0 olmasi kullanilirsa
x(s) =0

elde edilir. O halde (4.41) regle ylizey ailesinin acilabilir olmasi igin gerekli ve

yeterli kosul x(s) = 0 olmasidir.

Boylece _ _

R(s) = B(s)sinON(s) — B(s)cosOB(s), PB(s)#0 (4.42)
olup ortak egrilik ¢izgili agilabilir regle yiizeyler ailesi,

P(s,v) = a(s) + (v — VO)[ﬁ(s)sinHN(s) - ﬁ(s)cosBE(s)] (4.43)
seklindedir.

" . 4 o
Ornek 4.5.1: a(s)= (gsm s,gcos s,gsj birim hizli egrisini alalim. Ornek 4.2.1 de

bu egrinin Mannheim ¢ifti olan o egrisini ve Frenet elemanlarini belirtmistik.
X(s)=s,vy =0,0 = %s ve B(s) = 1 olarak segilirse (4.41) sart1 saglanmis olur.
Boylece ortak Mannheim egrilik ¢izgili regle yiizey ailesinin bir iiyesini elde etmis

oluruz. Oyle ki:

2 . S . . (3s 2 3s
—gsm(s)+v(—ﬁcos(s)—sm(s)sm(Z]+£cos(s)cos(jn,
_|_2 vl Ssins)— (3s) 2 3s
Ps(s,v) = 5cos(s) v(\/gsm(s) cos(s)sm(LJ £S|n(s)cos(4jj,

4 \Y; 3s
—S+—| 2s+cos| —
5 ﬁ( (4D
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dir. Burada 0 < s <2m,—1 <v <1 olmak iizere bu yiizeyin sekli Sekil 4.15
daki gibidir.

Sekil 4.15. Ortak Mannheim egrilik ¢izgili regle ylizey ailesinin bir iiyesi

Eger x(s)=0,v, = 0,0 = Zs ve [(s) = 1 olarak segilirse (4.43) sart1 saglanmis olur.

Boylece ortak Mannheim egrilik ¢izgili agilabilir regle yiizey ailesinin bir tiyesi
—gsin(s)—v sin(s)sin 35 —icos(s)cos 3s :
5 4) 5 4

2 . (3s 2 . 3s
P.(s,v)=| —=cC0s(S)—V| cos(s)sin| — |+—=sIn(s)cos| — | |,
) =| - Scos(s)-v|cosysin % |+ Zsineycos| 2 )
por o[ 2)
5 5 4

dir. Burada —mt < s < m,—1 < v < 1 olmak iizere bu yiizeyin sekli Sekil 4.16 deki

gibidir.

ll“\“\‘\."\\"&\-’-ﬁa& e

(\I{@.{%&'}““-‘-}»ﬁv—
g

Sekil 4.16. Ortak Mannheim egrilik ¢izgili acilabilir regle yiizey ailesinin bir {iyesi
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4.6. Ortak Mannheim-B Egrilik Cizgili Regle Yiizeyler

a = a(s), P(s,v) yiizeyi tizerinde {T,N;,N,} Bishop catis1 ile verilen birim
hizli bir egri olsun. ||a”’|| # 0 olarak alalim. a nin Mannheim-B ¢ifti olan @ dayanak
egrili P=P(s,v) regle yiizeyini alalim. Regle yiizeyin tanim1 geregince,

P(s,v) — P(s,vy) = (v —=vg)R(s) (4.44)
olacak sekilde R=R(s) vektorii vardir.
(4.21) denklemi ve (4.22) sartinin (4.44) de kullanilmasiyla
(v = vg)R(s) = f(s,v)T(s) + (A + h(s,v))N;(s) + g(s,v)N,(s) (4.45)
elde edilir. Buradan Bishop catis1 tanimindan f{(s,v), g(s,v), h(s,v) bilinmeyenleri

f(s,v) = (v—vy) <R, T >
g(s,v) = (v—vy) <RN, > (4.46)
h(s,v) = (v—vy) <R N; > —A
dir.

Simdi verilen P=P(s,v) regle yiizeyi iizerinde Bishop c¢atist ile verilen o nin
Mannheim-B ¢ifti olan @ dayanak egrisinin egrilik ¢izgisi olmasi i¢in gerekli ve
yeterli sartlar inceleyelim:

(4.26) nolu egrilik ¢izgisi sartinin (4.46) de kullanilmasiyla f(s) # 0 olmak iizere;

dg(s,v
% = —pB(s)siny =<R,N, >
SN — p(s)cosy =< R,N; > (4.47)

elde edilir. Boylece sapma fonksiyonlari

f(s,v) = (V=V)X(s),
g(s,v) =—(v—V,) B(s)siny, (4.48)
h(s,v) =(v—-V,)B(s)cosy — 1

olarak secilirse
R(S) =X(s)T + p(s)cosyN, — g(s)sinyN, , f(s) =0,y =sabit (4.49)

olup burada x(s) reel degerli herhangi bir fonksiyon olmak tizere ortak Mannheim-B
egrilik cizgili regle yiizeyler ailesi

P(s,v) = a(s) + (v — vo) [x(s)T + B(s)coswN, — B(s)sin y/NZ] (4.50)
seklinde elde edilir.
Simdi bu yiizey igerisinden agilabilir olanlar1 inceleyelim:
(4.49) nolu regle vyiizeyin acilabilirlik sarti icin det(a,R,R') =0 olmasi

kullanilarak gerekli hesaplamalar ve diizenlemeler yapilirsa
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B(s)x(s)(k,cosy + ksiny) =0
elde edilir. Burada k;, =xcosé , k, =xsiné, k #0ve $(s) # 0 olmasi kullanilirsa

x(s) = 0 veya COS(H—{//):0<:>9=(%+y/j+2k7r,k e’ (4.51)

elde edilir.

Ornek 4.6.1: Ornek 4.3.1 de belirttigimiz gember egrisi 6rnegini ele alalim.
X(8)=s,vo =0,y = g ve B(s) = —coss olarak segilirse (4.49) sart1 saglanmis
olur. Boylece ortak Mannheim-B egrilik ¢izgili regle yiizey ailesinin bir tiyesi

7z 7z 7z J

P.(s,V) :(coss+v(sin2 s+7cos2 s),sin s+v(7—l)sin SCOSS, v7coss

seklinde elde edilir. Burada —m < s <m,—1<v <1 olmak iizere bu yiizeyin
sekli Sekil 4.17 deki gibidir.

Sekil 4.17. Ortak Mannheim-B egrilik ¢izgili regle yiizey ailesinin bir iiyesi

Eger 6zel olarak x(s)=0 olarak segilirse (4.51) sart1 saglanmis olur. Bdylece ortak

Mannheim-B egrilik ¢izgili acilabilir regle yiizey ailesinin bir {iyesi

Rs(s,v) =(coss(1+v%cossj,sin s(1+vgcoss], v%coss J

dir. Burada —mt < s < m,—1 < v < 1 olmak iizere bu yiizeyin sekli Sekil 4.18 daki

gibidir,
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Sekil 4.18. Ortak Mannheim-B egrilik ¢izgili agilabilir regle yiizey ailesinin bir tiyesi
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5. SONUC VE ONERILER

3-boyutlu Oklid uzayinda Bishop catis1 ile verilen birim hizli bir egriden gecen
ve bu egriyi hem parametre egrisi hem de egrilik ¢izgisi olarak kabul eden yiizeyler
icin gerekli ve yeterli kosullar elde edildi. Ardindan 3-boyutlu Oklid uzayinda
parametrik denklem ile verilmis bir ylizey iizerinde Frenet catisi ile verilen birim
hizli egrinin Mannheim egri ¢iftinin ve Bishop ¢atisi ile verilen egrinin Mannheim-B
egri ¢iftinin egrilik ¢izgisi olmasi i¢in gerekli ve yeterli sartlar elde edildi. Yiizeyin
0zel bir ¢esidi olan regle yiizey olmasi durumunda bahsi gegen egrilerin egrilik
cizgisi olma sart1 incelenerek bu regle ylizeyler igerisinden agilabilir olmasi i¢in
gerekli kosul verildi. Ayrica elde edilen bulgular kullanilarak verilen bir egriden
gecen ve bu egriyi hem parametrik hem de egrilik ¢izgisi kabul eden bilinen 6zel

yiizey ¢esitlerini de igeren gesitli ylizey aileleri 6rnekleri verildi.

Bu calismada elde edilen sonuglarin karsiliklart 3-boyutlu Minkowski uzayinda

ya da ytiksek boyutlu ¢esitli uzaylarda arastirilabilir.
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