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ÖZET 

 

ÖZEL EĞRĠLĠK ÇĠZGĠLĠ YÜZEY AĠLELERĠ ÜZERĠNE 

Hasret MURAT 

Ondokuz Mayıs Üniversitesi 
Lisansüstü Eğitim Enstitüsü 

Matematik Ana Bilim Dalı  

Yüksek Lisans, Mart/2021  

DanıĢman: Doç. Dr. Gülnur ġAFFAK ATALAY 

Bu çalıĢma beĢ bölümden oluĢmaktadır. Birinci bölümde tezin amacı ve daha önce 

yapılan çalıĢmalar anlatıldı. Ġkinci bölümde, 3-boyutlu Öklid uzayında temel tanım 

ve teoremlere yer verildi.  

 Üçüncü bölüm, tezin materyal ve yöntem kısmı olup bu bölümde,    Öklid 

uzayında Frenet çatısı ile verilen birim hızlı eğrinin parametrik yüzey üzerinde hem 

parametrik hem de eğrilik çizgisi olması için gerekli ve yeterli Ģartlar ifade edildi. 

 Dördüncü bölüm, tezin orijinal kısmını oluĢturmaktadır. Bu bölümün birinci 

kısmında,    Öklid uzayında Bishop çatısı ile verilen birim hızlı bir eğriden geçen   

ve bu eğriyi hem parametre eğrisi hem de eğrilik çizgisi olarak kabul eden yüzeyler 

için gerekli ve yeterli koĢullar incelendi. Ġkinci kısmında    Öklid uzayında 

parametrik denklem ile verilmiĢ bir yüzey üzerinde Frenet çatısı ile verilen birim 

hızlı eğrinin Mannheim eğri çiftinin eğrilik çizgisi olması için gerekli ve yeterli 

Ģartlar verildi. Üçüncü kısmında    Öklid uzayında Bishop çatısı ile verilen birim 

hızlı eğrinin Mannheim-B eğri çiftinin parametrik denklemi ile verilen yüzey 

üzerinde hem parametre eğrisi hem de eğrilik çizgisi olması için gerekli ve yeterli 

Ģartlar ifade edildi. Dördüncü, beĢinci ve altıncı kısmında ise yüzeyin özel bir çeĢidi 

olan regle yüzey olması durumunda bahsi geçen eğrilerin eğrilik çizgisi olma Ģartı 

incelenerek bu regle yüzeyler içerisinden de açılabilir olanları incelendi. Ayrıca elde 

edilen bulgular kullanılarak çalıĢmayı destekleyen ve bilinen birkaç özel yüzey 

çeĢitlerini de içeren çeĢitli örnekler Mapple 12 programı kullanılarak verildi. 

 BeĢinci ve son bölümde ise çalıĢmada elde edilen sonuçlar tartıĢılarak 

yapılabilecek çalıĢmalar üzerinde duruldu.  

 

Anahtar Sözcükler: Açılabilir Regle yüzey, Bishop çatısı, Eğrilik çizgisi, 

Mannheim eğri, Mannheim-B eğri çifti, Öklid uzayı, Regle yüzey.  
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ABSTRACT 

 

ON SURFACES FAMILIES WITH SPECIAL CURVATURE  

Hasret MURAT 

Ondokuz Mayıs University 
Institute of Graduate Studies 

Department of Mathematics 

Master, March/2021  

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Gülnur ġAFFAK ATALAY 

 

This study consists of five chapters. In the first chapter, the aim of the thesis and the 

previous studies are presented. In the second chapter, the basic definitions and 

theorems in 3-dimensional Euclidean Space are given. 

The third chapter is the material and the method section of the thesis and in this 

chapter, necessary and sufficient conditions that are necessary for the unit speed 

curve given with the Frenet frame in E
3
 Euclidean space to be both parametric and 

line of curvature on a parametric surface is explained. 

The fourth chapter constitutes the original part of the thesis. In the first section of this 

chapter, the necessary and sufficient conditions for surfaces that pass through a unit 

speed curve given with Bishop frame in the E
3
 Euclidean space and that accept this 

curve as both a parameter curve and a line of curvature were examined. In the second 

part, necessary and sufficient conditions are given for the unit speed curve given with 

the Frenet frame on a surface given with the parametric equation in E
3
 Euclidean 

space to be the line of curvature of the Mannheim curve pair. In the third part, the 

necessary and sufficient conditions for unit speed curve given with Bishop frame in 

the E
3
 Euclidean space to be both parameter curve and line of curvature on the 

surface that is given with parametric equotion of Mannheim-B pair are explained. 

In the fourth and fifth part, in the event of surface of being a ruled surface which is a 

special type of surface, the conditions of mentioned surfaces of being line of 

curvature were examined and the developable ones among these ruled surfaces are 

examined. In addition, using the obtained findings, various examples including a few 

known specific surface types supporting the study were given using the Mapple 12 

program. 

In the fifth and last chapter, results that are obtained from the study are discussed and 

studies that can be done was emphasized. 

 

Keywords: Bishop frame, Developable ruled surface, Euclidean Space, Line of                                

curvature, Mannheim curve, Mannheim- B Curve Pair, Ruled Surface.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 



v 

 

 TEġEKKÜR 
 

Yüksek lisans eğitimim boyunca bana gerekli imkan ve kaynakları sağlayan, 

yardımını ve desteğini hiçbir zaman esirgemeyen, insani ve ahlaki değerleri ile de 

örnek edindiğim, öğrencisi olmaktan onur duyduğum, göstermiĢ olduğu hoĢgörü ve 

sabır sayesinde bilgi ve tecrübesinden her zaman yararlandığım, çok değerli hocam 

Sayın Doç. Dr. Gülnur ġAFFAK ATALAY’ a en derin saygı ve teĢekkürlerimi 

sunmayı bir borç bilirim. 

 Hayatım boyunca maddi ve manevi desteğini esirgemeyen, bu tez çalıĢmasında 

da bana destek olan canım anneme emeklerinden dolayı müteĢekkirim. 

 Bütün öğrenim hayatımda bana olan güvenini hiçbir zaman eksiltmeyen, 

çalıĢmalarımda her zaman bana yardımcı olan canım eĢime sonsuz teĢekkürler. 

 

 

        Hasret MURAT 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



vi 

 

ĠÇĠNDEKĠLER 

1.GĠRĠġ ………………………………………………………….…………….…….1 

  1.1. Tezin Amacı …………………………………………………………...…….…1 

  1.2. Literatür Özeti ………………...……………………….…….……..………......1 

2. GENEL BĠLGĠLER ………..…………………………………………………….5 

  2.1. 3-Boyutlu Öklid Uzayında Temel Kavramlar ….……….……………..….……5 

3. MATERYAL VE YÖNTEM …………………………………………………...14 

4. BULGULAR …………………………………...….……………….…………....16 

  4.1. Ortak Eğrilik Çizgili Yüzey Aileleri ..………………….………..……………16 

  4.2. Ortak Mannheim Eğrilik Çizgili Yüzey Aileleri ....……………..…..….…….25 

  4.3. Ortak Mannheim-B Eğrilik Çizgili Yüzey Aileleri ………..………………....28 

  4.4. Ortak Eğrilik Çizgili Regle Yüzeyler ………………...…………….……...…33 

  4.5. Ortak Mannheim  Eğrilik Çizgili Regle Yüzeyler ……….……….…..............36 

  4.6. Ortak Mannheim-B Eğrilik Çizgili Regle Yüzeyler ……………………….…39 

5. SONUÇ VE ÖNERĠLER ...………………………….………….......…………..42 

KAYNAKLAR ...……………………………………………...….………...………43 

ÖZGEÇMĠġ ...…………………...……………………….………............................45 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

vii 

                                                        

ġEKĠLLER DĠZĠNĠ 

ġekil 2.1.  Yüzey üstüne sarılı DNA kesiti……………………………………………………..………2 

ġekil 2.2.  Eğrilik çizgileriyle Michelengelo’nun David adlı eseri………………….............…………3 

ġekil 2.3.  Eğrilik çizgileriyle kubbe benzeri Ģekil ağı……………………………………..…………..3 

ġekil 2.4.  KumaĢların bilgisayarla oluĢturulmuĢ bazı 3 boyutlu katı örnekleri…………...………….4 

ġekil 2.5.  Çevre eğrisi ile bir ayakkabı yüzey modeli……..…………………….…………………....5 

ġekil 2.6.  Parametreleri ile birlikte nominal isogeodezik yüzey………..…………………......………5 

ġekil 3.1. Ortak Mannheim eğrileri…………………………………………....................................….9 

ġekil 3.2. Ortak Mannheim-B eğrileri…………..………………………...………..………...….....…10 

ġekil 4.1.  Ortak eğrilik çizgili tek kanatlı hiperboloid ve   (  v) yüzeyi.............................................18 

ġekil 4.2.  Ortak eğrilik çizgili tek kanatlı hiperboloid ve   (  v) yüzeyi …………………………....19 

ġekil 4.3.  Ortak eğrilik çizgili tek kanatlı hiperboloid ve   (  v) yüzeyi …………………………....20 

ġekil 4.4.  Ortak eğrilik çizgili tek kanatlı hiperboloid ve   (  v) yüzeyi ……………..……..……....21 

ġekil 4.5.  Ortak eğrilik çizgili tor ve   (  v) yüzeyi………………………………….…...............…22 

ġekil 4.6.  Ortak eğrilik çizgili tor ve   (  v) yüzeyi………………………………………….……...22 

ġekil 4.7.  Ortak eğrilik çizgili bir kanatlı helikoid ve möbiüs yüzeyi ……………………...………..23 

ġekil 4.8.  Ortak eğrilik çizgili helikoid  ve   (  v) yüzeyi……… ………...………………...............24 

ġekil 4.9.  Ortak eğrilik çizgili helikoid ve   (  v) yüzeyi……….. ………………………..………...25 

ġekil 4.10. Ortak Mannheim eğrilik çizgili yüzey ailesinin bir üyesi..……..…………….………...…28 

ġekil 4.11. Ortak Mannheim-B eğrilik çizgili yüzey ailesinin bir üyesi……….…………...………...32 

ġekil 4.12.  Ortak Mannheim-B eğrilik çizgili yüzey ailesinin bir baĢka üyesi……………………….33 

ġekil 4.13. Ortak eğrilik çizgili açılabilir regle yüzey ailesinin bir üyesi....….…………………..…...35 

ġekil 4.14.  Ortak eğrilik çizgili açılabilir olmayan regle yüzey ailesinin bir  üyesi…………….……36                     

ġekil 4.15.  Ortak Mannheim eğrilik çizgili regle yüzey ailesinin bir üyesi ………………….……....38 

ġekil 4.16.  Ortak Mannheim eğrilik çizgili açılabilir regle yüzey ailesinin bir üyesi……………..….38 

ġekil 4.17.  Ortak Mannheim-B eğrilik çizgili regle yüzey ailesinin bir üyesi …………………….…40 

ġekil 4.18. Ortak Mannheim-B eğrilik çizgili açılabilir regle yüzey ailesinin bir üyesi…………...….41



 

vii 

                                                        

        1. GĠRĠġ  

 1.1. Tezin Amacı 

 Bu tez çalıĢmasında 3-boyutlu Öklid uzayında Bishop çatısı ile verilen birim 

hızlı eğrinin, Frenet çatısı ile verilen birim hızlı eğrinin Mannheim eğri çiftinin ve  

Bishop çatısı ile verilen birim hızlı eğrinin Mannheim-B eğri çiftinin bir yüzey 

üzerinde eğrilik çizgisi olması için gerekli ve yeterli koĢulların elde edilmesi 

amaçlanmaktadır.  

 Bu amaç doğrultusunda ilk olarak, 3-boyutlu Öklid uzayında Bishop çatısı ile 

verilen birim hızlı eğrinin parametrik denklemi ile verilen yüzey üzerinde hem 

parametrik hem de eğrilik çizgisi olması için gerekli ve yeterli Ģartlar elde 

edilecektir. Daha sonra Frenet çatına göre verilen eğrinin Mannheim eğri çiftinin ve 

Bishop çatısına göre verilen eğrinin Mannheim-B eğri çiftinin hem parametrik hem 

de eğrilik çizgisi olma koĢulu araĢtırılacaktır. Ayrıca yüzeyin özel bir çeĢidi olan 

regle yüzey olması durumunda da bahsi geçen eğriler için eğrilik çizgisi olma Ģartları 

incelenerek bu yüzeyler içerisinden de açılabilir olma koĢulu verilecektir. 

1.2. Literatür Özeti  

 Üç boyutlu Öklid uzayında    sınıfından bir eğri verildiğinde bu eğrinin her 

noktasında Frenet çatısı adı verilen bir ortonormal vektör sistemi kurulabilir.  Frenet 

çatısı eğriyi karakterize eden eğrinin eğrilik ve burulma fonksiyonlarını 

tanımlamaktadır. Fakat eğrinin ikinci türevinin sıfır olduğu noktalarda Frenet 

çatısının kurulamaması bu çatının dezavantajıdır. Bunun üzerine Bishop 1975 yılında 

alternatif paralel çatı olarak adlandırdığımız Bishop çatısını tanımlamıĢtır. Bishop’un 

çalıĢmasına göre bu çatının kurulabilmesi için eğrinin     sınıfından olması yeterlidir 

(Bishop,1975). Bu ise eğrinin Frenet çatısının kurulamadığı noktalarda da eğri 

boyunca Bishop çatısının kurulabileceğini göstermektedir. Bu çatı ile tanımlanan bir 

eğri yardımıyla DNA sarmalı hakkında hesaplamalar yapmak bile mümkün hale 

gelmiĢtir (Clauvelin vd, 2012). Ayrıca bilgisayar animasyonlarında sanal kameraların 

kontrolü için yeni bir kontrol yolu sağlanmıĢtır (Han, 2008). 
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ġekil 2.1. Yüzey üstüne sarılı DNA kesiti (Yılmaz vd,2005). 

Eğriler kavramı diferensiyel geometrinin temel konularından biridir. Ġki uzay 

eğrisinin Frenet çatılarının vektörleri arasındaki lineer bağımlılık göz önüne alınarak 

yapılan çalıĢmalar diferensiyel geometride dikkat çeken konulardan biridir. Bu 

özellikteki eğri çiftlerinden iyi bilinen iki örneği evolüt-involüt eğriler ve Bertrand 

eğrileridir. Daha sonra yeni bir bağlantılı eğri çifti olan Mannheim eğrileri 

tanıtılmıĢtır. Bu eğri ile ilgili ilk çalıĢmalar 1878 yılında yapılmaya baĢlansa da 

teorik olarak Mannheim eğrileri 1966 yılında Blum tarafından ortaya konulmuĢtur 

(Blum, 1966). Daha sonra bir eğrinin Öklid uzayında Mannheim eğrisi olması için 

gerekli ve yeterli koĢullar 2008 yılında Liu ve Wang tarafından verilmiĢtir (Liu ve 

Wang, 2008). Mannheim eğriler ile ilgili Öklid ve Minkowski uzayında bu güne 

kadar birçok çalıĢma yapılmıĢtır (Matsuda ve Yorozu, 2009; Orbay ve Kasap, 2009). 

2017 yılında da Masal ve Azak     üç boyutlu Öklid uzayında yeni bir eğri çifti olan 

Mannheim-B eğrisini tanımlayarak, Mannheim B-eğri çiftlerinin Frenet ve Bishop 

vektörleri ve eğrilikleri arasındaki iliĢkiyi incelemiĢlerdir (Masal ve Azak, 2017).  

 Bir eğrilik çizgisi, bir yüzeydeki önemli karakteristik eğrilerden biridir. Asli 

yöndeki değiĢiklikleri göstermek için yüzey analizinde faydalı bir araçtır. Eğrilik 

çizgisi; Geometrik Tasarım, ġekil Tanıma, Yüzeylerin Poligonizasyonu ve Yüzey 

ĠĢleme’de yaygın olarak kullanılan yüzeylerin analizini yönlendirir (Aliez vd,2003; 

Maekawa vd,1996; Patrikalakis vd,2002).  
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ġekil 2.2. Eğrilik çizgileriyle Michelangelo’nun David’i adlı eseri(Aliez vd,2003; Maekawa vd,1996; 

Patrikalakis vd,2002).  

     

ġekil 2.3. Eğrilik çizgileriyle kubbe benzeri Ģekil ağı (Aliez vd,2003; Maekawa vd,1996; Patrikalakis 

vd,2002).              

Parametrik yüzeylerin eğrilik çizgisi, Diferansiyel Geometride uzun zamandır devam 

eden bir araĢtırma odağı olmuĢtur (Do Carmo,1976; Willmare,1956). Yüzeyin asli 

eğrilik çizgileri ile ilgili pek çok yayınlar vardır. Martin, sistematik olarak asli 

yamalar olarak adlandırılan eğrilik çizgileri ile sınırlandırılmıĢ yüzey yamalarını 

araĢtırdı. Martin, bu tür yamaların varlığının yama sınır eğrileri boyunca belirli 

konum eĢleĢtirme ve çatı eĢleĢtirme koĢullarına bağlı olduğunu göstermiĢtir (Martin, 

1983). Alaurdas ve diğ. (1990) bir B-spline yüzeyi üzerine eğri çizgiler ağı inĢa 

etmek için bir yöntem sağlamıĢtır. Maekawa ve diğ.(1996) Ģekil sorgulama için 

serbest biçimli parametrik yüzeylerin genel özelliklerini çıkartmak için bir yöntem 

tarif etmiĢlerdir. Umbiliklerin genel özelliğini ve parametrik bir serbest biçimli 

yüzeyde bir umbilikten geçen eğrilik çizgilerinin davranıĢını araĢtırdılar. Che ve Paul 

(2007), eğrilik çizgilerini ve onların kapalı yüzeylerde tanımlanan diferansiyel 
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geometrilerini hesaplamak ve analiz etmek için bir metot geliĢtirdiler.  Ayrıca 

umbilik olmayan noktalar ve kapalı bir yüzeydeki umbilik noktalar için yeni bir 

kriter sunmuĢtur. Zhang ve arkadaĢları (2009) kapalı bir yüzey üzerinde tanımlanan 

eğrilik çizgilerini hesaplamak ve görselleĢtirmek için bir Ģema ortaya koydular. 

Eğrilik çizgileri levha metallere dayalı üretimde oldukça önemlidir (Munchmeyer, 

1987). Bir levha silindirden geçirilerek eğilmek istendiğinde silindirin içine belli bir 

yönde sokulur ve silindirler belli bir eğriliğe göre ayarlanır. Kalogerakis ve 

arkadaĢları (2009) eğrilik çizgilerini küme noktalardan çıkarmak için sağlam bir 

sistem ortaya koydular. Onların yaklaĢımı, sınırlı veya sınırsız rastgele türlerin 

yüzeylerine uygulanabilmektedir ve yüzeyin keskin özelliklerini korurken uç 

değerlere ve parazitlere karĢı dirençlidir. Bu yaklaĢımın çeĢitli miktarlardaki parazit 

ve uç değere sahip sentetik ve gerçek veri tabanları üzerinde etkili olabileceğini 

gösterdiler. Eğrilik bilgilerinin ayrıĢtırılması, CAD (Bilgisayar Destekli Geometrik 

Tasarım), Bilgisayar Görüntüleme ve Grafik için küme noktalarının analizi, 

tanımlanması ve sınıflandırılması gibi birçok uygulamaya fayda sağlayabilir. Nokta 

bulutu Ģekil analizi, tanıma ve bölümlendirme için birçok uygulamaya yarar 

sağlayabilir. 

                        

ġekil 2.4. KumaĢların bilgisayarla oluĢturulmuĢ bazı 3 boyutlu katı görüntüleri (Göktepe,2001). 

 Verilen bir eğriden geçen ve bu eğriyi özel bir eğri kabul eden yüzey ailesinin 

bulunma problemi ilk olarak 2004 yılında Wang ve arkadaĢları tarafından ele 

alınmıĢtır. Yapılan çalıĢmada verilen bir eğrinin bir yüzey üzerinde geodezik olması 

için gerekli ve yeterli koĢullar verilerek ortak geodezik eğrili yüzey ailesi 
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tanıtılmıĢtır. Bu çalıĢma sonucunda da elde edilen verilerin günlük hayatta ayakkabı 

ve elbise tasarımında kullanılabileceklerini ifade etmiĢlerdir (Wang vd, 2004). 

 

ġekil 2.5. Çevre eğrisi ile bir ayakkabı yüzey modeli (Wang vd, 2004). 

 

 

 

 

ġekil 2.6. Parametreleri ile birlikte nominal isogeodezik yüzey (Wang vd, 2004). 

  Daha sonra 2011 yılında Li ve arkadaĢları ise verilen bir eğrinin yüzey 

üzerinde eğrilik çizgisi olması için gerekli ve yeterli koşulları vererek ortak eğrilik 

çizgili yüzey ailesini tanımlamıĢlardır. 2012 yılında ise Bayram ve arkadaĢları ortak 

asimptotik eğriye sahip yüzey ailesi bulunması problemini incelemiĢler (Bayram vd, 

2012). Son zamanlarda ise Frenet ve Bishop çatısına göre özel eğri çeĢitlerini içeren 

yüzey ailesinin bulunması problemi incelenmiĢtir (Atalay ve Kasap, 2016-2017; 

Atalay, 2018; Ayvacı, 2019; Ayvacı ve Atalay, 2020). 
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2. GENEL BĠLGĠLER 

2.1.  3-Boyutlu Öklid Uzayında Temel Kavramlar 

Tanım 2.1.1: IR reel sayılar cismini göstermek üzere 

   ={(  ,     )|    IR, i=1,2,…,n} 

eĢitliğiyle belirli 
n

 kümesinde; 

Toplama iĢlemi: (          )     için 

(          )+ (          )  (                   ) 

eĢitliği ile tanımlanır. 

Skalerle çarpma iĢlemi, λ  IR ve (          )     için 

 (          )    (             ) 

eĢitliği ile tanımlanır. Bu iĢlemlere göre    kümesi IR cismi üzerinde bir vektör 

uzayı olur. 

   vektör uzayında     (         ) ve q=(          ) olmak üzere 

〈   〉  ∑     

 

   
 

eĢitliği ile tanımlanan 

                                                     〈 〉:         

                                                           (   )  〈   〉 

fonksiyonu    uzayında bir iç çarpım uzayıdır. Bu iç çarpıma    uzayında doğal iç 

çarpım veya Öklid iç çarpımı denir. 

p    olmak üzere 

‖ ‖  √〈   〉 

diyelim 

‖ ‖:      

  ‖ ‖ 

fonksiyonu    uzayında bir normdur. Buna göre    vektör uzayı, normlu vektör 

uzayıdır. 

 (   )   ‖   ‖ 

Ģeklinde tanımlanan 

           

fonksiyonu    uzayında bir metriktir. Dolayısıyla    bir metrik uzayıdır. Bu 

metrikle birlikte    uzayına Öklid uzayı denir. Bu uzay    ile gösterilir 

(Sabuncuoğlu,2001). 
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Tanım 2.1.2:     te tanımlı, reel değerli bir f fonksiyonunun her mertebeden kısmi 

türevleri var ve sürekli ise bu fonksiyona diferansiyellenebilirdir veya C

sınıfındandır denir (O’neill, 1966).  

Tanım 2.1.3: Ι ⊆   bir açık aralık olmak üzere; α : Ι →    diferansiyellenebilir 

fonksiyonuna 3-boyutlu Öklid uzayında bir eğri denir (O’neill, 1966).  

Tanım 2.1.4: α : Ι ⊆  :→    fonksiyonunun Öklidyen koordinat fonksiyonları 

         olmak üzere; α ′ ( t ) =.
   ( )

  
 
   ( )

  
 
   ( )

  
/ tanjant vektörüne α eğrisinin 

t Ι parametre değiĢimine karĢılık gelen α( t) noktasındaki hız vektörü denir  (O’neill, 

1966). 

Tanım 2.1.5: α : Ι ⊆    :→    eğrisi verilsin. 

                                      

                                      ( )  ‖  ( )‖  .  (
   ( )

  
)  (

   ( )

  
)  (

   ( )

  
) /

 
 
|
 

 

reel değerli fonksiyonuna α eğrisinin α(t) noktasındaki hızı denir  (O’neill, 1966). 

Tanım 2.1.6: α : Ι ⊆   →    eğrisi verilsin. ∀s   Ι için  ‖  ( )‖    ise α eğrisine 

birim hızlı eğri, s Ι parametresine de yay parametresi denir  (O’neill, 1966). 

Tanım 2.1.7: ∀t   Ι için α′( t ) ≠ 0 ise α : Ι ⊆ →   →    eğrisine regülerdir denir 

(O’neill, 1966). 

Tanım 2.1.8: α : Ι ⊆   →    birim hızlı bir eğri olsun T=    vektör alanına α 

eğrisinin birim teğet vektör alanı denir.        vektör alanına da α eğrisinin eğrilik 

vektör alanı denir (O’neill, 1966). 

Tanım 2.1.9: α : Ι ⊆   →    birim hızlı bir eğri olsun. ∀s  Ι için κ ( s) = ‖   ‖ 

Ģeklinde tanımlanan κ reel değerli fonksiyonuna α nın eğrilik fonksiyonu, κ (s ) 

değerine de α eğrisinin α( s) noktasındaki eğriliği denir  (O’neill, 1966). 

Tanım 2.1.10: α : Ι ⊆   →    birim hızlı bir eğri ve κ   ol u     
 

 
   vektör 

alanına α eğrisinin asli normal vektör alanı ve B = T × N vektör alanına da α 

eğrisinin binormal vektör alanı denir (O’neill, 1966). 

Tanım 2.1.11: α : Ι ⊆   →    birim hızlı bir eğri ve κ > 0 olsun. Bu takdirde α 

eğrisinin her noktasında T, N, B vektör alanları ikiĢer ikiĢer birbirine diktir ve α 

eğrisinde Frenet çatı alanları olarak adlandırılır (O’neill, 1966). 

Tanım 2.1.12: α : Ι⊆  →    birim hızlı bir eğri ve ∀s  Ι için α′′ ( s ) ≠ 0 olsun. ∀s 

 Ι için B′( s ) = - τ ( s)N( s ) olarak tanımlı τ reel değerli fonksiyonuna α eğrisinin 
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burulma fonksiyonu, herhangi bir s Ι için τ(s) değerine de α eğrisinin α(s) 

noktasındaki burulması denir (O’neill, 1966). 

Tanım 2.1.13: (Frenet Formülleri): α : Ι ⊆   →    birim hızlı eğrisi için Frenet 

formülleri; 

[
  

  

  
]  [

  κ  
  κ   
    

] [
 
 
 
] 

Ģeklindedir (O’neill, 1966). 

Tanım 2.1.14: α birim hızlı bir uzay eğrisi ve V, α eğrisi boyunca bir vektör alanı 

olsun. Eğer V, α eğrisi boyunca eğrinin teğeti T ( s ) = α′ ( s ) vektörüne dikse V ye 

normal vektör alanı denir. Eğer V nin türevi eğri boyunca teğet V'(s) / /T(s) ise V nin 

normal vektör alanına relatif paralel normal vektör alanı denir  (Hacısalihoğlu, 1993). 

Tanım 2.1.15: α : Ι →     birim hızlı bir eğri ve α eğrisi boyunca Gram-Schmidt 

yöntemi ile ortonormalleĢtirilmiĢ iki paralel normal vektör alanı       olsun. Bu 

durumda {T,     } çatısına α eğrisinin Bishop çatısı denir. Bu çatı için türev 

formülleri, 

[

  

  
 

  
 
]  [

  k  k 

 k    
 k   

] [
 
  

  

] 

Ģeklindedir. 

Burada k ve k , α eğrisinin Bishop eğrilikleri olarak adlandırılırlar ve 

κ (s )=√k 
 ( )  k 

 ( ) 

 (  
⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗ )     

olmak üzere 

{
  
 

  
  ( )  ar ta 

  

k 

 ( )  
   ( )

  
k   κ o  ( )

k  κ i  ( )

 

dır (Bishop,1975).  

Ayrıca Frenet ve Bishop vektörleri arasındaki iliĢki; 

[
 
 
 

]  [
   
         
          

] [
 
  

  

] 

Ģeklindedir (Bishop,1975).  
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Tanım 2.1.16: : I    ve   : I   diferensiyellenebilir iki eğri, eğrisinin 

snoktasındaki Frenet 3-ayaklısı T(s),N(s),B(s)ve    eğrisinin   s 

noktasındaki Frenet3-ayaklısı (  ( ),   ( ),   ( )olsun. eğrisinin asli 

normal vektörü ile     eğrisininbinormal vektörü lineer bağımlı ise, eğrisine 

Mannheim eğrisi ve    eğrisine Mannheimpartner eğrisi denir  Wang ve Liu,  

2007).  

 

ġekil 3.1.  Mannheim eğrileri 

Bu tanıma göre Mannheim eğrisinin denklemi; 

  (  )   ( )    ( ) 

veya 

 ( )    (  )     (  ) 

Ģeklindedir (Orbay ve Kasap, 2009). Bu eğrilerin Frenet çatıları arasında 

[
 
 
 

]  [
         

   
          

] [
  

  

  
] 

     
   

  
 

        
   

  
 

[
  

  

  
]  [

          
         
   

] [
 
 
 

] 

bağlantıları mevcuttur. Burada  (    )    dır (Orbay ve Kasap, 2009) 
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Teorem 2.1.17: (    ) Mannheim eğri çifti olsun. Bu eğriler arasındaki uzaklık 

sabittir (Orbay ve Kasap, 2009). 

Teorem 2.1.18:
3E de bir  eğrisi için  ( , )  Mannheim çifti olacak Ģekilde bir   

eğrisi vardır (Orbay ve Kasap, 2009). 

Teorem 2.1.19: (    ) Mannheim eğri çifti olsun.    eğrisinin burulması    ise 

   
 

  
 

dır (Orbay ve Kasap, 2009). 

Tanım 2.1.20:  ve   birim hızlı eğriler olmak üzere  ve  eğrilerinin yay 

uzunluğu parametreleri sırasıyla s ve s , Bishop elemanları  1 2 1 2, , , ,T N N k k  ve 

 1 2 1 2, , , ,T N N k k  olsun. Eğer  ve  eğrilerinin 1N  Bishop vektörü ile 
2N  Bishop 

vektörü lineer bağımlıysa   eğrisine,   eğrisinin Mannheim-B çifti ya da ( , ) 

eğri çiftine ise Mannheim-B çifti denir (Masal ve Azak, 2017). 

 

ġekil 3.2. Mannheim-B eğrileri 

( , ) Mannheim-B çiftinin tanjant vektörleri arasındaki açı   olsun. Mannheim-B 

çifti tanımından  1 2, ,T N N  ve  1 2, ,T N N Bishop çatıları arasındaki iliĢki matris 

formunda 

                                   

1 1

2 2

cos sin 0

0 0 1

sin cos 0

T T

N N

N N

 

 

   
   

    
        

                                  

Ģeklinde ifade edilir (Masal ve Azak, 2017). 



11 

 

Teorem 2.1.21: Mannheim-B eğri çiftinin karĢılıklı noktaları arasındaki uzaklık 

sabittir (Masal ve Azak, 2017). 

Teorem 2.1.22: ( , ) 
3E de Mannheim-B eğri çifti olsun.  ve  nin Bishop 

vektörleri arasındaki iliĢki 
1 2 2 1, ,T T N N N N       Ģeklindedir. Burada  

1, 0

1,




 


 

 
 

olup  ,  ve   nin tanjant vektörleri arasındaki açıdır (Masal ve Azak, 2017). 

Tanım 2.1.23: M,    uzayının bir alt cümlesi olsun. M nin her bir p noktası için, p 

nin    de bir A komĢuluğu ve    nin bir U açık alt kümesinden,    uzayına bir φ 

fonksiyonu aĢağıdaki iki önermeyi doğrulayacak biçimde bulunabiliyorsa, M ye     

uzayında bir yüzey denir (O’neill, 1966). 

1) φ :U →     fonksiyonu diferansiyellenebilir ve regüler bir fonksiyondur. 

2) φ ( U )= M ⋂ A ve φ : U  φ( U ) fonksiyonu bir homeomorfizmdir. 

Tanım 2.1.24:     ⊆       ile tanımlanan  ( ) ⊆   yüzeyi verilsin. Yüzey  

                               (u v)   (u v) 

üzerinde v  v   a it için  (u v )   (u) u  u   a it için;  (u  v)   (v) 

eğrilerine sırasıyla u-parametre eğrisi ve v-parametre eğrisi denir (O’neill, 1966). 

Tanım 2.1.25:   *  (          )|   ⊆       diferansiyellenebilir, 

                                                                                        (          )     a it, 

∀      |   + Ģeklinde tanımlı kümeye    de (n-1) boyutlu yüzey, hiperyüzey 

veya (n-1)-yüzey denir (Hacısalihoğlu, 1993). 

Tanım 2.1.26: M,    de hiperyüzey olsun, 

   ( )   ( )   ( ) 

(   )      

dönüĢümü,  

1)              g    

2)   (  )  (   )       

özelliklerini sağlıyorsa D’ye    de bir afin konneksiyon denir. 

Ayrıca  

3)         ,   - 

4)  ,     -                  

 Ģartlarını da sağlıyorsa D operatörüne     de bir Riemann konneksiyonu denir 

(Hacısalihoğlu, 1993). 
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Tanım 2.1.27:   (          )  M’nin birim normal vektör alanı;  ( ), M’nin 

vektör alanları uzayı;    , M’nin P noktasındaki tanjant uzayı ve D,    de bir 

Riemann konneksiyonu olmak üzere 

 ( )      ( ,  -    ,  -) 

veya bir P noktasındaki 

  (  )     
   (  ,  -     ,  -) 

değeri ile tanımlı S dönüĢümüne M nin Ģekil operatörü,    ye P noktasında Ģekil 

operatörü veya Weingarten dönüĢümü denir (Hacısalihoğlu, 1993). 

Tanım 2.1.28: V bir vektör uzayı olmak üzere  

      

             ( ) 

lineer  dönüĢümü verilsin  ( )         denklemini sağlayan λ   reel sayısına 

A lineer dönüĢümünün karakteristik değeri    ⃗  vektörüne λ’ya karĢılık gelen 

karakteristik vektör denir (Hacısalihoğlu, 1993). 

Tanım 2.1.29:     de bir hiperyüzey M ve M üzerinde bir eğri α olsun. α eğrisinin 

teğet vektör alanı  ⃗   ve hiperyüzeyin Ģekil operatörü S olmak üzere; eğer  ⃗  , α eğrisi 

boyunca S’nin karakteristik vektörlerine karĢılık geliyorsa α eğrisine M üzerinde 

eğrilik çizgisi denir (Hacısalihoğlu, 1993). 

Tanım 2.1.30: M bir yüzey olmak üzere α : Ι ⊆  R→ M diferansiyellenebilir 

fonksiyonuna M yüzeyi üzerinde bir eğri denir  (O’neill, 1966). 

Tanım 2.1.31:      yüzey ve α : Ι  → M regüler bir eğri olsun. Yüzeyin birim 

normal vektör alanı   olsun.   eğrisinin birim teğet vektör alanı   olmak üzere, 

  (   )    

eĢitliği ile tanımlanan   vektör alanını göz önüne alalım. Vektörel çarpımın 

özelliklerinden dolayı ∀    için * ( )  ( )  ( )+ cümlesi   ( ) 
  uzayının bir 

ortonormal tabanı olur. Bu tabana Darboux çatısı (eğri-yüzey çatısı) denir 

(Sabuncuoğlu, 2001). 

Tanım 2.1.32: α : Ι  → M birim hızlı bir eğri olsun. 

  ( )   〈  ( )  ( )〉 

eĢitliği ile belirli   ( ) sayısına (   ) eğri-yüzey ikilisinin  ( ) noktasındaki 

geodezik burulması denir (Sabuncuoğlu, 2001). 

Tanım 2.1.33:       bir yüzey ve α : Ι ⊆  R → M regüler birim hızlı bir eğri 

olsun. n, M yüzeyinin normal vektörü olmak üzere    eğrisinin geodezik burulması 
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    et (
  

  
   

  

  
) 

ile tanımlıdır (Biran, 1981).  

Teorem 2.1.34: α : Ι  → M eğrisinin bir eğrilik çizgisi olması için gerek ve yeter 

koĢul      olmasıdır (Sabuncuoğlu, 2001). 

Tanım 2.1.35: M      yüzeyi verilsin. ∀P M noktasında,    ün M de kalan bir 

doğrusu var ise M ye bir regle yüzey ve P M noktasından geçen ve M de kalan bu 

doğruya da regle yüzeyin doğrultmanı veya ana doğrusu denir. 

 Bir baĢka ifadeyle, bir regle yüzey; bir doğrunun bir eğriye dayanarak hareket 

etmesi sonucu meydana gelen yüzeydir. 

Bu regle yüzey ile gösterilirse, nin parametrik ifadesi, 

                            
   

3

, , ( ) ( )

I

s v s v s ve s



 

  

  
 

dir. Burada; e, regle yüzeyin doğrultmanı doğrultusundaki birim vektör 

                                            

   ( )  (  ( )   ( )   ( )) 

diferansiyellenebilir eğrisi de regle yüzeyin dayanak eğrisidir (Matsuda ve Yorozu, 

2009). 

Tanım 2.1.36:        de bir regle yüzey olsun. Eğer   nin komĢu iki doğrultmanı 

kesiĢiyorsa   ye açılabilirdir denir (Ravanı ve Ku, 1991). 

Teorem 2.1.37:      de açılabilir bir regle yüzey, e,    nin doğrultman vektörü ve α 

da dayanak eğrisi olsun. Bu takdirde 

 et (       )    

dır (Ravanı ve Ku, 1991). 
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 3. MATERYAL VE YÖNTEM 

 Bu bölümde Cai-Yun Li, Ren-Hong Wang, Chun-Gang Zhu (2011) tarafından 

yazılan Parametric Representation Of A Surface Pencil With A Common Line Of 

Curvature isimli makaleden faydalanılmıĢtır. 

Teorem 3.1: Bir yüzeydeki eğrinin bir eğrilik çizgisi olması için gerekli ve yeterli 

koĢul, eğri boyunca yüzey normallerinin açılabilir bir yüzey oluĢturmasıdır 

(Munchmeyer, 1987). 

            ( )      , üç boyutlu Öklid uzayında {T,N,B} Frenet çatısı ile 

verilen birim hızlı bir eğri olsun.  (   )  (   )  (   ) fonksiyonları    sınıfından 

fonksiyon olmak üzere r(s) eğrisinden geçen parametrik yüzeyler 

 (   )   ( )  , (   ) ( )   (   ) ( )   (   ) ( )-                                                                                                                                        

                                                                                                                                 (3.1) 

ile verilir. 

r(s) eğrisini hem parametre eğrisi hem de eğrilik çizgisi olarak kabul eden P(s,t) 

yüzeyi için gerekli ve yeterli koĢulları ifade etmek istiyoruz. 

 Ġlk olarak r(s) eğrisinin P(s,t) yüzeyi üzerinde parametrik bir eğri olması için 

gerekli ve yeterli koĢul  

                          (    )   (    )   (    )                                        (3.2) 

olacak Ģekilde      ,   -  bulunmasıdır.                                             

 r(s)’nin normal yüzeyi                                    

                              (  t)  r( )  t                                                                     (3.3) 

olmak üzere burada      o     i   ile tanımlıdır. 

 Teorem 3.1’e göre r(s),  P(s,t) yüzeyi üzerinde eğrilik çizgisidir ancak ve ancak 

Q(s,t) açılabilirdir ve    normal vektörü yüzeyin normal vektörü n(s,t)’ye paraleldir. 

          (  t) yüzeyinin açılabilir olması için det(r      
 
 )    olma koĢulu 

kullanılarak         elde edilir. 

 (  t)  yüzeyinin normal vektörü   

 (  t)    (  t)    (  t) 

ile tanımlı olup gerekli hesaplamalar yapılırsa  t  t  için 

                                (  t )     (  t )     (  t )     (  t )                     (3.4) 

elde edilir. Burada  

                                (  t )  
  (    )

  

  (    )

  
 

  (    )

  

  (    )
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                          (  t )   (  
  (    )

  
)

  (    )

  
 

  (    )

  

  (    )

  
                       (3.5) 

  (  t )  (  
 u(  t )

  
)
 v(  t )

 t
 

 v(  t )

  

 u(  t )

 t
 

dır. 

 Ayrıca    ( )   (  t ) olması Ģartı kullanılırsa  

                                              {

  (  t )    

  (  t )    ( ) o   

    (  t )    ( ) i  

                                           (3.6) 

elde edilir. Böylece aĢağıdaki teoremi ifade edebiliriz: 

Teorem 3.2:  r(s) eğrisinin P(s,t) yüzeyi üzerinde parametrik ve eğrilik çizgisi olması 

için gerekli ve yeterli koĢul  

                           {
 (    )   (    )   (    )    

     (    )      (    )   ( )          (    )    ( )    
   (3.7)                             

olmasıdır. Burada             , λ(s)   dır.  ( ) ve λ(s) fonksiyonlarına 

da kontrol fonksiyonları denir (Li vd, 2011). 
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 4. BULGULAR 

 4.1. Bishop Çatısına Göre Ortak Eğrilik Çizgili Yüzey Aileleri 

 α=α(s),         , üç boyutlu Öklid uzayında *       + Bishop çatısı ile 

verilen birim hızlı bir eğri olsun. f(s,  )  (   )  (   ) fonksiyonları    sınıfından 

fonksiyon olmak üzere α(s) eğrisinden geçen parametrik yüzeyler 

1 2P(s, v) [f (s, v) (s) g(s, v)N (s) h(s, v)N (s)](s) T     , 1 2 1 2,L s L T v T           (4.1)   

 ile verilir. 

 α(s) eğrisini hem parametre eğrisi hem de eğrilik çizgisi olarak kabul eden 

P(s,v) yüzeyi için gerekli ve yeterli koĢulları bulmak istiyoruz. 

 α(s) eğrisinin *     + Frenet çatısı ile *       + Bishop çatısı arasındaki 

iliĢkinin kullanılmasıyla (4.1) yüzeyi  

   P(s, v) f (s, v) (s) g(s, v) h(s, v) g(s, v) h(s, v)(s) T cos sin N(s) sin cos B(s)            

                                                                                                                                
 (4.2)   

Ģeklinde elde edilir. 

 Ġlk olarak α(s) eğrisinin P(s,v) yüzeyi üzerinde parametrik bir eğri olması için 

gerekli ve yeterli koĢul  

             (      )   (    )   (      )                                         (4.3) 

olacak Ģekilde   v  ,     -  bulunmasıdır. 

P=P(s,v) yüzeyinin normali 

 (  v)        
ile tanımlı olup   

  (  v)  *  
  (  v)

  
 κ(g(  v) o    (  v)  i  )+  ( ) 

+0 (  v)κ  
  (   )

  
 o    i    g(  v)  

  (   )

  
 i    o     (  v)  

 (g(  v) i    (  v) o  )1  ( ) 

 * (g(  v) o    (  v) i  )  
 g(  v)

  
 i    o    g(  v)  

  (  v)

  
 o  

  i     (  v)+  ( ) 

ve  

 

 

  (  v)=.
  (   )

  
/  ( )  . o  

  (   )

  
  i  

  (   )

  
/ ( ) 

 (  i  
 g(  v)

 v
  o  

 (  v)

 v
) ( ) 

dır. Böylece gerekli hesaplamalar ve düzenlemeler yapılırsa  

v  v  için,  
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                   (  v )     (  v )     (  v )     (  v )                          (4.4) 

elde edilir. Burada 

                        

{
 

 
  (  v )    

  (  v )   i  
  (    )

  
  o  

  (    )

  
 

  (  v )   o  
  (    )

  
  i  

  (    )

  
 

                                 (4.5) 

dır. Böylece 

 (  v )  . i  
  (    )

  
  o  

  (    )

  
/  . o  

  (    )

  
  i  

  (    )

  
/B       (4.6)

                                                   

elde edilir. 

  ( ) eğrisinin normal yüzeyi 

                            (   )     ( )      

   ( )   (             ) 

olup  (  v) yüzeyinin açılabilir olması için det(         )    olma Ģartı 

kullanılırsa 

                                                                                                                     (4.7) 

elde edilir. Bishop eğrilikleri arasındaki iliĢkiden        olması kullanılırsa     

elde edilir. Bu ise α(s) eğrisinin düzlemsel olmasıdır.  

 Ayrıca Teorem 3.1 gereğince  0 1n / /ns,v  olması kullanılırsa 

  (  v )   i  
 g(  v )

 v
  o  

  (  v )

 v
    

                                (  v )   o  
  (    )

  
  i  

  (    )

  
                          (4.8)      

olup bu eĢitsizliklerden λ(s)   olmak üzere 

                                 {

  (    )

  
  ( ) i  

  (    )

  
   ( ) o  

                                                       (4.9) 

elde edilir. 

Böylece aĢağıdaki teoremi verebiliriz: 

Teorem 4.1.1: *       + Bishop çatısı ile verilen α=α( ) eğrisinin P=P(s, v) yüzeyi 

üzerinde hem parametrik hem de eğrilik çizgisi olması için gerekli ve yeterli Ģart 

                          

{
 
 

 
 
 (  v )  g(  v )    (  v )    

          ( )    
  (    )

  
  ( ) i   

  (    )

  
   ( ) o  

                                          (4.10)  

olmasıdır. 
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Örnek 4.1.1: α( )  ( o    i    ) birim hızlı çember eğrisini alalım.    ( ) 

eğrisinin Bishop çatısının 

  (  i    o   o) 

   (  o     i    ) 

   (     ) 

olduğu kolayca görülebilir. Ayrıca     dır. 

Çemberi üzerinde bulunduran tek kanatlı hiperboloid yüzeyi 

 (   )  (     
 

√ 
          

 

√ 
     

 

√ 
) 

olup çemberin bu yüzey üzerinde bir eğrilik çizgisi olduğu bilinmektedir. (     

olduğundan). Bu yüzeyin Ģekli           v    değerleri için ġekil 4.1 de 

mavi ile belirtilen Ģekildedir. 

a)Eğer 

 (  v)   (  v)    g(  v)  v 

  v      
 

 
 ve       olarak seçilirse (4.10) denklemindeki parametrik ve eğrilik 

çizgisi olması Ģartı sağlanmıĢ olur. Dolayısıyla Bishop çatısı ile verilen α( ) eğrisi  

  (  v)  ( o   (  v)  i   (  v)  ) 
 

yüzeyi üzerinde de eğrilik çizgisidir. Bu yüzeyin Ģekli          v     

değerleri için ġekil 4.1 de yeĢil ile belirtilen Ģekildedir. 

Böylece ortak çember eğrili eğrilik çizgisine sahip tek kanatlı hiperboloid ile 

   yüzeyinin Ģekli ġekil 4.1 ile verilmektedir. 

 

ġekil 4.1. Ortak eğrilik çizgili tek kanatlı hiperboloid ve   (  v) yüzeyi 
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b)Eğer  

 (  v)  g(  v)     (  v)  v 

v        ve     olarak seçilirse (4.10) Ģartı sağlanmıĢ olur. Dolayısıyla 

Bishop çatısı ile verilen α( ) eğrisi   

  (  v)  ( o    i   v) 

yüzeyi üzerinde eğrilik çizgisidir. Bu yüzeyin Ģekli de           v    

değerleri için ġekil 4.2 de yeĢil ile belirtilen Ģekildedir. 

 

ġekil 4.2. Ortak eğrilik çizgili tek kanatlı hiperboloid ve   (  v) yüzeyi 

c) Eğer 

 (  v)   0 

g(  v)  
 

√ 
      

 (  v)   
 

√ 
      

 v        ve   
 

√ 
 olarak seçilirse (4.10) Ģartı sağlanmıĢ olur. Dolayısıyla 

Bishop çatısı ile verilen α( ) eğrisi  

  (  v)  ( o  (  
 

√ 
     )  i  (  

 

√ 
     ) 

 

√ 
     )) 

yüzeyi üzerinde eğrilik çizgisidir. Bu yüzeyin Ģekli           v    alınarak 

ġekil 4.3 de yeĢil ile belirtilen Ģekildedir. 
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ġekil 4.3. Ortak eğrilik çizgili tek kanatlı hiperboloid ve   (  v) yüzeyi 

d) Eğer 

 (  v)   0 

g(  v)   
 

√ 
  

 (  v)  
 

√ 
  

    
  

 
   

 

√ 
 ve v    olarak seçilirse (4.10) Ģartı sağlanmıĢ olur. Dolayısıyla  

Bishop çatısı ile verilen α( ) eğrisi  

  (  v)  ( o  (  
 

√ 
 )  i  (  

 

√ 
 ) 

 

√ 
 )) 

yüzeyi üzerinde eğrilik çizgisidir. Bu yüzeyin Ģekli           v    

değerleri için ġekil 4.4 da yeĢil ile verilmektedir. 
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ġekil 4.4. Ortak eğrilik çizgili tek kanatlı hiperboloid ve   (  v) yüzeyi 

Örnek 4.1.2: α( )  (   o      i  ) birim hızlı çember eğrisini alalım.   ( ) 

eğrisinin Bishop çatısının 

  (  i      o  ) 

   (  o       i  ) 

   (      ) 

olduğu kolayca görülebilir. Ayrıca     dır. 

Çemberi üzerinde bulunduran tor yüzeyi 

 (  v)  ((   o  )     (      )         ) 

dır.      olduğundan çember eğrisinin bu yüzey üzerinde eğrilik çizgisi olduğu 

bilinmektedir. Bu tor yüzeyinin Ģekli          v     değerleri için ġekil 

4.5 de yeĢil ile belirtilen Ģekildir. 

a)Eğer  

 (  v)  g(  v)     (  v)   v 

v        ve      olarak seçilirse (4.10) Ģartı sağlanmıĢ olur. Dolayısıyla 

Bishop çatısı ile verilen α( ) eğrisi  

  (  v)  (   o   v  i  ) 

yüzeyi üzerinde de eğrilik çizgisidir. Bu yüzeyin Ģekli            v     

değerleri için ġekil 4.5 de mavi ile verilmektedir. 
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ġekil 4.5. Ortak eğrilik çizgili tor ve   (  v) yüzeyi 

b)Eğer 

 (  v)    g(  v)  v i    (  v)   v o   

          ve v    olarak seçilirse (4.10) Ģartı sağlanmıĢ olur. Dolayısıyla 

Bishop çatısı ile verilen α( ) eğrisi  

  (  v)  (  ( o  (  v i  ) v o    i  (  v i  )) 

yüzeyi üzerinde de eğrilik çizgisidir. Burada            v     değerleri 

için bu yüzey ġekil 4.6 de mavi ile verilmektedir. 

 

ġekil 4.6.  Ortak eğrilik çizgili tor ve   (  v) yüzeyi 
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Örnek 4.1.3: α( )  (  o  (
 

 
)  i  (

 

 
)  ) birim hızlı çember eğrisini alalım. Bu 

eğrinin Bishop çatısının 

  (  i  (
 

 
)  o  (

 

 
)  ) 

   (  o  (
 

 
)   i  (

 

 
)  ) 

   (     ) 

olduğu kolayca görülebilir. Ayrıca     dır.  

Çemberi üzerinde bulunduran bir kanatlı helikoid yüzeyi 

 (   )  (  o .
 

 
/  

 

√ 
    .

 

 
/    i .

 

 
/  

 

√ 
    (

 

 
) 

 

√ 
 ) 

olup çember bu yüzey üzerinde eğrilik çizgisidir.(     olduğundan). Bu yüzeyin 

Ģekli       v     değerleri için ġekil 4.9 daki gibidir.(YeĢil) 

a)Eğer 

 (  v)    g(  v)  v i (
 

 
)  (  v)   v o (

 

 
) 

         ve v    olarak seçilirse (4.10) Ģartı sağlanmıĢ olur. Dolayısıyla 

Bishop çatısı ile verilen α( ) eğrisi  

  (  v)  (  o  (
 

 
)      (

 

 
) o  (

 

 
)   i  (

 

 
)      (

 

 
) i  (

 

 
)     (

 

 
)) 

yüzeyi üzerinde eğrilik çizgisidir. Bu yüzey özel bir yüzey olan möbiüs yüzeyi olup 

Ģekli          
 

 
 v  

 

 
 değerleri için ġekil 4.7 ile verilmektedir.(Mavi) 

 

ġekil 4.7. Ortak eğrilik çizgili bir kanatlı helikoid ve möbiüs yüzeyi 

b)Eğer 

 (  v)   g(  v)      (  v)   v 

         ve v    olarak seçilirse (4.10) Ģartı sağlanmıĢ olur. Dolayısıyla 

Bishop çatısı ile verilen α( ) eğrisi  
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  (  v)  (  o 
 

 
     

 

 
   ) 

yüzeyi üzerinde eğrilik çizgisidir.  

           v     değerleri için bu yüzeyin ve helikoid yüzeyinin Ģekli 

ġekil 4.8 ile verilmektedir. 

 

ġekil 4.8. Ortak eğrilik çizgili helikoid (yeĢil)  ve   (  v) yüzeyi 

c)Eğer 

 (  v)    (  v)     g(  v)   v 

   
 

 
       ve v    olarak seçilirse (4.10) Ģartı sağlanmıĢ olur. Dolayısıyla 

Bishop çatısı ile verilen α( ) eğrisi  

  (  v)  (  o 
 

 
     

 

 
     

 

 
     

 

 
  ) 

yüzeyi üzerinde eğrilik çizgisidir.  

           v     değerleri için bu yüzeyin ve helikoid yüzeyinin Ģekli 

ġekil 4.9 ile verilmektedir. 
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ġekil 4.9. Ortak eğrilik çizgili helikoid (YeĢil)  ve   (  v) yüzeyi 

 4.2. Ortak Mannheim Eğrilik Çizgili Yüzey Aileleri 

 α=α(s),         , üç boyutlu Öklid uzayında *     + Frenet çatısı ile 

verilen birim hızlı bir eğri olsun. α’nın Mannheim çifti olan   eğrisinin  (  v) 

yüzeyi üzerinde hem parametrik hem de eğrilik çizgisi olma Ģartını inceleyeceğiz. 

  eğrisinin Frenet çatısı {     } ve f(s,  )  (   )  (   ) fonksiyonları    

sınıfından fonksiyonlar olmak üzere   eğrisinden geçen parametrik yüzeyler 

__ __ __ ___

1 2 1 2P(s, v) [f (s, v) T(s) g(s, v) N(s) h(s, v) (s)], L s L , T v T(s) B              (4.11) 

ile verilir. 

 Ġlk olarak  ( ) eğrisinin P(s,v) yüzeyi üzerinde parametrik bir eğri olması için 

gerekli ve yeterli koĢul  

                              (    )   (    )   (    )                                             (4.12) 

olacak Ģekilde      ,     -  bulunmasıdır. 

P=P(s,v) yüzeyinin normali 

 (  v)        

ile tanımlı olup gerekli hesaplamalar ve düzenlemeler yapılırsa 

 (  v)  0
  (   )

  
(
  (   )

  
  ( ) (  v)   ( ) (   ))  

  (   )

  
(
  (   )

  
 

 ( ) (   ))1  ( )   

 0
  (   )

  
(
  (   )

  
  ( ) (   ))  

  (   )

  
(  

  (   )

  
  ( ) (   ))1 ( )       (4.13) 
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 0
  (   )

  
(  

  (   )

  
  ( ) (   ))  

  (   )

  
(
  (   )

  
  ( ) (   )   ( ) (   ))1 ( )                                                                                            

elde edilir. Burada      için 

  (  v )  
  (  v)

 v
(
 g(  v)

  
  ( ) (  v)   ( ) (   ))

 
 g(  v)

 v
(
  (  v)

  
  ( ) (   )) 

  (  v )  
  (  v)

 v
(
  (  v)

  
  ( ) (   ))

 
  (  v)

 v
(  

  (  v)

  
  ( ) (   )) 

  (  v )  
 g(  v)

 v
(  

  (  v)

  
  ( ) (   ))

 
  (  v)

 v
(
 g(  v)

  
  ( ) (  v)   ( ) (   )) 

olmak üzere 

                        (  v )    (  v )    (  v )    (  v )                        (4.14)      
dır. 

  ( ) eğrisinin normal yüzeyi 

                                    (  v) =  ( )      

                                           =  ( )  v( o     i   ) 

olup  (  v) yüzeyinin açılabilir olması için det(         )    olma Ģartı ve 

Mannheim eğri çiftlerinin eğrilik ve burulması arasındaki   
  

  
 eĢitliği kullanılarak 

gerekli hesaplamalar ve düzenlemeler yapılırsa 

                            ( )     ∫       
 

 
∫

 

 
                              (4.15) 

elde edilir. Burada λ Mannheim eğri çiftleri arası uzaklık olup sabittir.                                 

Ayrıca Teorem 3.1 gereğince  ⃗  (  v )      olması kullanılırsa, 

                               

{
 

 
  (  v )    

  (  v )   
  (    )

  
   

  (  v )  
  (    )

  
  

                                             (4.16) 

olup bu eĢitsizliklerden  (s)   olmak üzere  

                                {

  (    )

  
  ( ) i   

  (    )

  
   ( ) o  

                                                     (4.17) 

elde edilir. Böylece aĢağıdaki teoremi verebiliriz: 
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Teorem 4.2.1: *     + Frenet çatısı ile verilen  ( )’nın Mannheim eğri çifti olan 

 ( ) eğrisinin  (  v) yüzeyi üzerinde hem parametrik hem de eğrilik çizgisi olması 

için gerekli ve yeterli koĢul  

                           

{
 
 

 
 
 (  v )  g(  v )    (  v )    

   
 

 
∫

 

 
         ( )    

  (    )

  
  ( ) i   

  (    )

  
   ( ) o   

                                         (4.18) 

olmasıdır. 

Örnek 4.2.1:  
3 3 4

sin , cos ,
5 5 5

s s s s
 

  
 

birim hızlı eğrisini alalım. ( )s 

eğrisinin Frenet çatısının  

 

 

3 3 4
cos , sin ,

5 5 5

( ) sin , cos ,0

4 4 3
( ) cos , sin ,

5 5 5

T s s s

N s s s

B s s s

  
  
 


  


       

 

olduğu kolayca görülebilir. Ayrıca    
 

 
 ve    

 

 
 dir. 

 ( ) eğrisinin Mannheim eğri çifti olan  (s) eğrisi      için 

 ( )    ( )    ( ) 

                         
2 2 4

sin , cos ,
5 5 5

s s s
 
  
 

 

olup böylece bu eğrinin Frenet çatısı 

 

 

1 1 2
cos , sin ,

5 5 5

( ) sin , cos ,0

2 2 1
( ) cos , sin ,

5 5 5

T s s s

N s s s

B s s s







  
   
 


  


       



 

dir. 

 Eğer  

 (  v)      

 g(  v)  v i (
 

 
 )   

 (  v)   v o (
 

 
 )  

v       
 

 
      ( )       olarak seçilirse (4.18) denklemindeki parametrik ve 

eğrilik çizgisi olması Ģartı sağlanmıĢ olur. Dolayısıyla Frenet çatısı ile verilen α( ) 

eğrisinin Mannheim çifti olan  (s) eğrisi  
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 

 10 ( , )

2 3 2 3
sin cos( ) sin( )sin cos( )cos ,

5 4 45

2 3 2 3
cos cos( ) cos( )sin sin( )cos ,

5 4 45

4 3
cos( )cos

5 45

P s v

s s
s v s s s

s s
s v s s s

v s
s s

     
       

     
     
        
      
 

         

yüzeyi üzerinde eğrilik çizgisidir. Bu yüzeyin Ģekli        ve    v    

değerleri için ġekil 4.10 ile verilmektedir. 

 

ġekil 4.10. Ortak Mannheim eğrilik çizgili yüzey ailesinin bir üyesi 

 4.3. Ortak Mannheim-B Eğrilik Çizgili Yüzey Aileleri 

 α=α(s),  (  v) yüzeyi üzerinde *       + Bishop çatısı ile verilen birim hızlı 

bir eğri olsun. α nın Mannheim B-eğri çifti olan  ̅ eğrisinin P(s,v) yüzeyi üzerinde 

hem parametrik hem de eğrilik çizgisi olma Ģartını inceleyeceğiz. 

 ̅ eğrisinin Bishop çatısı { ̅  ̅   ̅ } olmak üzere  ̅, α nın Mannheim B-eğri çifti 

olduğundan  ̅(s)= α(s)+λ  ( ) dır.  

  eğrisinden geçen parametrik yüzeyler 

                (  v)   ̅( )  , (  v) ̅( )  g(  v) ̅ ( )   (  v) ̅ ( )-              (4.19) 

olup burada   ̅(s)= α(s)+λ  ( ) olması kullanılırsa           

            (  v)   ( )      , (  v) ̅( )  g(  v) ̅ ( )   (  v) ̅ ( )-       (4.20) 

elde edilir. Burada λ, Mannheim B-eğri çiftleri arasındaki uzaklık olup sıfırdan 

farklı bir sabittir. 

Teorem 2.1.22 den     için, 

   ̅     ̅                ̅  
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olması (4.20) denkleminde kullanılırsa 

             (  v)   ( )   (  v) ( )  (   (  v))  ( )   (   )  ( )        (4.21) 

elde edilir. 

ġimdi bu yüzey üzerinde   nın Mannheim-B eğri çiftinin parametrik ve eğrililk 

çizgisi olması için gerekli ve yeterli Ģartları bulalım: 

Ġlk olarak bu Mannheim-B eğri çiftinin parametrik olması gerektiğinden      için; 

                                   (    )   (    )     (    )                                 (4.22)             

olmalıdır. 

P=P(s,v) yüzeyinin normali 

 (  v)        

olduğundan, 

  (   )    
  

  
   (   )   

  

  
   ( (   )   )  

  
  

  
    (   )  

  

olup Bishop formülleri kullanılırsa; 

  (   )   (  
  

  
   ( (   )   )     (   ))    ( (   )   

  

  
)

   ( (   )   
  

  
) 

elde edilir. 

                                            (   )  
  

  
  

  

  
   

  

  
                                     

dır. Böylece  

 (   )  [
  

  
(  (   )   

  

  
)  

  

  
( (   )   

  

  
)]    

[
  

  
( (   )   

  

  
)  

  

  
(  

  

  
   ( (   )   )     (   ))]    

[
  

  
(  

  

  
   ( (   )   )     (   ))  

  

  
( (   )   

  

  
)]   

elde edilir.      için; 

                   (  v )     (  v )      (  v )      (  v )                     (4.23)                     

olup burada 
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0

0

1 0

2 0

v

3 0

v

(s, v ) 0,

g
(s, v ) ,

v

h
(s, v )

v




 



  


 
  



                                              (4.24)       

dır. Böylece 

 (  v )   
0v

g

v




   

0v

h

v




   

dır.  

Teorem 3.1 gereğince eğrilik çizgisi Ģartından  ̅ eğrisinin normal yüzeyi açılabilir ve 

0 1( , )n s v n  olmalıdır. 

 ̅ eğrisinin normal yüzeyi 

                                                     1( , )s v vn   

                                                                   
1 2 1

1 2

(cos sin )

( sin ) cos

N v N N

v N v N

   

   

   

   
 

ile tanımlı olup burada  ,   ̅   ile     arasındaki açıdır.  

 ( , )s v  normal yüzeyinin açılabilir olması için   et( ̅   ̅   ̅ 
 )    

olması kullanılarak gerekli hesaplamalar ve düzenlemeler yapılırsa 

  (     )    

elde edilir. Bu eĢitlikten      veya         olmalıdır. 

             

veya                                                                                                                       (4.25) 

          
 

  
 

elde edilir. Burada          ile tanımlı olup     ve        olduğundan 

     dır. 

   (  v )    ̅  olması kullanılırsa 

                                                  

0

0

v

v

g
(s)sin

v
, (s) 0

h
(s)cos

v


  


 

   
                            (4.26)

 

                    

elde edilir. 

O halde aĢağıdaki teoremi ifade edebiliriz: 
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Teorem 4.3.1: *        + Bishop çatısı ile verilen  ( ) eğrisinin Mannheim B-eğri 

çifti olan  ( ) eğrisinin  (  v) yüzeyi üzerinde hem parametrik hem de eğrilik 

çizgisi olması için gerekli ve yeterli koĢul  

                       

      

0

0

0 0 0

1

1

v

v

f (s, v ) g(s, v ) 0, h(s, v ) , sabit

1
sabit veya ,k 0

k

g
(s)sin

v

h
(s)cos , (s) 0

v

     

    


   





    
                       

(4.27) 

olmasıdır. 

 

Örnek 4.3.1: α( )  ( o    i    ) birim hızlı çember eğrisini alalım.    ( ) 

eğrisinin Bishop çatısını Örnek 4.1.1 de ifade etmiĢtik. 

          Bilindiği üzere çember eğrisi düzlemsel olup      ve     dir. Bishop 

eĢitliklerinden       olup           elde edilir. Dolayısıyla      alabiliriz. 

Yine Bishop eĢitliklerinden            ile tanımlı olup 1 1k  dir.  Ayrıca (4.27) 

denkleminden 
1

1
1

k
    dir. Böylece α eğrisinin Mannheim-B eğri çiftini üzerinde 

bulunduran yüzey 

   (  v)   ( )  (   (  v))  ( )   (  v) ( )   (  v)  ( ) 

olmak üzere 

a)Eğer  

 (  v)    

g(  v)    i v 

  (  v)     v i v 

v     ( )         
 

 
 olarak seçilirse (4.27) denklemindeki parametrik ve 

eğrilik çizgisi olması Ģartı sağlanmıĢ olur. Dolayısıyla ortak Mannheim-B eğrilik 

çizgili yüzey ailesinin bir üyesi 

 11( , ) cos (1 sin ),sin (1 sin ),sinP s v s v v s v v v    

Ģeklinde elde edilir. Bu yüzeyin Ģekli        ve   v    değerleri için ġekil 

4.11 ile verilmektedir. 



32 

 

 

 

ġekil 4.11. Ortak Mannheim-B eğrilik çizgili yüzey ailesinin bir üyesi 

b)Eğer  

 (  v)    

g(  v)  v o v 

  (  v)     v o v 

 v     ( )         
  

 
 olarak seçilirse (4.27) denklemindeki parametrik ve 

eğrilik çizgisi olması Ģartı sağlanmıĢ olur. Böylece ortak Mannheim-B eğrilik çizgili 

yüzey ailesinin bir baĢka üyesi 

 12 ( , ) cos (1 cos ),sin (1 cos ), cosP s v s v v s v v v v    

Ģeklinde elde edilir. Bu yüzeyin Ģekli          değerleri için ġekil 4.12 ile 

verilmektedir. 
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ġekil 4.12. Ortak Mannheim-B eğrilik çizgili yüzey ailesinin bir baĢka üyesi 

 4.4. Ortak Eğrilik Çizgili Regle Yüzeyler 

            ( ), P(s,v) yüzeyi üzerinde *       + Bishop çatısı ile verilen birim 

hızlı bir eğri olsun. ‖   ‖    olarak alalım.   dayanak eğrili P=P(s,v) regle yüzeyini 

alalım. Regle yüzeyin tanımı gereğince, 

                            (  v)   (  v )  (v  v ) ( )                                        (4.28)          

olacak Ģekilde R=R(s) vektörü vardır. (4.1) denklemi ve (4.3) Ģartının (4.28) 

eĢitliğinde kullanılmasıyla 

                      
   0 1 2(v v f (s, v) (s) g(s, v)N (s) h(s, v)N (s))R(s) T                        (4.29)                                                   

elde edilir. Buradan Bishop çatısı tanımından f(s,v), g(s,v), h(s,v) bilinmeyenleri 

                                 

0

0 1

0 2

f (s, v) (v v ) R,T

g(s, v) (v v ) R, N

h(s, v) (v v ) R, N

  


 


                                                      (4.30)

 

dır. 

 ġimdi P=P(s,v) regle yüzeyi üzerinde Bishop çatısı ile verilen   dayanak 

eğrisinin eğrilik çizgisi olması için gerekli ve yeterli Ģartları inceleyelim:   

(4.10) nolu eğrilik çizgisi Ģartının (4.30) de kullanılmasıyla  ( )    olmak üzere; 

  

                                            
0

0

0
1

v

0
2

v

g(s, v )
(s)sin R, N

v

h(s, v )
(s)cos R, N

v

 
     



      

 

                        (4.31)                                             

elde edilir. Böylece sapma fonksiyonları  
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0 0 0f (s, v) (v v )y(s), g(s, v) (v v ) (s)sin , h(s, v) (v v ) (s)cos            

olarak  eçilir e 

                    1 2( ) ( ) ( )sin ( )cos , ( ) 0R s y s T s N s N s                                 (4.32) 

olup burada y(s) reel değerli herhangi bir fonksiyon olmak üzere ortak eğrilik çizgili 

regle yüzeyler ailesi 

          (  v)   ( )  (v  v ),y( ) ( )   ( ) i    ( )   ( ) o    ( )-                             
                                                                                                                               (4.33) 

Ģeklinde elde edilir.  

ġimdi bu yüzey içerisinde açılabilir olanları inceleyelim:  

(4.33) nolu regle yüzeyin açılabilirlik Ģartı için    (       )    olması 

kullanılarak gerekli hesaplamalar ve düzenlemeler yapılırsa 

 (s) y(s) (s) (s) (s) 0      

olup bu eĢitlikte  ( )    olması kullanılırsa 

(s)
y(s) (s)

(s)


 

  
elde edilir. (4.10) nolu koĢuldan ( ) 0s  olacağından dolayı bu regle yüzeyin 

açılabilir olması için gerekli ve yeterli koĢul y(s) 0

 

olmalıdır.  

Böylece  

                                 1 2( ) ( )sin ( )cos , ( ) 0R s s N s N s                              (4.34) 

olup ortak eğrilik çizgili açılabilir regle yüzeyler ailesi, 

                           0 1 2( , ) ( ) ( ) ( )sin ( )cosP s v s v v s N s N                         (4.35) 

Ģeklindedir.    

                                      

Örnek 4.4.1: α( )  (
 

 
 o  ( )  

 

 
 o  ( )    i  ( )) birim hızlı eğrisini alalım. 

α=α( ) eğrisinin Bishop çatısının   

T=( 
 

 
 i   

 

 
 i     o  ) 

   (
 

 
 o    

 

 
 o   

 

 
 i  ) 

   (
 √ 

 
 o   

 √ 

  
 o   

√ 

 
 i  ) 

olduğu kolayca görülebilir. Ayrıca 0   dır.  

 (  v)    (  v)     g(  v)  v 

v      λ=1 ve   
 

 
  olarak seçilirse ortak eğrilik çizgili regle yüzey ailesinin bir 

üyesi 
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   (  v)  (
 

 
 o  (  i   v o  )  

 

 
 o  (  v)    i   v

 

 
 i  ) 

Ģeklinde elde edilir. Ayrıca aynı Ģartlar için y( )    olduğundan bu regle yüzey 

açılabilirdir. Bu yüzeyin Ģekli         ve      v     değerleri için aĢağıdaki 

gibidir: 

 

 

ġekil 4.13. Ortak eğrilik çizgili açılabilir regle yüzey ailesinin bir üyesi 

Eğer 

 (  v)  g(  v)  v  (  v)     

v      λ=1 ve   
 

 
  olarak seçilirse ortak eğrilik çizgili regle yüzey ailesinin bir 

baĢka üyesi 

   (  v)  (
 

 
 o   

 v

 
(   i    o  )  

 v

 
( i    o  )    i   v(  o  

 
 

 
 i  ) 

Ģeklinde elde edilir. Ayrıca aynı Ģartlar için y( )    olduğundan bu regle yüzey 

açılabilir değildir. Bu yüzeyin Ģekli         ve     v    değerleri için 

aĢağıdaki gibidir: 
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ġekil 4.14. Ortak eğrilik çizgili açılabilir olmayan regle yüzey ailesinin bir üyesi 

 4.5. Ortak Mannheim Eğrilik Çizgili Regle Yüzeyler 

    ( ), P(s,v) yüzeyi üzerinde *     + Frenet çatısı ile verilen birim hızlı 

bir eğri olsun. ‖   ‖    olarak alalım. α nın Mannheim çifti olan   dayanak eğrili 

P=P(s,v) regle yüzeyini alalım. Regle yüzeyin tanımı gereğince, 

                            (  v)   (  v )  (v  v ) ( )                                        (4.36)          

olacak Ģekilde R=R(s) vektörü vardır.  

   eğrisinin Frenet çatısı {     } olmak üzere (4.11) denklemi ve (4.12) 

Ģartının (4.36) da kullanılmasıyla  

           (v  v ) ( )   (   ) ( )   (   ) ( )   (   ) ( )                      (4.37) 

elde edilir. Buradan Frenet çatısı tanımından f(s,v), g(s,v), h(s,v) bilinmeyenleri 

 (  v)  (v  v )       

                                           g(  v)  (v  v )                                       (4.38) 

 (  v)  (v  v )       
dır. 

 ġimdi verilen P=P(s,v) regle yüzeyi üzerinde Frenet çatısı ile verilen  ( ) 

dayanak eğrisinin eğrilik çizgisi olması için gerekli ve yeterli Ģartları inceleyelim: 

(4.18) nolu eğrilik çizgisi Ģartının (4.38) de kullanılmasıyla  ( )    olmak üzere; 

 g(  v )

 v
  ( ) i         

                         
    (    )

  
   ( ) o                                      (4.39)  

elde edilir. Böylece  sapma fonksiyonları  

 (  v)  (v  v ) ( )  
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 g(  v)  (v  v ) ( ) i    
 (  v)   (v  v ) ( ) o    

olarak seçilirse  

           ( )   ( ) ( )   ( )     ( )   ( )     ( )          ( )           (4.40)                                                     

olup burada x(s) reel değerli herhangi bir fonksiyon olmak üzere ortak eğrilik çizgili 

regle yüzeyler ailesi 

       (  v)   ( )  (v  v )[ ( ) ( )   ( )     ( )   ( )     ( )]    (4.41)                                                                                                                                         

Ģeklinde elde edilir.  

ġimdi bu yüzey içerisinden açılabilir olanları inceleyelim:  

(4.41) nolu regle yüzeyin açılabilirlik Ģartı için    ( 
 
     )    olması 

kullanılarak gerekli hesaplamalar ve düzenlemeler yapılırsa 

  ( )(    )   ( ) ( )        

elde edilir. Burada       
  

  
  ,     ve  ( )    olması kullanılırsa 

 ( )    

elde edilir. O halde (4.41) regle yüzey ailesinin açılabilir olması için gerekli ve 

yeterli koĢul  ( )    olmasıdır.   

Böylece  

                  ( )   ( )     ( )   ( )     ( )          ( )                          (4.42) 

olup ortak eğrilik çizgili açılabilir regle yüzeyler ailesi, 

                 (  v)   ( )  (v  v )[ ( )     ( )   ( )     ( )]              (4.43) 

Ģeklindedir. 

 

Örnek 4.5.1:  
3 3 4

sin , cos ,
5 5 5

s s s s
 

  
 

 birim hızlı eğrisini alalım.  r ek       de 

bu eğrinin Mannheim çifti olan   eğrisini ve Frenet elemanlarını belirtmiĢtik. 

       x(s)=s, v       
 

 
      ( )    olarak seçilirse (4.41) Ģartı sağlanmıĢ olur.  

Böylece ortak Mannheim eğrilik çizgili regle yüzey ailesinin bir üyesini elde etmiĢ 

oluruz. Öyle ki: 

 

 15 ( , )

2 3 2 3
sin cos( ) sin( )sin cos( )cos ,

5 4 45 5

2 3 2 3
cos sin( ) cos( )sin sin( )cos ,

5 4 45 5

4 3
2 cos

5 45

P s v

s s s
s v s s s

s s s
s v s s s

v s
s s

     
         

     
     
         
      
 

        
     
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dir. Burada           v     olmak üzere bu yüzeyin Ģekli ġekil 4.15 

daki gibidir. 

 

ġekil 4.15.  Ortak Mannheim eğrilik çizgili regle yüzey ailesinin bir üyesi 

Eğer x(s)=0, v       
 

 
      ( )    olarak seçilirse (4.43) Ģartı sağlanmıĢ olur.  

Böylece ortak Mannheim eğrilik çizgili açılabilir regle yüzey ailesinin bir üyesi 

 

 16 ( , )

2 3 2 3
sin sin( )sin cos( )cos ,

5 4 45

2 3 2 3
cos cos( )sin sin( )cos ,

5 4 45

4 3
cos

5 45

P s v

s s
s v s s

s s
s v s s

v s
s

     
       

     
     
        
      
 

         

dir. Burada           v    olmak üzere bu yüzeyin Ģekli ġekil 4.16 deki 

gibidir. 

 

 

 

 

 

 

ġekil 4.16.  Ortak Mannheim eğrilik çizgili açılabilir regle yüzey ailesinin bir üyesi 
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 4.6. Ortak Mannheim-B Eğrilik Çizgili Regle Yüzeyler 

    ( ), P(s,v) yüzeyi üzerinde *       + Bishop çatısı ile verilen birim 

hızlı bir eğri olsun. ‖   ‖    olarak alalım. α nın Mannheim-B çifti olan   dayanak 

eğrili P=P(s,v) regle yüzeyini alalım. Regle yüzeyin tanımı gereğince, 

                            (  v)   (  v )  (v  v ) ( )                                        (4.44)          

olacak Ģekilde R=R(s) vektörü vardır.  

 (4.21) denklemi ve (4.22) Ģartının (4.44) de kullanılmasıyla  

           (v  v ) ( )   (  v) ( )  (   (  v))  ( )   (   )  ( )           (4.45) 

elde edilir. Buradan Bishop çatısı tanımından f(s,v), g(s,v), h(s,v) bilinmeyenleri 

 (  v)  (v  v )       

                                        g(  v)  (v  v )                                          (4.46) 

 (  v)  (v  v )          
dır. 

 ġimdi verilen P=P(s,v) regle yüzeyi üzerinde Bishop çatısı ile verilen α nın 

Mannheim-B çifti olan    dayanak eğrisinin eğrilik çizgisi olması için gerekli ve 

yeterli Ģartları inceleyelim: 

(4.26) nolu eğrilik çizgisi Ģartının (4.46) de kullanılmasıyla  ( )    olmak üzere; 

 g(  v )

 v
   ( ) i          

                         
    (    )

  
  ( ) o                                       (4.47)  

elde edilir. Böylece sapma fonksiyonları  

                                    

0

0

0

( , ) ( ) ( ),

( , ) ( ) ( )sin ,

( , ) ( ) ( )cos

f s v v v x s

g s v v v s

h s v v v s

 

  

 


  
   

                                       (4.48)
 

olarak seçilirse  

                    1 2( ) ( ) ( )cos ( )sin , ( ) 0,R s x s T s N s N s sabit             (4.49)                                                     

olup burada x(s) reel değerli herhangi bir fonksiyon olmak üzere ortak Mannheim-B  

eğrilik çizgili regle yüzeyler ailesi 

            (  v)   ( )  (v  v ) 0 1 2( ) ( )cos ( )sinx s T s N s N     1           (4.50)                                                                                                                                         

Ģeklinde elde edilir.  

ġimdi bu yüzey içerisinden açılabilir olanları inceleyelim:  

(4.49) nolu regle yüzeyin açılabilirlik Ģartı için    ( 
 
     )    olması 

kullanılarak gerekli hesaplamalar ve düzenlemeler yapılırsa 
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 ( ) ( )( 2k      1 sink  )    

elde edilir. Burada  1 2cos , sin , 0k k       ve  ( )    olması kullanılırsa 

                       ( )    veya  cos 0 2 ,
2

k k


    
 

       
 

          (4.51) 

elde edilir.  

 

Örnek 4.6.1:  r ek       de belirttiğimiz çember eğrisi örneğini ele alalım. 

       x(s)=s, v       
 

 
     ( )        olarak seçilirse (4.49) Ģartı sağlanmıĢ 

olur.  Böylece ortak Mannheim-B eğrilik çizgili regle yüzey ailesinin bir üyesi 

2 2

17 ( , )
2 2 2

cos (sin cos ),sin ( 1)sin cos , cos
2 2 2

P s v s v s s s v s s v s
 

      
 

 

Ģeklinde elde edilir. Burada           v     olmak üzere bu yüzeyin 

Ģekli ġekil 4.17 deki gibidir. 

 

ġekil 4.17.  Ortak Mannheim-B eğrilik çizgili regle yüzey ailesinin bir üyesi 

Eğer özel olarak x(s)=0 olarak seçilirse (4.51) Ģartı sağlanmıĢ olur.  Böylece ortak 

Mannheim-B eğrilik çizgili açılabilir regle yüzey ailesinin bir üyesi 

18 ( , )
2 2 2

cos 1 cos ,sin 1 cos , cos
2 2 2

P s v s v s s v s v s
    

          
    

 
dir. Burada           v    olmak üzere bu yüzeyin Ģekli ġekil 4.18 daki 

gibidir. 



41 

 

 

ġekil 4.18. Ortak Mannheim-B eğrilik çizgili açılabilir regle yüzey ailesinin bir üyesi 
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5. SONUÇ VE ÖNERĠLER 

 3-boyutlu Öklid uzayında Bishop çatısı ile verilen birim hızlı bir eğriden geçen   

ve bu eğriyi hem parametre eğrisi hem de eğrilik çizgisi olarak kabul eden yüzeyler 

için gerekli ve yeterli koĢullar elde edildi. Ardından 3-boyutlu Öklid uzayında 

parametrik denklem ile verilmiĢ bir yüzey üzerinde Frenet çatısı ile verilen birim 

hızlı eğrinin Mannheim eğri çiftinin ve Bishop çatısı ile verilen eğrinin Mannheim-B 

eğri çiftinin eğrilik çizgisi olması için gerekli ve yeterli Ģartlar elde edildi. Yüzeyin 

özel bir çeĢidi olan regle yüzey olması durumunda bahsi geçen eğrilerin eğrilik 

çizgisi olma Ģartı incelenerek bu regle yüzeyler içerisinden açılabilir olması için 

gerekli koĢul verildi. Ayrıca elde edilen bulgular kullanılarak verilen bir eğriden 

geçen ve bu eğriyi hem parametrik hem de eğrilik çizgisi kabul eden bilinen özel 

yüzey çeĢitlerini de içeren çeĢitli yüzey aileleri örnekleri verildi. 

 Bu çalıĢmada elde edilen sonuçların karĢılıkları 3-boyutlu Minkowski uzayında 

ya da yüksek boyutlu çeĢitli uzaylarda araĢtırılabilir.  
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