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OZET
BUYUK PROJEKTIF MODULLER

Maryam BARADARAN
Ondokuz May1s Universitesi
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Matematik Anabilim Dali

Yiksek Lisans, Temmuz/2021

Danisman: Dog. Dr. Celil NEBIYEV

Bu yiiksek lisans tezinde biyiik projektif modiil kavrami tanimlandi ve bu
kavramla ilgili birtakim 6zellikler incelendi. Bu c¢aligmada tiim modiiller birimli halka
tizerinde olup tiiniter modiillerdir. M bir R-modiil ve K, M’nin bir biiyiik alt modiilii
olmak tizere eger M/K biiyiik M-projektif ise K=M olur. M bir biiyiik projektif R-modiil
olsun. N bir R-modiil olmak iizere eger N’den M’ye ¢ekirdegi N’de biiyiik olan en az bir
R-modiil epimorfizmasi tanimlanabilirse bu durumda M=0 olur. M bir R-modiil olmak
tizere biiylik M-projektif modiillerin direkt toplaminin da biiylik M-projektif oldugu
gosterildi. Ayrica bliylik M-projektif bir modiiliin her direkt toplam teriminin de biiyiik
M-projektif oldugu gosterildi. M bir biiylik N-projektif R-modiil ve K, N’nin bir alt
modiilii olsun. Bu durumda M biiyiik N/K-projektif olur. M bir biiylik N-projektif R-
modiil ve K, N’nin bir biiytlik alt modiilii olsun. Bu durumda M biiyiik K-projektif olur.

M ve N iki R-modiil olsun. Bu durumda M modiiliiniin N’nin her kopyalarinin
direkt toplamina gore biiylik projektif olmasi i¢in gerek ve yeter sart her N-iiretilmis L
modiili i¢cin M nin biiyiik L-projektif olmasidir. M bir R-modiil olsun. Bu durumda her
R-modiiliin biiyiik M-projektif olmasi i¢in gerek ve yeter sart M nin yar1 basit olmasidir.
Her R-modiiliin biiyiik M-projektif olmasi i¢in gerek ve yeter sart M’nin temelinin M’ye
esit olmasidir. Yine her R-modiiliin biiyilk M-projektif olmasi i¢in gerek ve yeter sart
her R-modiiliin M-projektif (M-injektif) olmasidir. P bir R-modiil olsun. Eger P biiyiik
P-projektif ise P’ye bir kendi kendine biiyiik projektif R-modiil denir. Tezin sonunda P
kendi kendine biiyiik projektif modiil ve K, P’nin tamamen degismez bir alt modiilii
olmak tizere P/K’nin kendi kendine biiyiik projektif oldugu gosterildi.

Anahtar Sozciikler: Biiyiik alt modiil, tam dizi, projektif modiil, yar1 basit modiil.
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ABSTRACT
ESSENTIAL PROJECTIVE MODULES

Maryam BARADARAN
Ondokuz Mayis University
Institute of Graduate Studies

Department of Mathematics
Master’s degree, July/2021

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Celil NEBIYEV

In this thesis, essential projective modules are defined and some properties of
these modules are investigated. All rings have identities and all modules are unital
modules in this work. Let M be an R-module and K be an essential submodule of M. If
M/K is essential M-projective, then K=M. Let M be an essential projective R-module. If
it can be defined an R-module epimorphism from N to M with essential kernel for an R-
module N, then M=0. For an R-module M, it is proved that the direct sum of essential
M-projective modules is essential M-projective. It is also proved that every direct
summand of an essential M-projective module is essential M-projective. Let M be an
essential N-projective R-module and K be a submodule of N. Then M is essential N/K-
projective. Let M be an essential N-projective R-module and K be an essential
submodule of N. Then M is essential K-projective.

Let M and N be R-modules. Then M is essential projective according to every
direct sum of copies of N if and only if M is essential L-projective for every N-generated
module L. Let M be an R-module. Then every R-module is essential M-projective if and
only if M is semisimple. Every R-module is essential M-projective if and only if the
socle of M equal to M. Also every R-module is essential M-projective if and only if
every R-module is M-projective (M-injective). Let P be an R-module. If P is essential P-
projective, then P is called a self essential projective R-module. At the end of this thesis,
for a self essential projective R-module P and a fully invariant submodule K of P, it is
proved that P/K is self essential projective.

Keywords: Essential submodule, exact sequence, projective module, semisimple
module.
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1. GIRiS

Bu yiiksek lisans tez ¢aligmasinda biiylik projektif modiil kavrami ele alinmis ve
bu kavramla ilgili birtakim 6zellikler incelenmistir. Uzerinde calisilan tiim modiiller
birimli halka iizerinde olup {initer modiillerdir. Bu tez calismasinda Oncelikle modiil,
projektif modiil kavramlarinin tanimlar1 verilmis ve bu kavramlarla ilgili bazi temel
ozellikler incelenmistir. Ayrica bu kavramlarla ilgili calismamizda gerekli olacak
teoremler ispatlanmistir. Bu tez ¢alismasi giris, kuramsal temeller ve kaynak 6zetleri,

materyal ve yontem, bulgular ve tartisma, sonug ve oneriler boliimlerinden olusmaktadir.

Kuramsal temeller ve kaynak oOzetleri bdliimiinde ilk olarak literatiir 6zeti
yapilmistir. Devaminda modiil kavraminin temel 6zelliklerine genis yer verilerek ilgili
teoremler sunulmustur. Materyal ve yontem bdliimiinde biiylik projektif modiiller igin
temel olusturan projektif modiil, injektif modiil ve biiyiik alt modiil tanimlar1 ile bu

modiillerle ilgili temel 6zellikler ve teoremler verilmistir.

Bulgular ve tartisma boliimiinde ise diger boliimlerde verilen tanim ve teoremler

yardimiyla biiyiik projektif modiil tanim1 ve birtakim 6zellikleri verilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER VE KAYNAK OZETLERI
Bu boliimde tez konusu ile ilgili bir literatiir 6zeti yapildiktan sonra bu ¢alismada
temel olusturan modiil tanimlar1 yapilmis ve bu kavramin ¢alismamizla baglantili olan

ozellikleri incelenmistir.
2.1. Literatiir Ozeti

G. Azumaya, F. Mbuntum ve K. Varadarajan 1975 yilinda yaymladiklar1 “On M-
projective and M-injective modules” adli ¢alismalarinda projektif modiillerin birtakim
Ozelliklerini incelemislerdir. 1. Beck’in 1972 yilinda yayinladigi “Projective and free
modules” basliklt makalesinde projektif ve serbest modiiller arasindaki iligkiler
incelenmistir. S. Feigelstock ve R. Raphael 1986 yilinda yaymladig1 “Some aspects of
relative projectivity” isimli ¢calismalarinda projektif modiilleri incelemisler. D. Hill’in
1985 yilinda yayinladig1 “Projective modules with prime endomorphism rings” isimli
caligmasinda projektif modiillerin endomorfizma halkalar1 incelenmistir. V. A.
Hiremath’in 1978 yilinda yayimnladigi “Finitely projective modules over a Dedekind
domain” isimli ¢alismasinda Dedekind halkalar1 iizerindeki projektif modiiller
incelenmistir. A. A. Tuganbaev 1979 yilinda yayinladigi “Poorly projective modules”

adl calismasinda projektif modiiller iizerine ¢alismistir.

2.2. Modiiller

Tamm 2.2.1. (M,+) bir degismeli grup ve (R,+,) bir halka olsun. Eger
e :RxM > M, (r,m) > rm dis islemi asagidaki kosullar1 saglarsa M’ye R {iizerinde
bir sol modiil veya kisaca bir sol R-modiil denir ve ,M veya sadece M ile gosterilir. Her
r,s € R ve her m,ne M igin,

1. r(m+n)=rm+rn

ii. (r+s)m=rm+sm

iii.  (rs)m =r(sm)

Eger R birimli ve Vm € M igin,

iv. l,m=m



ise, M’ye bir {initer sol R-modiil veya kisaca iiniter R-modiil denir (Alizade ve Pancar,

1999).

Bu caligmada biitiin modiiller tiniter modiil olarak alinacaktir. Ayrica eger M bir R-

modiil ise (M ,+) grubunun birimi genellikle 0,, veya sadece 0 ile gosterilecektir.

Teorem 2.2.2. M bir R-modiil olsun. Bu takdirde

1. Her r € R i¢in 70,, =0,, olur.
ii. Her meM igin 0,m=0,, olur.
iii. VreR,VmeM igin (—r)m=r(-m)=—(rm) olur.

iv. VreR,VmeM ve Vnel igin (nr)m=r(nm)=n(rm) olur

(Hungerford, 1974).

Tanim 2.2.3. M bir R-modill, NcM ve N #& olsun. Eger N, M’deki islemlere
gore kendi basina bir R-modiil ise N’ye M’nin bir alt modiilii denir ve genellikle N < M
ile gosterilir (Wisbauer 1991).

Teorem 2.2.4. M bir R-modiil ve N, M’nin bostan farkli bir alt kiimesi olsun.

N’nin bir alt modiil olmas: i¢in gerek ve yeter sart Va,be N ve her reR igin

a—be N ve rae N olmasidir (Hungerford, 1974).

Tanim 2.2.5. M bir R-modiil olsun. Bu durumda 0 ve M, M’nin birer alt
modiiliidiir. Bu alt modiillere M’nin agikar alt modiilleri denir. Eger N, M’nin
kendisinden farkli bir alt modiilii ise, N’ye M’ nin bir 6z (has) alt modiilii denir ve

N < M ile ifade edilir (Wisbauer 1991).

Teorem 2.2.6. M modiiliiniin birtakim alt modiillerinin kesisimi de AM’nin bir alt

modiiliidiir (Hungerford, 1974).

Tanim 2.2.7. M bir R-modiil ve X <M olsun. M’nin X’i kapsayan tiim alt

modiillerinin kesisimine X in lirettigi alt modiil denir ve <X > ile ifade edilir.



Eger X kiimesi sonlu elemanli ise, X kiimesinin iirettigi alt modiile sonlu tiretilmis

alt modiil denir. Eger X = {a} seklinde tek elemanli ise, <X > = <a> modiiliine bir devirli
alt modiil ad1 verilir.

Eger M = <X > ve X sonlu elemanli ise, M’ye bir sonlu {iretilmis R-modiil,
M = <a> olacak sekilde Ja € M varsa M’ye a eleman tarafindan iiretilmis bir devirli

R-modiil denir (Hungerford, 1974).

Not: Bos kiimenin iirettigi alt modiil sifirdir, yani eger 4 =< ise <A> = {0} olur.

Tanim 2.2.8. M bir R-modiil ve X < M olsun. Bu durumda X’in elemanlarina,

<X > alt modiiliiniin iiretegleri denir (Hungerford, 1974).

Teorem 2.2.9. M bir R-modil, XcM ve X#< olsun. Bu durumda

<X>={r1x1 +5X) + X, | 1Ty, T, €R, XXy, X, eX,neZ*} seklindedir. Eger

X = <a> ise <a> = Ra olur (Hungerford, 1974).

Tamm 2.2.10. M bir R-modiil ve N, (M,+) grubunun bir alt grubu olsun. M/N
bolim grubu her € R ve her m+ N e M/N igin, r(m+N)=rm+N ile tamml dig
isleme gore bir R-modiildiir. Bu module M’nin N’ye gore boliim modiilii denir ve M /N
ile ifade edilir (Alizade ve Pancar, 1999).

Teorem 2.2.11. M bir R-modiil ve N, M’nin bir alt modiilii olsun. Bu durumda
M’nin N’yi kapsayan alt modiilleriyle M /N ’nin alt modiilleri arasinda K — K/N
seklinde birebir esleme yapilabilir. Boylece M/N ’nin her alt modiili K, M’nin N’yi

kapsayan bir alt modiilii olmak tizere K/N seklindedir (Hugerford, 1974).

Teorem 2.2.12. M bir R-modiil, K, T ve N, M’nin alt modiilleri, K <« N ve KT
olsun. Bu takdirde, N/K =T/K olmasi igin gerek ve yeter sart N =7 olmasidir (Kosar,

2008).
Ispat:(=) neN olsun. N/K=T/K oldugundan n+K =¢+K olacak sekilde

3t € T bulunabilir. Buradan n—¢ =k olacak sekilde 3k € K vardir, K < T oldugundan



n=k+teT bulunur. Yani N c T olur. Benzer sekilde N ve T"nin yerlerini degistirerek

T < N oldugu gosterilebilir. Boylece N =T olup istenen elde edilir.
(<) Agiktr.

Tanim 2.2.13. M ve N iki R-modiil ve f:M — N bir fonksiyon olsun. Eger her

a,be M ve VreR igin,

i, fla+b)=s(a)+f(b)

il. f(ra):rf(a)

sartlar1 saglanirsa f/’ye bir R-modiil homomorfizmasi veya kisaca homomorfizma
denir. Eger f birebir ise f’ye bir monomorfizma (R-modiil monomorfizmasi), orten ise

bir epimorfizma (R-modiil epimorfizmasi), birebir ve Orten ise bir izomorfizma (R-

modiil izomorfizmasi) (M = N) denir (Alizade ve Pancar, 1999).

Tanim 2.2.14. M ve N iki R-modiil olsun. f:M — N, m — f(m) =0, ile tamimh
fhomomorfizmasina sifir homomorfizmasi denir ve 0 ile gosterilir.

h:M —>M,m—>h(m)=m ile tamml A homomorfizmasma  birim
homomorfizma denir ve genellikle 1,, veya /,, ile ifade edilir.

M bir R-modil ve N<M olsun. i:N—>M,n—>i(n)=n ile taniml i

homomorfizmasit bir monomorfimadir, bu monomorfizmaya igerme monomorfizmasi

veya icerme doniisiimii denir (Hungerford, 1974).

Tanim 2.2.15. M ve N iki R-modiil olsun. M’den N’ye tanimlanan biitiin

homomorfizmalarm kiimesi Hom, (M ,N) ile gosterilir (Wisbauer, 1991).

Teorem 2.2.16. f:M — N ve g:N — K R-modiil homomorfizmalar1 olsun. Bu
durumda gf=gof:M —> K donlisimi de bir R-modil homomorfizmasidir

(Hungerford, 1974).

Tanim  2.2.17. f:M —> N  bir R-modil homomorfizmasi  olsun.

{a eM|f (a) =0 N} kiimesine f’nin ¢ekirdegi denir ve Cekf veya Kerf ile ifade edilir.



{ f (a)|aeM } kiimesine f’nin goriintiisii denir ve Gorf veya Imf ile gosterilir
(Hungerford, 1974).

Teorem 2.2.18. M ve N iki R-modiil ve f: M — N bir R-modiil homomorfizmas1

olsun. Bu takdirde f’nin birebir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Cekf=0 olmasidir

(Hungerford, 1974).

Ispat: (=) fbirebir olsun. f:M — N bir R-modiil homomorfizmasi oldugundan
f:(M,+)—(N,+) bir grup homomorfizmast olup 1 (0, )=0, ve her xe M igin
f(-x)=—f(x) olur. f(0,)=0, oldugundan 0, € f~'(0,)=Cekf olur. Herhangi
x € Cekf alalim. Bu durumda f(x)=0, = f(0,,) olup f birebir oldugundan x=0,

olur. O halde Cekf =0 olup istenen elde edilir.

(<) Cekf=0 olsun. f(x)=f(y) sartmm saglayan her x,yeM igin
f(x)-f(y)=0, olur. f Dbir R-modil homomorfizmasi oldugundan
f(x=y)=f(x+(=»))=f(x)+f(-»)=f(x)=f(¥)=0,  olur. O  halde
x—ye f(0y)=Cekf ={0,} olup x—y =0, vebdylece x = y vef birebir olur.

Teorem 2.2.19. M bir R-modiil ve N, M’nin bir alt modiilii olsun. Bu durumda
p:M —>M/N, a— p(a)=a+N doniisimii bir epimorfizma ve Cekp =N *dir. Bu

epimorfizmaya dogal homomorfizma veya kanonik epimorfizma denir (Alizade ve

Pancar, 1999).

Teorem 2.2.20. M ve N iki R-modiil ve f: M — N bir R-modiill homomorfizmas1

olsun.

i. Eger K<M ise, f(K)<N’dir. Buna gore Imf , N'nin bir alt
modiiliidiir.

ii. Eger S<N ise, /7' (S) de M’nin Cekf ’yi kapsayan bir alt modiiliidiir.

Buna gore Cekf <M olur.
1il. M /Cekf = 1m f ’tir (1. Izomorfizma Teoremi) (Alizade ve Pancar, 1999).



Teorem 2.2.21. M bir R-modiil, H £ M ve K <M olsun. Bu takdirde
i (H+K)/K<M/K olup (H+K)/K=H/(HNK) olur (2. izomorfizma

Teoremi).
ii. K, Hnin bir alt modiilii ise H/K<M/K olup (M/K)/(H/K)=M/H

olur (3. izomorfizma Teoremi) (Alizade ve Pancar, 1999).

Teorem 2.2.22. M bir R-modiill ve K,<M (i=1,2,..,n) olsun. Bu takdirde

asagidaki ifadeler birbirine denktir.

(@ p:M —>ll[M/Kl., m—> p(m)=(m+K,)=(m+K,m+K,,...m+K,)

i1
doniisiimii 6rtendir (7 = {1,2,...,n}).

(b) Vj=12,..,n igin K, + K, =M olur (Wisbauer, 1991).

i#]

Ispat: (a)=(b) p:M—)ﬁM/K[, m—> p(m)=(m+K,))=(m+K,m+K,,..m+K )

i=1

doniistimii 6rten olsun. Herhangi j=1,2,....n ve herhangi xe M alalim. HM /K,

i=1

. L, i=jise " y
kiimesinin (5.4(x+K .)). 0. = . elemanin1 alalim. p 6rten oldugundan
v Il |0, D% ] ise

p(m) = (@/(x +K j))id olacak sekilde dmeM vardir.

p(m):(m+Ki)i€[:(dj(x+Kj)) oldugundan m+K,=x+K, ve i#j igin

iel

m+K, =K, olur. i# j igin m+K, =K, oldugundan i+ j igin me K, olup me K,

i#]

olur. m+K,=x+K, oldugundan x-meK; olup x:x—m+meKj+ﬂKi olur. O

i#]

halde M c K, + 1 K, olup ayrica K, + (1K, M oldugundan M =K, + (1K, olur.

i#] i#] i#]

(b)=(a) Her j=12,.,n i¢in M=K, +K, olsun. Herhangi

i#j

(m +K,my+K,,...m,+K)e[[M/K, (m;eM) alam. j=12,..,n igin

i=l1



M =K+ (1K, oldugundan m; =k, +¢, olacak sekilde 3k; € K, ve 3¢, e (1K, vardir.

oy : oy
m=t +t,+:-+t, diyelim. Burada j=1,2,...n i¢in m—¢; €K, olup m+K,=t,+K,
olur. Diger yandan j=1,2,..,n i¢in m;, =k, +t, oldugundan m;,—¢,=k; €K, olup
m+K, =t,+K; olur. O halde j=1,2,..,n igin m+K, =m,+K; olup
p(m)=(m+K,,...m+K, )=(m+K,..,m +K, ) olur. Bu durumda p orten olup
istenen elde edilir.

Teorem 2.2.23. M bir R-modiil ve i=1,2,...,n i¢in K, <M olsun. Bu takdirde

asagidaki ifadeler birbirine denktir.

@ p:M->[[M/K, m— pm)=(m+K)=(m+K,m+K,,...m+K,)

i=1

déniisiimii birebirdir (1 ={1,2,...,n}).

(b) [)K, =0 olur (Wisbauer, 1991).
i=1

Ispat: (a)= (b) p:M—)ln—[M/Kl., m—>p(m)=(m+K,) _ =(m+K,m+K,,...m+K)

i=1

dontlistimii  birebir olsun. Bu takdirde Cekp =0 olur. Herhangi xeﬂKl. alalim.

i=1

xe ﬂKl. oldugundan Vi=12,..,n i¢in xe€ K, olup ve x+K, =K, olur. Bu durumda

i=1

p(x)=(x+K,x+K,,..x+K )=(K,,K,,...,K,) olup xeCekp=0 olur. O halde

x=0 olup ﬂKl. =0 olur.

i=1
(b)=(a) ﬂK[ =0 olsun. Her x € Cekp i¢in p(x)=(x+K,,x+K,,...,x+K )=
i=1
(K,,K,,...,K,) oldugundan Vi=1,2,...,n icin x+K, =K, olup x €K, ve buradan da
X EﬂK ; =0 elde edilir. Bu takdirde x=0 olup Cekp =0 olur. Bdylece p birebir olup

i=l

istenen elde edilir.



Tanim 2.2.24. M bir R-modiil ve {N,} _, M’nin alt modiillerinin bir ailesi olsun.

X = UNZ. olmak tizere X tarafindan iretilen alt modiile {~,|  ailesinin toplami denir

iel

ve ZN = <X > ile ifade edilir (Hungerford, 1974).

iel

Teorem 2.2.25. M bir R-modiil ve {N,} , M’nin alt modiillerinin bir ailesi olsun.

iel ?

. B P .
Bu takdirde ZM —{nil +n +-+n |kel’, i,i,,...i, €l,n, €N, n €N,_,...n Eka}

i iy i
iel

scklindedir. Eger [ sonlu ve [={12,.,k} ise Y N, =N+N,++N, =

iel

{m+n,+--+n.|n eN, n,eN,,.,n eN,} seklindedir (Hungerforf, 1974).

Teorem 2.2.26. (Modiiler Kurali) M bir R-modiil, H,K,N <M ve H, N’nin bir alt

kiimesi olsun. Bu durumda (H + K )\ N = H + K (1 N dir (Alizade ve Pancar, 1999).

Ispat: ae(H+K)(N olsun. Bu takdirde ac H+K ve ae N olur. ac H+K

oldugundan a =h+k olacak sekilde 34 e H ve Jke K vardir. H c N oldugundan
he N olup ayrica ae N oldugundan k=a—-he N olur. O halde ke K(NN olup
ayrica heH  oldugundan a=h+keH+K(IN bulunur. Bu takdirde

(H+K)NNcH+KNN olur. Aynca H+KNNcH+K ve H+KNNcN

oldugundan H + KN < (H+K)NN olur. Dolayisiyla (H +K)\N = H + KN ’dir.

Tamm 2.2.27. R bir halka ve / bostan farkl bir indis kiimesi olmak iizere, {M,}

iel
R-modiillerin bir ailesi olsun. {a la:1—>|JM,, heriel igin a(i)eM l} déniigiimler
iel

kiimesine {M,} _ modiiller ailesinin garpim denir ve bu kiime HM ; 1le ifade edilir.

iel
Her il i¢in a(i)=a, olmak iizere & elemam genellikle a =(¢,)_, veya (e,) ile

gosterilir. Her i€/ i¢in ¢, ye o ’nin i. bileseni denir. Eger / indis kiimesi sayilabilir

ise, a=(a,)_, :(ail,aiz,...,al.”,...) seklinde gosterilir. a=(g,)_,, A=(8)_ ][ M,

iel

olmak {izere,



1. a=p<Viel i¢ina, =f,
il. a+pfB=(a+p).,

iii.  reR olmakiizere ra =(ra,)

iel
seklinde tanimlanir. Bu cebirsel islemlere gore HM . bir sol R-modiil yapisina sahiptir.
iel
Bu modiile {M,}  modiiller ailesinin direkt arpim denir. Bir « € HM . elemaninin
iel
sonlu tane bileseni sifirdan farkli ve diger biitiin bilesenleri sifir ise, & ’ya sonlu

desteklidir denir. HM , modiiliinde sifir eleman sonlu destekli kabul edilerek tiim sonlu

iel
destekli elemanlarin kiimesi G—;M . ile ifade edilir (Alizade ve Pancar, 1999).
Onerme 2.2.28. Her ie/ igin M, bir R-modiil olmak iizere []M, direkt

iel

carpiminin sonlu destekli elemanlar kiimesi C-D[ M,, H M, modiiliiniin bir alt modiiltidiir
'€ iel

(Alizade ve Pancar, 1999).

Ispat: (m,),(n,)e ®M, ve reR igin, tamm gerefi A= {iel|m #0} ve
B={iel|n, #0} kiimeleri sonludur (veya bostur). O halde {ie/|m,—n, =0} c AUB

ve {iel|rm, #0}c A oldugundan bu kiimeler de sonludur (veya bostur). Bu durumda

(m,)—(n,),r(m)e @M, olur ve bdylece Teorem 2.2.4.’ten ® M, l;IMl. modiiliiniin

bir alt modiilii olur.
Tamm 2.2.29. [ [M, modiiliiniin ® M, alt modiiliine {M,} _, modiiller ailesinin
iel '€

dis direkt toplami denir. Eger / indis kiimesi sonlu ise HM . =@M, olur.
iel el

Eger her iel icin M,=M ise @1 M, =M ) olarak yazilir ve bu modiile M

modiiliiniin kopyalariin toplami denir (Alizade ve Pancar, 1999).
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Tamm 2.230. {M,|iel} sol R-modillerin bir ailesi olsun. jel igin

7 [[M,—>M, V(m)e[[M, i¢in z,((m))=m, ile tammlanan fonksiyona

iel iel

0,i#7
kanonik projeksiyon ve Vm, e M, igin &,:M, - [[M,, 5/(m/)=(mi)=( . / j
’ ’ mj7 l:J

iel

ile tanimlanan fonksiyona kanonik injeksiyon denir (Alizade ve Pancar, 1999).

Teorem 2.2.31. 7z; kanonik projeksiyon bir R-modil epimorfizmasidir ve ¢,

kanonik injeksiyon da bir R-modiil monomorfizmasidir (Alizade ve Pancar, 1999).
Ispat: {M : |i el } sol R-modiillerin bir ailesi olsun. j € I olmak lizere 7, :HM M,
iel

(ml,) -7, ((ml)) =m, ile tammh 7, kanonik projeksiyon fonksiyonunu alalim. Once

bu fonksiyonun bir R-modiil homomorfizmasi oldugunu gésterelim. 7, fonksiyonunun

tanimindan her (ml),(ml) € H M, veher reR igin 7, ((ml)+(ml)) =7, ((ml +ml))

iel

=mj+m'j=7rj(ml.)+7zj(m;) ve 7,(r(m))=x,((rm))=rm =rz,((m)) olup, =z,

fonksiyonu bir R-modiil homomorfizmasidir. Her m, e M, i¢in 7, ((m)) =m, olacak

1

sekilde H(ml.) € HM ; bulunabildigi gosterilebilir. Bu takdirde 7; fonksiyonu ortendir.

iel

Dolayisiyla 7; bir R-modiil epimorfizmasidir.

Simdi ¢, kanonik injeksiyon fonksiyonunun bir R-modiil monomorfizmasi

) . : . 0, i=j
oldugunu gosterelim. m;,m,eM; ve reR igin gj(rmf): =
: rm,, i=j
J

0, i=j N [0 i#E) 0, i#=j ) (0, i#j
r L. =rgj(mj) ve 8j<mj+mj): L= T T =
m;, 1=] m,+m;, 1=] m.,1=] m;, i=j

g (mj)+ g (mj) olur. O halde &, bir R-modiil homomorfizmasidir. m,m, € M ; olmak

0, i#j

J .
mj: 1=y

iy , 0, i#j ,
lizere 5j(m_.)=£j(mj) olsun. O halde . = olup m, =m; olur.

m, i=J
Boylece &; birebir olur.
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Tanim 2.2.32. M bir R-modiil ve {M P |k ek } M’nin alt modiillerinin bir ailesi

olsun. Her me M tek tiirlii olarak M, alt modiillerinin elemanlarinin toplami, yani
m=m +m,_+---+m_ ve m_eM, seklinde tek tirlii olarak yazilabilirse, M’ye M,

alt modiillerinin bir i¢ direkt toplami1 denir. Bu durum M = k®1< M, ile ifade edilir ve bu

yazilisa M’nin bir direkt pargalanigi veya sadece pargalanisi denir. Eger M 6z alt
modiillerin bir direkt toplami olarak yazilamiyorsa M’ye parcalanamayandir denir

(Alizade ve Pancar, 1999).

Teorem 2.2.33. M =k69]'<Mk olmasi i¢in gerek ve yeter sart M :ZM . Ve

keK

Vie K igin M, (Z M k] =0 olmasidir (Alizade ve Pancar, 1999).

k#i

Ispat: (=) M = SK M, olsun. VmeM i¢in m=m,+m,_+---+m; seklinde

yazilabileceginden, me M, + M, +---+ M, C ZM , olup M = Z M, gergeklenir.

keK keK

Diger taraftan eger xeMiﬂ(ZMkj ise x=m =m +m_+---+m,_, k, #i olacak

k#i

sekilde Im, e M, ve Im €M, , Im_eM, ..., Im, €M, vardir. Yazihsm tek tirla

olmasindan m, =m, =m, =---=m, =0 elde edilir. O halde M, ﬂ(sz] =0 olur.

k#i

(=) M :ZMk oldugundan Vme M = ZMk elemani, m=m +m, +-+m

keK keK

(m,eM;,m_eM,,..,m €M, ) seklinde yazlabilir. Bu yazilism tek tirli
oldugunu  gdstermek i¢in m=m, +m_+--+m =m, +my +---+m, alalm
(mkv eM, ,i=12,...n,m, €M, ,j= 1,2,...,t). Gerekirse toplam terimlerinin yerlerini

degistirerek ve sifir toplam terimlerini ekleyerek, t=n ve her i=1,2,...,n icin k, =k/

kabul edebiliriz. O halde yukaridaki esitlikten her i=1,2,..,n igin

12



m, —my, = Z(m,; —my ) eM, ﬂ(ZMk/) =0 ve buradan da m_ =m;, elde edilir. O

J#l J#i

halde yazilis tek tiirlidiir.
Onerme 2.2.34. M bir R-modiil ve {M,} _ , M ’nin alt modiillerinin bir ailesi olsun.

M=®&M, ise M =@M, dir. Tersine, {M,}_ R-modiillerin bir ailesi olmak iizere

iel il !

M=®M ise, Mf:{(m,)I‘VJ;tiiginmj:oM,,ml.eM[};Ml. ve M=® M
I/ je J

iel ! iel

gergeklenir (Alizade ve Pancar, 1999).

Ispat: f :®[Ml. ->M, f ((mi)l_el):Zml. ile tanimli f* fonksiyonunun bir R-

iel

modiil epimorfizmasi oldugu agiktir. Her m € @1M . icin f (m) = Zml. tek tiirlii olacak

iel

sekilde m, € M, var oldugundan f bir R-modiil izomorfizmasidir.

Tersine, {M,} _, R-modiillerin bir ailesi olmak tizere M =@ M, olsun. k=i igin

iel
x,=m ve k#i i¢in x, =0 almarak f;(m)=(x,),_, ile tammh f:M, - M/
fonksiyonunun bir R-modiil izomorfizmasi oldugu gosterilebilir.

0#m, eM, (t=12,..,n) elemanlari icin m=(m;)_ eM eleman1

m= (...,O, m, ,0,...)+---+(...,0, m, ,0,...) € ZM; seklinde yazilabilir. Burada Vie [/ igin

iel

M i’ﬂ( E M]’.]:O oldugu gosterilebilir. O halde Teorem 2.2.33.ten M =@® M olup
- iel
J#l

istenen elde edilir.
Not: Onerme 2.2.34.’ten @1 M; =@M, oldugu gbriiliir ve bundan sonra @' yerine

® kullanilacaktir.

Onerme 22.35. M bir R-modiil ve X ={x,[keK}cM olsun. Bu takdirde

asagidaki iki kosul birbirine denktir.
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(a) VaeM elemani, sadece sonlu sayida 7, katsayilar1 sifirdan farkli (veya

hepst sifir) olmak {iizere, tek tiirlii olarak a = z r,.x, seklinde yazilabilir.
keK

(b) VkeK igin f,:R— Rx,, f,(r)=rx, ile tammlanan f, fonksiyonu bir

R-modiil izomorfizmasidir ve M = kC-BK Rx, olur (Alizade ve Pancar, 1999).

Ispat: (a)=>(b) f; fonksiyonunun bir epimorfizma oldugu kolaylikla
gosterilebilir. £, (r)= f, (s) olan herhangi r,se€R alalim. Buradan rx, =sx, elde
edilir. Yazilis tek tiirlii oldugundan r=s ve f, bir R-modiill monomorfizmadir. Bu
takdirde f, bir R-modiil izomorfizmasi olup R = Rx, olur. Her a € M eleman: tek tiirlii

olarak Rx, modiillerinin rx, elemanlarmin sonlu toplami seklinde gosterilebilir ve

M = @ Rx, seklinde yazilabilir.

keK

(b)=(a) M= ® Ry, oldugundan VaeM igin a= > rx, sonlu toplan

keK

seklinde gosterilebilir ve a = Zrkxk = Zrk'xk ise, her ke K i¢in rx, =r/x, olur. O
kekK keK

halde f,(r)=f, (/) olur. Burada f,:R— Rx, bir R-modill monomorfizmasi

oldugundan 7, =7/ olur. Bu durumda ae M elemam a= Zrkxk seklinde tek tiirlii
keK

olarak yazilabilir.

Tanim 2.2.36. M bir R-modiil olsun. Onerme 2.2.35.’teki denk sartlardan birini
saglayan M modiiliine bir serbest modiil denir. X ={xk ‘k EK} kiimesi de M’nin bir
tabani (veya serbest tiretenler kiimesi) olarak adlandirilir (Alizade ve Pancar, 1999).

l,, R halkasmin birimi olmak tizere X ={1,}, R halkasinin bir tabani olup zR
modiilii bir serbest R-modiildiir.

Teorem 2.2.37. Her A indis kiimesi i¢in R-modiiliiniin kopyalarinin toplami olan

R™ bir serbest modiildiir (Wisbauer, 1991).
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l,, A =pise

Ispat: Her peA igin r, :{ olmak tizere m, =(7”/1) A e R olsun.

0, A # uise

X = {my | y7i EA} kiimesini tanimlayalim ve herhangi o e R™ alalm. Her 1 A icin

.. A .
a, € R olmak lizere &= (Cl g ) A € R™ olsun. Bu durumda a, elemanlarinin sonlu tanesi

hari¢ digerleri sifirdir. Kabul edelim ki i=12,..,n i¢in A € A olmak iizere her
AeN—{A,2,.. A} i¢in a,=0 olsun. Bu takdirde

oo /Ly

a=(a,), =a,m, +a,m, +---+a, m, olur ve bu yazihgin tek tirli oldugu
gosterilebilir. Bu durumda X = {my | Y7, EA} , R™ *nin bir tabamidir ve R™) bir serbest
modiildiir.

Teorem 2.2.38. Her ie I i¢in f,: M, — N, bir R-modiil homomorfizmas: olsun.

Bu durumda f:®M, - ®N,, m:(mi)ie[ —>f(m) =(f,(ml))l€[ ile taniml f doniistimii
bir R-modiill homomorfizmasi olup Cekf =@Cekf, ve Imf =@ Imf,’dir (Hungerford,
1974).

Ispat: f’nin bir fonksiyon oldugu agiktir. Vie I igin f,: M, — N, bir R-modiil

homomorfizmasi oldugundan Vm = (m,) _,,m'=(m])_, € ®M, veher r € R i¢in
S (mvm')= f((m+ml) )=, (o m) = (0 (m )+ 1 ()= (fi(m),, +( (),

= f(m)+ £ (m) ve f(rm)=f((rm),,)=(fi(rm))_, =(cf(m))_ =r(f(m))_ =

rf (m) olur. O halde /" bir R-modiil homomorfizmasidir.

Simdi Cekf = ®Cekf; oldufunu gosterelim. Herhangi m =(m,)_, € Cekf alalim.
Bu durumda /' (m)=(f;(m)) =0 olup vie s igin £ (m)=0 olur. O halde vie s
icin m, € Cekf, olup m=(m,) _, € ®Cekf, olur. Herhangi r=(s,) _, € ®Cekf, alalim.

i

t=(t,)_, € ®Cekf, oldugundan Vie I i¢in £, € Cekf, olup f,()=0 olur. O halde

f(t) =(ﬁ(fi))id =0 olup ¢ € Cekf bulunur. Boylece Cekf =@®Cekf, olur.
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Simdi Imf = ®@Imf, oldugunu gosterelim. n, /mf ’nin keyfi bir eleman olsun. Bu
durumda f(m)=n olacak  sekilde Im=(m,)_, e®M, vardir.  Yani
n:f((m[)[d) :(fl(ml))ld olur. Her ier igin f(m,)eImf, oldugundan
n =( /i (I%,))l o e®Imf, bulunur. Herhangi f¢ @Imf, alalm. t € ®Imf, oldugundan
t=(f,-(Sl-))l_61 olacak sekilde 3s,eM, (kel) vardir. s=(s,)_  e®M, i¢in
7(s) Z(ﬁ(sl.))id =t olup t€lnf olur. O halde Imf = @ Imf, olur.

Tanim 2.2.39. M bir R-modiil ve f: M — M bir R-modiil homomorfizmasi olsun.

Bu homomorfizmaya M’nin bir endomorfizmasi denir. M’nin biitiin endomorfizma-

larmin kiimesi End, (M ) veya End (M) ile ifade edilir (Hungerford, 1974).

Tanim 2.2.40. M ve N iki R-modiil ve f:M — N bir R-modiil epimorfizmasi
olsun. Eger fg= fog=1, olacak sekilde bir g:N —>M homomorfizmasi varsa, f

epimorfizmasi parcalanabilirdir denir (Wisbauer, 1991).

Tanim 2.2.41. M ve N iki R-modiil ve f :M — N bir R-modiil monomorfizmasi
olsun. Eger gf =go f =1, olacak sekilde bir g:N —>M homomorfizmasi varsa, f

monomorfizmasi pargalanabilirdir denir (Wisbauer, 1991).

Teorem 2.2.42. M ve N iki R-modill, f:M —N, g:N—>M R-modiil
homomorfizmalari ve gf = go f =1, olsun. Bu durumda N =Imf @ Cekg dir (Kasch,
1982).

Ispat: Her ne N igin n=f(g(n))+n- f(g(n)) olur. Burada f(g(n))e Imf
olur. Ayrica gf =gof=1, oldugundan g(n-f(g(n)))=g(n)-g(f(g(n)))
=g(n)-g(n)=0 olup n- f(g(n))e Cekg olur. O halde N=Imf+Cekg olur.
nelmf(\Cekg igin g(n)=0, ve f(m)=n olacak sekilde 3m e M meveuttur. Bu

takdirde ngIM oldugundan 0, =g(n)=g(f(m))=m olup n=f(m)=f(0M)=0N
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bulunur. Bu durumda /mf N Cekg = {0,} olup ayrica N =Imf +Cekg oldugundan
N = Imf ©Cekg olur.

A g
Teorem 2.2.43. M, N ve K R-modiller olsunn. M —>N—K R-modiil
homomorfizmalar dizisi i¢in Imf =Cekg ise bu dizi N’de tamdir denir.

fo fi o S Jaat
M,>M —>---—M,  ,—->M,  sonlu sayida R-modiil homomorfizmalar1 dizisi

verildiginde eger her i =0,1,2,...,n—2 i¢in Imf, = Cekf,,, ise bu dizi tamdir denir. Eger

Jia Ji Jint
o> M, >M,—>M,,—--- R-modiil homomorfizmalarinin sonsuz dizisinde her i € Z

i+1

icin Imf, | = Cekf, ise bu diziye de bir tam dizi denir (Alizade ve Pancar,1999).

Tanim 2.2.44. 0 > M — N — K — 0 seklinde taniml1 bir tam diziye bir kisa tam

dizi denir (Alizade ve Pancar,1999).

S g h e
Teorem 2.245. 0—>M —>N—>K—0 dizisi tam ise g bir R-modiil

monomorfizmast ve 4 bir R-modiil epimorfizmasidir. Diger yandan Img=M ve
K = N/Img’dir. Bu takdirde izomorf gruplari 6zdeslestirerek K = N/M yazilabilir
(Alizade ve Pancar,1999).

i f g h e
Ispat: 0—>M — N — K —0 bir tam dizi olsun. Tam dizi tanimindan Imf = Cekg

olur. f:0— M oldugundan Imf={f(x)|xe0} =0 ve Imf =Cekg=0 olup g bir

monomorfizmadir. OLM j>N —h>K —e>0 bir tam dizi oldugundan Imh = Ceke olur.
e:K — 0 oldugundan Ceke = {k € K‘e(k) = 0} =K ve Imh = Ceke=K olup h orten ve
dolayistyla da bir epimorfizmadir. 1. [zomorfizma Teoremi’nden M /Cekg = Img olup
Cekg =0 oldugu i¢in M =M/0=Img olur. Benzer sekilde yine 1. Izomorfizma

Teoremi’nden N/Cekh= Imh olup Imh=K ve Img=Cekh oldugundan K = N/Img

olur.
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S g
Teorem 2.2.46. 0 > A2B&2C —>0 kisa tam dizisi i¢in asagidaki sartlar
h k

birbirine denktir;

(a) ho f =1, olacak sekilde bir #: B - A4 homomorfizmasi vardir;
(b) Imf alt modiilii B’nin bir direkt toplam terimidir;
(©) gok =1, olacak sekilde bir k:C — B homomorfizmas1 vardir. Bu

takdirde B = A® C ’dir (Alizade ve Pancar, 1999).

Ispat: (a)=(b) heo f =1, oldugundan Teorem 2.2.42. geregi B =Imf ® Cekh
olup Imf B’nin bir direkt toplam terimi olur.

(b)=(c) Imf, B’nin bir direkt toplam terimi oldugundan Syle D < B vardir ki

B=Imf ®D olur. t=g|,:D—>C, d —>1(d)=g(d) homomorfizmasmni tamimlayalim.
B=Imf ®D ve Imf =Cekg oldugundan B=Cekg®D olup Cekg(1D=0 olur.
Herhangi d e Cekt igin t(d)=g(d)=0 olup deCekg olur. Ayrnca deD
oldugundan d € Cekg(ND =0 olup d =0 olur. O halde Cekt=0 olup ¢ birebirdir.
Herhangi y € C alalim. g érten oldugundan g(b) =y olacak sekilde 3b € B mevcuttur.
beB=Cekg®D oldugundan b=x+d olacak sekilde teklikle belirli x € Cekg ve
deD vardir. Burada y=g(b)=g(x+d)=g(x)+g(d)=0+g(d)=g(d)=1(d)
olup ¢ ortendir. ¢#:D — C birebir ve Orten bir homomorfizma oldugundan ¢ bir

izomorfizma olup ¢~ : C — D homomorfizmas1 vardir. k =¢" diyelim. Herhangi c € C
igin k(c)=r"(c)=d olsun. Burada g(d)=t(d)=c olup (gok)(c)=g(k(c))
= g(d ) =c=1, (c) ve bdylece gok=1. olur. f bir monomorfizma oldugundan

Imf=A4 olur. t:D—C bir izomorfizma oldugundan D =C olur. O halde

B=1Imf ®D=A®C olup istenen elde edilir.

(c)=(a) gok=1. olacak sekilde bir k:C — B homomorfizmasi bulunabilsin.
Bu takdirde Teorem 2.2.42.°den B=Imk® Cekg olup Cekg=Imf oldugundan

B=Imk®Imf olur. h:B—>A, a=k(x)+f(y)>h(a)=y  donisimini
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tanimlayalim. /#’nin kapali oldugu ac¢iktir. x,,x,eC ve y,y,€A4 olmak iizere
a=k(x)+f(»)=k(x,)+f(»,) olsun. Burada f(y,—»,)=1(»)-/(»)=
k(x,)—k(x)=k(x,—x)elmk olup ayrnca  f(y,—y,)elmf  oldugundan
f(»—y,)elImkNImf =0 olur. O halde f(y,—y,)=0 olup f birebir oldugundan

¥, —», =0 ve buradan da y, = y, elde edilir. O halde 4 iyi tanimlidir. #’nin bir R-modiil

homomorfizmast oldugu gosterilebilir. Ayrica /A’nin tanimindan Vye A4 i¢in
(ho f)(¥)=h(S(»))=h(k(0)+ f(y))=y=1,(y) olup ko f =1, olur.

Tanim 2.247. 0>M — N —> K — 0 bir kisa tam dizi olsun. Eger Teorem
2.2.46.’daki sartlarin biri saglanirsa bu diziye bir parcalanan (veya parcalanabilir) kisa

tam dizi denir (Alizade ve Pancar, 1999).

Tanim 2.2.48. M ve N iki R-modiil olsun. Eger JA # & indis kiimesi ig¢in bir
M ™ 5N epimorfizmasi varsa, N’ye M tarafindan iiretilmistir veya M-liretilmigtir
denir (Clark vd, 2006).

Tanim 2.2.49. M ve N iki R-modiil olsun. Eger en az bir A # < sonlu elemanl
indis kiimesi i¢in bir f: M ™M 5N epimorfizmas1 varsa, N’ye M tarafindan sonlu
tiretilmistir veya sonlu M-iiretilmistir denir (Clark vd, 2006).

Teorem 2.2.50. Her R-modiil R-tiretilmistir (Kosar, 2014).

Ispat: M bir R-modiil olsun. M’ye elemanlariyla birlikte indis kiimesi diyelim.

V(1) € R igin  fRY M, f((r,),.,)= 2 rm  donisimi  bir

m
meM

epimorfizmadir. Bu durumda M R-iiretilmistir.
Tanim 2.2.51. M bir R-modiil ve @ # S ={M,} _, M’nin alt modiillerinin bir ailesi
olsun. Eger § artan zincir kuralin1 saghyorsa yani M, c M, c..c M, c M, c.. i¢in

M, =M, =--- olacak sekilde Ik € Z" var ise, bu S ailesine noetheriandir denir. Eger

M’nin biitlin alt modiiller kiimesi noetherian ise M’ye noetheriandir denir (Wisbauer,

1991).
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Teorem 2.2.52. M bir R-modiil olsun. M’nin noetherian olmasi i¢in gerek ve yeter

sart M’nin her alt modiiliiniin sonlu iiretilmis olmasidir (Wisbauer, 1991).

Tanim 2.2.53. M ve N iki R-modiil ve N, M-iiretilmis bir modiiliin bir alt modiiliine
izomorf olursa N, M tarafindan alt iiretilmistir denir. M tarafindan biitlin alt {iretilmis

modiillerin kiimesi o [M ] ile ifade edilir (Wisbauer, 1991).

Tanim 2.2.54. M bir R-modiil olsun. Eger M’nin asikar alt modiillerinden bagska alt
modiilii yoksa M’ye bir basit modiil denir (Alizade ve Pancar, 1999).

Tanim 2.2.55. M bir R-modil N <M ve N #M olsun. M’nin N’yi kapsayan M
ve N’den farkli higbir alt modiilii yoksa N’ye M’nin bir maksimal alt modiilii denir

(Alizade ve Pancar, 1999).

Teorem 2.2.56. M sonlu iiretilmis bir R-modiil olsun. Bu takdirde M nin her 6z alt

modiilii bir maksimal alt modiil tarafindan kapsanir (Sharpe ve Vamos, 1972).

Ispat: N, M’nin herhangi bir 6z alt modiilii olsun. M’nin N’yi kapsayan 6z alt
modiillerinin kiimesini S ile gosterelim. N € § oldugundan § # & olur. S kiimelerdeki
kapsama bagintisina gore kismi sirali bir kiimedir. K, S kiimesinin bostan farkli bir
zinciri olsun. K’nin biitiin elemanlarmin birlesimini L ile gosterelim. K tam siral
oldugundan K kiimesinin elemanlar1 kiimelerdeki kapsama bagitisina gore
karsilastirilabilir olup L, M’nin bir alt modiiliidiir. M sonlu iiretilmis oldugundan

M =Rm, + Rm, +---+Rm, olacak sekilde Im,,m,,...,m €M elemanlar1 vardir. Eger

L=M ise Vi=12,..,n i¢cin m, € L = U N' olur. Bu takdirde dyle N'e K vardir ki

N'eK
Vi=L2,..,n igin m;e N' olup N'=M olur. Buise N'e K olmasi ile gelisir. O halde
L # M ’dir. Yani L, M modiliiniin bir 6z alt modiliidiir. L, K kiimesinin S’de bir {ist
sinir1 oldiiglindan, Zorn Lemmasi geregince S kiimesi bir maksimal elemana sahiptir. Bu
takdirde bu maksimal eleman M’nin N 6z alt modiiliinii kapsayan bir maksimal alt

modulidir.

Teorem 2.2.57. M bir R-modiil, N <M ve N # M olsun. Bu takdirde N’nin bir
maksimal alt modiil olmas i¢in gerek ve yeter sart M /N boliim modiiliiniin bir basit

modiil olmasidir (Alizade ve Pancar, 1999).
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Ispat: Teorem 2.2.11. ve Teorem 2.2.12.’nin bir sonucudur.

Teorem 2.2.58. M bir R-modill, N<M ve N #M olsun. Bu durumda N’nin
maksimal olmasi i¢in gerek ve yeter sart her me M\ N i¢in N+ Rm =M olmasidir

(Kasch, 1982).

Ispat: (=) Her me M \N igin N<N+Rm, N#N+Rm ve N bir maksimal alt

modiil oldugundan maksimal alt modiil tanim1 geregi N + Rm =M olur.

(<) Herhangi K alt modiili icin N<K ve N#K olsun. Simdi K=M

oldugunu gostermeliyiz. N # K olduguna goére Ime K\N vardir. Bu takdirde
me M\ N olup hipotez geregi N+ Rm=M olur. Aym1 zamanda m € K oldugundan
Rm <K olup M =N+ Rm<K olur. Buradan da K =M olup istenen elde edilir.

Teorem 2.2.59. M bir R-modiil ve her ie/ i¢in M,, M’nin bir basit alt modiilii

olmak tizere M = ZM ; olsun. Bu durumda;

iel
(a) M’nin her T 6z alt modiilii i¢in M =T @(@3 M l.) olacak sekilde 3J < 1
vardir.

(b) M = ® M, olacak sekilde /’nin en az bir F alt kiimesi vardir (Alizade ve

iel
Pancar, 1999).
Ispat: (a) M :zM ; ve T, M’nin bir 6z alt modiilii oldugundan 3i, €/ icin
iel

M, T olur. O halde T(1M, # M, olup M, basit oldugundan 7(1M, =0 olur.

‘P={PC[

T +ZMl. =T @(@ Ml.)} kiimesini tanimlayalim. 7(1M, =0 oldugundan

ieP iep
T+M, =T®M, olup {ij ¥ olur. Bu takdirde ¥ #J olur. ‘¥ nin herhangi Q

zincirini alalm. P = U F diyelim. Herhangi xeT +ZM , alalm. xeT +ZM :

FeQ ieP ieP

oldugundan  x=t¢+m, +m, +---+m,  olacak sekilde 3i,i,,...i, e P, 3JteT,

dm, eM,, Im, €M, , .., Im, €M,  vardir.  i,iy,...I, €P= U F oldugundan

FeQ
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ek, iek,,..,i eF, olacak sekilde 3F,F,,...F,€Q vardir. Q bir zincir

oldugundan bir F; e Q igin F, c F, (s=1,2,..,n) olur. O halde i,i,,...,i, € F, olup

F,eQc Y oldugundan x=t+m, +m,_+---+m, eT@(@ Ml.) olur. Bu durumda x bu

ieF,

sekilde tek tiirlii yazilabilir. Dolayisiyla Tanim 2.2.32. geregi T +ZM =T @(@} M l.)

ieP
olup Pe VY olur. Boylece W ’nin kapsama bagintisina gére her zincirinin bir {ist sinir1

vardir. Dolayistyla Zorn Lemmasti’ndan W bir maksimal J elemani igerir. JeW¥

oldugundan T+ZM1~=T@(®M,-) olur. Eger M;tT@(@MI.) olsa Jjel igin

[y, ie ieJ

M;@T®(@®M,) olup M, basit oldugundan T+ Y M,=T+Y M,+M, =

ieJU{j} ieJ

T®Y M ®M,=T® > M, olur. Bu takdirde JU{j}e¥ olup J=JU{/}

ieJ ieJU{j}
oldugundan bu durum J’nin maksimal olmasiyla ¢elisir. O halde M =T @(@ M l.) olup
ieJ

istenen elde edilir.

(b) T=0 alimrsa (a) sikkindan istenen elde edilir.

Tanim 2.2.60. Basit modiillerin toplam1 seklinde yazilabilen bir modiile bir yari

basit modiil denir (Wisbauer, 1991).

Teorem 2.2.61. M bir R-modiil olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler birbirine

denktir.

(a) M nin her alt modiilii basit alt modiillerinin bir toplamidir.

(b) M yart basittir.

() M basit alt modiillerin bir direkt toplamidir.

(d) M’nin her alt modiilii bir direkt toplam terimidir (Wisbauer, 1991).

Ispat: (a)= (b) M <M oldugundan Tanim 2.2.60.’tan agiktir.
(b)=(c) Teorem 2.2.59.(b)’den agiktir.

(c)=(b) agiktur.
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(b)=(d) Teorem 2.2.59.(a)’dan agiktur.

(d)=(b) M’nin basit alt modiillerinin toplamma T diyelim. Hipotezden T, M’nin

bir direkt toplam terimi olup M =T @ P olacak sekilde 3P < M vardir. Burada P =0
oldugunu gosterirsek M =T olup istenen elde edilir. Aksine kabul edelim. Yani kabul
edelim ki P#0 olsun. Bu durumda 30# p € P vardir. S=Rp diyelim. S<P ve

TNP=0 oldugundan 7(1S =0 olur. S#0 ve S sonlu iretilmis oldugundan Teorem

2.2.56. geregi S’nin 0 6z alt modiili S’nin bir L maksimal alt modiilinde kapsanir.

L<S ve S<M oldugundan L <M olup hipotezden M =L@ L' olacak sekilde
3L'<M vardir. Burada Modiiler Kurali’ndan S :L@(S ﬂL’) olur. L, S$’nin bir

maksimal alt modiilii oldugundan L #S olup S()L'#0 olur. Diger yandan yine L,
S’nin bir maksimal alt modilii oldugundan Teorem 2.2.57.°den S/L basit olup
S/L=(L+(SNL))/L=(SNL)/(SNL'NL)=(SNL)/0=SNL" oldugundan SOL' de
basit olur. Bu durumda SL'cT olup ayrica S(L'cS oldugundan

SOAL'cTNS=0 olur. Buda S(L'#0 olmasi ile geligir. O halde kabulumuz yanlis
olup P =0 olur.

(d)=(a) M’nin herhangi 7T alt modiiliinii ve 7"nin de herhangi P alt modiiliinii
alalim. Burada P<M olup hipotezden M =P @® P’ olacak sekilde 3P'<M vardir.
M=P&®P ve P<T oldugundan Modiiler Kurali’ndan
T=TNM=TN(P®P)=P®(TNP') olup P, T"nin bir direkt toplam terimi olur.
Yani 7"nin her alt modiilii 7"nin bir direkt toplam terimi olup bu teoremin (d)=>(b)

gecisini 7”ye uygularsak 7 yari basit olur. Yani M’nin her alt modiili basit alt

modiillerinin bir toplam1 olup istenen elde edilir.

Teorem 2.2.62. M bir R-modiil ve {N,} _, M™nin N alt modiiliinii kapsayan alt

modiillerinin bir ailesi olsun. Bu durumda ﬂ N,/ N (ﬂN ] /N “dir (Kosar, 2014).

iel iel
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Ispat: m+N e(")(N,/N) olsun. Bu durumda her ie/ igin m+N e N,/N olup

iel

me N, olur. O halde m eﬂM olur ki buradan da m+ N e(ﬂ]\@j /N elde edilir.

iel iel

Tersine, benzer islemler yapilarak esitlik gosterilebilir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

Bu béliimde biiyiik projektif modiilleri tanimlayabilmek i¢in gerekli olan projektif
modiil, injektif modiil ve biiylik alt modiilleri kavramlar1 ve bu kavramlarla ilgili baz1

ozellikler incelenmistir.
3.1. Projektif Modiiller

Tanim 3.1.1. M ve N birer R-modiil olsun. Her g: M — T epimorfizmasi ve her
f:N—>T homomorfizmast i¢in f =goh olacak sekilde bir A:N->M

homomorfizmasi bulunabilirse, N’ye bir M-projektif modiil denir. Diger bir deyisle, tam

satirli her

N
’1 f
M= T . 0

diyagrami bir # homomorfizmasiyla degismeli “liggene” tamamlanabilirse, N’ye bir M-

projektif modiil denir.

K bir R-modiil olsun. Eger diyagramdaki her modiil G[K ] ‘nin eleman1 olsa ve

ayni ifade dogru ise N’ye o [K | da M-projektiftir denir.

Pe O'[K] olsun. Eger P her L e O'[K] i(;inO'[K] ’da L-projektif ise, P’ye O'[K]

icinde projektiftir denir. Eger P her M modiilii i¢in M-projektif ise, P’ye bir projektif
modiil denir. Eger P bir P-projektif modiil ise P kendi kendine projektiftir (self-
projective) denir (Wisbauer, 1991).

Onerme 3.12. R bir halka ve {P} _ kiimesi R-modiillerin bir ailesi olsun.

P= @1 P direkt toplamiin projektif olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Vie/ i¢in P ’nin

projektif olmasidir (Alizade ve Pancar, 1999).



Ispat: (=) P=@1P" projektif olsun. Herhangi f:M — N R-modiil
epimorfizmasint ve g:P — N R-modil homomorfizmasim1 alalm. 7,:P—> P i
kanonik projeksiyon ve & :P — P i. kanonik injeksiyon olmak tizere P projektif

oldugundan gz, : P — N homomorfizmas: i¢in gz, = fh olacak sekilde 3h:P > M

homomorfizmas: mevcuttur. e = hg, olmak lizere e: P — M homomorfizmasini alalim.

p
s||=
hi “B
t g
ML N 0

Boylece fe= fhe, =gme =gl, =g dir. O halde F, projektif olup istenen elde
edilir.

(¢) f:M —>N bir R-modiil epimorfizmast ve g:P—N bir R-modiil
homomorfizmas: olsun. Her ie/ icin P projektif oldugundan gg:P —> N

homomorfizmas: i¢in ge, = fh. olacak sekilde en az bir 4 : P — M homomorfizmasi

bulunabilir.

h, .

M—L N 0

h:P—>M, (m)—>> h(m,) doniisiimini tanimlayalim. /’nin bir R-modiil

homomorfizmasi oldugu gosterilebilir. Herhangi (ml, )ie] € P alalim. Bu takdirde her
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iel igin  ge&=/fn  oldugundan  (fh)(m,)_ =f(Zh (m))=2f(h(m,))

=X g(&(m))=g(Xe (m))=g(m,),_, olup fh=g olur. O halde P projektiftir.

Teorem 3.1.3. M ve P iki R-modiil olsun. P’nin M-projektif olmasi i¢in gerek ve

yeter sart L < M olmak iizere her

P
'1? f
M—E—\——0

diyagrami i¢gin poh=f olacak sekilde 3JA:P—>M  homomorfizmasinin
bulunabilmesidir (burada p:M — M /L, m — p(m)=m+ L ile tanimhidir) (Wisbauer,
1991).

Ispat: (=) Agiktir.

(<) Satir tam olmak tizere herhangi

diyagramini alahm. f:M/Cekf — N, a+Cekf — f(a+Cekf)= f(a) doniisiimiiniin

bir R-modiil izomorfizmasi oldugu gosterilebilir. Hipotez geregi

P
F Fog
M~ M/Cekf —— 0
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diyagrami degismeli olacak sekilde 34 : P - M R-modiil homomorfizmasi bulunabilir.
Burada Vxe P igin (foh)(x)=f(h(x))=f(h(x)+Cekf)=f(p(h(x)))=(Fopoh)(x)
=(fof"og)(x)=g(x) olup foh=g olur. O halde P, M-projektif olup istenen
elde edilir.

Teorem 3.1.4. P modiilii M-projektif olsun. Bu durumda VK <M i¢in P modiilii
K-projektif olur.

[spat: T <K olmak iizere p, :K — K/T kanonik epimorfizma ve g:P — K/T

bir R-modiil homomorfizmasi olsun.

i
P
¥ L.
K » K/T- >0

diyagrami degismeli olacak sekilde 34: P — K R-modiill homomorfizmasiin varligini

gosterirsek istenen elde edilir. iy, :K/T - M/T, a+T =iy, (a+T)=a+T igerme
déniisimii ve p:M — M /T, a— p(a)=a+T kanonik epimorfizmasin alirsak, P M-
projektif oldugundan  poh =iy ,0g olacak sekilde Jh:P—>M  R-modil
homomorfizmas: vardir. Burada VxeP i¢in h(x)+T=p (h (x)) =(poh)(x)=
(iK/T og)(x) =g (g(x)) =g(x)eK/T olup h(x)eK olur. O halde h:P—>K R-
modiil homomorfizmasi olarak diisiinebiliriz. Burada VxeP icin
(pcoh)(x)=py (h(x))=h(x)+T=g(x) olup pyeh=g olur. Yani gosterdigimiz
diyagram degismeli olacak sekilde 34 : P — K R-modiil homomorfizmasi bulunabilir.

Teorem 3.1.5. P modiilii M-projektif olsun. Bu durumda VK <M i¢in P modiilii
M /K -projektif olur.

Ispat: Satir tam dizi olmak iizere
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diyagramini alalim. p:M — M/K kanonik epimorfizmasini gbz 6niine alirsak p ve f
orten oldugundan fop de orten olup fop:M — N bir R-modiil epimorfizmasi olur. O
halde P M-projektif oldugundan fopoh'=g olacak sekilde 34':P—> M R-modiil
homomorfizmast vardir. Burada h=poh’ dersek h:P—>M/K bir R-modiil

homomorfizmasi ve foh=g olup P modiili M/K -projektif olur.

A g
Teorem 3.1.6. P bir R-modiil ve 0 >M'—>M —>M" — 0 R-modiillerin bir kisa
tam dizisi olsun. Eger P, M-projektif ise P hem M -projektif, hem de M" -projektiftir
(Clark vd, 2006).

Ispat: 0 —> M '1>M i>M "— 0 bir kisa tam dizi oldugundan f birebir ve g Orten
olup M'= f(M') ve M/Cekg=M" olur. P, M-projektif ve f(M')<M oldugundan
Teorem 3.1.4.’ten P, f(M')-projektif olup M'= f(M') oldugundan P, M'-projektif
olur. Yine P, M-projektif oldugundan Teorem 3.1.5.ten P, M /Cekg -projektif olup
M/Cekg = M" oldugundan P, M" -projektif olur.

Teorem 3.1.7. P ve M modiilleri i¢in agsagidaki ifadeler birbirine denktir.

(a) Her A indis kiimesi i¢in P, M (*) -projektiftir.
(b) Her N e O'[M ] icin P, N-projektiftir (Clark vd, 2006).

Ispat: (a)=(b) Herhangi N eo[M] alalim. Bu durumda N, M tarafindan
iiretilen bir 7 modiiliinlin bir alt modiilii olur. 7, M tarafindan tretildiginden 6yle A

indis kiimesi vardir ki [ : M ®) 57 R-modiil epimorfizmasi bulunabilir. Hipotezden P,

i f
MW -projektiftir. Burada 0 — Cekf —> M ™ 570 kisa tam dizisini diistintirsek P,
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MW -projektif oldugundan Teorem 3.1.6. geregi P, T-projektif olur. Bu durumda

i p
0—>N—>T—>T/N—>0 kisa tam dizisini alirsak yine Teorem 3.1.6. geregi P, N-

projektif olur.

(b)=(a) M ™) g o[M] oldugundan istenen elde edilir.

Teorem 3.1.8. M bir R-modiil ve P, o[M ] de sonlu iiretilmis bir R-modiil olsun.
Bu takdirde asagidaki ifadeler birbirine denktir.

(a) P, M-projektiftir.
(b) P, o [M ]’de projektiftir (Wisbauer, 1991).

Teorem 3.1.9. R birimli bir halka olsun. Bu takdirde R projektiftir ve bundan
dolayr her R-modiil projektif (serbest) bir R-modiiliin bir epimorfik goriintiisiidiir
(Wisbauer, 1991).

Ispat: M bir R-modiil olsun. Once , R ’nin projektif oldugunu gosterelim. Satir tam

olmak tizere R-modiillerin herhangi

R
heor
M2 N .0

diyagranu verilsin. f(1,)=n diyelim. g 6rten oldugundan g(m)=n olacak sekilde
dmeM vardir. h:R—M, r— h(r)=rm donisimini tammlayalim. /’nin bir
homomorfizma oldugu gosterilebilir. Diger taraftan VreR icin
(goh)(r) :g(h(r)) = g(rm) = rg(m) =rn= rf(lR): f(rlR) = f(r) olup goh=f
olur. O halde ,R projektiftir. ,R projektif oldugundan Onerme 3.1.2.°den , R™ de
projektiftir. Bu durumda Teorem 2.2.50.’den M projektif bir R-modiiliin bir epimorfik
goriintlistidiir.
Teorem 3.1.10. P bir R-modiil olmak iizere asagidaki ifadeler birbirine denktir.
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(a) P projektiftir.

(b) P, R™ *min bir direkt toplam terimine izomorftur.

(c) Oyle {p, e P|Ae A} ve {f, e Hom(P,R)|A€ A} kiimeleri vardir ki Vpe P
igin;
i.  Sadece sonlu sayida 1 €A i¢in f,(p)+0 olur.

i. p=>f.(p)p, olur(dual taban) (Wisbauer, 1991).
A

Ispat: (a)=(b) P projektif olsun. Teorem 2.2.50.’den RV > p

epimorfizmasi vardir. Bu takdirde

(P)

diyagramin1 degismeli kilan 34:P — R’ homomorfizmas1 vardir. Burada Teorem

22.42°den R = Imh® Cekf =h(P)®Cekf olur. Ayrica h(x)=h(y) olan her
x,yeP igin (foh)(x)=f(h(x))=/(h(y))=(f°h)(y) olup foh=1, oldugundan
x=y olur. Bu durumda h birebir olup P = h(P) olur. O halde P, R *nin bir direkt
toplam terimine izomorf olur.

(b)=(a) A bir indis kiimesi ve P, R *nin bir direkt toplam terimine izomorf

olsun. Bu takdirde R projektif oldugundan Onerme 3.1.2.°den R™ nin her direkt
toplam terimi projektif olup P projektif olur.

(b) = (c) P, R™)’nin bir direkt toplam terimine izomorf olsun. Bu takdirde RW

'nin Oyle bir K direkt toplam terimi vardir ki P= K olur. P= K olduguna gore en az

bir f,: P — K izomorfizmas1 mevcuttur. i, : K — R™ igerme déniisiimii olmak iizere

f =i, of, olsun. K, R™>nin bir direkt toplam terimi oldugundan RM =K®T olacak
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sekilde 3T7<RY™  vardir. g:RM=K®T P, x=k+t—g(x)=f," (k)
doniisiimiinii tanimlayalim. g "nin bir homomorfizma ve go f =1, oldugu gosterilebilir.
Her A€ A igin ¢, :R— R™ kanonik injeksiyon ve 7z, : : R - R kanonik projeksiyon

olmak iizere Z:g/1 orr;, =1 olur. Burada her A€ A i¢in f, =7, f dersek, her pe P

A
icin  f( p)eR(A) olduguna goére sadece sonlu sayidaki AdeA  igin

f,(p)=(7,°f)(p)#0 olur. Diger yandan her AeA igin p, =(goe,)(1) dersek
p=1(p)=(2°£)(p)=(g°1 °f)(P)=2 (L (1 (P)))= g([;& %](f(p))j -

e[ e (m (1) - 2 (e e (. f(p))))) ) (gO«%)(m (/(r))-
;(gogi)(@(f(p))-lR):;@(f(p )(gec,)( ; 7o f)(p ;]j(p)p/I olur.

(c)=(b) Her peP i¢in f(p)= (f/1 (p))A olmak iizere f:P—R"
doniisiimiinii tanimlayalim. 1. siktan sadece sonlu sayida A€ A i¢in f, ( p)#0 olup f

kapalidir. /’nin iyi taniml1 oldugu da agiktir. Bu durumda f bir fonksiyondur. Her 4 € A

icin f, : P — R bir homomorfizma olduguna gére f’nin bir homomorfizma oldugu da

gosterilebilir. g:R(A) — P, (’% Z:r/1 p, donlsimiini tanimlarsak g’nin bir
A

homomorfizma oldugu gosterilebilir. O halde 1ii. siktan her peP igin

(gof)(p):g(f(p)):g(fa (p))A :Zfl (p)pz :p:[P(p) olup gof=1, olur
A

Bu takdirde Teorem 2.2.42.’den R") = Imf @ Cekg = f (P)® Cekg olur. f(x)=f(»)

olan Vx,yeP igin (gof)(x)=g(/(x))=g(/(¥))=(g°f)(») olup gof=1I,

oldugundan /,(x)=1,(y) ve buradan da x=y elde edilir. Bu durumda f* birebir ve

P= f(P) olup P, R™ >nin bir direkt toplam terimine izomorf olur.
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Tanim 3.1.11. Teorem 3.1.10. (c¢) sikkinda ifade edilen {plePMeA} ve

{f, € Hom(P,R)|A € A} kiimeleri birlikte P icin bir dual taban olarak adlandirilir
(Wisbauer, 1991).

Tanim 3.1.12. M bir R-modiil olsun. Eger M’nin M =U +V sartin1 saglayan her U
ve V alt modiilleri i¢in Imf cU ve Im(1,,— )<V olacak sekilde bir f e End (M)

varsa M’ye bir 7 -projektif (veya essiirekli) modiil denir (Wisbauer, 1991).

Teorem 3.1.13. M bir R-modiil olsun. Bu durumda M’nin 7 -projektif olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul M =U+V olan her U,/ V<M i¢in ¢:UxV—>M,
(u,v) > @(u,v)=u+v ile tammlanan epimorfizmanmn pargalanabilir —olmasidir
(Wisbauer, 1991).

Ispat: (=) M =U+V sartim saglayan M’nin U ve V alt modiillerini alalim.
poh=1,, olacak sekilde bir h:M — UxV homomorfizmasinin var oldugunu
gosterecegiz. M 7 -projektif oldugindan Imf cU ve Im(1,,— )<V olacak sekilde
bir  feEnd(M) vardr. h:M —>UxV,m—h(m)=(f(m),(1, - f)(m))
doniistimiinii tanimlayalim. /4’nin bir R-modiil homomorfizmasi oldugu gosterilebilir.
Burada  her meM i¢in ((/)oh)(m):(D(h(m))z(p(f(m),(lM —f)(m))z
f(m)+(1,, = f)(m)= f(m)+m— f(m)=m oldugundan @oh=1I, olup istenen elde
edilir.

(=) M=U+V sartim saglayan M’nin U ve V alt modiillerini ele alalm.
p:UxV > M, (u, v) - (o(u, v) =u+v ile tanimlanan homomorfizma parcalanabilir
oldugundan ¢@oh=1,, olacak sekilde en az bir A:M — UxV homomorfizmasi
mevcuttur. Her me M igin h(m) = (um,vm) diyelim. f:M > M, m > f(m) =u,
doniistimiinii tanimlayalim. f ’nin bir homomorfizma oldugunu kolaylikla gosterebiliriz.

Eger Imf cU ve Im(l, — f)cV oldugunu gostersek istenen elde edilir. Imf cU

oldugu agiktir. Herhangi aeIm(l,, - f) alam. Bu durumda a=m— f(m) olacak
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sekilde en az bir meM vardr. O halde a=m—u,=(poh)(m)-u,=
o(h(m))—u, =o(u,,v,)-u, =u, +v, —u, =v, €V bulunur. Yani Im(1,, - f)<=V olur.
Teorem 3.1.14. Projektif modiiller 7 -projektiftir (Wisbauer, 1991).
Ispat: M bir projektif modiil, U,V <M ve M =U+V olsun. Bu takdirde

p:M — M/V kanonik epimorfizma olmak iizere p| v:U —> MV bir epimorfizma olup

M projektif oldugundan
M
e
ULy 0

diyagrami degismeli olacak sekilde 3f:M — U homomorfizmast vardir (Yani
(p|y)f=p dir). O halde fe€EndM ve f(M)cU olur. Her xelm(l, —f) igin
x=y—f(y) olacak  sekilde en az bir yeM  mevcuttur.
p(¥)=p(r=r()=r()=((rls)/)()=p(»)-p(y)=0 olur  Boylece
xeCekp=V olur. Yani Im(l,,—f)cV olup ayrica Imf cU oldugundan M, 7-
projektiftir.

Tamm 3.1.15. M bir R-modiil ve K <M olsun. Eger Vf e End,(M) igin

f (K )= K ise K’ya M’nin bir tamamen degismez (fully invariant) alt modiilii denir

(Kosan ve Tiitiincti, 2007).

Teorem 3.1.16. P bir kendi kendine projektif R-modiil olsun. Bu durumda P’nin
her tamamen degismez K alt modiilii icin P/K modiilii de kendi kendine projektif olur

(Wisbauer, 1991).

Ispat: P’nin tamamen degismez herhangi K alt modiiliinii ve tam satirli herhangi
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P/K
i

PK —=— N .0

diyagramini alahm. p: P — P/K kanonik epimorfizma olmak iizere g 6rten oldugundan
gop:P— N bir R-modiil epimorfizmasi olur. Bu durumda P kendi kendine projektif
oldugundan gopoh= fop olacak sekilde J4:P—> P R-modill homomorfizmasi
vardir. h:P/K— P/K, x+K —h(x+K)=h(x)+K donisimiini tammlayahm. 4:’in
kapali oldugu agiktir. x+ K =y+ K olan herhangi x,ye P alalim. x+K=y+K
oldugundan x—yeK olup h(x—y)eh(K) olur. Burada K, P’nin bir tamamen
degismez alt modili oldugundan A(K)c K olup h(x-y)eK olur.
h(x)—h(y)=h(x—y)eK oldugundan h(x)+K=h(y)+K olur. O halde A iyi
tammlidir. Boylece A :P/K — P/K bir fonksiyon olur. Burada 4 ’in bir R-modiil

homomorfizmasi  oldugu  gosterilebilir. ~Ayrica gopoh=fop  oldugundan
Vx+K eP/K igin (goh)(x+K)=g(h(x+K))=g(h(x)+K)=g(p(h(x)))=
f(p(x))=f(x+K) olup goh = [ olur. O halde P/K kendi kendine projektif olup
istenen elde edilir.

3.2. Injektif Modiiller

Tanim 3.2.1. M ve N iki R-modil olsun. Eger satir tam dizi olan R-modiil

homomorfizmalariin her

diyagrami i¢in hog = f olacak sekilde 34: M — N homomorfizmasi varsa N'ye M-

injektiftir denir.
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Eger diyagramdaki her modiil O'[T ] ‘nin elemani olmak kosuluyla ayni ifade
dogru ise N’ye o [T| i¢inde M-injektiftir denir.

Eger N her Leo|T] i¢in o[T] i¢inde L-injektif ise, N’ye o[T]’de injektiftir
denir.

Eger N her M R-modiilii i¢cin M-injektif ise, N’ye bir injektif modiil denir
(Wisbauer, 1991).

Teorem 3.2.2. M ve N iki R-modiil olsun. N’nin M-injektif olmas1 i¢in gerek ve

yeter sart VK <M ve her f:K—> N homomorfizmasi i¢cin i:K —> M igerme

doniisiimii olmak tlizere

»

diyagrami degismeli olacak sekilde en az bir A:M — N homomorfizmasinin

bulunmasidir (Wisbauer, 1991).

Ispat: (=) Agiktir.

(<) Satir tam dizi olan herhangi

diyagramini  alalim. g:7—>M  bir R-modil monomorfizmast oldugundan
g:T—g(T) bir R-modiil izomorfizmas: olarak disiiniilebilir. K =g(7) diyelim.

Hipotezden
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0

diyagramini1 degismeli kilan 34: M — N homomorfizmasi vardir. Burada VzeT ig¢in
(hog)(t)=h(g(1)=h(i(2(1)))=(hei)(g(t)=(Sog")(2(1) =/ (2" (2(1))= £ (2)

olup hog = f olur. O halde tanimdan N, M-injektif olup istenen elde edilir.

Teorem 3.2.3. M bir R-modill ve {U,} = R-modillerin bir ailesi olsun. Bu

iel

durumda H U, direkt ¢arpiminin M-injektif olmasi icin gerek ve yeter sart Ve I icin

iel
U, niin M-injektif olmasidir (Alizade ve Pancar, 1999).
Ispat: (=) HU .» M-injektif olsun. pel, f:K —-> M bir monomorfizma ve
iel

7:K —> U, bir homomorfizma olsun.

S
0 K M
” ;
., o
Eu || Fu
‘;

diyagramuni goz Oniine alalm. ¢, :U, —)HUi kanonik injeksiyon olmak {izere,

iel

¢,7:K—>]]U, homomorfizmas igin &,y =6f olacak sekilde bir §:M —]]U,

iel iel

homomorfizmasi meveuttur. O halde 7, :HU ; > U, w. kanonik projeksiyon olmak

iel
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izere 0'=7,0 esitligi ile tanimlanan &":M —U, homomorfizmasi igin
O'f=rnof=nme,y=1, y=y elde ederiz. Yani & f=y elde etmis olduk.

Dolayisiyla Vi e I igin U, , M-injektiftir.

(<) Yuel igin U,, M-injektif olsun. g€, f:K — M bir monomorfizma ve

g:K— H U, bir homomorfizma olmak tizere asagidaki diyagrami géz 6nune alalim.

iel

g h‘/; b

U, M-injektif oldugundan 7,g:K —U, R-modiill homomorfizmas i¢in 7,g="4,f

olacak sekilde bir #,:M —U, R-modil homomorfizmasi vardir. j: M_’HUN

iel

m—>h(m)= ( h (m)) ) dontlistimiinii tanimlayalim. /#’nin bir homomorfizma ve her i e /
icin 7,h=h, oldugu gosterilebilir. Bu durumda Viel igin 7, (hf ) =hf=mg olup

hf = g esitligini elde ederiz. O halde HUZ. carpimi M-injektiftir.

iel

Teorem 3.2.4. U, M-injektif bir R-modiil olsun. Bu durumda M’nin her V alt
modiilii igin U hem V-injektif hem de M/V -injektiftir (Kosar, 2008).

Ispat: Once U’nun V-injektif oldugunu gosterelim. Satir tam dizi olmak

lzere,
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diyagramimi diistinelim. V7, M’nin bir alt modiilii oldugundan i:V — M igerme

doniistimiinti alirsak if : K — M bir monomorfizmadir. U, M-injektif oldugu i¢in

0 »K

diyagraminda 6yle bir h: M — U R-modiil homomorfizmasi vardir ki A(if ) = g *dir.

Buradan (hi) f =g yazilir. Eger h'=hi dersek asagidaki diyagram degismeli olacak
sekilde

g ,,"'/h’

en az bir 4':V - U R-modiil homomorfizmasi bulunmus olur. O halde U, V-injektif

olur.

Simdi U'nun M/V -injektif oldugunu gosterelim. ¥ <K <M olan herhangi bir
K <M alalim. Her

& h

39



diyagrami i¢in hiy, =g olacak sekilde en az bir h:M /V — U ho9momorfizmasinin
varhgm gostermeliyiz. Her meM ve ke K igin p(m)=m+V ve p (k)=k+V ile

tammh p: M — M/V ve p,:K — K/V doniistimlerinin birer homomorfizma olduklar

bilinmektedir. U, M-injektif olduguna gore

diyagrami degismeli olacak sekilde 3A, : M — U homomorfizmasi vardir. Bu takdirde
hi, =gp, olur. h:M/V >U,m+V —h(m+V)=h(m) donisimiini tanimlayalim.
m+V =m'+V olan herhangi m,m'e M alalim. O halde m-m'eV olup V<K
oldugundan A (m—m')=h (ix (m-m'))=g(p,(m-m"))= g(OK/V) =0 olur. Bu
durumda /i, (m)—h (m')=0 olup h (m)=h(m') olur. O halde % iyi tammhdir. 7’nin
bir homomorfizma oldugu gosterilebilir. k€K olmak tzere k+V eK/V igin
hig, (k+V)=h(k+V)=h(k)=(gp,)(k)=g(p,(k))=g(k+V)  oldugundan
hiy,, =g olur. Yani (3.1.) diyagramim degismeli kilan en az bir 2:M/V - U R-

modiil homomorfizmast mevcuttur. O halde U, M/V -injektiftir.

Sonug¢ 3.2.5. M, M, ve M, birer R-modiil olmak lizere 0 - M, i>Mi>M2 -0
bir tam dizi olsun. Eger U, M-injektif ise, U hem Mi-injektif ve hem de M>-injektiftir
(Wisbauer, 1991).

Ispat: Dizi tam oldugundan Imf = Cekg , g orten ve f birebirdir. 1. Izomorfizma
Teoremi’nden M/Cekg =M, olur. Bu durumda M/Imf =M, ve M, =Imf<M
oldugundan M\, M’nin bir alt modiilii ve M, = M/M, olarak diisiiniilebilir. Dolayisiyla

Teorem 3.2.4.ten U hem M-injektif ve hem de M>-injektiftir.
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Sonug 3.2.6. U ve M iki R-modiil olsun. Bu durumda U’nun M-injektif olmasi i¢in
gerek ve yeter sart M’nin her K alt modiilii i¢in U’nun K-injektif olmasidir (Wisbauer,
1991).

Ispat: (=) U, M-injektif ve K, M nin bir alt modiilii ise, Teorem 3.2.4. geregi U,
K-injektiftir.

(<:) Her modiil kendisinin bir alt modiilii oldugundan K’y1 M olarak secebiliriz.
Bu durumda kabul geregi U, M-injektiftir.

3.3. Biiyiik Alt Modiiller

Tanim 3.3.1. M modiiliiniin bir N alt modiiliiniin, M’nin sifirdan farkli her alt
modiilii ile kesisimi sifirdan farkl ise (diger bir deyisle, N(YU =0 olan her U < M igin
U =0 ise), N ye M’nin bir bliyiik veya énemli alt modiilii denir ve N <M ile gosterilir

(Alizade ve Pancar, 1999).

Tanim 3.3.2. Bir f: M — N monomorfizmasinin /mf goriintlisii N'nin bir biiyiik

alt modiilii ise, f’ye bir biiyiikk veya dnemli monomorfizma denir (Alizade ve Pancar,

1999).

Teorem 3.3.3. K, L ve M birer R-modiil olsun. Asagidaki ifadeler saglanir.

(a) K<L<M ise K<M olmast i¢in gerek ve yeter sart K <L <M
olmasidir.
(b) f:K—>L ve g:L—> M iki monomorfizma olsun. Bu takdirde go f

nin bir biiyilkk monomorfizma olmasi i¢in gerek ve yeter sart f ve g’nin biiyiik

monomorfizma olmasidir.

(c) h: K — M bir R-modiil homomorfizmasi ve L <M ise h™ (L)< K olur.
(d) K/ <L <M ve K, <L, <M ise K,(NK, <L L, olur.

(e) M’nin iki biiyiik alt modiliiniin kesisimi de M’nin bir biyiik alt
modiiliidiir (Wisbauer, 1991).

Ispat: (a) (=) K <M olsun. K <L oldugundan LN7T =0 olan her T <M igin

KNT =0 olup K <M oldugundan 7 =0 olur. Bu durumda L <M olur. K(1S=0
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olan her S<L icin S<M ve K <M oldugundan S =0 olup K <L olur. O halde
K <L<aM olur.

(=) K<L<M olsun. KNT=0 olan herhangi <M alahm. KN7T =0

oldugundan KNTNL=0 olup TNL<L ve K<L oldugundan T(1L=0 olur.
LNT=TNL=0ve LM olduguna goére T =0 olup K <M olur.

(b) f:K—L ve g:L— M birer monomorfizma oldugundan go f:K — M
bir R-modiil monomorfizmas: olur.

(=) gof  bir biiyiik monomorfizma olsun. Bu takdirde
g(f(K))=(gos)(K)=1Im(gof)aM olur. g(f(K))aM ve g(f(K))<g(L)<M
oldugundan (a) sikkindan Img=g(L)<M olup g bir biiylik monomorfizma olur.
Ayrica yine (a) sikkindan g( f(K )) <g(L) olup g birebir olduguna gore g:L — g (L)
bir R-modiil izomorfizmas: olarak diisimiilebilir. Bu durumda f(K)<L olup f bir
biiyiik monomorfizma olur.

(<) f bir biiyik monomorfizma oldugundan f(K)<L olup g Dbirebir
oldugundan g ( f(K )) < g(L) oldugu kolayca gosterilebilir. g bir biiyiik monomorfizma
oldugundan g(L)<M olup ayrica g( f(K )) <g(L) oldugundan (a) sikkindan

Im ( gof ) =g ( f (K )) <M olur. Budurumda go f bir bilyiik monomorfizma olur.

(c) h:K —> M bir R-modiil homomorfizmasi ve L<M olsun. h™' (L)NT =0
olan herhangi 7'< K alalim. Herhangi x € LN A(T) alalm. Buradan xe L ve x=h(t)
olacak sekilde en az bir €T vardir. h(t)=x e L olduguna gore t€h™' (L) olup ayrica
teT oldugundan reh™ (L)NT =0 olur. Bu durumda #=0 olup x=~h(t)=4(0)=0
olur. Bu takdirde LNA(7)=0 olup L <M oldugundan 4 (7)=0 olur. Herhangi yeT

alalm. Bu durumda 4 (7T)=0 oldugundan /(y)=0eL olup yeh™ (L) olur. Ayrica
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yeT oldugundan yeh™ (L)NT =0 olup y=0 olur. O halde 7=0 olup ™' (L)< K

olur.

(d) K, 9L <M ve K,<dL,<M olsun. K NK,NT=0 olan herhangi
T<LNL,alahm. KNK,NT=0, K, N\T<T<LL,<L, ve K, <L, olduguna gore
K,NT=0 olur. K,NT=0, T<LNL,<L, ve K,<L, oldugundan 7 =0 olup

K, NK, <L L, olur.

(e) K, <M ve K, <M ise (d) sikkindan K,NK, <M M =M olup istenen

elde edilir.

Sonu¢ 3.3.4. M bir R-modiil olmak iizere M’nin sonlu sayida biiyiik alt
modiillerinin kesisimi de M’nin bir biiyiik alt modiiliidiir (Wisbauer, 1991).

Ispat: Teorem 3.3.3.(e)’den agiktir.

Sonu¢ 3.3.5. M bir R-modil ve K<M olsun. K<T<M olmak iizere
T/K <M/K ise T <M olur (Wisbauer, 1991).

Ispat: Teorem 3.3.3.(c)’den agiktir.

Tanim 3.3.6. M bir R-modiil ve K,L<M olsun. Eger K(L=0 ve K(N=0

olan her LN <M i¢in N =L ise L’ye K’nin M’de kesisime gore bir tiimleyeni denir
(Wisbauer, 1991).

Teorem 3.3.7. M bir R-modil olmak tlizere M’nin her alt modilinin AM’de

kesisime gore bir tlimleyeni vardir (Wisbauer, 1991).

Ispat: K <M olsun. S= {N < M|KﬂN = 0} kiimesini tanimlayalim. K(10=0

olduguna gore 0e S olup S#O olur. $nin kapsama bagntisina gore herhangi 7

zincirini alalm. X = U C diyelim. Burada X <M oldugu gosterilebilir. Herhangi

CeT

xe KX alalim. Buradan xe K ve xe X olur. xe X=U C oldugundan xeC

CeT

olacak sekilde en az bir CeT vardir. O halde xe K(N1C=0 olup x=0 olur. Bu
durumda KN X =0 olup X €S olur. Ayrica her CeT i¢in C< X oldugundan X,
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T’nin bir Ust smir1 olur. O halde Zorn Lemmasi’ndan S kiimesi en az bir maksimal L

elemant igerir. Burada L, K’nin M’de kesisime gore bir tiimleyeni olur.

Teorem 3.3.8. M bir R-modiil olmak tlizere K,L <M ve L, K’nin M’de kesisime
gore bir tiimleyeni olsun. Bu takdirde (K+L)/L<M/L olup K®L<M olur

(Wisbauer, 1991).

Ispat: T/L<M/L olmak iizere ((K+L)/L)N(T/L)=0 olsun. Bu takdirde
(KNT)+L)/L=((K+L)/L)N(T/L)=0 olup (KNT)+L=L olur. Buradan
KNT<L olup KNL=0 oldugundan KNT <KNL=0 olur. O halde LT ve L,
K’nin M’de kesisime gore bir tiimleyeni oldugundan 7'=L olup 7/L =0 olur. Béylece

(K+L)/L<M/L olur. Bu durumda Sonug 3.3.5.’ten K ® L <M olur.

Tanim 3.3.9. M bir R-modiil olsun. M’nin biitiin basit alt modiillerinin toplamina

M’nin temeli denir ve genellikle SocM ile ifade edilir (Wisbauer, 1991).

Teorem 3.3.10. M bir R-modiil olsun. Bu takdirde SocM = () L olur (Wisbauer,

LM

1991).

Ispat: T= () L diyelim. L <M olsun. K, M’nin bir basit alt modiilii olmak iizere

LaM

K < L oldugu kolaylikla gosterilebilir. Boylece SocM < L olup SocM <T olur.

Tersine, 7"nin yar1 basit oldugunu gosterirsek istenen elde edilir. 7°nin herhangi S
alt modiiliinti alalim. Teorem 3.3.7.’den S nin M’de en az bir X kesisime gore tlimleyeni

vardir. Teorem 3.3.8°den S®X <M olup T= () L<S®X olur. Burada S<T

LaM
olduguna gére Modiiler Kurali'ndan T=TN(S®X)=S®(T'NX) olup S, I"nin bir

direkt toplam terimi olur. Bu durumda Teorem 2.2.61.’den T yar1 basit olur.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu bdliimde biiylik projektif modiil kavrami tanimlanmis ve cesitli 6zellikleri

incelenmistir.
4.1. Biiyiik Projektif Modiiller

Tanim 4.1.1. M ve N iki R-modiil olsun. Eger Cekg<N olan her g: N - K R-
modiil epimorfizmasi ve her f:M — K R-modiil homomorfizmas1 i¢in [ = goh

olacak sekilde en az bir #: M — N R-modiil homomorfizmasi bulunabilirse, M’ye bir

4
biiylik N-projektif modiil denir. Yani Cekg<N ve N — K — 0 satir1 bir tam dizi olmak

uzere

‘ M
h f

>
»

R o >0

diyagramimi degismeli kilan en az bir h:M — N R-modill homomorfizmasi
bulunabilirse M’ye bir biiylik N-projektif modiil denir. Eger her N R-modiilii icin M
bliyiik N-projektif ise M’ye bir biiylik projektif modiil denir.

Teorem 4.1.2. M ve N iki R-modiil olsun. M’nin biiylik N-projektif olmasi i¢in
gerek ve yeter sart K <N olan her

diyagramimi degismeli kilan 34: M — N homomorfizmasinin bulunabilmesidir (burada

p:N—> N/K, x> p(x)=x+K ile tammhdir).



Ispat: (=) Agiktir.
(<:) g bir R-modiil epimorfizmasi ve Cekg < N olmak iizere herhangi
M
S

N—sT .0

diyagrammi alalm. g:N—>T bir R-modil epimorfizmasi oldugundan
g:N/Cekg >T, x+Cekg — g(x+Cekg)=g(x) ile tammli g déniisiimiinin bir R-

modiil izomorfizmasi oldugu gosterilebilir. Hipotezden p:N — N/Cekg bir kanonik

epimorfizma olmak tizere

Zof
N—2— N/Cekg—— 0

diyagramimi degismeli kilan 34#:M — N R-modiill homomorfizmas1 vardir. Burada
vxeM igin (goh)(x)=g(h(x)=2(h(x)+ Ceke) =2(p(h(x))) =(2= poh)(x)

:(gog’lof)(x):f(x) olup goh=f olur. O halde M bilyiik N-projektif olup

istenen elde edilir.

Teorem 4.1.3. M bir R-modiil ve K <M olsun. Eger M /K biiyiik M-projektif ise
K =M olur.

Ispat: M/K bilyiik M-projektif olsun. Bu durumda p:M — M/K bir kanonik

epimorfizma olmak iizere
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M/K

1 MK

diyagramini degismeli kilan 34: M /K — M R-modiil homomorfizmasi vardir. Burada
peh=1,, oldugundan Teorem 2.2.42°den M =Imh® Cekp olup Cekp=K
oldugundan M =Imh® K olur. Bu durumda K(\Imh=0 olup K <M oldugundan
Imh =0 olur. O halde M =Imh® K =0® K = K olup istenen elde edilir.

Teorem 4.1.4. M bir biiyiik projektif R-modiil olsun. N bir R-modiil olmak iizere
egerCekf <N olan en az f: N — M bir R-modiil epimorfizmasi1 bulunabilirse M =0

olur.

Ispat: f:N — M bir R-modiil epimorfizmas: ve Cekf <N olsun. Bu durumda
N/Cekf = M olup M biiyiik projektif oldugundan N/Cekf de biiyiik projektif olur. O
halde N/Cekf biiyiik N-projektif olup Teorem 4.1.3. geregi Cekf = N olur. Cekf =N
oldugundan M = f(N)= f(Cekf’)=0 olup istenen elde edilir.

Sonug 4.1.5. M bir biiyiik projektif R-modiil ve M # 0 olsun. Bu durumda N bir
R-modiil olmak tizere Cekf <N olan hi¢ bir f:N —> M R-modiill epimorfizmasi

yoktur.

Ispat: Teorem 4.1.4.’ten agiktir.

Teorem 4.1.6. {P} _ kiimesi R-modiillerin bir ailesi ve N bir R-modiil olsun. Bu

durumda P = €r)1 P direkt toplamimin biiyiik N-projektif olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
Vj el igin P ’nin biyiik N-projektif olmasidir.

Ispat: (=) Herhangi j el ve Cekg <N olan tam satirl herhangi
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diyagramini alalim. P:ie@lﬂ buyiik N-projektif oldugundan 7,:P— P, j. kanonik

projeksiyon olmak {izere

diyagramini degismeli kilan 34": P — N R-modiil homomorfizmasi vardir. ¢;: P, —> P
J. kanonik  injeksiyon = olmak  {izere h=hog, diyelim. Burada
goh=goh'og, = for o, =fol, =f olur. O halde P, biyik N-projektif olup

istenen elde edilir.

(<) Vjel igin P, biyik N-projektif olsun. g bir epimorfizma ve Cekg <N

olan herhangi

N——T . 0

diyagramini alalm. Vje/l igin P, biytk N-projektif oldugundan ¢&;:P, — P
J. kanonik injeksiyon olmak lizere goh, = fog, olacak sekilde 34, :P, —> N

R-modiil  homomorfizmasi  vardi.  h:P—> N, x=(x,)_ > h(x)=D h(x,)

iel

donlislimiinii  tamimlayalim.  /A’nin bir R-modiill homomorfizmas1  oldugu
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gosterilebilir. Herhangi x=(x,)_ €P alahm. Burada (goh)(x)= g(h(x)) =

(2000 |- 2 ()= 3 7o ()= 1 T en(5) |- £ (), = 1 ()

iel iel iel iel

olup goh= f olur. O halde P biiyiik N-projektif olup istenen elde edilir.

Sonu¢ 4.1.7. P bir biiyilkk N-projektif R-modiil olsun. Bu durumda P’nin
her direkt toplam terimi de biiyiik N-projektif olur.

Ispat: Teorem 4.1.6.”dan agiktir.

Teorem 4.1.8. M bir biiyiikk N-projektif R-modil ve K <N olsun. Bu
durumda M biiyiik N/K -projektiftir.

Ispat: Cekg < N/K olan tam satirli herhangi

diyagramin1  alalm. g:N/K —»T bir R-modiill epimorfizmasi oldugundan
p:N — N/K kanonik epimorfizmasi igin gop:N —T bir R-modiil epimorfizmasi

olur. Cekg < N/K oldugundan Teorem 3.3.3.(c)’den p~'(Cekg)< N olur. Herhangi
xep'(Cekg) alahm.  xep'(Cekg)  oldugundan  p(x)eCekg  olup
(gop)(x)= g(p(x)) =0 olur. O halde x e Cek(gop) olup p~'(Cekg)< Cek(go p)
olur. p™'(Cekg)<Cek(gop)<N ve p'(Cekg)<aN oldugundan Teorem
3.3.3.(a)’dan Cek(gop)< N olur. Ayrica gop: N — T bir R-modiil epimorfizmasi ve

M biiyiik N-projektif oldugundan
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diyagrammi degismeli kilan 34":M — N R-modiill homomorfizmas: vardir. Burada
gopoh'=f olup h=poh' dersek h:M — N/K bir R-modiil homomorfizmasi ve
goh=f olur. O halde M biiyilk N/K -projektif olup istenen elde edilir.

Teorem 4.1.9. M bir biiyiik N-projektif R-modiil ve K <N olsun. Bu durumda M
bliylik K-projektiftir.

Ispat: T <K ve p, :K — K/T kanonik epimorfizma olmak iizere

M
f
pK
K K/'T 0

diyagramini alalim. 7' < K < N oldugundan Teorem 3.3.3.(a)’dan 7' < N olur. M biiyiik

N-projektif oldugundan iy, :K/T — N/T i¢erme doniisimii ve py:N—>N/T

kanonik epimorfizma olmak tiizere
M
fK/T of

Py

N

N/T

0

diyagraminm1 degismeli kilan 32:M — N R-modiill homomorfizmas1 vardir. Burada
pyoh=ig,of olup VxeM igin h(x)+T =Py (h(x)) :(pN oh)(x) :(iK/T of)(x) =

i,y (f(x))=f(x)€K/T olur. O halde VxeM igin h(x)eK olup h:M — K bir R-
modiil homomorfizmas: olarak diisiinebiliriz. Burada VxeM i¢in h(x)+7T = f(x)
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oldugundan (p, oh)(x)=p, (h(x))=h(x)+T = f(x) olup p,oh=f olur. O halde M
biiylik K-projektif olup istenen elde edilir.
Sonug 4.1.10. M bir biiylik N-projektif R-modiil ve K <N olsun. Bu durumda M

hem biiyiik K-projektif, hem de biiyiik N/K -projektiftir.

Ispat: Teorem 4.1.8. ve Teorem 4.1.9.’dan agiktir.

S g
Sonug 4.1.11. 0 > N'—> N —> N" — 0 bir kisa tam dizi ve Imf < N olsun. Eger M

biiyiik N-projektifise M hem biiyilk N'-projektif, hem de biiyiik N" -projektiftir.

. S g
Ispat: M biiyiik N-projektif olsun. 0 — N'— N — N" — 0 bir tam dizi oldugundan
f birebir, g orten ve Imf =Cekg olur. f(N')=Imf <N ve M biiyik N-projektif

oldugundan Teorem 4.1.9.°dan M biiyiik f (N')-projektif olur. Ote yandan f:N'— N
bir R-modiil monomorfizmasi oldugundan N’z f (N ') olur. O halde M biiyiik N'-

projektif olur. Cekg <N ve M biiyiikk N-projektif oldugundan Teorem 4.1.8.’den M
bilyik N/Cekg -projektiftir. Ote yandan g:N — N" bir R-modiil epimorfizmast
oldugundan N/Cekg = N" olur. O halde M biiyiik N" -projektif olur.

S g
Sonug 4.1.12. 0> N'—>N—>N"— 0 bir kisa tam dizi ve Cekg <N olsun. Eger
M biiyiik N-projektifise M hem biiyiik N'-projektif, hem de biiyiik N" -projektiftir.

Ispat: Imf = Cekg < N oldugundan Sonug 4.1.11.’den istenen elde edilir.

Teorem 4.1.13. M ve N modiilleri i¢in asagidaki ifadeler birbirine denktir.

(a) Her A indis kiimesi i¢in M biiylik N (*) -projektiftir.
(b) Her N-iiretilmis L modiilii i¢in M biiytlik L-projektiftir.

Ispat: (a)=>(b) N-iiretilmis herhangi L modiiliinii alahm. L, N tarafindan

tretildiginden Oyle A indis kiimesi vardir ki en az bir f N 5 L R-modiil

(4)

epimorfizmast bulunabilir. Hipotezden M biiyiikk N -projektif olup Teorem 4.1.8.

geregi M biiyiik N(A)/Cekf -projektif olur. Ote yandan f :N®™ 5 L bir R-modiil
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epimorfizmast oldugundan N ) Cekf = L olur. O halde M biiylik L-projektif olup
istenen elde edilir.

(b)=(a) Her A indis kiimesi igin N ) modiilii N-iiretilmis oldugundan istenen
elde edilir.

Asagidaki teoremin son ii¢ sikkinin denkligi (Wisbauer, 1991)’de vardir.

Teorem 4.1.14. M bir R-modiil olsun. Asagidaki ifadeler birbirine denktir.

(a) Her R-modiil biiylik M-projektiftir.

(b) M’nin her boliim modiilii biiyiik M-projektiftir.
(c) Her K <M igin M/K biiyliik M-projektiftir.
(d) SocM =M olur.

(e) M yar1 basittir.

(f) Her R-modiil M-projektiftir.

(g) Her R-modiil M-injektiftir.

Ispat: (a)= (b) Agiktir.
(b)=(c) Agiktir.

(c)=(d) Herhangi K <M alalim. Hipotezden M/K biiyiikk M-projektiftir. Bu

durumda Teorem 4.1.3. geregi K =M olur. Yani M’nin hi¢bir 6z biiyiik alt modiili
yoktur. O halde Teorem 3.3.10. geregi SocM = M olur.

(d)=(e) SocM =M olsun. Bu durumda Tamim 2.2.60. ve Tanim 3.3.9.’dan M

yart1 basit olup istenen elde edilir.

(e)=(f) Herhangi N R-modiiliinii ve p:M — M/K kanonik epimorfizma

olmak tzere
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N

f
ML MK—1

diyagramini1 alalim. M yar1 basit oldugundan Teorem 2.2.61.’den K, M’nin bir direkt
toplam terimi olup M = K @ L olacak sekilde 3L <M vardir. g = p| , diyelim. g’nin

bir R-modil homomorfizmast oldugu agiktir. Herhangi x e Cekg alalim. x e Cekg
oldugundan p(x)=g(x)=0 olup xeCekp=K olur. Ayrica xeL oldugundan
xe KNL=0 olup x=0 olur. O halde Cekg =0 olup Teorem 2.2.18. geregi g birebir
olur. Herhangi m+K e M/K alalim. meM =K ® L oldugundan m=k+1[ olacak
sekilde JdkeK ve dlel vardirr Burada m+K=k+[+K=[1+K=
p(l)= p‘L(Z) =g(!) olup g ortendir. g:L—>M/K birebir ve Srten bir R-modiil
homomorfizmasi oldugundan bir R-modiil izomorfizmast olup g™':M/K — L bir R-

modiil homomorfizmasi olur. i:L — M icerme doniisiimii olmak iizere h=iog ' o f

diyelim. Burada % : N — M bir R-modiil homomorfizmasi olur. Herhangi y € N alalim.
g (f(v))=z diyelim. Buradap(z)=g(z)=/(») olup (poh)(y)=p(h(y))=
p(i(g"(7(»)))=p(i(z)=p(z)=f(») olur. O haldepoh=f olur. Boylece
Teorem 3.1.3. geregi N modiilii M-projektif olup istenen elde edilir.

(f)= (a) Agiktir.

(e)=(g) M yar basit olsun. Herhangi L R-modiiliinii alalm. T<M ve

i:T — M i¢cerme doniisiimii olmak tizere
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diyagramu verilsin. 7 <M ve M yar1 basit oldugundan Teorem 2.2.61. geregi 7, M’ nin
bir direkt toplam terimi olup M =T®S olacak sekilde bir S<M vardimr.

hM=T®S—>L,x=t+s(teT,seS)—>h(x)=f(t) doniisimini tammlayahm.
h’nin kapali oldugu agiktir. x=t +s =t,+s, olan herhangi ¢,7, €T ve herhangi
5,8, €S alalm. ¢ +s, =t +s, oldugundan ¢, —¢,=5s,—5 €S olup ayrica ¢, —t, T
oldugundan ¢ —t,eT(1S=0 olur. O halde ¢, —-¢,=0 olup ¢ =t olur. ¢ =t¢,
oldugundan f(#,)=f(¢,) olur. O halde 4 iyi tanimli olup ayrica A kapali oldugundan
h:M=T®S — L bir fonksiyon olur. f:7T — L bir R-modil homomorfizmasi
oldugundan Vx=t+s,y=t,+s,e M =T®S (1,,t,€T, s,,5,€S) ve VreR ig¢in

h(x+y):h(t1+sl+t2+Sz)=h(t1+t2+S1+Sz):f(t1+t2)=f(¢1)+f(tz):h(x)+h(y)

ve h(rx)=h(r(t,+s))=h(rt,+rs)=f(rt,)=1f(t,)=rh(x) olup h bir R-modiil
homomorfizmasi olur. Burada h’nin tanimindan VteT i¢in
(hoi)(t)=h(i(t))=h(t)=h(t+0)=f(¢) olup hoi=f olur. O halde Teorem 3.2.2.
geregi L, K-injektif olur.

(2)= (e) Her R-modiil M-injektif olsun. M nin herhangi K alt modiiliinii alalim.

Hipotezden K modiilii M-injektif olup

diyagramimi degismeli kilan 34#:M — K R-modiill homomorfizmas1 vardir. Burada
hoi=1, olup Teorem 2.2.42. geregi M =i(K)® Cekh =K @ Cekh olur. Yani M nin

her alt modiilii bir direkt toplam terimi olup Teorem 2.2.61. geregi M yari basit olur.

Tanim 4.1.15. P bir R-modiil olmak iizere eger P modiilii biiylik P-projektif ise
P’ye kendi kendine biiyiik projektiftir denir.
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Teorem 4.1.16. P bir kendi kendine biiyiik projektif R-modiil olsun. Bu durumda
P’nin tamamen degismez her K alt modillii i¢in P/K kendi kendine bityiik projektif

olur.

Ispat: P’nin tamamen degismez herhangi K alt modiilii verilsin. Tam satirli ve

Cekg<P/ K olan herhangi

diyagramini alahm. p: P — P/K kanonik epimorfizma olmak iizere g 6rten oldugundan
go p:P— N bir R-modiil epimorfizmasi olur. Ayrica

Xe Cek(g o p) g (p (x)) =0 p(x) €Cekg & xep™! (Cekg) denkliklerinden
Cek( go p) =p’ (Cekg)glP elde edilir. Bu durumda P kendi kendine biiylik projektif
oldugundan gopoh= fop olacak sekilde 34:P—> P R-modill homomorfizmasi
vardir. h:P/K — P/K, x+K — h(x+K)=h(x)+K doniisimiini tammlayalm.
h,’in kapali oldugu agiktir. x+ K =y +K olan herhangi x,y € P alalm. x+K =y +K

oldugundan x—yeK olup h(x—y)eh(K) olur. Burada K, P’nin bir tamamen
degismez alt modili oldugundan A(K)c K olup h(x-y)eK olur.
h(x)-h(y)=h(x—y)eK oldugundan h(x)+K =h(y)+K olur. O halde % iyi
tammlidir. Boylece A :P/K — P/K bir fonksiyon olur. Burada 4 ’in bir R-modiil
homomorfizmas:  oldugu  gosterilebilir. Ayrica gopoh=fop  oldugundan
Vx+K e P/K i¢in (goh )(x+K)= g(hl(x+K)): g(h(x)+K)=g(p(h(x))):

f ( p(x)) =f (x +K) olup goh = f olur. O halde P/K kendi kendine biiyiik projektif

olup istenen elde edilir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda projektif modiillerden hareketle biiyiik projektif modiil
kavrami tanimlandi ve bu kavramla ilgili birtakim 6zellikler incelendi. M bir R-modiil ve
K, M’nin bir biiylik alt modiilii olmak tizere eger M/K biiylik M-projektif ise K=M
oldugu gosterildi. M bir R-modiil olmak iizere her R-modiiliin biiyiik M-projektif olmasi
icin gerek ve yeter sart M nin yar1 basit oldugu gosterildi.

Uzerindeki biiyiik projektif modiilleri projektif olan halkalar iizerinde ¢alisilabilir.
Biiyiik projektif modiillerle projektif modiilleri ayirt edici drnekler incelenebilir. Hangi

kosullarda biiyiik projektif modiillerin projektif oldugu incelenebilir.
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