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OZET

BAZI HALKALAR UZERINDE TANIMLI DEVIRLI KODLAR HAKKINDA
ARASTIRMALAR

Biisgra TUSUN
Ondokuz May1s Universitesi
Lisansiistii Egitim Enstitiisii

Matematik Ana Bilim Dali
Yiksek Lisans, Temmuz/2022
Danigsman: Prof. Dr. Senol EREN

Birinci bolimde kodlama teorisi ve devirli kodlar hakkinda literatiir
arastirmalarindan bahsedilmistir.

Ikinci boliimde bazi cebirsel kavramlar, kodlama teorisi ve devirli kodlar ile
ilgili temel kavramlar ve teoremler verilmistir.

Materyal ve Yontem boliimiiniin birinci kisminda, Z, + vZ, halkas1 tanitilarak
bu halka {izerinde tanimli devirli kodlar gosterilmistir. Z, + vZ, halkas1 lizerindeki
devirli kodlarin bazi sonuglar1 anlatilmistir.

Materyal ve Yontem bolimiiniin ikinci kisminda, Z, + uZy + vZy + uvZy
halkas1 tanitilarak bu halka iizerinde tamimli lineer kodlar, devirli kodlar
gosterilmistir.  Z, + uZy, + vZy + uvZ, halkas1 {izerindeki Gray doniisiim
incelenmistir.

Materyal ve Yontem boliimiiniin son kisminda, Z, + uZ, + vZy + WZ,y +
uvZy + uwZ, + vwZ, + uvwZ, halkasmin yapisi incelenerek bu halka {izerinde
tanimli devirli kodlar gosterilmistir. Gray doniisiimii incelenmistir ve bu halka
tizerinde self-dual ve self ortogonal kodlar oldugu belirtilmistir.

Bulgular boliimiinde, Z, + uZ, + vZ, + wZ, + uvZ, halkas: elde edilerek bu
halka tizerindeki devirli kodlarin yapisi incelenmistir. Yeni bir uzaklik koruyan Gray
donilisiim tanimlanmistir. Z, halkas1 iizerindeki iirete¢ polinomlar1 kullanilarak Rg
halkasi tizerindeki devirli kodun ftireteci belirlenmistir. Bu kodlarin self ortogonal ve
self-dual kodlar oldugu gosterilmistir.

Anahtar Sozciikler: Devirli kodlar, Lineer kodlar, Gray doniisiimii



ABSTRACT

RESEARCHES ON THE CYCLIC CODES OVER SOME RINGS

Biisra TUSUN
Ondokuz Mayis University
Institute of Graduate Studies
Department of Mathematics
Master, July/2022
Supervisor: Prof. Dr. Senol EREN

In section 1, a brief survey on coding theory and cyclic codes are summarized.

In section Il, basic concepts and theorems about some algebraic concepts,
coding theory and cyclic codes are provided.

In the first part of the material and method section, the ring Z, + vZ, is
introduced and the cyclic codes over this ring are investigated. Some consequences
of cyclic codes over Z, + vZ, are described.

In the second part of the material and method section, the ring Z, + uZ, +
vZ, + uvZ, presented and the linear codes and cyclic codes over this ring are
illustrated. The Gray map over the ring Z, + uZ, + vZ, + uvZ, is investigated.

In the last part of the material and method section, by examining the structure
of the ring Z, + uZ, + vZy + WZy + wZ, + uwZ, + vwZ, + uvwZ,, the cyclic
codes over this ring are displayed.The investigation of the Gray map have revealed
the existence of self-dual and self orthogonal codes over this ring.

In the discussion section, the ring Z, + uZ, + vZ, + wZ, + uvZ, is obtained
and the structure of the cyclic codes over this ring are examined. A new distance
preserving Gray map is defined. The generator of the cyclic codes found out as self
orthogonal and self-dual over ring Ry is determined by using the generator
polynomials over ring Z,.

Keywords: Cyclic codes, Linear codes, Gray map
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1. GIRIS

Kodlama teorisinin baglangici Claude Shannon’ un 1948 yilinda yayimlanmis
olan “A Mathematical Theory of Communication” adl1 makalesi kabul edilmistir. Bu
makalede telefon, radyo, uydu gibi bir iletisim kanalinda kodlama ve kod ¢ozme
teknikleri kullanilirsa belirlenen bir sayinin altindaki degerler icin giivenilir iletisimin
saglanacagi ifade edilmistir. Baslangic sayilan bu teoriden sonra kodlama teorisinde
diger bir adiyla hata diizeltici kodlar teorisinde, kanal boyunca kodlanmis verinin
iletimi ve bozulan mesaj1 diizeltme gibi konularla ilgilenilmis dogru ve iletim orani
yiiksek, zaman ve enerji tasarrufu saglayan kodlama yontemleri gelistirme amag

edinilmistir (Hill, 1986).

lletisimde amac, kaynaktan génderilen mesaji dogrulugu yiiksek bir olasilikla
alictya ulastirmaktir. Mesaj1 iletmek icin alfabe olarak adlandirilan sonlu kiimeler
kullanilir. fletilecek mesaja olusabilecek hatalardan korunmak iizere fazladan terim
eklenir (yani kodlanir). Kodlanan mesaj kod sozciikleri olarak adlandirilir. Kod
sOzciigii kanala gonderilir. Kanal bir telefon hatti, yiiksek frekansli bir radyo
baglantis1 ya da bir uydu baglantis1 olabilir. Ekipman eksikligi, insan hatas1 ya da
hava kosullar1 sebebiyle mesajin iletimi esnasinda bazi semboller degismis yani hata
olugmus olabilir. Kod ¢6ziicii hata olup olmadigin1 kontrol eder, hata varsa diizeltir

ve orijinal mesaj1 elde edip aliciya génderir (Hill, 1986).

Asagida bir dijital haberlesme sistemi verilerek kodlama sistemindeki
yontemlerle kodun hatasinin nasil ¢oziiliip, kodun nasil elde edilecegine dair bir

sema verilmistir.

Mesaj Kod
Kaynagi => M => Kanal => Coziici

Sekil 1.1. Dijital bir haberlesme sistemi
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Kodlama teorisine olan ihtiyag giiriiltiiden kaynaklanmaktadir. Giiriilti, teknik
bir terim olup kodlama sirasinda olusabilecek hatalarin tamamina denir. Giiriiltiiye

ornek olarak radyodaki parazitler verilebilir (Ozlii, 2015).

Kod sozciigii uzunlugu n, kod sozciigii sayist M ve minimum Hamming
uzakligi d olan bir kod (n, M, d) ile gosterilir. Mesajin hizli iletilebilmesi i¢in kiigiik
bir n, olabildigince ¢esitli mesajlar iletilmesi i¢in biiylik bir M ve ¢ok sayida hatanin

diizeltilmesi i¢in biiyiik bir d degerine sahip olan kod iyi bir koddur.

Devirli kodlar, zengin cebirsel yapisi ile kodlama ve kod c¢oziimleme

tekniklerinin kolay uygulanabilmesi agisindan lineer kodlarin 6nemli bir alt ailesidir.

Devirli kodlar, Air Force Cambrige arastirma merkezi ¢alisanlarindan biri olan
Eugene Prange tarafindan kesfedilmistir. Yapilarindan dolay1 devirli kodlarda
kodlama ve kod ¢6zme teknikleri kolaydir. Devirli kodlarda kullanilan kod
¢oziicliniin karmagiklig1 diizeltebilen hata sayisina bagli olarak artmakta ve genellikle
bir veya art arda gelen iki hatayr diizeltmek i¢in kullanilmaktadir (Tugcu, 2007).
Golay kodlari, BCH kodlar ve Reed-Solomon kodlart gibi bazi énemli kod aileleri
devirli kodlardur.

Prange tarafindan bir [F; sonlu cismi {izerinde n uzunluguna sahip bir devirli
koda karsihk gelen [, [x] /(x™ —1) halkasmin bir idealinin var oldugu
gosterilmistir. Devirli kod kavrami genellestirilerek constacyclic (birimsel devirli),
quasi-cyclic (parcali devirli) ve negacyclic (negatif devirli) kod kavramlari

tanimlanmistir. Tim bu calismalar, degismeli halkalar {izerinde tanimli kodlara

kisitlanmustir (Dertli, 2016).

Kodlama teorisinde ¢alismalar, 1972 yilinda ilk olarak Blake tarifindan sonlu
halkalar {izerine tasinmistir (Blake, 1972). Hammons ve digerlerinin 1994 yilinda
yaptiklar1 c¢alismayla beraber halkalar iizerindeki arastirmalar devam etmistir
(Hammons vd., 1994). Bu ¢alismalar, lineer olmayan iyi parametrelere sahip kodlara
ulagsmanin, Z, sonlu halkas1 ilizerinde tanimlanan bir Gray donilisiimii yardimiyla
kolaylikla yapilabilecegini kanitlamistir. Bu teknik, halkalarin zengin cebirsel
Ozelliklerinden yararlanmayr miimkiin kilmakla beraber, cisimler {izerinde eleman
sayist lineer olanlara kiyasla daha fazla olan, lineer olmayan kodlar ile ¢alismanin
zorluklarmi ortadan kaldirmistir. Ciinkii ¢esitli sonlu halkalar {izerinde bazi1 6zel

lineer kodlar tanimlayarak Gray goriintii yardimiyla cisimler lizerinde lineer ya da
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lineer olmayan iyi kodlar elde etme olasiligi artmistir. Bu baglamda, kodlama
teorisinin ¢alisma alan1 ve materyalleri sonlu cisimlerden sonlu halkalara olmak

tizere 6nemli 6l¢iide degismistir (Glizel, 2019).

2014 yilinda Rama Krishna Bandi ve Maheshanand Bhaintwal v? = v olmak
lizere Z,4 + vZ, halkas1 lizerindeki lineer kodlar ve devirli kodlar1 incelemislerdir
(Bandi ve Bhaintwal, 2014). Bu tarihten giiniimiize kadar Z, halkas: {izerinde bir ¢ok

calisma yapilmistir ve yapilmaya devam etmektedir.

Bu tez ¢alismasinda, Z, + vZ, (Gao vd., 2014), Z, + uZ, + vZ, + uvZ, (Li
vd., 2016) ve Z, + uZy + vZy + WwZy + uvZ, + uwZ, + vwZ, + uvwZ, (Bustomi
vd., 2021) halkalar: iizerindeki ¢alismalardan yola cikilarak u? = u,v? = v,w? =
w,uv = vu,uw = vw = 0 olmak lizere yeni bir Z, + uZ, + vZ, + WZ, + uvZ,
halkasinin cebirsel yapis1 ortaya konularak bu halka iizerindeki devirli kodlar

calisild1 ve Gray goriintiisti bulundu.



2. GENEL BILGILER

2.1. Temel Kavramlar

Tanim 2.1.1. G bostan farkli bir kiime ve " x", G de bir ikili islem olsun.
Asagidaki aksiyomlar1 saglayan (G,*) cebirsel yapisina grup denir.
i. Va,b,c €Gicin,ax*(b=*c)=(ax*b)*cdir.
li. Va€Gigin,ax*e = e*a = aolacak sekilde Je € G vardir.
iii. Va€eG icin, a*xal=alxa=-e olacak sekilde Ja ! € G vardir

(Calhalp, 2018).

Tanim 2.1.2. (G,*) bir grup ve Va,b € G igin a * b = b * a degisme 6zelligi
de saglaniyorsa G grubuna degismeli grup veya Abel grubu denir (Callialp, 2018).

Tanim 2.1.3. G bir grup ve H, G nin bos olmayan alt kiimesi olsun. Eger H, G
deki isleme gore kendi basina bir grup ise H ye, G nin alt grubu denir ve H < G ile
gosterilir (Callialp, 2018).

Tanim 2.1.4. R # @ kiimesi tizerinde tamiml iki ikili islem " + " ve "." olsun.
Asagidaki aksiyomlari saglayan (R, +,.) cebirsel yapisina bir halka denir.
I.  (R,+) bir degismeli gruptur.
li. . isleminin R de birlesme 6zelligi vardir.
iii. . isleminin + igslemi {izerine sagdan ve soldan dagilma o6zellikleri vardir:
Va,b,c € R igin,a(b + c) = ab + ac ve (a + b)c = ac + bc dir (Calhalp,

2018).

Tanim 2.1.5. Eger halkanin ikinci isleme gore etkisiz elemani varsa bu
elemana, halkanin birim elemani denir ve 1y ile gosterilir. Boyle bir halkaya da

birimli halka denir (Calhalp, 2018).

Tanim 2.1.6. Halka ikinci isleme gore degisme Ozelligine sahip ise halkaya

degismeli halka denir (Callialp, 2018).

Tanim 2.1.7. R halkasinda, Oz # a € R elemani i¢in; ab = 0z veya ba = O
olacak sekilde 30, # b € R bulunabilirse a ya, halkanin sifir boleni, boyle bir b
yoksa sifir boleni degildir denir (Callialp, 2018).



Tanim 2.1.8. R birimli, degismeli ve sonlu bir halka olsun. R halkasinin tiim
ideallerinin kiimesi kapsama bagintisina gore tam sirali ise R halkasina sonlu zincir

halkas1 denir (Jitman vd., 2010).

Tanim 2.1.9. Sifir bolensiz bir halkaya tam halka denir. Birimli, degismeli ve
sifir bolensiz halkaya da bir tamlik bolgesi denir (Callalp, 2018).

Tanim 2.1.10. R birimli ve degismeli bir halka ve R — {0z} = R*, ikinci islem

ya gore bir grup ise R ye bir cisim denir (Callialp, 2018).

Tanim 2.1.11. p bir asal say1 n € N olmak iizere ¢ = p™ elemanli cisme Galois

cismi denir. GF(q) veya F, ile gosterilir (Roman, 1992).

Tanim 2.1.12. R bir halka olsun. Eger, her a € R i¢in na = 0 olacak sekilde bir
n > 0 tam sayis1 varsa, boyle n > 0 tam sayilarinin en kii¢ii§iine R nin karakteristigi

denir (Calhalp, 2018).

Tanim 2.1.13. R bir halka ve @ # S c R olsun. R deki islemlere gére S alt
kiimesi kendi basina bir halka ise S ye R halkasmin bir alt halkasi1 denir (Callialp,
2018).

Tanim 2.1.14. A, R halkasinin bir alt kiimesi olsun. R nin A y1 kapsayan biitiin
alt halkalarinin arakesitine A nin irettigi alt halka denir ve (A) ile gosterilir. A nin

elemanlarina da (A) nin iiretegleri denir (Callialp, 2018).

Tanim 2.1.15. R bir halkave @ # I c R olsun.
i. Vabe€ligina—bel
ii. Va€elvevVr€eRicin,ra€l (ar €l)

sartlar saglaniyorsa I ya R nin bir sol (veya sag) ideali denir.
I, hem sol hem de sag idealse I ya iki tarafli ideal veya kisaca ideal denir (Callialp,

2018).

Tanim 2.1.16. {0z} ve R, her R halkasinin iki idealidir. Bunlara R nin asikar
idealleri denir. Bunlardan farkli ideallerine de 6z idealleri denir (Callialp, 2018).

Tanim 2.1.17. R degismeli bir halka ve P de R nin kendisinden farkli bir ideali
olsun. a,b € R;ab € P ise a € Pveyab € P ise P ye R nin asal ideali denir
(Callialp, 2018).



Tanim 2.1.18. R degismeli bir halka ve M de R nin kendisinden farkli bir ideali
olsun. R nin M vyi kapsayan M ve R den baska hicbir ideali yoksa, M ye R nin
maksimal ideali denir (Callialp, 2018).

Tanim 2.1.19. Tek bir maksimal ideali olan halkaya bir yerel (lokal) halka
denir. Sonlu sayida maksimal ideali olan halkaya ise yar1 yerel (semi lokal) halka
denir (Jitman vd., 2010).

Tanim 2.1.20. R halkasinin, bir [ idealine gore tanimlanan denklik siniflari
arasinda;
(a+D®B+D=((@+b)+1,(a+DOMB+I) = (ab) +1
ile tamimlanan @ ve © islemlerine goére R /I bir halkadir. Bu halkaya R nin [
idealine gore boliim halkasi denir (Callialp, 2018).

Tanim 2.1.21. R bir halka, x bir bilinmeyen ve ag, a4, ..,a; lar R nin
elemanlar1 olmak {izere,
ag + arx + -+ agx*
seklindeki bir ifadeye R den katsayili bir polinom denir. R den katsayili tiim

polinomlar R[x] ile gosterilir (Callialp, 2018).

Tanim 2.1.22. R ve S iki halka ve f: R — S bir fonksiyon olsunV a,b € R igin
i.  fla+b)=f(a)+ f(b)
ii.  f(ab) = f(a)f(b)
sartlar saglanmiyorsa f ye, R den S ye bir halka homomorfizmas: denir (Callialp,
2018).

Tanim 2.1.23. f:R - S homomorfizmas1 birebir ve orten ise f ye bir

izomorfizma, R ile S ye de izomorf halkalar denir (Callalp, 2018).

Tanim 2.1.24. R bir halka M, degismeli bir grup olsun.
. RxM->M
(rrm)—r.m=rm

«w n

ile tantmlanan “." dis islemi asagidaki 6zellikleri saglarsa M ye R-modiil denir.
i. VreRVabeMiginr(a+b)=ra+rb
ii. Vr,s€eR,Va€Migin(r+s)a=ra+sa

iii. Vr,s €R,Va € M i¢in (rs)a = r(sa)



Ayrica R birimli ve Ya € M igin 1za =a ise M ye birimli R-modiil denir
(Hungerford, 1973).

Tanim 2.1.25. M bir R-modiil olsun. N, M nin bostan farkli bir alt kiimesi
olmak {izere Vr € R,Va,b € N i¢in
i. a—bEN
ii. ra €N
oluyorsa N ye M nin alt modiilii denir (Tasg1, 2007).

Tanim 2.1.26. A = {a4, a5, ..., @, } sonlu kiimesine alfabe denir (Ling ve Xing,
2004).

Tanim 2.1.27. Bilesenleri A kiimesinin elemanlarindan olusan sonlu dizilislerin
kiimesine g-lu kod (q-ary kod) denir (Ling ve Xing, 2004).

Omek 2.1.28. Ingiliz alfabesindeki tiim kelimelerin kiimesi {4, B, ...,Z} 26
harfli bir koddur.

Tanim 2.1.29. Vi € {1,2,...,n} igin a; € A olmak iizere @ = (aq, ay, ..., Ay)
elemanina A lizerinde tanimli n uzunluklu g-lu (g-ary) soézciik denir (Ling ve Xing,
2004).

Tanim 2.1.30. @ # C € A™ kiimesine A lizerinde tanimli n uzunlugunda g-lu

blok kod denir. Kodun elemanlarina da kod sozciikleri denir (Ling ve Xing, 2004).

C kodunun eleman sayis1 |C| = M ile gosterilirse C koduna n uzunlugunda M

elemanli bir kod denir ve (n, M) parametreleri ile gosterilir.

Tamm 2.1.31. F, = {ay, ay, ..., ay} olmak {izere
Fg = {(al, Az, ...,qn) : a; € Fo,i =12, ,n}
kiimesinin elemanlarina vektor ya da sozciik denir (Ling ve Xing, 2004).
Tanmim 2.1.32. Her a, b € [y igin
d:Fg x Fg - N U {0}
(a,b) — d(a,b) = |{i:a; # b;}|
seklinde tanimlanan doniisiime Hamming uzakligi denir (Huffman ve Pless, 2003).
Teorem 2.1.33. Hamming uzakhig1, Va, b, ¢ € [} igin
i. d(a,b)=0
ii. dl@ab)=0sa=5»b



iii. d(a,b)=d(b,a)
iv. d(a,c)<d(ab)+d(b,c)

Ozelliklerini saglayan bir metriktir (Hill, 1986).

Tanim 2.1.34. C kodunun birbirinden farkli kod soézciiklerinin Hamming
uzakliklariin en kiigiigiine € kodunun minimum uzakligi denir ve d(C) veya d ile
gosterilir

d = d(C) = min{d(x,y):x # y,Vx,y € C}
n uzunluklu, M elemana sahip d minimum uzaklikli bir C kodu (n, M, d)-kod
seklinde gosterilir (Hill, 1986).

Tanim 2.1.35. F, tlizerinde tanimli iki kodun biri agagidaki islemlerin bir

kombinasyonu ile digerinden elde edilebiliyorsa bu kodlara denk kodlar denir.
I.  Kodlardaki konumlarin permiitasyonu

ii.  Belli bir konumdaki sembollerin permiitasyonu (Hill, 1986).

Tanim 2.1.36. x = (xq, X3, ..., Xn) € Fy olmak iizere x elemaninin agirh@ x de

bulunan sifirdan farkli bilesenlerin sayisi olarak tanimlanir ve w(x) ya da wy(x) ile

gosterilir. w(x) = |{i: x; # 0} dir (Hill, 1986).

Bir C kodunun sifirdan farkli tiim kod sozciiklerinin agirliginin en kiigiigiine C

kodunun minimum agirligi denir ve w(C) ya da wy (C) ile gosterilir.

Tamm 2.1.37. [, lizerindeki n boyutlu vektdr uzayr [Fg nin k boyutlu bir alt
uzayina, uzunlugu n ve boyutu k olan C lineer kodu denir ve [n, k] seklinde

gosterilir. C nin eleman sayis1 |C| = ¢* dir (Hill, 1986).

Eger C nin minimum uzaklig verilirse bu durumda C lineer kodu [n, k, d]-kod
ile gosterilir (Hill, 1986).

Teorem 2.1.38. Bir C lineer kodunun minimum uzakligi ile minimum agirligi

esittir (Roman, 1992).

Tanim 2.1.39. C, F, tizerinde tanimli bir [n, k]-kod olsun. Her bir satirt C
lineer kodunun taban elemanlarindan olusturulan k X n mertebeli matrise C kodunun
tirete¢ matrisi denir ve G ile gosterilir. G trete¢ matrisi I, k X k mertebeli birim
matris, A, k X (n — k) mertebeli bir matris olmak iizere (I;|A) matrisine G nin

standart formu adi verilir (Hill, 1986).



Tanim 2.1.40. iki k X n {irete¢ matristen biri asagidaki islemlerle digerinden

elde ediliyorsa bu iki matris IF, iizerinde denk lineer [n, k, d]-kod firetir.

i.  Satirlarin degisimi

ii.  Bir satirin sifirdan farkli bir skalerle ¢arpimi1
iii.  Bir satirin bir skalerle ¢garpiminin bir diger satira eklenmesi
Iv.  Siitunlarin degisimi

V.  Her hangi bir siitunun sifirdan farkli bir skalerle ¢arpimi (Hill, 1986).

Tamm 2.1.41. Herhangi iki x = (x1, %3, .., ), ¥ = V1, Y2, -, Yn), X, ¥ € Ff
olmak iizere
CFEXFR - F,
(X, ) = x.y = x1y1 + X2 + =+ XY
seklinde tanimlanan doniistime i¢ ¢arpim adi verilir (Hill, 1986).
Tanim 2.1.42. x,y € g olmak iizere x.y = 0 ise x ile y birbirine ortogonaldir
denir (Hill, 1986).

Tanim 2.1.43. C, bir [n, k]-kod olmak tizere C deki tiim kod sozciiklerine dik
olan vektorlerin kiimesine € nin duali denir ve C* ile gosterilir.
Ct={x€e€F}:Vy€eCCiginx.y =0}
dir (Hill, 1986).

Teorem 2.1.44. C, F, tizerinde tamml1 bir [n, k]-kod ve

di11 Y912 = YGin
G = 9:21 922 - gfn
Ik1 G2 7 Grnlpxn

C nin iireteg matrisi olsun. v = (vq, vy, ..., v,) € F olmak iizere
vECt o [vv,..1,].GT =0
olur (Hill, 1986).
Onerme 2.1.45. C, [F, tizerinde tamiml1 bir [n, k]-kod olsun. Bu durumda C nin

duali de [, iizerinde tanimli bir [n, n — k]-koddur (Hill, 1986).

Tanim 2.1.46. C bir [n, k]-kodu igin C* nin iirete¢ matrisine C kodunun kontrol

(parity-check) matrisi denir ve H ile gosterilir (Hill, 1986).



Teorem 2.1.47. G = [I|A] bir C, [n, k]-kodun {irete¢ matrisinin standart formu
ise C kodunun kontrol matrisi H = [—AT|I,,_,] dir (Hill, 1986).

Tanim 2.1.48. H kontrol matrisinin H = [B|I,,_;] formuna H in standart formu
denir. Eger lineer bir kod, H = [B|I,,_] standart formundaki kontrol matrisi ile

tanimlanirsa bu kodun iirete¢c matrisi G = [I,,|—BT] dir (Hill, 1986).
2.2. Devirli Kodlar

Tanim 2.2.1. C < Fg alt kiimesi olsun.
V(ay, ay, ..., ayp-1) € C iken (a,_q,a9,a4,...,a,_,) €EC ise C ye devirli

kiime denir.

C lineer kod olmak tizere C devirli bir kiime ise C ye devirli kod denir (Ling ve Xing,
2004).

Ornek 2.2.2. € = {(0,0,0,0),(1,0,0,1), (0,1,1,0), (1,1,1,1)} € F4

kodu lineer koddur ama devirli bir kiime olmadigindan devirli kod degildir.
Ornek 2.2.3.
¢; ={(0,0,...,0)} € Fg
C;,={AL1:AeF,} cFg
C3 = ]FZ'
Ci, C, ve C5 kodlar asikar devirli kodlardir.
Tanim 2.2.4.n =s.lve C, [F'g kiimesinin bir alt kiimesi olmak tizere
I.  C,[Fy kiimesinin bir alt uzayi,

il. Herc= (CO‘O, €017 1 €C0,1=15 C1,0 +++» C1,1=1s +=+» C5—1,00 =+ > Cs—l,l—l) € C i¢in

Ts1(¢) = (€5-1,00 Cs—1,15 =++» Cs—1,1-1, €0,0» +++» C0,1=1» +++» Cs—2,00 +++» Cs—2,1-1) € C

kosullar1 saglaniyorsa C ye n = s.l uzunlugunda [ indeksli bir quasi-cyclic (pargal
devirli) kod denir (Dertli, 2016).

Teorem 2.2.5. F, [x]/{x™ — 1) polinom halkas1 bir esas ideal halkasidir.
m:Fy - Fg [x]/(x™ — 1)

(ag, @y, e, Ap_p) — m(a) = ag + a;x + azx? + -+ a,_x™1

=ay+ a;x + ax? + -+ ap_ x™ T+ (x"—1)
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seklinde tanimlanan fonksiyon bir lineer doniisiim olmak iizere C € [y lineer
kodunun devirli kod olmast i¢in gerek ve yeter sart m(C) nin F, [x]/(x™ — 1) in bir

ideali olmasidir (Ling ve Xing, 2004).

Teorem 2.2.6. I, F, [x]/{x™ — 1) halkasin ideali ve g(x), ! idealinin sifirdan
farkli en kiiciik dereceli ve monik bir elemani olsun. Bu durumda g(x),I nin

tiretecidir ve g(x) polinomu x™ — 1 polinomunu béler (Ling ve Xing, 2004).

Teorem 2.2.7. F, [x]/{x™ — 1) halkasinin sifirdan farkli her idealinin en kiigiik

dereceli monik polinomu tektir (Hill, 1986).

Tamm 2.2.8. I € F, [x]/{(x™ — 1) idealinin sifirdan farkli en kii¢iik dereceli

tek monik polinomunun denklik sinifina I idealinin iireteci denir (Hill, 1986).

Tanim 2.2.9. C, F, lizerinde tammli n uzunlugunda bir devirli kod ve C
koduna karsilik gelen (C) idealindeki sifirdan farkli en kiiglik dereceli monik bir

polinom g(x) olmak tizere, g(x) polinomuna C kodunun iirete¢ polinomu denir ve
C=(g(x) ={f(x).g(x): f(x) € Fy [x]/{x™ — 1)}
seklindedir (Ling ve Xing, 2004).

Teorem 2.2.10. [F,[x] halkasinda x™ — 1 polinomunun her monik bdleni [Fg

tizerinde taniml1 bir devirli kod tretir (Ling ve Xing, 2004).

Lemma 2.2.11. g(x) = go + g1x + - + grx", devirli kodun iirete¢ polinomu
ise go # 0 dir (Hill, 1986).

Teorem 2.2.12. g(x) = go + g1x + -+ grx" polinomu n uzunlugunda C
devirli kodunun firete¢ polinomu olsun. C kodunun boyutu k = boy(C) =n —

der(g(x)) ve devirli kodun iirete¢ matrisi

X
[ xgé(i) } 90 91 92 - g 0 0 .. O
’ 0O .. O
xk_l.:g(x)J O 0 O .. O go 91 - Gr

dir (Hill, 1986).

Tanim 2.2.13. h(x) = ay + a;x + -+~ + axx*, derh(x) = k olmak iizere
hr(x) = x*h(x™Y) = ap + ap_1x + - + agx®
polinomuna h(x) polinomunun ters sirali (reciprocal) polinomu denir (Dertli, 2016).

11



3. MATERYAL VE YONTEM

Materyal ve Yontem boliimiiniin birinci kisminda tanimlanan Z, + vZ, halkasi
tizerindeki lineer kodlar ve devirli kodlar, Jian Gao, Yun Gao ve Fang-Wei Fu
tarafindan hazirlanan “Some Results on Linear Codes over Z, + vZ,” (Gao vd.,
2014) calismasi kullanilarak incelenmistir. Boliim 3.2. de Z, + uZ, + vZ, + uvZ,
halkas1 iizerindeki lineer kodlar ve devirli kodlar, Ping Li, Xuemei Guo ve Shixin
Zhu in hazirlamis oldugu “Some Results of Linear Codes over the Ring Z, + uZ, +
vZ, + uvZ,” adli makaledeki (Li vd., 2016) yontemlerle elde edilmistir. Boliim 3.3.
de tanimlanan Z, + uZy + vZy + WZ, + uwZy + uwZy, + vwZ, + uvwZ, halkasi
tizerindeki lineer kodlar ve devirli kodlar, Bustomi, Purwa Santika ve Djoko
Suprijanto tarafindan hazirlanan “Linear Codes over the Ring Z, + uZ, + vZ, +
WZ, + uvZ, + uwZ, + vwZ, + uvwZ,” (Bustomi vd., 2021) ¢alismasi incelenerek

hazirlanmustir.
3.1. Z, + vZ, Halkas1 Uzerindeki Lineer Kodlar ve Devirli Kodlar
3.1.1. Z4 + vZ, Halkasinin Yapisi

R = Z,[v] / (v® — v) halkas1 16 elemanli degismeli ve karakteristigi 4 olan
sonlu bir halkadir. Bu nedenle v? = v olmak iizere bu halka R = Z, + vZ, e
izomorftur. a,b € Z, olmak iizere herhangi bir v € R eleman1 r = a + vb olarak

ifade edilir.

R halkas1 asagidaki 6zelliklere sahiptir.

e R nin 9 farkli ideali vardir ve bunlar (1), (v+ 1), (v+2), (v—1), (2),
(v), 2v—2), (2v),(0) dir.

e R esas ideal halkasidir.

e R nin maksimal idealleri (v + 1) ve (v + 2) dir.

e R bir sonlu zincir halkasidir.

Ayrica herhangi bir r = a + vb € R nin birimsel eleman olmasi igin gerek ve yeter

kosul a £ 0(mod2) ve a + b Z 0 (mod2) olmasidir.

Tanim 3.1.1.1. R nin herhangi bir eleman1 r = a + vb elemani i¢in asagidaki

Ozellikleri saglayan
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wg:R—-> N
r— wg(r)

fonsiyonuna Gray agirlik fonksiyonu denir.

(0, a=b=0
1, a=1,b=3veyaa=3,b=1
1, a=0,b=1veyaa=0,b=3
2, a=b=2veyaa=0,b=2

at+vb—< 2, a=1,b=0veyaa=1, b=3

2, a=3,b=0veyaa=3, b=2
3, a=1,b=1veyaa=3,b=3
3, a=2,b=1veyaa=2,b=3

\ 4, a=2,b=0

dir.

Bir ¢ = (cy,¢q,..e,Cn-1) ER™ vektoriiniin Gray agirligi bilesenlerinin  Gray
agirhgmimn toplami yani wg(c) = Y1 ws(c;) olarak tammlanir. Yy, ¢, € R™ igin
Gray uzaklig1 dg;(cq, €3) = wg(€q, €3) dir. Gray dontisimii R™ e asagidaki sekilde
genisletilebilir.

ci=a; +bv,i=0,1,..,n—1olmak lizere
¢: R" — 72"
(o, €1y s En—1) ¥ (Ao, Qg + bo, o) Ay, Qo1 + by y)
dir.

w;(0) =0, w, (1) =w,(3) =1 vew,(2) =2 yisaglayan Z, — N ye tanimli
fonksiyona Z, deki Lee agirlik fonksiyonu denir.

Teorem 3.1.1.2. ¢ Gray déniisiimii (R™, Gray uzaklig1) den (Z3", Lee uzaklig)
e uzaklik koruyan bir doniisiimdiir ve Z4-lineerdir.
Ispat : Her ky, k, € Z, ¢;, ¢, € R" icin
P(kicy + kacz) = ki p(cy) + kap(c2)
kosulu saglandig1 i¢in ¢p Gray doniisiimii lineer bir doniigiimdiir.
i=01,..,n—11i¢in ¢;; =ay; + by ;v V& cp; = ap; + by ;v olmak ilizere R™ in

herhangi iki elemani ¢; = (¢10,€11, ) C1n—1) V€ €3 = (C20,C21, - C2n—1) OlSUN.

O halde
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€1 —C€; = (€10 — €200+ C1n—1 — C2n—1)
olup ¢p(c; — ¢;,) = ¢p(c;) — P(c,) dir. Dolayisiyla
dg(c1,€2) =wg(eg —€3) = WL(¢(C1 - Cz))
= WL(¢(C1) - ¢(Cz)) = dL(¢(C1)'¢(C2))
esitligi elde edilir. O halde ¢ uzaklik koruyan bir doniistimdiir.
3.1.2. Z4 + vZ, Halkas1 Uzerindeki Lineer Kodlar

Lemma 3.1.2.1. C, R iizerinde n uzunlugunda bir lineer kod ise | C |= M ve
minimum Gray uzaklhigi d; olmak iizere ¢(C), Z, tlizerinde (2n,M,d; =d;)

parametrelerine sahip lineer bir koddur.

Ispat : Teorem 3.1.1.2. den ¢(C), Z,-lineerdir. Dolayisiyla ¢p(C) Z,-lineer
kod olur. ¢p Gray doniisiimii tanimindan ¢(C) nin uzunlugu 2n dir. Ayrica, ¢ nin R™
den Z2™ e birebir ve drten oldugu aciktir. Bu da ¢p(C) nin M kod sézciigiine sahip
oldugunu gosterir. ¢ nin uzaklik koruyan bir doniisiim olmast ¢p(C) nin minimum

Lee uzakliginin d; olmasini saglar.

Teorem 3.1.2.2. C bir lineer kod olsun. Bu durumda ¢(C)* = ¢(Ct) dir.
Ayrica C self-dual ise ¢p(C) de self-dualdir.

Ispat: c;; = a;; +bjv, a;;,bj; €Zy, j=12 ve i=01,..,n—1 olmak
lizere ¢, = (€10,C11) - C1in1) EC Ve €3 = (C20,C21) ) C2n-1) € C+ olsun.
€1.€;=0 ise €1.¢; = N[0 €160 = Do @10z + Xisg (ariba + aziby; +
by b, )v =0 olur. Bu durumda X[-g'a;;a,; =0 ve Y1) ay by +ay by +
biib,; =0 dir. O halde ¢(c,).@(c;) = X155 a1a5; + aq,:az; + agiby; +
ay;b1; + byiby; = 0 dir. Dolayisiyla ¢(C+) € ¢(C)* dir. Lemma 3.1.2.1. den
lp(CH| = |p(C) L] elde edilir. Boylece ¢p(CL) = ¢(C) * dir. Bu durumda C self-
dual ise ¢(C) self ortogonaldir. Lemma 3.1.2.1. den |¢p(C)| = |C| = 16™/2 = 421/2
dir. Boylece ¢p(C) self-dualdir.

Cin Kalan Teoreminden R = vR®(1 — v)R = vZ,®(1 — v)Z, dir.

C; ve G,
Ci={xeZ;|13yeZ;,vx+ (1 —v)y € C}
C,={yeZ}|IxeZ},vx+ (1 —v)y € C}
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sekilde tanimlanmaktadir.

C; ve C,, n uzunlugunda Z,-lineer kodlardir. Ayrica R iizerinde n uzunlugunda C

lineer kodu teklikle asagidaki gibi ifade edilir.
C = v61€9(1 - U)CZ

Teorem 3.1.2.3. C, R iizerinde n uzunlugunda bir lineer kod olsun. Bu durumda
Ct =vC, "®(1 — v) C,* dir. Ayrica, C nin R iizerinde self-dual olmas i¢in gerek

ve yeter kosul C; ve C, nin Z, lizerinde self-dual kod olmasidir.
Ispat: C; ve C, asagidaki sekilde tanimlansin.
C,={xe€ez} 3yeZ}vx+(1—-v)y€eC}
C,={yezZ}|3axelvx+ (1 —v)y € C}

Béylece C*+ = vC; + (1 — v)C, seklinde yazilir ve bu yazilis tek tiirliidiir. O halde
C, € ¢~ dir. Bu durumda her x € C; i¢in ¢c; EC;F ve c= vx+ (1 —v)y € C
olsun. ¢;. (vx + (1 — v)y) = 0 olacak sekilde en az bir y € Z} vardir. vc;.c =0
oldugundan vc,; € C* dir. C* tekliginden ¢, € C; dir. O halde C; = C; olur. Benzer

sekilde C, = C, olur. Dolayisiyla C* = vC,;*@®(1 — v) C,* dir.

C; ve C, kodlan Z, iizerinde self-dual ise C, R tizerinde self-dualdir. C self-
dual ise C, ve C,, Z, iizerinde self ortogonaldir. Yani C; € C,;* ve C, S C,* dir.
C,=C"t ve C, =0t oldugunu gostermeliyiz. Kabul edelim ki C; = C,t e
C, = C,* olmasin. Bu durumda (va + (1 — v)b)? # 0 olacak sekilde a € ¢, \ C;
ve b € C, vardir. Bu C nin self-dual olmasiyla gelisir. Dolayisiyla C; = C;* ve
C, = C,™ dir.

Teorem 3.1.2.4. R iizerinde tanimli keyfi n uzunlugunda self-dual kodlar

vardir.

Ispat: 11k olarak, R nin 2 elemani, R iizerinde taniml1 1 uzunlugunda self-dual
bir kod iiretir. Ikinci olarak, C ve D n ve m uzunluklarinda self-dual kod ise C x D,
R iizerinde n + m uzunluklu self-dual koddur. (c¢;,d,), (c,,d;) € C x D olsun. Bu
durumda (cq,d;). (c3,d;) = (¢1.¢5,dq.dy) = (0,0)  oldugundan C XD  self
ortogonaldir. Ayrica C ve D, R iizerinde self-dual oldugu igin |C| = |R|™? ve
|ID| = |R|™? dir. O halde |C x D| = |C||D| = |R|™*™/2 oldugundan C x D self-
dualdir.
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C, Z4-lineer kodu i¢in, C ve C* in standart formdaki iirete¢ matrisleri sirasiyla
G ve G asagidaki sekildedir.
M, A B
10 2L, 2C ]
ol —B'—C*'A"*  C'  Ly_p,—x,
2A 21y, 0
Ayrica C ve C* sirastyla 4%12k2 ve 4n~F1=k22kz2 tipindedir. O halde C nin Z,
lizerinde self-dual olmas: i¢in gerek ve yeter kosul C ve Ct in aym tipte olmasidir.

Dolayistyla C nin tipi 45272 dir,
3.1.3. Z4 + vZ, Halkas1 Uzerindeki Devirli Kodlar

Teorem 3.1.3.1. C = v(;®(1 — v)(;,, R lizerinde taniml bir lineer kod olsun.
C kodunun R tizerinde tanimli bir devirli kod olmasi i¢in gerek ve yeter kosul C; ve

C, kodlarinin Z, tizerinde tanimh devirli kodlar olmasidir.

Ispat: (ag,ay,...,an_1) € C; Ve (bg,by,....,bp_1) € C, ve i=0,1,..,n—1
olmak tizere ¢; = va; + (1 — v)b; olsun. Bu durumda (cy, ¢y, ..., Cpn_1) € C dir. C
kodu devirli bir kod oldugundan (c,_4,Cq, -, Cn_z) € C dir. (Cp_1,Cq, o) Cnz) =
v(ap_1,Qg, -, An_2) + (1 = v) (bp_q1, bg, e, b_2) olur. @) halde
(an-1,aq, o, p_2) € C; Ve (by_1,bg,...,b,_3) € C, dir. Dolayisiyla C; ve C,
kodlar1 Z, lizerinde tanimli devirli kodlardir.

Tersine, C;, C, kodlan Z, tizerinde taniml devirli kodlar ve i = 0,1,...,n — 1
olmak tizere ¢; = va; + (1 — v)b; olacak sekilde (cg,cq,...,Cnh—1) € C oOlsun. O
halde (aq,a4,...,an-1) € C; Vve (by, by, ...,b_1) € C, dir. Dolayisiyla
(cn-1, €0 » Cn—z) = V(an-1,ag, -, An-2) + (1 = v)(by_1, bo, ..., by_3) €
vC;®(1 — v)C, = C bulunur. Bu durumda C kodu R iizerinde tanimli bir devirli
koddur.

Teorem 3.1.3.2. n tek bir pozitif tamsay1, C kodu Z, iizerinde tamimli n

uzunlugunda bir devirli kod olsun. O halde x™ — 1 = f(x)g(x)h(x) ve

C = ( f(x) g(x))@(Z f (x)h(x)) olacak sekilde f(x), g(x), h(x) monik polinomlari

vardir.
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Teorem 3.1.3.3. C = v(;®(1 — v)C, kodu R iizerinde tanimli n uzunlugunda
bir devirli kod olsun. Bu durumda f;(x)g;(x)hi(x) = f,(x)g,(x)h,(x) = x™ —1

ve Z, lizerinde tanimli C; = (fi(x)g:(x)®(2f, () hy (%)),
C; = (fz(x)gz(x))@(zfz(x)hz(x)) olmak uzere C= (Uf1(x)g1(x) +
(1- v)fz(x)gz(x))EB(val () hy(x) + 2(1 — v) f(x)h, (x)) dir.

Ispat: C= (Uf1(x)91(x) + (1 -v)f,(x) g, (x))EB(val(x)hl(x) +
2(1 = v) f,(x)h (%)),

€, = (f1 (%) g1 (x))@(Zfl (x)hy (x))

ve

C; = (fz(x)gz(x))ea(zfz(x)hz(x))
olsun. Dolayisiyla € € C oldugu agikca goriilmektedir. vC; igin vC; = vC dir.
Benzer sekilde (1 —v)C, = (1 — v)C dir. Dolayisiyla vC;®(1 — v)C, € C dir. O
halde C = C olur.

Sonu¢ 3.1.3.4. R[x]/(x™ — 1) boliim halkas: esas ideal halkadir.

Ispat: x™ — 1 = f(x)g(x)h(x) olmak iizere C = (f(x)g(x))®(2f (x)h(x)),
Z, tizerinde tanimli n uzunlugunda bir devirli kod olsun. Bu durumda

C = (f(x)g(x) + 2f(x)) dir. Teorem 3.1.3.3. den R[x]/(x™ — 1) bir esas ideal
halkasidir.

Teorem 3.1.3.5. fi(x)g1(x)hi(x) = f,(x)g,(x)h,(x) = x™ — 1, Z, lizerinde
tanimh C; = (f1(x)gl(x))GB(Zfl(x)hl(x)) ve C, = (fz(x)gz(x))EB(Zfz(x)hz(x))
olmak lizere C = (vf1 ()g1(x) + (1 —v)fr(x) g, (x))EB(val (x)h,(x) +
2(1 —v)f,(x)h, (x)) olsun. Bu durumda C nin self-dual olmasi igin gerek ve yeter
kosul f1(x) = hi(x), g1(x) = g1(x) Ve fo(x) = h3(x), g»(x) = g2(x) olmasidur.

Ispat: C* = vC;*®(1 — v) C,* oldugundan C bir devirli kod ise C* de devirli
bir koddur. Ayrica Teorem 3.1.2.3. den, C nin R {izerinde tanimli self-dual olmasi

i¢in gerek ve yeter kosul C; ve C, nin Z, tizerinde taniml self-dual olmasidir.

Teorem 3.1.3.6. n tek, € n uzunlugunda bir devirli kod olsun. C = (e(x))
olacak sekilde bir tek e(x) =ve;(x) + (1 —v)e,(x) € R, = R[x] / (x™ — 1)
idempotent elemani vardir.
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Ispat: n tek olsun, C; = (e;(x)) ve C, = (e,(x)) olacak sekilde bir tek
e1(x), e;(x) € Zy[x] tirete¢ idempotent elemanlar1 vardir. Teorem 3.1.3.3. den
C =(ve(x) + (1 —v)ey(x)) dir. e(x) =ve;(x)+ (1 —v)ey(x) olsun. Bu
durumda e(x)? = ve;(x)? + (1 — v)e,(x)? = ve,(x) + (1 — v)e,(x) = e(x) dir.
Dolayisiyla e(x), C nin idempotent elemamdir. C = (d(x)) ve d(x)? = d(x) olacak
sekilde d(x) € C var olsun. O halde d(x) € C = (e(x)) oldugundan d(x) =
a(x)e(x) olacak sekilde a(x) € R, = R[x]/{x™ — 1) vardir. Boylece d(x)e(x) =
a(x)e(x)? = d(x) olur. Benzer sekilde d(x)e(x) = e(x) olur. Yani d(x) = e(x)

elde edilir.

Yukaridaki teoremde e(x) idempotent elemani C nin idempotent {ireteci olarak

adlandirilir.

Teorem 3.1.3.7. C =ve;(x)®(1 —v)e,(x), R lzerinde tanimh, n
uzunlugunda bir devirli kod ve Z, {izerinde tanimli C; ve C, nin idempotentleri
sirastyla e;(x) ve e,(x) olmak iizere e(x) =ve (x) + (1 —v)e,(x) olsun.

Dolayistyla C* in idempotenti 1 — e(x~1) dir.

Ispat: Teorem 3.1.2.3. den €t = vC,*®(1 — v) C,* dir. Ayrica C;* ve C,*
devirli kodlar oldugundan C* de devirli koddur. C; ve C, nin idempotentleri sirasiyla
e1(x) ve e,(x) olsun. Bu durumda C;* ve C,* in idempotentleri sirasiyla
1—e,(x™1),1— e,(x71) dir. C* in idempotenti é(x) olsun. Dolayisiyla Teorem
3136.dané(x) =v(1—e,(x D))+ (1 —-v)(1— e;(x71)) =1—e(x"1) olur.

3.2. Zy + uZ4 + vZ, + uvZ, Halkas1 Uzerindeki Lineer Kodlar ve Devirli

Kodlar

3.2.1. Zy + uZy + vZ4 + uvZ, Halkasimin Yapisi

Ry = Z4[u,v] / (u? —u,v? —v,uv —vu) halkast degismeli sonlu bir
halkadir. Bu nedenle u? = u, v? = v, uv = vu olmak iizere bu halka
Ry =Z4 + uZy + vZy + uvZ, e izomorftur. a,b,c,d € Z, olmak iizere herhangi
r € R, eleman1 r = a + ub + vc + uvd olarak ifade edilir.

eg=1—-u—-v+4+uv, e, =u—uv, e3=v—uv, e, =uv olsun. O halde
€1, €z, 63, €4, Ry lizerinde tanimh ikili olarak ortogonal sifirdan farkli idempotent

elemanlardir ve e; + e, + e3 + e, = 1 dir. Cin Kalan teoreminden

18



Rl = 81R1®82R1®63R1®64R1 ve Tl = a, 7‘2 =a+ b, T3 =a+ c, T4 =a+ b +
c+ d Olmak ﬁzere r = T‘lel + rzez + T‘36’3 + 1’46’4 dlr BU durumda

G 1o (1,15,73,7,)
Z,4-lineer donlisiimii tanimlanir.

ci=Ty,e t+71y,e4 €ER; ve ¢, Ry halkasi lizerinde tanimli Gray

doniisiim olmak tizere
¢: R} — Z3"
r = (1, 72,13,1)
(€, €1y s Cna1) > (P10 ) T1n=1, 12,00 -+ T2n=1 13,00 > T30-174,0» > Tan—1)
seklinde RT e genisletilebilir.

3.2.2. 74 + uZ4 + vZ, + uvZ, Halkas1 Uzerindeki Lineer Kodlar
r® =1,e; + 156, + 1363 +14e4 Ve i =0,1,..,n—1 olmak iizere r =
r©@,r@  r®=1Dy e R dir. O halde r; = (o), T - Tn-1;) € Zj Ve j = 1,2,3,4
olmak tlizere r = rye; + rye, + r3e; + rue, dir. Vr,s € R vektorlerinin ¢arpimi,
S =se; +Sye;, + 533+ 5,4, S; = (SojyS1jy-rSn-1j) ELy Ve TS =
W=0TkjSkj olmak iizere 7.5 = (ry.s)e; + (ry.85)e; + (1r3.83)es + (ry.84)e,

seklinde yazilir.

C, R, lizerinde taniml1 bir lineer kod olsun. C; (1 < i < 4) olmak iizere
C,={a€Z}|ae; +be, +ce; +de, € C,3b,c,d € Z}}
C,={b€Z}|ae + be,+ce;+de, €C,3a,cdEeZ}}

C; ={c€Z}|ae + be,+ce;+de, €C,3ab,deZ}}
C,={deZy}|ae; +be, +ce; +de, € C,3a,b,c € Z}}

1 <i<4i¢in C; kodu Z, iizerinde tanimli n uzunlugunda bir lineer koddur ve C

kodu C = e, C;®e,C,De;C;Pe,C, seklinde tek tiirlii yazilabilir. Ayrica
IC] = |C1]- 1G] 1C5]. 1€y
dir.

Teorem 3.2.2.1. C, R, lizerinde taniml1 n uzunlugunda bir lineer kod olsun.
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(1) ¢; 1 <£i <£4) Z, tizerinde tanimhi n uzunlugunda bir lineer kod olmak iizere
C =e,C;®e,C,De;C3Pe,C, dir.

(2) ¢, C(1<i<4 nin dual kodu olmak {izere
Ct =e,CiDe,CyDe;CiDe,Cy dir.

(3) C nin self ortogonal bir kod olmasi i¢in gerek ve yeter kosul C; (1 <i < 4)
nin Z, tizerinde self ortogonal bir kod olmasidir. Ayrica C nin self-dual kod
olmasi igin gerek ve yeter kosul C; (1 < i < 4) nin Z, iizerinde self-dual kod

olmasidir.
fspat.‘

(1) ispat1 agiktir

(2) D = e;C{@e,CyDe;Ci®e,Cr  olsun. ¢ = cieq + €ye, + €363 + Chey,
d=d,e, +d,e, +dse; +dse,, c;€C;, d;€C* olmak iizere Vc€
C,d € D igin c.d = Y} ,(c;.d;)e; dir. Dolayisiyla ¢.d = 0 dir. Bu durumda
D € C* olur. Ayrica

gno4n o4 g Ry

= = |Cl|
|CLICLl G Csl  IC

IDI = ICHIC1ICs 1ICs | =

dir. Dolayisiyla C* = D olur.

(3) C nin self ortogonal bir kod olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul C € C*
olmasidir. (1) ve (2) den C € C* olmas: igin gerek ve yeter kosul C; S ct
(1 <i<4) olmasidir. O halde C; (1 <i<4) Z, iizerinde self ortogonal
koddur. Benzer sekilde C kodunun self-dual bir kod olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul C; (1 < i < 4) kodunun Z, tizerinde bir self-dual kod olmasidir.
Sonug 3.2.2.2. R, lizerinde keyfi uzunluklu self-dual kodlar vardir.

Ispat: Teorem 3.2.2.1. den R, iizerinde tanimli self-dual kod olmasi igin gerek
ve yeter kosul Z, iizerinde tanimli self-dual kod olmasidir. Asagidaki iirete¢ matrisi

ile iretilen Z, {izerinde taniml1 self-dual bir kod vardir.

G = Ikil Ai Bl]
iZlo 21, 20

Not 3.2.2.3.
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(1<i<4)

Z, Uzerinde tanimh (; kodlarinin irete¢ matrisi olmak {izere

C =e,C;®e,C,Pe;C3Pe,C, kodunun iirete¢ matrisi

e1Gq
eyG,
e3G3
4Gy

dir.

t_ptat ot
—Bi=CiA; G Inogyy -k,

‘ 24} 2y, 0

Z, tizerinde tamimh C; lineer kodunun duali C;* in tirete¢c matrisi olmak tizere

C* kodunun lirete¢ matrisi

[elG{]

_esG3|
e3G3
esGy

H

dir.
H, C kodunun kontrol matrisi olarak adlandirilir.

R; luzerinde taniml lineer kodlarin Gray goriintilerinin bazi o6zelliklerini
inceleyelim. R, lizerindeki Lee agirligi ve Gray dontisiim tanimindan, ¢, R den
Z;" e uzaklik koruyan bir doniisiimdiir. C, R, lizerinde tamimli n uzunlugunda
bir lineer kod olsun. C =cieq +Cey, +C3e3+Che, EC ise
¢(c) = (cq, €y, €53,¢4) € Z3™ dir. A,B,C, D Z, iizerinde n uzunlugunda lineer kodlar
ise AQBXRC®D = {(a,b,c,d):a € A,b € B,c € C,d € D} dir.

Teorem 3.2.24. C =e,C;®e,C,Pe;C3Pe,C, Ry lizerinde tanimli n
uzunlugunda lineer kod olsun. O halde ¢(C) = C;QC,QC;RC, ve ¢p(C*) = ¢p(C)*
dir. Ayrica C self-dual kod ise ¢ (C) de self-dual koddur.

fspat:
C1®C,BC3QC, S p(C) ve [C1RC,RC;RC,| = |C1]. 1G] |C5].1C4] = |C]
oldugu kolaylikla goriiliir. O halde ¢(C) = C;®C,QC5;RC, olur. Teorem 3.2.2.1.

44—1’1

(2) den ¢(C1) = C{®C>RC3 RC4- oldugu aciktir. Bu durumda |¢p(C)| = o dir.
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C; € Ci1 di € Cil olmak {lizere ¢ = Cci€1 + Ccré,y + C3€3 + Cuy € C, d= d1€1 +
d282 + d383 + d4€4 € CJ- dir. Dolay151yla ¢(C)¢(d) = ?=1(ci.di) = 0 dir. Bu

4_4-n

durumda ¢(C)* 2 ¢(C*) olur. Ayirca |p(C)*| = .

lp(CH)| dir. O halde
H(O)* = ¢p(CL) esitligi elde edilir.

C; kodunun tirete¢ matrisi G; (1 < i < 4) olsun. Teorem 3.2.2.4. den ¢(C) nin

lirete¢ matrisi

G, 0 0 0
0 G, 0 0
0 0 G; O
0 0 0 G,

dir.

3.2.3. Zy + uZ4 + vZ, + uvZ, Halkas1 Uzerindeki Devirli Kodlar

Teorem 3.2.3.1. C = 61C1®62C2®63C3®64C4 O|Sun C, Rl uzerinde devirli bir
kod olmasi i¢in gerek ve yeter kosul asagidaki ii¢ kosuldan birinin saglanmasidir.

(1) (1 <i<4)igin C;, Zy tizerinde tanimli devirli koddur.
(2) (1 <i<4)iginC}, Z, tizerinde taniml devirli koddur.
(3) C*, R, iizerinde tanimli devirli bir koddur.

Ispat: Yc; = (Ci0,CinyrCine1) €EC; (1< i< 4) icin ¢ =cre; +coep +
cze3 +cue, €EC dir. C bir devirli kod oldugundan
d=(XrieiCin 1 2i=1€iCigr e Lie1€iCin_z2) € C dir. Dolayisiyla i = 1,2,3,4 igin
(Cin-1,Cigs ) Cin—2) € C; olur. Boylece C;, Z, tlizerinde tamimh devirli koddur.

Tersine, C;, Z, tizerinde tanimli devirli kod oldugundan C il, Z, tzerinde

tanimli devirli koddur. (1) den C*, R, iizerinde tanimli devirli bir koddur. Ayrica C,

R; tlizerinde tanimhi devirli bir koddur.

R, = R[x]/(x™ — 1) olsun. R, iizerinde tanimli n uzunlugunda devirli kodlar
R, in idealleridir. R, tizerinde tanimli devirli kodlarin iirete¢ polinomlarini

olusturmak i¢in Z, tizerinde taniml1 C; nin {irete¢ polinomlar: kullanilir.

Lemma 3.2.3.2. f;(x)..f-(x) indirgenemez polinomlar, n tek tamsay1

x™ —1=1[[-; fi(x) olmak tizere C, Z, tlizerinde n uzunlugunda devirli bir kod
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olsun. Bu durumda f,(x) ve f;(x), x™ — 1 in monik bolenleri ve f; (x)|f,(x) olmak

tizere C = (fo(x), 2f1(x)) = (fo(x) + 2f1(x)) dur.

Genel olarak herhangi bir n uzunlugunda Z, tizerinde lineer kod ise

f(x),g(x),p(x) € Z,[x] monik  polinomlart  vardir. g(x)|f (x)|(x™ — 1),
g@)|p(x) (3;::—;)1) ve |C| = 22n-der(f()-der(@() olmak {izere C = (f(x) +
2p(x), 2g(x))dir.

Teorem 3.2.33. C=e,C;®e,C,De3C3Pe,C,y, Ry lizerinde tanimhi n
uzunlugunda bir devirli kod olsun. Eger C; = (f;(x) + 2p;(x),2g;(x)) olacak
sekilde f;(x), g;(x),p;(x) € Z,[x], (1 <i < 4) varsa bu durumda

4 4 4
¢ = <21 eifi(x) + 2 Z eipi(x), 2 Zl e:9: ()

dir. Ayrica n tek ise

4
= <Z e:(f;(x) + 29; ()
i=1

dir.

Ispat: D = (¥iefi(x) + 2%, epi(x),2 X7, e;g;(x)) olsun. Ve(x) €C
icin  c(x)=Xt, ei((fi (x) + Zpi(x))ui (x) + 2g;(x)v;(x)) olacak  sekilde
u;(x),vi(x) € Z,[x] dir. O halde

4

D exl(i00 + 20 ()i + 2g: ()

=1

e;ju; (x) Z ei(fi(x) + 2p;(x)) + Z e;v;(x) z 2e;g;i(x)

N

=1

oldugundan C € D dir. D € C oldugu agiktir. Dolayisiyla C = D elde edilir.

C nin dual kodunun iirete¢ polinomunu inceleyelim. V£ (x)|(x™ — 1), f(x) =

xf—(;)l olsun. f(x) polinomunun tersini f(x)* = x%" M f(x~1) ve sifirlayicisim

Ann(C) = {c'|c.c' = 0,c € C} seklinde tamimlayalim. C, Z, ilzerinde n
uzunlugunda bir devirli kod olsun. Bu durumda

g 1 fx) 1 (x™ = 1), der(p(x)) < der(g(x)) ve p(x)

x"—1

o) = g(x)u(x) olmak
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tizere C = (f(x) + 2p(x),2g(x)) vardir. Dolayisiyla (g‘(x) + Zu(x))(f (x) +
2p(x)) = Z(f(x)u(x) + g(x)p(x)) =0 veder(u(x)) < der(g(x)) dir.

Teorem 3.2.3.4. C = (f(x) + 2p(x),2g(x)), Z, tizerinde n uzunlugunda bir
devirli kod olsun. O halde C* = (§(x)* + 2xer(9()~der@@)y (x)*, 2f (x)*) dir.

Ispat: D = (g(x) + 2u(x),2f(x)) olsun. O halde (G(x) + 2u(x))(f(x) +
2p(x)) =0 bulunur ve |D|= g2n=der(§(0)=der(F()) _ pder(g())+der(r() —
|Ann(C)| dir. Bu durumda D = |Ann(C)| olur. Boylece

Ct = Ann(C)* = (§(x)* + 2x2er(9()=der(ut)y (x)*, 2f (x)*)

esitligi bulunur.

Teorem 3.2.3.3. ve Teorem 3.2.3.4. {in ispatinda oldugu gibi benzer bir teknik
kullanilarak asagidaki teoremde veriden devirli kodlarin dualinin {irete¢ polinomlari

elde edilir.
Teorem 3.2.3.5. C = (f(x) + 2p(x),2g(x)), Z, lizerinde bir devirli kod olsun.
Ct = (St i) + 2T, 00 =aeruy, (), 2 5 eyfi (x)")
dir.
3.3. Zy + UZy + VZy + W2y + UVZy + UWZy + VWL + UVWZy Halkas:
Uzerindeki Lineer Kodlar ve Devirli Kodlar

3.3.1. Z4_ + uZ4 + ‘UZ4_ + WZ4, + u‘UZ4_ + uWZ4_ + UWZ4 + quZ4
Halkasinin Yapisi

R, = Z,[u,v,w]/{u? — u,v? — v,w? — w ) halkas1 degismeli bir halkadir. Bu
nedenle u? =wu,v?=v,w? =w,uv = vu,uw = wu,vw = wv olmak iizere
Ry =7y + Uly + VZy + WZy + uvZy + uwZy, + vwZy, + uvwZ, e izomorftur.
a,b,cd,e,f,g,h € Z, olmak lizere herhangi bir r € R, elemanir = a + bu + cv +
dw + euv + fuw + gvw + huvw olarak ifade edilir. R, halkasmnin idempotent
elemanlar1 asagidaki sekildedir.

MA=1l-u—-v—-—wt+w+uw+vw—-—uww = (1 —-u)(1 -v)(1 —w)

A=u—uw—uw+uvw =u(l-v)(1 —w)

Aa=v—u—vw+uvw =1 —-wv(l—-w)
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Aa=w—uw—vw+uvw = (1 —u)(1 —v)w
As =uv —uvw = uv(l —w)
Ae = uw —uvw = u(l — v)w
A =vw —uvw = (1 —w)vw
Ag = uvw
i,j=123456,78, i #j, 4.4 =0 ve Z?:l/li = 1 oldugundan yukaridaki sekiz
eleman ikili olarak ortogonaldir. Bu durumda Cin Kalan Teoreminden
Ry = LR, @A,R, AR, DALR, DAsR, AR, DA, R, P AR,
= W2, PA Ly PA L, DAL, DALy P AL, DALy DALy
dir. Ayrica a,b,c,d,e, f,g,h € Z, olmak lizere Vr =a + bu + cv + dw + euv +

fuw + gvw + huvw € R, igin

r=1 ) 4=1l+1rl +1A3+1A4 + 145+ 16 + T, + T4

8
i=1
=ali+(@+b)l+(a+)A+(a+d)ly+(a+b+c+e)ls+(a+b+d

+fl)dg+t(atctd+g)l;+(a+b+tc+d+e+f+g+h)ig

= T'l/ll + T2/12 + T3/13 + T4_/14, + Tsls + T6A6 + T7A7 + T'8/18

seklinde yazilabilir. Bu durumda 1 < i < 8 i¢in r; € Z, olmak {izere

n=a
rn=a+b
rm=a+c
n=a+d

rs=a+b+c+e

re=a+b+d+f

rm=a+c+d+g
rgs=at+b+c+dte+f+g+h

dir. Bu durumda asagidaki yazilis tek tiirliidiir.
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r =1A + pdy + 133 F 1y F 155 + 15h + 1A, + 1545
¢: Ry > T

r— (7‘1, 12,713,714, 15,76, 17, r8)

seklinde tanimlanan doniigiim lineerdir. Bu Gray doniisiimii ¢; € R, Ve 1j; € Z,
¢; = Y-, 1iA; olmak iizere

¢: Ry — 78"
(Cos €1y wes Cn1) ¥ (110 oo s Tin—1,T2,00 s T2n—1s > 18,0, 78,15+ » T811—1)
olarak R} e genisletilir.
w, seklinde gosterilen Z, iizerindeki Lee agirhig
0, x=0
wy(x) =12, x =2
1, x =1veya3
seklinde tanimlanir.
Q: 1 = (1ry,1,,73,14, 15,76, 17, Tg) dOniisimiiniin R, lizerindeki Lee agirhigi wy (r) =
>8  wy(ry) dir.
3.3.2. Zy + UZy + V74 + WZy + uvZy + uwZy + vWwZ, + uvwZ, Halkasi
Uzerindeki Lineer Kodlar
VOo<i<n-—1iginr= O, r® ., r®Dye Rl ve r® =11, + 151, +
TigAs + Tigdy + TigAs + Tighg + 11747 + 1355 dir. O halde 1<i<8 i¢in ri =
(7‘0]-, le, ...,rn_lj) € ZZ olmak tlzere r = Tl/ll + rzlz + 1'3/13 + T4/14 + 1‘5/15 +
Tredg + 1715 + rgig dir. Bu ifade kullanilarak Vx,y € R} vektorlerinin i¢ ¢arpimi
A 1 S] S n lgln X = xlll + -4+ xslg, x] = (xoj,xlj, ...,xn_l’]') € ZZ ve y =
Yiti+ -+ Ysls, ¥j = VojsVijs s Yn-1,j) € L} Ve X;.y; = Zﬁ;(l)xijkj olmak
uzere
x.y = (x1. Y1) + (x2.¥2); + -+ + (X53.¥g) g
seklinde yazilir.

1 < i < 8i¢in (; kodlar1 agagidaki sekilde tanimlanmaktadir.

C]_ ={aEZZ:a/ll-l-bﬂz+Cl3+dﬂ4+eﬂ5+f16+g/17+h/18EC,
ib,c,def,g h €7y}
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Cz ={bEZZa/11+b/12+C/13+d/14+e/15+f/16+g/17+h/18EC,
da,cd,ef,g h €Z}}

C3 ={CEZ‘Za11+b12+C13+d/’{4+815 +fA6+g/’17+h/18 EC,
da,b,def,g h €Z}}

C4={dEZZa/11+b/12+C/13+d/14+e/15+f/16+g/17+h/18EC,
Jab,cef,g h €7y}

C5 ={eEZ2a/11+b/12+C/13+d/14+e/15 +fA6+g/’17+h/18 EC,
da,b,cdf,g h €7Z}}

Co={f€Z}:al; + by + cAs + dA, + eAs + fAg + gA, + hAg EC,
da,b,c,de g h €7}

C,={g €Tt al, + b, + cly+dA, + els + fAs + g1, + hAg € C,
da,b,cde f,h €Z}}

Co={R €Tl al, +bl, + cls + dA, + els + fAg + g, + hAg € C,
da,b,cdef, g€y}

1 <i <8 ig¢in C; kodu Z, iizerinde taniml1 n uzunlugunda bir lineer koddur ve C

kodu
C = 2C1D,C,DAC3DA,CoDAsCsPACa®A,C, DA o
seklinde yazilabilir. Bu durumda |C| = [T2_,|C;] dir.
Teorem 3.3.2.1. C < RY bir lineer kod olsun.

(1) C = Al C1®/12 Cz®13 C3 @/14(:4@/15 CS®A6C6®/17 C7®18C8! RZ ﬁzerinde
taniml1 n uzunlugunda bir lineer koddur.
(2) c, C;(1<i<8) nin dual kodu olmak lizere

Ct = L Ci@®A,C3BA3C5BACDACSDACEDA,CFDACy dir.
Ispat: Teorem 3.2.2.1. in ispatina benzer sekilde yapulir.

Not 3.3.2.2.

. I, 4 B
TTlo 2, 2

1 <j < 8 igin A; ve C; bilesenleri Z, den alinan, B bilesenleri Z, den alinan

matrisler C; nin tirete¢ matrisi olmak tizere C lineer kodunun lirete¢ matrisi
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4,6y
226G,
A3G3
4Gy
A5Gs
AeGe
A7G
[ AgGg ]

dir.

T AT AT T
I KA
i~ T

2Aj 21,1(].2 0

—kji1—kj;

Z, uzerindeki C; lineer kodunun duali le in tlirete¢ matrisi olmak tiizere C*

kodunun lirete¢ matrisi

G
2,63
A5G4
4G,
A5G
A6Gl
A7G7
PN

dir.
H, C kodunun kontrol matrisi olarak adlandirilir.

3.33. Zy + UZy + V74 + WZy + uvZy + uwZy + vWZ, + uvwZ, Halkasi

Uzerindeki Devirli Kodlar

Teorem 3.3.3.1. C =A,CDA,C,PA;C;PA,C,PDA;CsDACDA,C,DAgCy
olsun. Bu durumda C nin R, iizerinde tanimli devirli bir kod olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul asagidaki ii¢ kosuldan birinin saglanmasidir.
(1) vte{1,2,...,8}i¢in Cy, Z, tizerinde tanimli devirli koddur.
(2) vte{1,2..,8}icin C#, Z, lizerinde tanimh devirli koddur.
(38) C*, R, iizerinde tanimli devirli bir koddur.
Ispat: ¢ =YF_ic, €C ve 1<t<8 igin ¢ = (Cro,Cear s Crn-1) € C
olsun. C bir devirli kod oldugundan
d= (281 AeCon1, 281 AeCros s 2oy AeCen—z) € C dir. Bu durumda
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(Ctn-1Ct,00 =+ » Ctn—2) € C¢ olur. Boylece C;, Z, lizerinde tanimli devirli koddur.

Tersi de gergeklenir. O halde ilk kosul ispatlanmuistir.

C;, Z, iizerinde taniml devirli kod oldugundan C{, Z, iizerinde tanimli devirli
koddur. Kosul (1) den C*, R, iizerinde tanimli devirli bir koddur. Ayrica C de R,

uzerinde tanimli devirli bir koddur.
Teorem 3.3.3.2. C = (f(x) + 2p(x),2g(x)), Z, tizerinde n uzunlugunda bir
DY s = (At 2(x)* = xder(F@) (L
f(x)), gx) = (g(x)) ve f(x)" =x ( )f(x) olmak

lizere C+ = (§(x)* + 2xder(9@)-deriy (x)* 2f (x)*) dir.

devirli kod olsun. f(x) = (

Ispat: Teorem 3.2.3.4. iin ispatina benzer sekilde yapilir.

Teorem 3333 C = 11C1®1262613C3®A4C4®15656166‘6@176‘7@186‘8, R2
tizerinde tanimli n uzunlugunda bir devirli kod olsun. Eger C, = (f;(x) +
2p:(x),2g:(x)) olacak sekilde f;(x),g:(x),p:(x) € Z4[x], (1 <t < 8) varsa bu

durumda

8 8 8
¢ = <Zl Afi(x) +2 Zl Aepe(x),2 Zl 1:9.(x))

dir. Ayrica n tek ise

8 8
C= <Zl: Aefe(x) + th;ltgt(x»

dir.
Ispat: D = (¥8_ 1 Aefe () + 2X8_, 4,pe (%), 2X8_, A, g9:(x)) olsun. Vc(x) € C

icin c(x) = X8_, A, ((ft (0 + 2, (0) )u (x) + 2 gt(x)vt(x)) olacak sekilde
u:(x), v (x) € Zy[x] dir. O halde

NE

A ((fe00) + 2P0 (0 () + 290 (x)ve () )

1

8 8 8
At () ) 2a(i(0) + 29 (0) + D A0, (x) D 209,(x)
t=1 t=1 t=1

M= 5

t

1l
ey

oldugundan C € D dir. D € C oldugu agiktir. Dolayisiyla C = D elde edilir.
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Teorem 3.3.3.2. ve Teorem 3.3.3.3. iin ispatinda oldugu gibi benzer bir teknik
kullanilarak asagidaki teoremde verilen devirli kodlarin dualinin iirete¢ polinomlari

elde edilir.

Teorem 3.3.3.4. C = (f(x) + 2p(x),2g(x)), Z, tzerinde bir devirli kod olsun.

8 8 8
Ct= (Z AeGe(x)" + 2 z )ltxder(gt(x))_der(ut(x))ut(x)*' 2 Z ;{tft(x)*)
t=1 t=1 t=1

dir.

Teorem 3.3.3.5. t € {1,2, ...,8} olmak tizere C;, Z, lizerinde n uzunlugunda (n
tek) bir devirli kod olsun. f; . (x)|f1:(x) ve Z, tizerindeki x™ — 1 in monik bélenleri

f1:(x) ve f,(x) olmak iizere C; = (f1 (x) + 2 f,¢(x)) dir. Budurumda 1 <t < 8

icin C; nin eleman sayisi 4n_der(f1't(x))2der(fl't(x))_der(fz't(x)) dir.

Sonug 3.3.3.6. ¢(C) =18, C; , Z, iizerinde 8n uzunlugunda (n tek) bir lineer
kod ve [18_, C;, Z, iizerinde bir devirli kod olsun (1 < ¢t < 8). O halde ¢(C) nin

eleman say1st 4Z?=1(n—der(f1,t(x)))22?=1(der(f1,t(x))—der(fzjt(x)) dir.
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4. BULGULAR VE TARTISMALAR

Bu bolimde Z, + uZ, + vZ, + wZy, + uvZ, halkasit bulunarak bu halka

tizerindeki Gray doniisiim, lineer kodlar ve devirli kodlar incelenmistir.

4.1. 7y + uZy + vZy + WZ4 + uvZ, Halkas1 Uzerindeki Lineer Kodlar ve

Devirli Kodlar
4.1.1. 74 + UZy + VZ4 + WZ4 + uvZ, Halkasinin Yapisi

Rp = Zyu, v, w]/(u? —u,v? — v,w? — w,uv — vu, uw, wv ) halkas1
degismeli ve sonlu bir halkadir. Bu nedenle u? =u,v?=v,w?=w,uv =

vu, uw = vw = 0 olmak lizere Rg = Z, + uZy + vZy + wZ, + uvZ, e izomorftur.
Zy + uZy, + vZy + wZy + uvZ, = {a + ub + vc + wd + uve:a,b,c,d,e € Z,}
dir.

G =u—uv, a@;=1—-u—v—w+uv, a3 =v—uUv, a, =uv, dg=Ww
olsun. i,j = 1,23,45 ve i #j,(a;))* =a;, a;.a; =0, ay +a, +az+a, +as =1

oldugunu inceleyelim.
a,? = (u—uv)? = u? - 2u?v + u?v?
=u—2uv +uv

=u-—uv

olur. O halde

esitligi bulunur.
a2 =(1—-u—v—w+uv)?

=l-u—-v—-wH+w-u+u?+uv+
uw —uwv—v+uw+vi+ovw—uvi—wH+uw +w? +vw —uvw 4+ uv —

w?v —uv? — wuv + uv?
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bulunur. Boylece

esitligi elde edilir.
as? = (v —uv)? = v? — 2uv? + u?v?

=v—2uv +uv

=7V —Uuv
= as
olur. O halde
as? = ag
dir.

elde edilir. Boylece

esitligi bulunur.

bulunur. Bu durumda

esitligi elde edilir.
agta,+razt+tayt+tas=u—uw+l—-u—-v—wr+uw+v—uwt+uww+w=1
olur.

a.a,=u—w)(l—u—-—v—-—w+uv)

=u—u®—uv—uw + u?v — uv + v + uv? + uvw — u?v?
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bulunur. O halde

dir.
a;.az = (u—uv)(v—uv)
= uv — u?v — uv? + u?v?
= UV —Uuv —uv + uv
=0
olur. Boylece
a,.az =0
esitligi bulunur.
a;.a4 = (u—uv)(uv)
= u?v —u?v?

=uv —uv

elde edilir. O halde
a,.a, =0
dir.
a;.as = (u—uv)w

=uw — uvw

olur. Bu durumda
a;.as =0
esitligi bulunur.

a.az=(1l—-u—-v—-—w+uv)(v—uv)
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=v—uv —uv + u?v —v? + uv? — wrv + uwvw + uv? — u?v?

= —wv + uvw
=0
elde edilir. Boylece
a,.az; =0
dir.
a.as =1 —-u—v—w+uv)(uv)
= uv — u?v — uv? — wuv + u?v?
= UV — UV — UV — Wuv + uv
=0
bulunur. O halde
a,.a, =0
esitligi elde edilir.
a.as=1—-u—v—-—w+uv)(w)
=w—uw—vw — w? + uvw
=0
olur. Boylece
a,.as =0

dir.

= uv? — u?v?
= Uuv — uv
=0
elde edilir. O halde
az.a, =0

esitligi bulunur.
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as.as = (v —uv)w
= VW — uvw
=0
elde edilir. Boylece
as.as =0
esitligi bulunur.

ay.as = (uv)(w)

= uvw
=0
olur. O halde
az.as =0
esitligi elde edilir.

Budurumda i,j = 1,2,3,4,5 ve i # j i¢in a;.a; = 0 oldugu goriiliir.
Dolayisiyla
Rp = a1Rp®a,Rg®azRp®@a,Rp®asRy
esitligi bulunur.
Gray doniisiimii asagidaki sekilde tanimlansin:
¢p: Rp — L
a+ub + vc + wd + uve - ¢g(a + ub + vc + wd + uve)
= (X1,X2,X3,X4,X5),X; EZy , 1< <5
Xy =a+b,x,=a,x3=a+c,x,=a+b+c+e,xs=a+d
dir.

Teorem 4.1.1.1. ¢ Gray déniisiimii (RE, Lee uzaklig1) den (Z3", Lee uzakhig)

e uzaklik koruyan bir doniistimdiir.
Ispat: Vkq,k, € Z, olsun. ¢ Gray doniisiimii tanimina gore V x;, x, € RY icin

¢dp(kixy + kyxy) = kidp(xy) + kg (x3)
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olup Gray doniisiimii lineerdir.

i=12,..,ni¢in x1; = e;;a; +ey;a, +e3;az +e,;a, +es;as Ve x,; = f1;a; +

f2,i02 + f31a3 + fa:04 + f5a5 olmak tizere x; = (X1,1,X1,2, -+ X1,n),
Xy = (X21,X22, ..., X21) € R olsun. O halde
X1 =Xz = (X101 — X2,1,X1,2 = X22, -, X1.n — X2.n)
olur. Dolayisiyla
$p(x1 — x2) = (1) — Pp(x2)
dir. Boylece
d(xq,x2) =wp(x; —x3) = WL(¢B(x1 - xz))
= WL(¢B (x1) — ¢B(x2))
= dL(¢B (x1), g (xz))
esitligi bulunur. O halde ¢z uzaklik koruyan bir déniistimdiir.

Tanim  4.1.1.2. ©:R™->R™  V(ry,1,..,Th—1) EC olmak iizere
(19, 71y s Tne1) = (Tn_1,70, 11, - Tnz) seklinde tanimli dontisiime cyclic-shift

(devirli oteleme) denir. Eger (C) = C ise C kodu devirli koddur.
Y:R™ - R[x] / (x™ — 1)

(ag, A1y ooy A1) — @y + A1 X + - + Ay X" 1 (mod(x™ — 1)) dir (Aydin

vd., 2017).

Tanim 4.1.1.3. € € C* ise C koduna self-ortogonal denir ve C = C* ise self-
dual dir (Gao vd., 2014).

Tanim 4.1.1.4. r = a + ub + vc + wd + uve, Rp halkasinin elemani olsun. r

elemaninin Lee agirh@ wy (r) = w; (¢p5(r)) seklinde tanimlanir.

Tanim 4.1.1.5. Herhangi bir ¢ = (¢, ¢y, ..., ¢;) kod sézciigiiniin Lee agirlig

i =1,2,...,nolmak iizere w; (c) = 2, wy(c;) seklindedir.

Her c,¢ € C igin d;(c,¢) = wy(c — ¢) seklinde tanimlanan d; fonksiyonuna Lee

uzakligi denir. C kodunun minimum Lee uzaklig1 ise

d;(C) = min{d,(c,¢):Vc € C,c # ¢}
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seklinde tanimlanir (Li vd., 2016).

Tanim 4.1.1.6. R™ modilinin bir R-alt modiline R tzerinde tanimli n

uzunlugunda bir lineer kod denir (Gao vd., 2014).

Tanim 4.1.1.7. C, R™ kiimesinin bir alt kiimesi olsun. n uzunlugunda lineer bir
C kodunun devirli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul C kodunun R [x]/{x™ — 1)
boliim halkasinin bir ideali olmasidir (Li vd., 2016).

Tanim 4.1.1.8. R,=R[x]/(x" = 1) ={co+ c1x+ . + o x™ 1 +
(x™ — 1)|cy, 1, ) Cn—q € R} oOlsun. R, polinom halkasinin herhangi bir elemani

c(x) + (x™ — 1) € R, seklindedir (Gao vd., 2014).

Tanim 4.1.1.9. R, iizerinde taniml1 bir e(x) polinomu eger (e(x))? = e(x) ise

bir idempotenttir (Gao vd., 2014).
4.1.2. T4 + uZy + vZy + WZ, + uvZ, Halkas1 Uzerindeki Lineer Kodlar

Teorem 4.1.2.1. C, Z4 + uZy + vZy + wZy + uvZ, lizerinde n uzunlugunda
bir lineer kod ise |C| =M ve minimum Lee uzakhi@i d; olmak tizere ¢z(C),

(5n, M, d;) parametrelerine sahip lineer bir koddur.

Ispat: Teorem 4.1.1.1. den ¢ (C) lineerdir. ¢pp Gray déniisiim tanimindan
¢5(C) nin uzunlugu 5n dir. ¢ nin RY den Z3" e birebir ve drten bir doniisiim
oldugundan ¢5(C), M kod sézctgiine sahiptir. ¢ uzaklik koruyan bir doniisim

oldugundan C nin minimum Lee uzaklig1 d; dir.
Teorem 4.1.2.2. C self ortogonal ise ¢z (C) de self ortogonal koddur.

Ispat: C self ortogonal ve @ = a + ub + vc + wd + uve, f = x + uy + vz +

ws+uvt € Ca,b,c,d,ex,y,zs,t €7, olsun.
C self ortogonal oldugundan a. f = 0 dir. Dolayisiyla
a.f=(a+ub+vc+wd+uve)(x+uy+vz+ ws+ uvt)

= ax + uay + vaz + was + uvat + ubx + u?by + uvbz + uwbs
+ u?vbt + vex + uvcy + vicz + vwes + uvict + wdx + wudy
+ vwdz + w?ds + uvwdt + uvex + u?vey + uv?ez + uvwes

+ u?vlet
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=ax + u(ay + bx + by) + v(az + cx + cz) + w(as + dx + ds) +
uv(at+bz+bt+cy+ct+ex+ey+ez+et) =0

elde edilir.
Bu durumda
ax = (ay + bx + by) = (az+ cx + cz) = (as + dx + ds)
=(at+bz+bt+cy+ct+ex+ey+ez+et)=0
olur.
Diger taraftan

¢g(a).pg(B) =(a+b,a,a+c,a+b+c+ea+d)(x+yx,x+z,x+y+z
+t,x+s)=0

esitligi bulunur.
Dolayisiyla ¢p5(C) self ortogonaldir.

Teorem 4.1.2.3. Ct, Ry iizerinde C kodunun duali olsun. ¢5(Ct) = ¢p(C) +
dir. Ayrica C self-dual kod ise ¢5(C) de self-dual koddur.

Ispat: a=a+ub+vc+wd+uve, f=x+uy+vz+ws+uvt €C
a,b,c,d,ex,y,zs,t € Z, olsun. C self-dual kod oldugundan C = C* dir. a.f =0
oldugundan

ax = (ay + bx + by) = (az+ cx + cz) = (as + dx + ds)
=(at+bz+bt+cy+ct+ex+ey+ez+et)=0

dir. Bu durumda

¢p(a).¢pg(B)=(a+b,a,a+c,a+b+c+eat+d)(x+yx,x+z,x+y+z
+t,x+s)=0

dir.

Boylece ¢g(Ct) € ¢pp(C) L+ dir. |pg(CH)| = 1¢pp(C) +| oldugundan
¢ (CH) = ¢p5(C) * olur. Dolayisiyla ¢5(C) self ortogonal ise C self-dualdir. Bu
durumda |¢pz(C)| = |C| olup ¢5(C) self-dualdir.

Not 4.1.2.4. B4, By, B3, B4, Bs lineer kodlar olsun. O halde

B]_®BZ®B3®B4®BS == {bl + bz + b3 + b4 + b5: bl € Bl; 1 S l S 5}
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ve
B1®B,®B3®B,®Bs = {(by,b,,b3,by,bs):b; € B;;1 < i <5}
dir.
C, Rp uzerinde n uzunlugunda bir lineer kod olsun.
C, ={a €Z}|aa, +ba, +cas +da, +eas € C,3b,c,d,e € Z}}
C,=1{b €Z}|aa, +ba, +cas; +da, +eas € C,3a,c,d, e € Z}}
C; ={c €Z}|aa, +ba, +cas +da, +eas € C,3a,b,d, e € Z}}
C,={d €Z}|aa, +ba, +caz; +da, +eas € C,3a,b,c,e € Z}}
Cs ={e €Z} | aa, + ba, + caz +da, + eas € C,3a,b,c,d € Z}}
Burada C;, C,, C3, C4 ve Cs, Z,4 Gizerinde n uzunlugunda lineer kodlardir.
Teorem 4.1.2.5. C, Ry lizerinde taniml1 n uzunlugunda bir lineer kod olsun.

(1) ¢; (1 <i <5) Z, tiizerinde tanimli n uzunlugunda bir lineer kod olmak tizere
C =a,C;®a,C,Ha;C;Pa,C,DasCs dir.

(2) ¢, C;(1<i<5) nin dual kodu olmak lizere
Ct =a,Ci®a,CrBa;CsDa,Ci®asCs dir.

(3) C nin self ortogonal bir kod olmasi igin gerek ve yeter kosul C; (1 <i <5)
nin Z, tizerinde self ortogonal bir kod olmasidir. Ayrica C nin self-dual kod
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul C; (1 < i < 5) nin Z, iizerinde self-dual kod

olmasidir.
fspat.'

(1) Ispatr agiktur.

(2) D = C* = a,C{®a,Ci®as;CiDa,Ci®asCs olsun. ¢ = cya; + ca, +
C3a3 + c4a4 + csas, d =djaq +dya, +dza; +duay +dsas, c; € G,
d; € C;* olmak iizere Vc€C,d€D igin c.d=Y>,(ci.d)a; dir.
Dolayisiyla c.d = 0 dir. Bu durumda D < C* olur. Ayrica

4" 4% 47 4N 4 |Rp|"

= = |Cl|
|GG G5l 1Cal 1Cs] [ C

IDI = IctlIcslICs lICi lICs | =

dir. Dolayisiyla Ct = D esitligi elde edilir.
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(3) C nin self ortogonal bir kod olmasi i¢in gerek ve yeter kosul C € C*
olmasidir. (1) ve (2) den C € C* olmasi i¢in gerek ve yeter kosul C; € C;*
(1<i<5) olmasidirr Bu durumda C; (1 <i<5) Z, tzerinde self
ortogonal koddur. Benzer sekilde C kodunun self-dual bir kod olmasi igin
gerek ve yeter kosul C; (1 <i <5) kodunun Z, iizerinde bir self-dual kod

olmasidir.
Sonug 4.1.2.6. Ry iizerinde keyfi uzunlukta self-dual kodlar vardir.

Ispat: Teorem 4.1.2.2. ve Teorem 4.1.2.3. den Ry iizerinde self-dual kod

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Z, uizerinde self-dual kod olmasidir. Agikca Z,

Ayrica, Ry uizerindeki lineer kodun tirete¢ matrisi oldugunu biliyoruz.

self-dual kodun iirete¢ matrisi

dir.

Not 4.1.2.7.

G = Ikil Ai Bl]
iZlo 2, 26

(1<i<5) Z, uzerinde tanimh C; kodlarinin tlrete¢ matrisi olmak tizere

C =a,0,8a,C,®a3;C;Pa,C,PasCs kodunun lirete¢ matrisi
a, Gy
[azGZ]
G - a3G3
a,G,
asGsg
dir.

7 I_Bf_cltAf Cit In—kil—kizl
l 248 20, 0

Z, iizerinde tanimh C; lineer kodunun duali C;* in tirete¢ matrisi olmak tizere

C* kodunun lirete¢ matrisi
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[alG{]
|a:G;
H = | a3Gé

|

|
la4Gi|
a5Gé
dir.

H, C kodunun kontrol matrisi olarak adlandirilir.
Teorem 4.1.2.8. C, R lizerinde n uzunlugunda bir lineer kod olsun. O halde
$p(C) = (1RC,RC;RCL,RCs ve |C| = |Cy].|Co. |C3]. |1C4l. |Cs]
olur.

Ispat: Herhangi bir (X, ..., Xy, V1, oo Yo Z1s wes Zry S1p oo Sy 1y oo E) € 5 (C)
elemanini alalm. 1 <i <n i¢in ¢; = x; + y; + ulx;) + v(x; + z;) + w(x; + y; +
z; + t;) + uv(x; + s;) olsun. ¢ birebir ve orten oldugundan ¢ = (cyq, ¢y, ..., C,) € C
dir. Cy,C,,C3,C4,Cs kodlarinin  tamimindan  (xq, ..., x,) € Cy, V1, ., Yn) € Co,
(24, -, 2n) € Cs, (51, -,5n) € Cy ve (t1, -, ty) € Cs dir. Boylece
(X1, ey Xy Vs weer Vs Z1y eve» Zpy S1p wer Sy 1, v ty) € C;RC,QC;QC,QCs  olur. O
halde ¢ (C) S C,®C,RC;®C,®Cs dir.

Diger taraftan  (xy,..,%x,) € C;, (Y1, Vn) €Cy, (24, .-,2Z) € C3,
(51,.-5p) € Cy ve (t1, .- ty) € Cs icin herhangi bir
(X1s oo Xy Vs oo Yior Z1s o0 Ziy S1y -0 Sy E1y oo t) € C1QC,QC;QC,QCs  elemanini
alalim. Burada p;, q;,7;,n;, m; € Z, igin a; = x; + (v + w + uv)p;,
b=y, + (u+v+w+uv)g,, ci=2z;+W+w+uv)r, d; =s; + (W)n;,
e; =t; + (u + v + uv)m; olacak sekilde a = (a4, ..., a,), b = (b, ..., by),
c=(cqy ., cp), d=(dy,...,dy), e = (ey, ...,e,) € C elemanlan1 vardir. C bir lineer
kod oldugundan c = (u —uv)a+ (1 —u—v—-—w+uv)b + (v —uv)c + (uv)d +
we=x+y+@u+x+2)v+x+y+z+t)w+ (x + s)uv dir. Bu durumda
¢p(C) = (x,y,2,5,t) € ¢pg(C) dir. Dolayisiyla C;QC,QC;QC,QCs S ¢z (C) olur.
O halde ¢5(C) = C,®C,®C;RC,&Cs dir.

Ayrica ¢g(C) birebir ve 6rten oldugundan

|pp(O)] = |C;RC,RC;RC,QCs| = |C1].|Co|. [C5]. [Cyl. [Cs]
dir.
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Sonu¢ 4.1.29. ay=u—-uv, a,=1—-u—v—-—w+uv, az;=v-—uv,

a, = uv, as = w olmak iizere
¢B(C)=61®CZ®C3®C4®CS ise C = a161®a2C2®a3C3®a4C4®a5C5
olur.

4.1.3. 74 + uZy + vZ4 + wZ, + uvZ, Halkas1 Uzerindeki Devirli Kodlar

Teorem 4.1.3.1. C = a,C;®Pa,C,Pa;C;Pa,C,DasCs, Ry lizerinde taniml
bir lineer kod olsun. € kodunun Ry tizerinde taniml bir devirli kod olmasi igin
gerek ve yeter kosul C;, C,, C3, C4, C5 kodlarinin Z, {izerinde tanimli devirli kodlar

olmasidir.

Ispat:  x = (%1, .., %3) € C1, V= 1,00, Vn) €ECa, z=(24,...,2,) € Cs,
S =(S1,..5,) ECy Ve t=(t;,..t5) € C5 Olsun. j=1,..,n icin ¢ =ayx;+
ayy; + asz; + a,s; + ast; olmak iizere ¢ = (cq,...,c,) € C dir. C bir devirli kod

oldugundan

7(c) = (¢py €1, €2y oy Cp_v)
= al(xn: X1, "'lxn—l) + aZ(yn' Y1 ""yn—l) + aS(ZnJ Zy, "'an—l)

+ a,(sy, S1, ey Sp1) + as(ty, tq, o thoq1) €EC
dir. Boylece t(x) = (xp, X1, ooy Xn—1) € C1, T(V) = W V1) o+er» Yn-1) € C5,
©(z) = (24, 21, o) Zn-1) € C3,T(s) = (S, S1, o) Sp—1) € C4,

(t) = (tp, t1, ..., th—1) € Cg dir. O halde C,, C;, C3, C4 Ve Cs Z, lizerinde tanimlh

devirli kodlardir.

Tersine C;, C,, C3, C, Ve Cs Z4 tlizerinde tanimlh devirli kodlar ve j = 1, ...,n
i¢in ¢; = a1x; + ayyj + aszz; + a,S; + ast; olmak iizere ¢ = (cy, ..., c,) € C Olsun.
Bu durumda x = (xq,...,x,) € Ci, V=1, Yn) €ECy, z=(24,...,2y) € Cg,
S =(S1,..,5,) ECyvet = (tq,...,t,) € Cg dir. Cy, Cy, C3, C4 Ve Cs kodlart devirli
kodlar oldugundan 7(x) = (x5, X1, ., Xn—1) € C1, T(V) = W V1) » Yn-1) € C5,
©(z) = (2,21, o) Zn—1) € C3,T(s) = (S, S1, o) Sp—1) € C4,

(t) = (tpty, . ty—1) € Cs dir. Bu durumda aq7(x) + a,t(y) + azt(z) +
a,t(s) + ast(t) = (¢, €1, Cqp ooy 1) = T(c) € C dir. O halde C, Ry Tlzerinde

tanimli bir devirli koddur.

Lemma 3.2.3.2. kullanilarak asagidaki lemma elde edilir.
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Lemma 4.1.3.2. f;(x)...f-(x) indirgenemez polinomlar, n tek tamsay1
x™ =1 =[[i-, fi(x) olmak tizere C, Z, tizerinde n uzunlugunda devirli bir kod

olsun. Bu durumda f,(x) ve f;(x), x™ — 1 in monik bolenleri ve f; (x)|f,(x) olmak

tizere C = (fo(x), 2f1(x)) = (fo(x) + 2f1(x)) dur.

Genel olarak herhangi bir n uzunlugunda Z, tzerinde lineer kod ise

f(x),9(x),p(x) € Z,[x] monik  polinomlar1  vardir. g(x)|f (x)|[(x™ — 1),
g@)|p(x) (3;::—;)1) ve |C| = 22n-der(f(0)-der(@() olmak {izere C = (f(x) +
2p(x),2g(x)) dir.

Teorem 4.1.3.3. C= alcl@a2C2®a3C3®a464@a5C5, RB uzerinde n
uzunlugunda bir devirli kod olsun. Eger C; = (f;(x) + 2p;(x),2g;(x)) olacak
sekilde f;(x), g;(x),p;(x) € Z,[x], (1 <i < 5) varsa bu durumda

5 5 5
¢ = <Z aifi(x) + 2 Zl api(x),2 Zl a,9:(x))

dir. Ayrica n tek ise

5 5 5
€= alfil0) +28:000) = ) afi®) +2 ) ag:()

dir.

Ispat: D = (¥i_; a;f;(x) + 2 X7, aipi(x), 2 Xi-; a;9;(x)) olsun. Ve(x) € C
icin  c(x) =Y, al-((fi (x) + Zpi(x))ul- (x) + 2g;(x)v;(x)) olacak  sekilde
u;(x),v;(x) € Z,[x] dir. Bu durumda

5

> al(F G + 2900w + 29,0 (0)

oldugundan C € D dir. D € C oldugu agiktir. Dolayisiyla C = D elde edilir.

C nin dual kodunun iirete¢ polinomunu inceleyelim. Vf (x)| (x™ — 1),

flx) = % ve C, Z, lizerinde n uzunlugunda bir devirli kod olsun. Bu durumda

gIf (=" = 1),
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x"—1

der(p(x)) < der(g(x)) ve p(x) 00

= g(x)u(x) olmak iizere

C = (f(x) + 2p(x),2g(x)) vardir. Dolayisiyla (§(x) + 2u(x))(f(x) + 2p(x)) =
2(Ff()u) + §E)p@)) = 0 ve der(u(x)) < der(§(x)) dir.

Teorem 4.1.3.4. C = (f(x) + 2p(x),2g(x)), Z4 tizerinde n uzunlugunda bir
devirli kod olsun. Bu durumda C* = (g(x)* + 2x%er(900)-der@)y (x)* 2f(x)*)
dir.

Ispat: D ={g(x) + 2u(x),2f (x)) olsun. O halde (g(x) + 2u(x))(f(x) +
2p()) =0 olur ve |D|= o2n—der(§()~der(7(0)) _ Haer(g(0)+der(fx) —
|Ann(C)| dir. O halde D = |Ann(C)| olur. Boylece

CL = Ann(C)* = (§(x)* + 2xder(9@)-deri)y (x)* 2f (x)*)

esitligi bulunur. Burada Ann(C) ye sifirlayici denir ve Ann(C) = {c'|c.c’ = 0,c € C}

seklinde tanimlanir.

Teorem 4.1.3.3. ve Teorem 4.1.3.4 iin ispatinda oldugu gibi benzer bir teknik
kullanilarak asagidaki teoremde verilen devirli kodlarin dualinin iirete¢ polinomlari

elde edilir.

Teorem 4.1.3.5. C = (f(x) + 2p(x),2g(x)), Z, tizerinde bir devirli kod olsun.

5 5 5
cl = <z aigi(x)* +2 z aixder(gi(x))—der(ui(x))ui (x)*' 2 z aiﬁ(x)*)
i=1 i=1 i=1

seklinde yazilir.

Sonug 4.1.3.6. ¢5(C) =[1;-,C;, Z4 iizerinde 5n uzunlugunda (n tek) bir
lineer kod ve [];_; C;, Z, iizerinde bir devirli kod olsun (1 < i < 5). Bu durumda
¢ (C) nin eleman sayisi 4Z?=1(n_der(f1'i(x)))22?=1(der(f1'i(x)_derfzi(x)) dir.

Simdi Z, iizerinde 5n uzunlugunda (n tek) ¢5(C) =[I;-, C; lineer kodunu
inceleyelim. ¢z(C) nin Lee uzakhigi d, olsun. w;,(c) = d,(C;) olacak sekilde
¢ € G, miny<i5d; (C) = d,(C) dir. O halde d; (¢57(0,...,00, ...,0)) = d,(C))

ve bu durumda d; = min,<;<sd; (C;) dir.
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Teorem 4.1.3.7. n tek, € n uzunlugunda bir devirli kod olsun. C = (e(x))
olacak sekilde bir tek e(x) = a e, (x) + aye,(x) + aze;(x) + aze,(x) + ases(x) €

Rp, = R[x] / {(x™ — 1) idempotent eleman: vardir.

Ispat: C; = (e;(x)), C; = (e2(x)), C3 = (e3(x)), C4 = (e4(x)), Cs = (e5(x))
olacak sekilde tek bir e;(x), e;(x), e;(x),es(x),es(x) € Z,[x] tireteg idempotent
elemanlar1 vardir. Teorem 4.1.3.3. den C = (ae;(x) + aze,(x) + aze;(x) +
ase,(x) + ases(x)) dir. e(x) = aje(x) + aze,(x) + azes(x) + azes(x) +
ases(x) olsun. Bu durumda e(x)? = aje (%)% + aze, (%)% + azes(x)? +
ase,(x)* + ases(x)* = ase; (x) + aze,(x) + azes(x) + azes(x) + ases(x) =
e(x) dir. Dolayisiyla e(x) C nin idempotent elemanidir. € = {(d(x)) ve d(x)? =
d(x) olacak sekilde d(x) € C var olsun. O halde d(x) € C = (e(x)) oldugundan
d(x) = a(x)e(x) olacak sekilde a(x) € Rg, vardir. Bu durumda d(x)e(x) =
a(x)e(x)? = d(x) olur. Benzer sekilde d(x)e(x) = e(x) olur. Yani d(x) = e(x)

elde edilir.

Yukaridaki teoremden e(x) idempotent elemant C nin idempotent iireteci
olarak adlandirilir.

Teorem 4.1.3.8. C = a1C1®a2C2®a3C3$a4C4®a5C5, RB ﬁzerinde n
uzunlugunda bir devirli kod ve Z, tizerindeki C;, C,, C5, C4 Ve Cs in idempotentleri
sirasiyla e; (x), e;(x), e3(x), e, (x) ve es(x) olmak tizere
e(x) = aje (%) + aze,(x) + azes(x) + aze,(x) + ases(x) olsun. Bu durumda C*
in idempotenti 1 — e(x~1) dir.

Ispat: Teorem 4.1.2.5. den C! = a,Ci®a,Ci®a;Ci®a,Ci®asCa dir.
Ayrica Ci (1 <i <5), devirli kodlar oldugundan C* de devirli koddur. C;, C,, Cs,
C, ve Cy in idempotentleri sirasiyla e, (x), e, (x), e3(x), e,(x) ve es(x) olsun. Bu
durumda Cit, C, €3, C3 ve C3 in idempotentleri sirastyla
1—e;(x71),1— e(x™ ), 1 —e3(x™1),1—e,(x 1) ve 1—eg(x™1) dir. €t in

idempotenti é(x) olsun. Dolayisiyla Teorem 4.1.3.7. den

e(x) =a;(1—e;(x )+ ay(1— e;(x™V)) +as(1—es(x™D)
+a,(1—e,(x™D)) +as(1—es(x™D)

=1-e(x™)
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olur.

Tanim 4139. j=01,..,n—1, a €7, olmak iizere
a® = (a9, .., atn=y icin o(a®) = (@@ V,al®, . a2y ve q € Z5,
i =0,1,234 i¢in a=(@®a®P]a®|a®|a®), a® € Z5" olsun. @:Z3" - Z3"
olmak tizere ¢(a) = (t(a@)|r(@a®)|r(@®)|r(@®)|r(a®)) seklinde tanimlansimn.
@(C) = C ise Z, tizerinde tanimli 5n uzunluklu bir kod indeksi 5 olan quasi-cyclic

kod olarak adlandirilir.

Onerme 4.1.3.10. 7, R iizerinde cyclic-shift, ¢p5 RE den Z3" e Gray doniisiim

ve ¢ Tanim 4.1.3.9. da tanimlanan doniisiim olsun. O halde ¢p57 = @@ dir.
Ispat: Yi=0,1,..,n—1ver; = a; + ub; + vc; + wd; + uve; olmak iizere
r = (19,71, -, Tm-1) € R Olsun.

T(r) = (T—1, 70, Tty ) Tne2)
= (ap_1 + uby_4 +vey,_q +wdy,_1 +uve,_q1,aq + uby + v,
+ wdy + uvey, ..., ay_5 + uby_, +ve,_, +wdy,_, +uve,_,)
= (ap-1,00,a4, .., An_3) + u(by_1,bo, by, ..., by_)
+ v(Cp—1,C0) C1y vr» Cn—z) + W(dy—_1,do, dy, ..., dp—2)

+ uv(e,_1, €0, €1, » €p—2)

¢(7(r)) = (@n-1 + bp_1, a9 + bo, ., @y + by_3, An_1, g, e, Az, An_g +
Cn_1,Q9 + Cgy ey Apn + Cp_o, 01+ by_1+Cpn_q +e€n_1,a9 + by +co +

€0y g+ by o+ cCnot+en o au_1+dp_1,a0+dg, ., 0n_y+dyp_3)....(1)

¢B(T) = (ao + bo, aq + bl, ey, A1 + bn—ll ag, A1,y ., Ap—_1, Ao + Co, A1
+ Ci1y ey Ap—q + Ch-1,0Qp + bO + Co + €, A1 + b1 + (o8} + €1, e, Ay

+b,_1+chqte,1,a0+dg,a;+dq, ., a1 +dyq)
9(ps(M) = ) D) e (@) z(r®) [z(r™))
oldugundan r = (1y, 14, ..., Th—1) € R iken t(r) = (1,1, 70, 1, ---» Tn—2) OlUI.
d5(r@) = (ag + by, ay + by, ., @n_q + by_1)
= 19p(r®) = (an_1 + bn-1,a0 + bo, e, Az + bn_3)
¢B(7'(1)) = (Ao, Ay, -, Ap_1) = T¢B(T(1)) = (an-1,a0, -, An-2)

¢B(r(2)) = (ao + Co, a1 + Cl’ ...,an_l + CTl—l)
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= 1¢(r?) = (@n-1¢n-1, a0 + Cos -, An—y + Cn_2)
dp(r®) = (ag+ by +co+epar+by+ci+ e,y +byg+cpg+en )
= T(],')B(T(3)) == (an_l + b‘l’l—l + Cn-1 + eh—1,q9 + bo + Co + €g) -, Ap—_> + bn_z
+cp_z +en_3)
¢)B(r(4)) = (a'O + dOI a, + dll e Qg + dn—l)
= 1dp(r®) = +d +d +d
Tpp(r (an-1 n-1 Ao 0r =y An—2 n-2)

oldugundan

@(pp(r)) = (an-1 + by_1, @9 + bg, ..., Az + by_3, @1, A, oo, Anz, Ay +
Cn-1,A9 + €y ey Qg + Cp_2,an_1 + by_1 +Cp_q +ep_1,a9 + by +cog +

€0y r»Ann + by s+ cpote, 50, 1+dyq1,a0+dy, ., 0y +dp_s) ....... ()
olur.
(1) ve (2) den ¢zt = @5 elde edilir.

Teorem 4.1.3.11. Ry iizerinde tanimli n uzunlugunda devirli kodun ¢ Gray

goriintiisii Z, tizerinde tanimli 5n uzunlugunda 5 indeksli quasi-cyclic koda denktir.

Ispat: C, Rp iizerinde tanimli devirli kod olsun. Bu durumda 7(C) = C dir. ¢

uygulanirsa ¢B(T(C)) = ¢ (C) olur. Onerme 4.1.3.10. dan

¢B(T(C)) = <P(¢B(C)) = ¢p(C)

dir. O halde ¢5(C), Z, tizerinde tamiml1 5n uzunlugunda indeksi 5 olan quasi-cyclic
koda denktir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu calismada v? = v olmak iizere Z, + vZ, halkasi iizerindeki lineer kodlar
ve devirli kodlar incelendi. u? = u, v? = v ve uv = vu olmak iizere Z, + uZ, +
vZ4 + uvZ, halkasi iizerindeki lineer kodlar ve devirli kodlar hakkinda c¢alismalar
gosterildi. u? = u, v?2 = v, w? =w, uv = vu, uw = wu ve vw = wv olmak iizere
Zy+uly + vZy + WZy + uvZy, + uwZy + vwZ, + uvwZ, halkast  iizerindeki
devirli kodlar verildi. Bu ¢alismalardan yola ¢ikilarak u? = u,v? = v,w? = w,uv =
vu,uw = vw = 0 olmak lizere yeni bir Z, + uZy + vZ4 + wZ, + uvZ, halkasinin
cebirsel yapisi ortaya konularak bu halka {izerindeki devirli kodlar elde edildi. Yeni
bir uzaklik koruyan Gray doniisiimii tanimlanarak bu halka {izerindeki lineer kodlar
tanitild1. Ayrica bu halka iizerindeki devirli kodlarin Gray gorlintiisiiniin Z, iizerinde

tanimli quasi-cyclic koda denk oldugu gosterildi.

Calismamizda kullanilan sonlu halkalar genellestirilerek literatiirde var olan
cesitli kodlar ve parametreleri arastirilabilir. Ayrica yeni sonlu halkalar tanimlanarak

benzer ¢aligmalar yapilabilir.
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