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OZET
NEWTONYEN OLMAYAN URETEC FONKSIYONLARI VE UYGULAMALARI

Halide YAVUZ SARI
Ondokuz May1s Universitesi
Lisanstistii Egitim Enstitusi

Matematik Ana Bilim Dali
Yiiksek Lisans, Agustos/2021
Danigman: Prof. Dr. Cenap DUYAR

Bu caligma Newtonyen olmayan kalkiiliis kapsaminda yer alan Geometrik,
Anageometrik, Bigeometrik kalkiiliis i¢in iirete¢ fonksiyonlarini tanitmak ve her bir
kalkulis iginde tanitilan {irete¢ fonksiyonlarina karsilik gelen say1 dizilerini vermek
amaciyla hazirlanmistir. Bu tez ¢alismasi dort ana boéliimden olusmaktadir.

Bu ¢alismanin birinci boliminde Newtonyen olmayan kalkilis ve (reteg
fonksiyonlar1 tanitilmistir.

fkinci bélimiinde ¢alisma boyunca kullanilacak olan Newtonyen olmayan
kalkiiliis teorisi 6zetlenmistir; bazi tanim, teorem ve gosterimlere yer verilmistir.

Uciincii  boliimde Newtonyen olmayan kalkiiliiste iirete¢ fonksiyonlar
tamitilmistir ve bazi Ozellikleri gosterilmistir. Bazi dizilerin {irete¢ fonksiyonlari
Newtonyen olmayan kalkiiliis kapsaminda yer alan geometrik, anageometrik,
bigeometrik kalkiiliis i¢in arastirilmistir. Fibonacci ve Lucas sayilar1 gibi bilinen
sayilara karsilik gelen iirete¢c fonksiyonlari Newtonyen olmayan kalkiiliisiin bu ii¢
sinifinda temsil edilmistir ve bu temsiller arasindaki farkliliklar ortaya konulmustur.
Her bir kalkiiliis i¢inde iirete¢ fonksiyonlarina karsilik gelen say1 dizileri gosterilmistir.
Son kisimda sonuglara ve ¢esitli Onerilere yer verilmistir.

Anahtar sézcukler: Newtonyen olmayan drete¢ fonksiyonu, geometrik kalkdlis,
anageometrik kalkdilis, bigeometrik kalkulls.



ABSTRACT
NON-NEWTONIAN GENERATING FUNCTIONS AND THEIR APPLICATIONS

Halide YAVUZ SARI
Ondokuz Mayis University
Institute of Graduate Studies
Department of Mathematics

Master’s Thesis, August/2021
Supervisor: Prof. Dr. Cenap DUYAR

This study has been prepared to introduce the generating functions for
Geometric, anageometric and bigeometric calculus, which is within the scope of non-
Newtonian calculus, and to give the number sequences corresponding to the generating
functions introduced in each calculus. This thesis consists of four main parts.

In the first part of this study, non-Newtonian calculus and generating functions
are introduced.

In the second part, the non-Newtonian calculus theory that will be used
throughout the study is summarized; some definitions, theorems and notations are
given.

In the third part, the generating functions in non-Newtonian calculus are
introduced and some of their properties are shown. Generating functions of some
sequences have been investigated for Geometric, anageometric and bigeometric
calculus, which are included in non-Newtonian calculus. Generating functions
corresponding to known numbers such as Fibonacci and Lucas numbers are
represented in these three classes of non-Newtonian calculus, and the differences
between these representations are revealed. The sequences of numbers corresponding
to the generating functions are shown in each calculus. In the last part, the conclusions
and varios reconmen dations are given.

Keywords: non-Newtonian generating function, geometric calculus, anageometric
calculus, bigeometric calculus.
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1. GIRIS

Newtonyen olmayan kalkills ilk olarak Michael Grossmann ve Robert Katz
tarafindan 1967-1970 yillar1 arasinda Newton ve Leibnitz’in klasik analizine bir
alternatif olarak tanitilmistir. 1972 yilinda ise Newtonyen olmayan kalkiiliisiin temel
¢ergevesini olusturan ‘Non-newtonian calculus’ isimli kitab1 tamamlamislardir. Klasik
kalkiiliiste kullanilan tiim kavramlarin Newtonyen olmayan kalkiiliis i¢inde bir
karsilig1 vardir. Bu ise bize giinliik hayatta karsilasilan bazi problemlere farkli ¢6ziim

yollar1 gelistirme adina fayda saglayacaktir.

Newtonyen olmayan kalkiiliis matematik, miihendislik, fen bilimleri ve diger
alanlara yararli olan ¢esitli araglar saglar. Uzerinde calisilan alanlar arasinda faiz
oranlari, ekonomide esneklik teorisi, kanin akiskanligi, biyoloji, diferansiyel

denklemler, fonksiyonel analiz, fraktallar, olasilik teorisi ve benzeri bulunmaktadir.

Klasik kalkiiliiste iirete¢ fonksiyonu verilen bir dizinin elemanlariin katsay1
olarak kullanilmasi ile elde edilen bir kuvvet serisidir. Yani kabaca dizilerin
fonksiyonlara déniistiiriilmesidir. Ureteg fonksiyonlar: istatistik, olasilik teorisi,
kombinatorik, uygulamali matematik, sayilar teorisi ve fizik gibi hesaplama iceren

bir¢ok bilim alaninda kullanilmaktadir.

Son yillarda yapilan aragtirmalara bakildiginda Newtonyen olmayan Ureteg
fonksiyonlart ve uygulamalar: iizerinde ¢aligmalar bulunmamaktadir. Bu nedenle bu

tezde Newtonyen olmayan iirete¢ fonksiyonlar1 ve bazi uygulamalar1 incelenmistir.

Bu amagla ¢alismanin ikinci boliimiinde Newtonyen olmayan kalkiilliste daha
onceden yazilmis calisma boyunca kullanilacak olan bazi tanim, teorem ve
gosterimlere yer verilmistir. Bulgular boliimiinde ise Newtonyen olmayan kalkiiliiste
iretec fonksiyonu tamitilmistir ve bazi Ozellikleri gosterilmistir. Bazi dizilerin
Newtonyen olmayan kalkills kapsaminda yer alan Geometrik, Anageometrik,
Bigeometrik kalkulis igin Urete¢ fonksiyonlari arastirilmistir ve her bir kalkiiliis i¢inde
bulunan iirete¢ fonksiyonlarina karsilik gelen diziler elde edilmistir. Yine Fibonacci
ve Lucas sayilarina karsilik gelen iirete¢ fonksiyonlart Newtonyen olmayan
kalkiiliisiin bu li¢ smifinda temsil edilmistir ve bu temsiller arasindaki farkliliklar

ortaya konulmustur.



2. GENEL BILGILER

Bu bélimde ¢alisma boyunca kullanilacak olan Newtonyen olmayan kalkulis

teorisi 6zetlenmekte; bazi tanim, teorem ve gosterimlere yer verilmektedir.
2.1. Temel Kavramlar

Tanim 2.1.1. Reel sayilarin alt kiimesi olan tam sirali cisme aritmetik ve bu cisim
tizerinde tanimli cebirsel islemler ile elde edilen yapiya aritmetik sistem denir.
Aritmetik sistemleri olusturmaya yarayan iirete¢ fonksiyonu, tanim kiimesi reel sayilar
ve goriintii kiimesi de reel sayilar kiimesinin bir alt kiimesi olan birebir ve 6rten bir

fonksiyondur. 1 6zdeslik fonksiyonu, exp(x) Ustel fonksiyonu ve x3 kiibik

fonksiyonu birer trete¢ fonksiyonu 6rnegidir (Grossman and Katz, 1972).

Tamm 2.1.2. Tanim kiimesi R ve goriintii kiimesi AC R olan bir a ireteci
g6z Oniine alinsin. Bu iirete¢ Y, Z € A olmak iizere asagida verilen islemler ve siralama

bagintisi ile birlikte « —aritmetik olarak adlandirilir.

a—toplama y+z = afa1(y) + a 1(2)}

¢ —¢ikarma y=z=af{a”'(y) —a ' (2)}

o—carpma yxz=afa ' (y) x a”(2)}

a—bolme y/z=ala'(y) /a1 ()} , (z%0)
a—siralama y<zeoal(y) <al(z)

Bu durumda « nin a-aritmetigini trettigi soylenir. Her bir lrete¢ tek bir
aritmetigi iirettigi gibi her bir aritmetikte tek bir iirete¢ yardimiyla iiretilebilir. Ornegin

I Ozdeslik fonksiyonu klasik aritmetigi, exp(x) Ustel fonksiyonu da geometrik

aritmetigi Uretir (Grossman and Katz, 1972).

Tanim 2.1.3. Her k e Z igin —k :0;k' =0£(—k) olmak izere 7., tamsayilar
kimesi
Za z{klkza(k),k EZ}:{,O_Z,O_LO’LZ’} -

(o a(=2),(-1),a(0),a(1),a(2), )



seklinde tanimlanir. Ozel olarak a = exp icin

Loy ={-106% 1 e L€, )

€
olur. Burada € sayisi dogal logaritmik sayidir (Grossman and Katz, 1972).
2.2.Newtonyen Olmayan Reel Sayilar Cismi ve Bazi Ozellikleri

Bu kesimde R(N) ile gosterilen Newtonyen olmayan reel say1 cismi

tanimlanacak ve bazi1 6zellikleri gosterilecektir. Ayrica bu kesimde her X,y € R(N)
ve y # 0 olmak lzere x/y islemi g N biciminde, | x | a—mutlak degeri de X,

biciminde gosterilecektir.

Tanim 2.2.1. a bir rete¢ fonksiyonu olmak Uizere Newtonyen olmayan reel say1

kimesi {a(x):x e R} bi¢iminde tanimlanir, R(N) veya R(N) ile gosterilir.

Ureteg fonksiyonunu agikga belirtmek icin R(N) yerine R(N ), Yazmak yarar
saglar. Herhangi bir xe R(N) icin X 30 ise X sayisina Newtonyen olmayan pozitif
reel say1 (@ —pozitif say1), X < 0 ise X sayisina Newtonyen olmayan negatif reel say1

(a—negatif say1) ve x = (0) ise X sayisina isaretsiz Newtonyen olmayan say1 denir.
R*(N)_ Ve R™(N) kimeleri sirastyla Newtonyen olmayan pozitif ve negatif reel

say1 kiimelerini gosterir.
R(N), icin (+) toplama ve (x) carpma ikili islemleri ile < siralama bagmtisi

asagidaki gibi tanimlanir:

+:R(N) xR(N) —>R(N)

(xy)=>x+y=ala*(x)+a(y)}
x:R(N) xR(N) —R(N),
(X,y) = xx y:a{a’l(x)xa’l(y)}
<y, zeR(N),, y<ze a(y)<a'(2).

Buna gore (R(N )a X, é) tam sirali bir cisimdir (Cakmak ve Bagar, 2012).



Simdi R(N) tzerinde bazi temel kavram ve gosterimler verilsin.

Tamim 2.2.2. R(N)_kumesindeki bir x sayisiin —Kkaresi x> ile gosterilir ve
X = XXX bigiminde tanimlanr.

R(N), kimesindeki bir X sayisinin «—karekokd, a—karesi X e esit olan

N
a—negatif olmayan say1r olarak tanimlanir ve \/; ile gosterilir.  Yani
N N
th =xot= \/; olurve t=+/x = a{\/a‘l(x)} bigiminde yazilir.

xeR(N), sayismnin p. Newtonyen olmayan ussii ve q. Newtonyen olmayan

N
kokii sirasiyla X™ ve 3/; ile gosterilir. Buna gore her xe R(N) icin asagidaki

islemler gegerlidir:
X = xkx:a{a‘l(x)xa_l(x)} :“{[a_l(x)ﬂ
XN = X x X = a{a_l {a[a‘l (X)xof1 (X)]} xa (X)} = a{[a_l (X)T}

o =X ix=alfa (9]

ve

Ix" =a{q a‘l(x)}

( Grossman and Katz, 1972; Cakmak ve Basar, 2012).

Tanim 2.2.3. R(N), kumesindeki bir t sayisinin o -mutlak degeri |t| ile

gosterilir. Ve soyle tanimlanir:



t , t3>a(0)
|, =4 a(0) , t=a(0) .
a(0)=t, t<a(0)

Buna gore R(N), kiimesindeki her t sayis1 igin

R e G R N R L e | B N R

=afla 0]

olur (Grossman and Katz, 1972).

Onerme 2.2.4. a,b,c,d eR(N) , PeN ve b,d =0 olmak iizere asagidaki

esitlikler vardir:

a, .c (a>'<d)+(c>‘<b)N

—N+—=N=
2 b d bxd ’
od)=(cxb
2 EN;EN:(aX )'(Cx )N,
b d bxd
3) ENXENz(a%C)N,
b d (bxd)
a
“N . .
4) b__EN'gN:(ai(d)N ,c%0
SN b c (bxc)
d
Pn N
5) (EN) _aty,
b bPN
6) (axc)™ =afxc™

7) a*™ =c™ =(a=c)x(a+c)
(Grossman and Katz, 1972).
Tanim 2.2.5. f :N—)R(N)a , n— f(n)=x, seklinde tanimlanan f
fonksiyonuna R (N) kimesinde bir Newtonyen olmayan reel say1 dizisi veya kisaca

a—dizi denir. Burada x, eR(N) dizinin genel terimidir ve kisaca dizi (x,)

biciminde gosterilir (Alasalvar, 2019).



Tamim 2.2.6. Her ne N i¢in x, e R(N) olmak Gzere bir (x,) Newtonyen

olmayan reel say1 dizisi verildiginde

. . . . . 2 2 = 71
Xo FX Xy Fo Xy Fo = DX =D X, = 0{(20{ (xn)j
n=0 n=0 n=0
a—toplamina Newtonyen olmayan reel say1 serisi veya a—seri denir. Burada X,

sayilarina Newtonyen olmayan serinin terimleri denir (Erdogan M, 2016).

Ornegin o =exp segilirse, (x,)eR(N) < R* olmak uzere, a—seri

oo 3%, =X 1IN (%) + I ()t 0 (%) ) = Xy =[ 5,
n=0 n=0

biciminde sonsuz ¢arpima doniisiir.

Tamim 2.2.7. Herhangi bir & > 0 sayis1 ve bir x e R(N), verildiginde her n>n,
icin |x, =x| <& olacak sekilde bir n,=n,(¢)eN bulunabiliyorsa (x,) dizisine
Newtonyen olmayan yakinsak dizi veya a—yakinsak dizi denir. Ayrica X noktast

. . . N
(x,) dizisinin @—limiti adint alir ve "limx, =* limx, = x veya n — oo iken x, — x

nN—oo nN—oo

biciminde gosterilir (Grossman and Katz, 1972).

Tanim 2.2.8. R(N), kimesinde (a,b) a-acik aralig1 s6yle tanimlanur:
(a,b)={xeR(N) :a< x<b} :{x eR(N). :a’l(a)<a’l(x)<a’1(b)}
=a((a*(a).a(b)))
(Duyar ve Sagir, 2017).
Tamm 229. Bir (r,s)cR(N)  acik araligt {izerinde tammh
g:(r,s) >R (N)_ fonksiyonu verilsin. x,x, e(r,s) olmak iizere

“lim 9(%)=9(x) N

X—>Xp X - XO

a—limiti varsa, g fonksiyonunun x, noktasinda «—diferansiyellenebilir oldugu

sdylenir. Bu a—limit degerine g fonksiyonunun X, noktasindaki a—tirevi denir ve

9", (%,) ile gosterilir.



Ayrica bu limit degeri

0", (x) = “lim ) =9 (%)

X—>Xp X - XO X—>Xg

seklinde hesaplanir. Burada g semboli fonksiyonun klasik tiirevi i¢in kullanilmistir

(Kadak, 2015) .

0

Tanim 2.2.10. a2xn ve aZyn a—serileri verilsin. Genel terimi
n=0 n=0

o0 0

n 0
Z,=,> %Y, olan , >z, a-serisi, ,> X, ve , > Y, a-serilerinin a-cauchy
i=0 n=0 n=0 n=0

carpimi olarak adlandirilir. Buna gore

azxn >.<a Zyn :aZ(a Xikynij:azzn

n=0 n=0 n=0 i=0 n=0
yazilir (Duyar ve Erdogan, 2020).
2.3.*—Kalkulus

Grossman ve Katz (1972) keyfi segilmis iki iirete¢ fonksiyonlar: yardimiyla

*—kalkiiliisii tanimlamiglardir. *— Kalkiiliiste genellikle tanim kiimesi i¢in a—

aritmetik, deger kiimesi i¢in f5 — aritmetik kullanilir. @ —aritmetik igin 2.1 kisminda
kullanilan tiim tanim ve dzellikler bu kisimda /3 — aritmetik icin gecerli olacaktir.

Simdi Grossman ve Katz’in ¢aligmasindan yararlanarak *-kalkillse gore bazi

tanim ve kavramlar verilsin.

Tanim 2.3.1. a ve f keyfi secilmis iiretecler olsun ve * (yildiz) ise
aritmetiklerin sirali ikilisini (a—aritmetik, 5 — aritmetik) gostersin. Asagidaki

gosterimler kullanilacaktir.



a—aritmetik S — aritmetik

Evren A B
Toplama F T
Cikarma - =
Carpma < %

Bolme | f
Siralama < <

Fonksiyonlarin tanim kiimesi *— kalkillise gore «—aritmetik {izerinde, deger

kiimesi ise @ — aritmetik iizerindedir. Asagidaki {i¢ 6zelligi saglayan izomorfizm o —

aritmetikten /5 — aritmetige giden tek bir ¢ (iota) fonksiyonu ile belirlidir:

1. 1 birebir fonksiyondur.
2. 1: A— B Orten fonksiyondur.
3. A kumesindeki herhangi U ve V sayilari i¢in

t(U+v)=u(u) Fo(v),
(u=v)=o(u)=1(v),
t(uxv)=r(u)xe(v),
t(ulv)=2(u)Te(v),v=0
u<ve(u)<e(v)
gerceklesir.
a:R—>A f:R>B alindigma gore ¢ izomorfizmi her xe A igin
l(X) :,B{a_l(X)} bicimindedir ve her N tamsayisi igin ¢(r) =i olur.
Ornek olarak u+v =" {t(u)¥1(v)} oldugundan o -aritmetikteki herhangi bir
ifade kolaylikla /3 — aritmetikteki bir ifadeye déniistiiriilebilir.

Asagidaki gibi o ve B Ureteglerinin 6zel secimlerinden *— kalkuliistin dort

bicimi elde edilir.



Kalkdilis a Jij

Klasik I I
Geometrik I exp
Anageometrik exp I
Bigeometrik exp exp

(Grossman and Katz, 1972).

Tanim 2.3.2. X = R(N), , f:X —R(N), birfonksiyon,ae x ve be R(N),
olsun. Bu durumda @ noktasina @—yakinsayan X —{a} kumesindeki her x dizisi
icin (f(x,)) dizisi b sayisina f— yakmnsiyorsa f fonksiyonunun x=a
noktasindaki *— limitinin b oldugu sdylenir ve *—!(iLT; f(X)=b yazilir (Grossman
and Katz, 1972).

Tanim 2.3.3. Eger *_Ixiﬂg{[f(x): f(a)]7[z(x):z(a)]}, *_ limiti varsa, f
fonksiyonunun a noktasinda *— diferansiyellenebilir oldugu soylenir, bu *— limit

degerine f fonksiyonunun a noktasindaki *— tiirevi denir ve bu tiirev (*Df)(a) ile

gosterilir. Eger (*Df )(a) varsa B kiumesindedir. D tirev doniisiimii
"D(f¥g)="Df ¥'Dg esitligini sagladigindan /3 — toplamsallik ve c < B bir sabit
say1 olmak iizere "D (c% f )= c%"Df oldugundan /3 —homojenlik 6zelligine sahiptir

(Grossman and Katz, 1972).

Tamm 2.3.4. a ve p iireteg fonksiyonlari igin ZIR( N )a — R(N)

B

fonksiyonu verilsin. Hern e N i¢in x, e R(N)_ olmak tzere

s
3><
1
=
N2
Py
X<

=S pla ) =138 (e ()| = {3 ()]

n=0 n=0 n=0

sonsuz toplamina reel terimli yildiz seri (* — seri) denir (Kadak, 2015) .

Tanim 2.3.5. a,reR(N)_ve T #0 olmak iizere



poaxr® =fayiofasr}Fofaxrt} ¥ Ffaskrt gL
k=1
serisine yildiz geometrik (*— geometrik seri) seri denir (Kadak, 2015).
Tamim 2.3.6. Bir *—kuvvet serisi a,,a,,...,a.,..€¢ R(N), , XX, € R(N),
olmak uzere
.. K . . . 2,7 ..
52 a % (1(¥)=1(x))” =2, +[a1 % (2(x) =z(x0))]+[a2 %(2(x)=1(x,)) ﬂ}_”'
k=0
bigiminde tanimlanir.
Eger x, =0 ise *— kuvvet serisi
o . PR . o oron2s ]
> 8, 5u(x) _a0+[a1xz(x)]+[a2xz(x) }
k=0

olur (Erdogan F, 2015).

Simdi *— kalkullse dair baz1 kavramlarin klasik kalkiiliis ile iligkisi incelensin.

Yani *—Kkalkiiliste kullanilan gosterimler klasik kalkiiliisteki  karsiligindan

faydalanarak gosterilsin. Her c e A sayisi i¢in € =a () olsun. Tanim kiimesi A
kiimesinin ve deger kiimesi B kiimesinin alt kiimesi olan bir f fonksiyonuigin t € R

olmak tizere f (t) = 87*(f («(t))) olsun.

1) *-lim f(t) ve lim f(t) birlikte var olsun. Bu takdirde

t>C
*_[im f (X) :,B(Itim f‘(t))
X—>C —C
olur. Bu yiizden, f fonksiyonunun C noktasinda *— siirekli olmasi igin gerekli ve

yeterli kosul f fonksiyonunun © noktasinda siirekli olmasidir

2) (*Df)(c) ve (Df_)(E) tiirevleri birlikte mevcutsa

("Df )(c)= B[ (D )(c) ]

olur (Grossman and Katz,1972).
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3. BULGULAR VE TARTISMA

3.1. Newtonyen Olmayan Urete¢c Fonksiyonlar:

Klasik analizde urete¢ fonksiyonu verilen bir dizinin elemanlarinin katsay1
olarak kullanilmasi ile elde edilen bir kuvvet serisidir. Kullanim ve uygulama
olanaklarma gére cesitli iirete¢ fonksiyonlar1 vardir ( Ornegin adi iirete¢ fonksiyonlari,
Bell serisi, Dirichlet serisi gibi...). Bu tezde adi Urete¢ fonksiyonlar1 iizerinde

durulacaktir.
Ornegin klasik analizde a=(a,) dizisi icin adi treteg fonksiyonu
A(x)=> ax"
n=0

bi¢imindedir. Simdi Newtonyen olmayan kalkiluste Grete¢ fonksiyonunun tanimi

verilsin.

Tamm 3.1.1. Her bir nigin a, € R(N), olmak lzere (a,) bir a—dizi olsun,

Katsayilar dizisi (1(a,)) olan

f*(t)zﬁiz(an)xz(t)”ﬂ (3.1)

*—kuvvet serisine (a,) dizisinin *— Urete¢ fonksiyonu ya da Newtonyen olmayan
iiretec fonksiyonu denir. Benzer sekilde her n igin D, ER(N) , olmak tizere

katsayilar dizisi bir (b,) [ — dizisi olan

0" (1) =520, %4(1)"

*—kuvvet serisi de (b,) dizisinin *— Urete¢ fonksiyonu ya da Newtonyen olmayan

tirete¢ fonksiyonu olarak adlandirilir (Duyar ve Erdogan, 2020 ).

Ornek 3.1.2. (1)°O

n=0

=(111d..) sonsuz a-dizisinin *—retec fonksiyonu

asagidaki *—kuvvet serisidir:

()1 E)5a(0) 5 o) rle)” D)) £, YD) =

pry 1ll(t)



Gergekten (1) =1 olmasim kullanarak
A (1) =13 Ix0(e) ¥ ixa(e)” Fix2(t)” 5

alinir ve esitligin her iki yant (1=2(¢)) ile 8- carpilirsa

(L= 1(0) 5" (1) = (A=0(0)) (T D0 (r) £ Ts0(0) FA50(0)" 5

= B (L1 (0) < (1 500(0) F () T30 (1) 5 )

5187 (81 (- GO (0 ()7 3510+ (1520
57 (Lxa(0) ) ++-))

= (1= (8l O))<(1+ 8 (818 ({7 ()} + 5[] {8 10" )
o (a7 @ (0 ) )

- - O (s (p(e ) 50T )
+(1xﬂ‘1(ﬁ([ﬂ‘l(z(f))]s)))+"-)}

ﬂ{l (O[22 ()] (8l ) -

{ x(1+a (t)+a () +a1(t)3+---)}

= pl-a () () -a (O +a (1 —a (O +a (1 4
:ﬁ(l)zl

olur, buna gore

elde edilir. Boylece
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illliﬁéz(t)—'i'—isél( ) +l><z ﬂil< ) 1=1(t)'8 (3.2

n=0
olur.
Tanim 3.1.3. (a,) bir —dizi olmak Uzere Katsayilar dizisi bir (i(a,)) B —dizi

veya (b, ) S — dizi olan *— bicimsel kuvvet serileri sirasiyla

l(ao)il'—l(al)%z(t)-'liz(az)%z(t)zﬁ -'liz(as)&iz(t)% Foor
veya
by by %a(t)¥b, %1(t)” ¥ by5a(2)" § -

olur. Bu *—bigimsel kuvvet serilerinin esitligi katsay1 dizilerinin esitligi anlamina
gelir.

Tanimda bahsedilen (:(a,)) katsay1 dizisi (a,) a—dizisine karsilik gelen bir
B — dizidir. 1 (iota) fonksiyonu a —aritmetikten £ — aritmetige bir izomorfizmadir. O
halde (1_1 (bn )) dizisi de (b,) / — dizisine karsilik gelen bir o —dizidir. Dolayisiyla
1 (iota) fonksiyonu sayesinde a—aritmetikteki bir ifade ile £ — aritmetikteki bir ifade
birbirine doniistiiriilebilir ve birindeki bir 6zellik digerinde de olmalidir. Bu nedenle

* _bigimsel kuvvet serileri yalmzca a—dizi ya da yalmzca [ —dizi Uzerinden

gosterilecektir (Duyar ve Erdogan, 2020).

Onerme 3.1.4. R(N)_ kimesinde verilen (a,) ve (b,) dizilerinin *—

bicimsel kuvvet serileri igin

1) S —toplam

d =2 (@) Fa(b))xa(t)”

MS

- k
ﬂZz ak xz ‘*+ﬂ
k=0

T
o
=~
I

o

2) [ — cikarma

Su(a)sa(t)” :ﬁgl(bk);l(t)kﬂ = S (1(a)=1(B))z0(0)"

k=0

13



3) a—Cauchy ¢arpimi1 yardimiyla /8 — ¢arpim
0 ) 0 Kk
Sla a5, 3050 =, 3 Sla)saln ) o)
k=0 k=0 k=0 \_ i=0

seklinde ifade edilir (Duyar ve Erdogan, 2020).

Ispat: 1)

k=0

Diger iki esitlik benzer yolla ispatlanabilir.
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Sonug 3.1.5. Yukarida bahsedilen islemler ile *— bigimsel kuvvet serisinin bir

halka olusturdugu kolayca goriilebilir.

Onerme 3.1.6. Bir f™(t)=,> 1(a,)%(t)"” *—bicimsel kuvvet serisi /3 — terse

n=0
(carpimsal ters) sahiptir<> a, #0 dir. Ayrica bu 8 — ters tektir (Duyar ve Erdogan,
2020).

Ornek 3.1.7. (1) sabit a—dizisi ve (1) sabit [ —dizisinin *— (ireteg

fonksiyonlart bulunsun ve bu *—i{irete¢ fonksiyonlar1 geometrik, anageometrik ve

bigeometrik kalkulds igin incelensin.

(1) sabit o —dizisinin *— iirete¢ fonksiyonu asagidaki *— kuvvet serisidir:

z(i)iilz(i)ﬁiz(t)iéz(i)&éz(t)zﬁ Al---zﬁiz(i)ﬁéz(t)n” .

n=0

Burada (3.2) esitliginden dolay1

3 ((1)%e(t)” :ﬁ
2 ) z(i)=z(t)ﬂ

oldugu biliniyor. Yine l(l)zl oldugundan (l) sabit a—dizisi veya (1) sabit S —

dizisinin *—tiirete¢ fonksiyonlart |z(t 3 i¢in aynidir ve bu *— fonksiyon
y p y y

()= e(d)se(1)” - =0~ i:'z.(t)ﬂ

n=0
bicimindedir.
Simdi bu 6rnek geometrik kalkiiliis igin incelensin. Bu durumda « = 1 , f = €Xp
oldugundan (1) sabit a—dizisi bilinen (1) sabit dizisidir ve bu dizi igin *— Ureteg

fonksiyonu

15



1
olur. Buradan Geometrik kalk(lUste (1) sabit dizisinin *— Urete¢ fonksiyonunun e

oldugu goriilmektedir. Klasik kalkiiliiste (1) sabit dizisinin Greteg fonksiyonunun

L oldugu bilinmektedir.

Simdi bu 6rnek anageometrik kalkiiliis i¢in incelensin. Bu durumda o =exp ,
B =1 oldugundan (1) sabit —dizisi bilinen (e) sabit dizisidir ve bu dizi igin *—

uretec¢ fonksiyonu

i 1) 1
i:z(t)ﬂ:ﬂ{l—lnt}_l—lnt

olur. Burada anageometrik kalkilUste (e) sabit dizisinin *— Urete¢ fonksiyonunun

oldugu goriilmektedir. Klasik kalkiiliiste (e) sabit dizisinin Greteg

1-Int

fonksiyonunun ﬁ oldugu bilinmektedir.
Simdi bu 6rnek bigeometrik kalkiiliis icin incelensin. Bu durumda o = f# =exp
oldugundan (1) sabit o~ dizisi bilinen (e) sabit dizisidir ve bu dizinin *— treteg

fonksiyonu
1

1 1)
f[iz(t)'B: ﬂ{l—lnt}_e

olur. Burada bigeometrik kalkilUste (e) sabit dizisinin *— trete¢ fonksiyonunun

1
e oldugu goriliir. Klasik kalkiiliiste (e) sabit dizisinin trete¢ fonksiyonunun 1

oldugu bilinmektedir.
Bu oOrnek aymi dizinin *—{rete¢ fonksiyonunun farkli kalkiiliisler igin

degisebilecegini gostermektedir.
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Ornek 3.1.8. abeR(N) , n=0 ve @& :(akb”“) olmak Uzere (a,)

fonksiyon geometrik, anageometrik ve bigeometrik kalkulus igin incelensin.

Verilen (a,) Newtonyen olmayan geometrik dizisi igin *— trete¢ fonksiyonu

asagidaki *— kuvvet serisidir:

O 0

o Su(a, %) =D a(asb Ja(e)”

n=0 n=0

Bu esitlik A"(t) ile gosterilsin ve dlzenlensin:
A(t)= ﬂzl(aﬁ(bna )il(t)nﬁ :l(a)-'ll(l(akb)iil(t))—'f—(z(akbza )iz(z)zﬂ )+
n=0

ﬂ{ﬂ‘l(z(a))+ﬁ‘l((z(axb)sez(t)))+ﬂ‘1 ((l(a>'<b2a )sea (1) ))+}

Bl (e (2))+ (BB ((axD)f7 (1))
+p7 (ﬂ{ﬂl (l(a x b ))_ﬂ*l (1(1)2/’ )})+}

et (a) vt (axb)a (o (asti (0 +--)
= ﬁ{a-i(a)+a-i(a{a—l(a).a—l (b)}).a‘l (t)_'_a—l(a{a—l(a).a—l(bza )}).a"l (t)2 +}

= ﬁ{a‘l(a) + (a‘l (61).05_1 (b).oz_1 (t)) + (a‘l (a),a—l (bza ).a‘l (t)z ) L. }
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- plat (@) (o (@) (o) )+ 0 (@) [ O)F ) o 07+

= ,B{a‘l (a)+ (a’l (a)a™(b)a™ (t)) + (a‘l (a)e™ (b)2 at (t)2 ) i }

Buna gore

*—fonksiyonu (a,) Newtonyen olmayan geometrik dizisi icin *—Ureteg

fonksiyonudur.

Simdi bu &rnek geometrik kalkiiliis i¢in incelensin. Bu durumda a = |, B =exp

oldugundan (an):(akb”“) Newtonyen olmayan geometrik dizisi (an):(a.b”)

dizisidir ve bu dizi igin *— Urete¢ fonksiyonu

__i(a) M{ £ (1(a) }ﬁ £ (e (2)
La(0)%u(e)™ T E=a()5e(0)) | | g (857 (E)- B (1(B)50(0))})




=ﬂ{1ﬂ1(ﬂ{ﬁl(l(b))-ﬂ’1(l(f))})}=ﬁ{lﬂl(ﬁ(al(b)))ﬂl(ﬂ ()

a e
— — elfb.t
)

olur. Buradan geometrik kalklluste (a,) dizisinin *—Grete¢ fonksiyonunun el-bt
oldugu goriilmektedir. Klasik kalkiiliiste (a,) dizisinin trete¢ fonksiyonunun ﬁ

oldugunu biliyoruz.

Simdi bu Ornek anageometrik kalkiiliis i¢in incelensin. Bu durumda

a=exp,f=1 oldugundan (a,) dizisi asagidaki gibidir:
a, —axb” —afa’ (a)xa* (b" )} - a{al(a)xal(a([al(b)]”))}
- {al (a)x[a (b)]n} —a {In ax[In b]”} =gl (e'“a)[mb]n =al™l",
Bu dizinin *— (retec fonksiyonu

"LM{ p (@) } S BB @)
Lea(B)2e()™ T pr(L=ae)sa() | | g2 (B8 (E) -7 (0)51(0))})

ﬂ{ a’(a) }ﬂ{ Ina }
15 ({57 (o) 87 CO)) | |17 (Bl )87 (A (1))

_3 Ina 3 Ina
“l1=Inb.Int| 1-Inb.Int

olur. Burada anageometrik kalkulUste (a,) dizisi icin *—Urete¢ fonksiyonunun

Ina

———— oldugu goriilmektedir.
1-Inb.Int

Simdi bu 6rnek bigeometrik kalkiiliis i¢in incelensin. Bu durumda o = f# =exp

oldugundan (a,) dizisi (a['"b]n) dizisidir ve bu dizinin *—Urete¢ fonksiyonu
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(e ] AN) | p(A(a(2)))
1~l(b)5&1(t)ﬁ_ﬂ{ﬂ1(1--;(1;)52,@))} ﬁ{ﬂl(ﬂ{ﬂl(i),Bl(z(b)%z(t))})}

Ina

ﬂ{ _ § : }ﬂ{ . _ Ina - _ }
1-p (s (@) 2N =57 (A 0))) 57 (57 1)

— Ina — Ina — 1—I:1nba.1lnt
_ﬂ{l—a‘l(b).a‘l(t)}_ﬂ{l—lnb.lnt}_e

olur. Burada bigeometrik kalkulUste (a,) dizisi igin *— Urete¢ fonksiyonunun et-">t

oldugu goriilmektedir.

Buise bir (a,) a-—geometrik dizisinin iirete¢ fonksiyonunun farkli kalkiiliisler
icin degisebilecegini gostermektedir.
Ornek 3.1.9. Her n> 0 bir a—tamsay1 ve a, =n+1 olmak lizere bir (a,) a-

pozitif tamsay1 dizisinin *— Urete¢ fonksiyonu bulunsun ve geometrik kalkulus igin

incelensin.
Bu (a,) «@—pozitif tamsay1 dizisinin *—iirete¢ fonksiyonu asagidaki *—

kuvvet serisidir:
z(i)%'—z(?)%z(t)41(3)5&10)2/’ ;...:ﬁgl(ﬁ_i_i)%l(t)nﬁ

Butoplam A"(t) ile gosterilsin. Bu A" (t) *—fonksiyonunun (3.2) serisinin *—
tiirevi oldugu goriilmektedir. D sembolli o~ (t) degiskenine gore tiirevi gdstermek

uzere
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- ,B{1+ 207 (1)+3571(1)" )+}

:ﬂ{l+2al(t)+3ﬁl( ([ﬂl (1))

f»+u}

,B{1+2a (t)+3] 57 (B(a (t)))} +. } plL+2a7 (t)+3a7 (1) +-|

(Lufwg+a4a)+a4af+m»

(1)) +[ A7 (e(2)

(e @) [ (e O] L (sl )] )

)+ )]+ )
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olur ve
i
(i=(t))”

*—fonksiyonu (a,) a@—pozitif tamsay1 dizisi igin *— Urete¢ fonksiyonudur.

i%éx:(t)%éﬁzz(t)zﬂMsez(t)sﬁ4~--=ﬂiz(fa+1)%z(t)”” = B (3.4)

Simdi bu 6rnek geometrik kalkiiliis i¢in incelensin. Bu durumda o =1 ve
[ =exp oldugundan (ﬁ +1) a —pozitif tamsay1 dizisi (n-+1) dizisidir ve bu dizi igin
*— (Iretec fonksiyonu
Al
" 2, p=p ..
(i=1(0)) ;

’ [w%ﬂ(ala)))]#ﬂ{@al<t>f}:ﬂ{<1—tf}:e(“)

oldugu goriildi. Klasik kalkiiliiste ayni dizinin *— (rete¢ fonksiyonunun

1
1y

> oldugu biliniyor.

Bu ise aym dizinin *—{rete¢ fonksiyonunun farkli kalkiliis igin

degisebilecegini gostermektedir.
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Ornek 3.1.10. Her n>0 bir tamsay1 ve a, = (n+1)* olmak Uzere (a,) a-

pozitif tamsayilarin kareleri dizisinin *— Urete¢ fonksiyonu bulunsun ve bu fonksiyon
geometrik kalkulus icin incelensin.
Bu (a,) a-—pozitif tamsayilarin kareleri dizisinin *—Grete¢ fonksiyonu
asagidaki *— kuvvet serisidir:
AR . (A . . = c i\ - n
l(l)+l(22")><l('[)+l(32a)Xl(t)zﬂ +---:ﬂZz((n+1) )xz(t) "
n=0

Buseri A"(t) ile gosterilsin. Eger (3.4) kullanilirsa

A*(t)zz(i)%iz(f“ )%z(t)%il(Sz“)Qz(t)zﬂ i...

Il
)
——
)
—_
QI
—
—
N
—_—
=
+
Ng
QI
—
~—+
N—"
+
w
QI
—
—~
N—"
+
N—
~—~—
N—_———



Il
ey
—
O
7\
e

-
—_
N
~—~—
s
—
e
—
[HEN
~
+
e
AR
—_
N
Xz
=
N
~—~—
N—
+
e
AN
—
e
—_
e
N
—
w
~——
=
~
—_
~
~
S———
N—
~——
+
SN —
N
—

. ﬁl( ﬁ(ﬁ1(3).ﬂ1(ﬂ([ﬂ1(1(0)]2))])*"')]}

I
i
O
—
i)
iR
—
i
——
i)
iR
—_—~
~
~~~
~
—
el
i)
iR
—_——
=
+:
N:
X:
—~
~
N—"
+:
w:
X:
~
—~~
~
N—
hI\J
+:
P
S——
~———
~
S———




olur. Buna gore

(1) % 0(2% )a() $4(3) z( (i) )

(3.5

*—fonksiyonu o —pozitif tamsayilarin kareleri dizisinin *— tirete¢ fonksiyonudur.
Simdi bu 6rnek geometrik kalkiiliis i¢in incelensin. Bu durumda o« =1 ve

B =exp oldugundan (ﬁ -Li)za a—pozitif tamsayilarin kareleri dizisi bilinen (n +1)2

dizisidir ve bu dizi icin *— trete¢ fonksiyonu

i) | AN ER) || (A @A)

ﬂl 1+,3_1(,3(0f1(t))) 3}13{ 1+a7(t) 3]
At e@))] | [ )
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1+t 1+t 1,+t3
=p N 3(~ { }:e(l !
(1—05" (t))

olur. Buna gdre geometrik kalkullste (n -|-1)2nZO dizisi icin *— Urete¢ fonksiyonunun

1+t
et oldugu goriilmektedir. Klasik kalkiiliiste ayn1 dizinin *— Urete¢ fonksiyonunun

1+t

oldugu biliniyor.
(1-t)

3

Bu ise ayni dizinin *-(rete¢ fonksiyonunun farkli kalkiiliis i¢in farkli

olabilecegi anlamina gelmektedir.

2001 yilinda Thomas Koshy, ‘Fibonacci and Lucas number with applications’
isimli kitabinda Klasik kalkilus icin verilen Binom katsayilari tanimi ve Pascal

Ozdesligi ifadesi Newtonyen olmayan kalkulUs igin incelensin.

Tanim 3.1.11. i ve r birer negatif olmayan «a—tamsayi olsun. Bu durumda n

sayisinin ¢ —faktoriyeli

n!:n{n—1]>'<...x2>'<i

n
ve [ j Newtonyen olmayan binom katsayis1
r

bigiminde tanimlanir.

Onerme 3.1.12 r <n , Nve I' pozitif tamsayilar olmak iizere

(-
T (1) S LS R
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Teorem 3.1.13 (Pascal Ozdesligi) n ve ¢ pozitif a—tamsayilar ve 1<r<n




—
—
—
=
3 oY
(=} Ve ~
.n|.a [
el = - |
a -n n
M — ~—|\ /
s T X
S = —
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e— i T
B = S
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o—
o
.M o Il
= £ S
- =
) < -
a N
P = — - _
IO = c
5 g =
= w. 1l

. VORI
e} ™~ =
o
=
[S)

- - - —
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bulunur.

Ornek 3.1.14. Sonlu Sn:{(n)(nJ[nj(n]} a—dizisinin *— Ureteg
0)\1)(2 n

fonksiyonu t e R(N) = olmak lizere asagidaki sonlu S — toplamdar:

O R = 2

n

=(13}l(t)) 7.

Eger n Ve ¢ pozitif ¢—tamsayilar, 1< F <1 olmak tzere

Pascal 6zdesligi kullanilirsa, bu esitligin her iki yanimnm 1 (iota) fonksiyonu altindaki

goriintiisii alindiginda
n . n-1 ' . n-1
z[(,nzl [n_1]+ =1 {n_lJ +1
r , : , :
r r—1 r r—1

bulunur. Simdi bu esitligin her iki yani l(t)rﬂ ile — carpilsin ve her r >1 igin S —

toplansin:
e o
E{(por=g {2 e
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B oo

r-1

Verilen (S,) a—dizisinin *— Grete¢ fonksiyonu

o g{(Joor

biciminde tanimlansin. Bu tanim kullanilarak yukaridaki son esitlik diizenlensin:

c, (t)l{[gn—q1*(t)lz[{nglﬂillz(t)5iCnf(t)

C, ()=1=C " (t)=1%(t)%C,, ()
C, (t)=(1+:(r))% ¢,y (1).

Simdi iki degiskenli *— kuvvet serisi bigciminde duizenlenen

C(ts)=,> 1 & Dxl(s)ﬂx,(t)

n,r=0

ele alinsin. Burada l(s )nﬁ ifadesinin katsayisinin C " (t) *— tireteg fonksiyonu olmasi
kullanilirsa

C(t,5)= ﬁzﬁzl(( sz(s " a(2)” =, 3C (1) %a(s)” =153 ¢ (1) %

n>0 r>0 n=0 n>1

:iiﬂZ(iiz(t))SéCnfl*(t)%z(s)(n_l)”>< (s)= 1+(l+z ) ﬁZCn B

n>1 n>1

=1+ (1+z ) ﬂ;{ﬂ;{{ J}x )rf’}éz(s)(nl)”

=13 (150(0))%1(9)% 2 ﬁzl((ﬁn%z(z)rﬂ 1(s)” =15 (1%2(r))%2(s)%C(8,9)

n=>0 r=0 r
olur ve buradan

C*(t’s):i%l(iif-z(t))ﬁéz(s)%C*(z,s):>C*(t,S)= iL(i-’l’-zé[t))%l(S)IB
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yazilir. Yani

)= 2! [( D )" ()" =5 L, (3.6)

n,r>0

olur. Eger (3.3) esitligi kullanilirsa

= [t s = B w0 5o

%;{( DX z< s

yazilir. Boylece *—kuvvet serilerinin esitligi tanimi1 kullanilarak ¢ ve n tamsayi
0< 7 <1 olmak iizere
C, (t) ﬂZ{( j}xz(t (fl..—'l'-l(t))nﬂ
r=0

elde edilir.

Ornek 3.1.15. a, =0 olmak Gizere her n>0 icin a,., =(2>‘<an)iri tekrarlama
bagintisi ile verilen bir (a ) a—dizisinin *—Urete¢ fonksiyonu ve genel terimi
arastirilsin.

Once bu dizinin *—reteg fonksiyonu bulunsun. Bunun igin tekrarlama

bagintisinin her iki yaninin ¢ (iota) fonksiyonu altindaki goriintiisii alinsin:
(ay,,)= z(<2>’<an)+i) :l(2>'<an)41(1):1(2)5&1(61“)41(1) =2%1(a,)+1.
Bu esitligin her iki yan1 l(t)nﬁ ile B — carpilsin ve her n> 0 icin £ — toplansin:

z(aM)S&z(t)"ﬁ = (é%l(an)%ii)%l(t)n’”
s> 1(ay, )%e(t)"” :ﬂZ(éﬁél(an)-'Fi)Sél(t)nﬁ

n>0 n>0
ﬁZ a,, t 2Xﬁ2 nﬁ %Cﬁzi%’(t)nﬁ' (3.7)
n>0 n>0 n>0

Simdi (a,) a—diziigin *— Uretec fonksiyonu

g t)=ﬂ21(a i(t)”

n>0
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olsun. O halde (3.7) esitliginin sag tarafindaki ilk S — toplam A’(t) , (3.2) esitligine

gore ikinci £ — toplam - = B olur. Bu ifadeler (3.7) esitliginde yerine yazilsin:

l()

ﬂz a,,) =2%A (1) F

n>0 1;l(t)nﬂ
Bu esitligin sol yamn1 A”(t) *— Ureteg fonksiyonuna benzetmek icin her iki yan

((t) ile B — carpilsin:

N1 B e % g o . t
DICEY t)" 2xA(t)xz(t)+1,’_,(l()t)/3- (38)

Burada sol yandaki S —toplamm A" (t) *—treteg fonksiyonundan tek farki

t(a,) teriminin olmamasidir. Bu durumda a, =0 ve 1 (0)20 olmasindan (3.8)

esitliginin sol yan

A (t)=1(a,) = A"(t)=1(0) = A(t)=0=A"(t)

olur. Bu ifade (3.8) esitliginde yerine yazilsin ve diizenlensin:

A (1) =25% A" (1)%(1) % = _’_(t) B

S
A (t)_(i:é%l(t))i(i;l(t))ﬂ

Simdi (a,) a—dizisiningenel terimini bulmak icin A" (t) *— Uretec fonksiyonu
diizenlensin:

A1)
P E ) (0

) (2) _
A= (iiéﬁ&z(t))ﬁé(i:z(t))ﬁ_ﬂ
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=p

iy (1 _ﬁ{ a* (1) }
(1—Z.ﬂ’l(ﬁ(a’l(t)))).(l—a’l(t)) (1-227(1)).(1-a (1))

Buradan

i (1) _ o’ (1)

A= T (i) {(1—2.a‘1(t)).(1—a‘1(t))} (39)

yazilir.

Simdi bu esitligin sag yam « *(t) degiskenine gore basit kesirlerine ayrilirsa

a(t) B m LN
ﬂ{(l—Z.a‘l(t)).(l—a‘l(t))}_ﬂ{l—Z.a"l(t) 1—a‘1(t)}

yazilir ve f} birebir fonksiyon oldugundan

a’(t) __m
(1-227(1)).(1-a (1)) 1-2a7(t) 1-a(t)

(3.10)

elde edilir. Burada payda esitlenmesi yapilarak paylar esitliginde
a(t)= m.(l—a‘l(t))+ n.(1—2.ofl (t)) =>m=1lven=-1
bulunur. Bu degerler (3.10) esitliginde yerlerine yazilirsa

a’(t) _ 1 Ll
(1-227(1)).(1-a (1)) 1-2a7(t) 1-a(t)
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olur. Bu ifade de (3.9) esitliginde yerine yazilsin ve dizenlensin:

) 10 [ 1
A(t)_(i:ésez(z))se(i—z(t))ﬂ_ﬁ{l 207 (t) 1—a‘1(t)}
iy £ () . )
pHAW)-A(B(2)A7 (B« 1) B (BO)-57 (A1)
=p /- 1) + p l(ii) }
prE)-5(2)570(0) A7 (E)-p7 (1)

Buradan

. oe l(t) .
122$&l(t))5&(1:z(t))

A (t) - (
yazilir.
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Bu durumda sirasiyla (3.3) ve (3.2) esitliklerine gore A"(t) *—Ureteg
fonksiyonu *— kuvvet serisine genisletilsin:

0

A (1) =, D 1%(354(1))" iﬁgiﬁéz(t)nﬂ :ﬁzolxz Za(t)” :ﬁgixl(t)"ﬂ

n=0

- ﬂzi;é”ﬂ u(t)” :ﬂioisez(t)“ﬁ :ﬂi(é“ﬂ =i)5&z(t)n”

:ﬁg ﬁ{[ﬁ—l(z)}“}:z(i)jx,(t)“ﬁ :ﬂg(ﬁ(zn):,(i))xl(t)“ﬂ
=ﬁg_ﬂ(0[ 1(0[(2”)))—1(1)}5&1(0”" :ﬂni;[z(a(Z"))—z(l)}xz(t)n”
-3 faa 1(2)}”)j:l(1)}l<t)ﬂ - S =l e

O halde verilen (a,) a—dizisinin genel terimi a, = 2™ =1 olur. Simdi bu 6rnek
geometrik kalkGlus icin incelensin. Bu durumda o =1 , f =€Xp

oldugundan a, =2" =1 a-—dizisi a, =2" —1 bicimindedir. Bu dizi igin *— Uretec

fonksiyonu sOyledir:

= 3( -)sa( [ (8l )] = T a2 -2)20()
- Sl o ) e Sl e
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Simdi bu 6rnek anageometrik kalkiiliis i¢in incelensin. Bu durumda o =exp ,

B =1 oldugundan (a,) dizisi soyledir:

=2 ;i:a{a‘l(?‘“)—a‘l(i)}:a{a‘l(a{[a‘l(é)]nD—l}:a{Z“ e

Bu dizi icin *—iirete¢ fonksiyonu asagidaki gibi bulunur:

0 0

A ()=, 1(a,)% ()" =ﬁ21(ezn_l)$i o(1)” =ﬂ§ﬂ(0fl (ezn_l))iﬂ([ﬁ_l (l (t))}n)

n=0 n=0

:ﬁiﬂ(ln ezn‘l)%ﬂ([ﬂ‘l(ﬁ((x‘l (t)))D =ﬁgﬁ(2” —1)5&,8([Int]")

n=0

= nZi;(z" —1)><(Int)n = nZZ“ x(Int)’ —g(lnt)n

< 1 1

=g(2-|”t)n -2 (Int)’ “1-2Int 1-Int "

n=0

Simdi bu 6rnek bigeometrik kalkiiliis i¢in incelensin. Bu durumda « =exp ,

B =exp oldugundan (a,) a-dizisi soyledir:

o, =2 imafo(2)-a () =a o af[a (] -1} - efe

Bu dizi igin *—iirete¢ fonksiyonu asagidaki gibi bulunur:

2"
e .

0 o0

B (0=, 3(a,)51(0)" =, T(e )" =, 3 (o (&) s ([0 0)] )

n=0 n=0

o0

:ﬁZﬂ(ln ez”-l)xﬁ([ﬂ-l(ﬁ(a-l (t)))D =ﬁgﬁ(2” —1)5&,6’([Int]")

n=0

o0 o0

=ﬂ2ﬂ{ﬁ’l(ﬁ(2" —1))xﬂ‘1(ﬂ([lnt]n))} =ﬂ2ﬂ{(2“ —1)><(|nt)”}

n=0 n=0
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:ﬁ{gﬁl(ﬁ{( “1)x(Int) })} {i( ne mt}

Y(2"tpx(nt)" Y2ty (i)"Y (2nt)"=D (Int)'! 11

— @no — @n=0 n=0 — @no n=0 — el—2.|nt 1-Int .

Bu ise ayni dizinin *—iirete¢ fonksiyonunun farkli kalkiiliisler igin

degisebilecegini gdstermektedir.

Ornek 3.1.16. a, =1 olmak tizere her n>0 icin a,, =2xa, +n tekrarlama
bagitis1 ile verilen (a,) a—dizisinin *—{rete¢ fonksiyonu ve genel terimi
arastirilsin.

Once bu dizinin *—{rete¢ fonksiyonu bulunsun. Bunun icin tekrarlama

bagmntisinin her iki yaninin ¢ altinda gériintiisii almsin:
((a,.1)=1((2%a,)+1) =1(2xa,)¥1(n)=1(2)%:(a,) ¥ () =2%1(a, ) T .
Bu esitligin her iki yan1 ¢(t)" ile 3 — carpilsin ve her n> 0 igin B — toplansin:
(@) %1(t)" =(2%1(a,) i )% (t)"
st (8% ()" :ﬁZ(é%’(an);ﬁ)*’(t)nﬂ

n=0 n=0
so1(an) =25, 1(a, )% (t)” F D k()" (3.11)
n=0 n=0 n=0

Simdi (a,) a—dizisi igin *— Grete¢ fonksiyonu

A (t)=,2.1(a,)%

n>0

olsun. O halde (3.11) esitliginin sag yaninda gériilen ilk /5 — toplam A (t) ve (3.4)

esitliginden dolay ikinci £ — toplam ( l((t)))zﬁ £ olur. Buradan
1=4(t

1(t)
Si(a,,) “3sA () i— g
n=0 ( ) (1:z(t)) ’
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yazilir. Bu esitligin sol yamn1 A”(t) *— Urete¢ fonksiyonuna benzetmek igin her iki
yan ¢(t) ile S — carpilsin:

oS i(ay, )R (t) " =B A (t);,(t);ﬁ

. 7B (3.12)
>0 (1iz(t))

Burada esitlikte sol yanin A™(t) *-—lreteg fonksiyonundan tek farki -

toplamda (a,) teriminin olmamasidir. Bu durumda a, =1 ve ¢ (1)=1 olmasi da

kullanilarak (3.12) esitliginin sol yani

olur. Bu ifade (3.12) esitliginde yerine yazilsin ve diizenlensin:

A (t)=1=35% A*(t)S&z(t)JF%ﬁ

(1;,(0)/’

i:éxz(t)iéxz(t)%z ,
(iiéi&z(t))i&(i:z(t)) !

Simdi (a,) a—dizisinin genel terimini bulmak igin A™(t) *— Urete¢ fonksiyonu

A(t)=

dizenlensin:

X (D)~ i=3sa(r) 4 350(e)" | B (1=25(r) ¥ 25(1)" ) }

(T=350(t))%(1=2(t))” ﬁ‘l((i:ésez(t))i(i:z(t))zﬂ)

ol i) )
ﬁ-l( ﬂ{ B (L= 250(0))5 7 ((L=0(0))” )}j
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p(B{B (1

he
L
—_—
=
N—
[
e
L
—
N
X:
=
~
N—
N—
N——
N —
e

. 1ﬂ1(ﬂ{ﬂ1(?).ﬂ1(1(1))})+ﬂ1(ﬂ{ﬂl(é)'ﬁl(l(t)%)})]
1-2.8" (ﬂ(“l )) P
s (ol @ ) [

L 1—2.0(1(t)—2.[ﬁfl(l5’(ofl(t)))}2 ZJﬂ{l 20 (t)+2[al(t)] }
(-2 (pla* ) 1= (s @) |7 .

+
N
h i)
iR [N
— |
™ | >
,_,\_\/—\
=
=
AN
AN
—
| ] ~
| =
m‘;l
AR )
T\_/
—_
~
~
~—~—
Ny’
~——
—
[N —

Boylece

(3.13)

p(1) - A 2RI ﬂ_ﬁ{l—zal(t)+2.[a1(t)]22}
( ) (l—2xz(t))x(1—z(t)) ’ (1—2.a’1(t)).[l—a’l(t)]

olur. Bu esitligin sol yani basit kesirlerine ayrilsin:

5 1-2a(t)+2[a?(t)] pla b
(1-2a(t) [1-a* ()] | ~|L-@ () (1-a(r) 1-2a7(H)]

B birebir fonksiyon oldugundan

1-2a*()-2a*(t) __a b c

pzat )] e i) e P

yazilir ve payda esitlemesi yapilarak paylar esitlendiginde
1-2a7 (t)+2a7 (1) =a(l-a(1)).(1-2a7 (1)) +b.(1-2a7 (1)) +c(1-a (b))

a=0 ,b=-1ve c=2 bulunur. Bu degerler (3.14) esitliginde yerlerine yazilsin ve
dizenlensin:

—2a7(t)-2a(t) 0 -1 2
t

(1 2.a° ()) (1 (t))z _1_a_1(t)+(1—al(t))2 (1—2><05"1(t))
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-1 2

(1-a(t)) 247 ()

Bulunan son ifade (3.13) esitlifinde yerine yazilsin ve A(t) *— Ureteg

fonksiyonu duzenlensin:

() — Te=2sa(e) ¥ 250(2)” _ 12
A (iiéﬁ&l(t))ﬁi(iil(t))zﬂﬂ ﬁ{(lal(t))z 1—2-a1(t)}
_ 5 B (A(-1) B (B(2)
(B (B)-£ (Bl )] A7 (BW)-87((2)57 (B« (V)))
=0 ﬂl(_l) + = ﬂ_l(.:é)
[7(1)-p ()] A 1)-£7(2)7(:(0))
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= N u +p7° 2 = = ¥ 2
_ﬁ{ﬂ [(1=l(;))2ﬂﬁ] / (iléﬁiz(z‘)ﬂj} iy

Burada sirasiyla (3.4) ve (3.3) esitliklerine gére A"(t) *— Urete¢ fonksiyonu

*— Kuvvet serisine genisletilsin:

= ﬁZ(n +1)><1

= :ﬁg(l(ﬁ)—'i'-l(i))iil(t
)n/i ;ﬂZﬂ{ﬂfl(é).ﬂfl(é“ﬁ )} il(t)"/*

WA
—=, Ta(n sy
DN 0)
- Su{nid)s(e)
ML)
-, T )l

ﬂZZX(ZXI )

DOk
n>0

s (ﬂ(v o o
2822 )

B2 P

EDWICHTIE) 0N
(2 ()

== i) Sl e([a (@(@)] 7))

= ﬁz (n+1)><l
= l)’z (n+1)><l

DY ClIERC )T”))%zwﬂ
T et

ﬂZ( (n+1)+z( 2 ))séz(t)"ﬁ

=227 =)z (r)”.
n=0
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2(n+1)a .

Buradan a, = =<1 bulunur. Simdi bu 6rnek geometrik kalkiiliis icin

n+1

incelensin. Bu durumda « =1 , B=€Xp oldugundan 4, =" -1 g dizi

a, =2"" —n-1 dizisidir. Bu dizi icin *— Urete¢ fonksiyonu bulunsun:

o0

(0=, 250(2" -n-sa(0f” =, 3 pla (2 -n-1)5 ([ (:0)] )

n=0

o0 o0

=3 p(2 0 n-2)xp( [ (8(a> )] |-, (2 n-2)xa(e)

n=0 n=0

0 0

zﬂZﬂ{ﬂ‘l(ﬂ(Z“” —n—l))x,b"l(ﬂ(t”))} =, B2 -n-1)xt"}

n=0 n=0

R

i(znﬂ_n_l)xtn 22 2'[ Zntn Ztn e1_22t (1_]:[)2 ]it

— en:O — en—O

Simdi bu dizi anageometrik kalkiiliis i¢in incelensin. Bu durumda « =exp ,

B =1 oldugundan (a,) a-dizi asagidaki gibidir:

Bu dizinin *— Grete¢ fonksiyonu bulunsun:

=)0 =, el ()

0

=3l () ([ 5 00)] )

n=0

=,>B(in ez””—”-l)seﬂ([ﬂ—l(ﬂ(a-l (t)))” =,> p(2" ~n —1)5&ﬁ([|nt]")

0

:ﬂZﬂ{ﬂ‘l(ﬁ(znﬂ _n—l))xﬁ‘l(ﬂ((lnt)n))} =ﬁ25{(2n+1 _n—l)x(lnt)”}

n=0
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n=0

=ﬂ{iﬂl(ﬂ{(2”ﬂ ~1)x(Int) })} ﬁ{i(znﬂ ~1)x Int)}
:i(zn+1 ) Int)" =>"2.(2.Int)" = > n.(Int)" - ilnt

n=0 n=0 n=0

B 2 3 Int 3 1
1-2.Int (1_|nt)2 1-Int’

Burada f(t Z (Int)"

n=|

" fonksiyonunda D sembolii tek basina t

degiskenine gore tiirevi gdstermek lizere

olmasi kullanilmistir. Simdi bu dizi bigeometrik kalkiiliis i¢in incelensin. Bu durumda

n+1

o —exp ve B=exp oldugundan & =2"" =n=1 g—dizi a, =€ " dizisidir.

Bu (a,) dizisinin *— Grete¢ fonksiyonu bulunsun:

o0

=281 (B(2* n-2)) < (p((mt) ) =, 2 ({2 -n-)<(mt)
> (2" n-t)(ntyf

- ﬁ{iﬁ_l(ﬂ{(znﬂ _ n—1).(lnt)"})} — ﬂ{i(znﬂ _ n—1).(|nt)”} — e
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i 2Intn in Int” i Int 2 Int 1
n=0 n=

1-2.Int (1-Int)®> 1-Int
— e n=0 0 — e ( )

Bu ise ayni dizinin *—iirete¢ fonksiyonunun farkli kalkiiliisler igin
degisebilecegini gdstermektedir.
Ornek 3.1.17. n>1 ve anzﬁa olmak Uzere (a,) dizisinin *— (reteg

fonksiyonu geometrik, anageometrik, bigeometrik kalkilis icin incelensin.

, oo (1
Geometrik kalkilliste o =1 ve S =€Xp oldugundan (a,) dizisi (Hj
nx1

dizisidir ve bu dizinin *— Urete¢ fonksiyonu

~ ”/f_ ~ n/i -1
DICREH ﬂz{ sz ﬂZﬂ(a [
n=

n

- Sa(eo( [t O] =582l 07

n=1

{2 Sl o] 2o

g (el algsl -

n

1
olur. Burada klasik kalktiliisten bilinen Z - Inﬁ olmasi kullanildi.
n=1 -

S|
N
¥_/

h
—_
—
i)

IR
—~
~
—~
~
N—
N—

—

N —

Simdi bu dizi anageometrik kalkiiliis i¢in incelensin. Bu durumda « =exp ve

B =1 oldugundan (a,) a-dizisi sdyledir:

spoesfariof o

Bu dizinin *—iirete¢ fonksiyonu asagidaki gibi bulunur:

0

i)l :ﬁgz[eqxl(t)“ﬂ :ﬁg ,B(al(einﬁiﬁ([ﬁl(l(t))]n)
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S Jratony) = So o 53] olom)|
- Sfstnr {5 (o Extn - p{S oy

0

Zl Int)" = —In(1-Int)

n=1

0

" 1 :
Burada f(t):Zt dtzﬁ fonksiyonunda t degiskenine gore integrali
n=0 -

alinirsa

n+1

thdt j—dt:thdt_—ln gn+1
>y 3

~n n

=-In(1-1)

elde edilir.

Simdi bu dizi bigeometrik kalkiiliis i¢in incelensin. Bu durumda « =exp ve

1
[ =exp oldugundan (a,) a-dizisi a,=e" bicimindedir. Bu dizinin *— Ureteg

fonksiyonu soyledir:

- S et ([ (e O] )2 2 (e
S5 ol )= Zolo (o3 oot
=ﬂ§ﬂ{%x(lnt)n}=ﬂ{gﬂ’l(ﬁ{%x(lnt)n}j}=ﬂ{g(lnnt)n}
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Bu ise aym dizinin *-—{irete¢ fonksiyonunun farkli kalkiiliisler icin

degisebilecegini gdstermektedir.

0

Tamm 3.1.18. Bir 7(t)=,> 1(a, *— bicimsel kuvvet serisinin (a, ),

o —dizisi igin *— iirete¢ fonksiyonu olmasi f «—“—(a, )" sembol ile ifade edilir.

Benzer sekilde g ( ﬁZb %1(t)” *— bigimsel kuvvet serisinin (b, ). /3 — dizisi

icin *— iirete¢ fonksiyonu olmast " «—=—>(b, )" semboli ile gsterilir (Duyar ve

Erdogan, 2020).

Onerme 3.1.19. f «=%>(a,)’ oldugunda U l(ao) >(81)y

° ((t)

olur (Duyar ve Erdogan, 2020).

fspat:

Burada ™ «—*—(a,),

oldugundan f'(t)= ﬁzl " yazilir. O halde

DNCMEIORES VI JCN ()ﬂ OYC Ol

n=0

—i % wza X1 m”=i (£ (t)=z(a =—f*(t)il(ao)
_l(t)ﬂ ﬂ; ( m) (t) l(t)ﬂ (f (t) (0)) l(t) ﬂ

olur.

Benzer sekilde (amz )w

, @—dizisinin *— iirete¢ fonksiyonu asagidaki gibidir:

t)* . - Ng 1 T X "
= igt;% ﬁxﬂnzz(;l(amZ)Xl(t) :Wﬁxﬂnzél(amz))(l(t)( )ﬂ

Bu yolla asagidaki genelleme yapilabilir.

o0

Her k pozitif tamsay1 icgin f*<*'—“>(an)0 ise
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o0 * o
& ) N
(an+k)0 ~ 4

olur ve dogrulugu tiimevarim yontemi ile gosterilebilir.

Ornek 3.1.20. a,=0 ,a =1 olmak Uzere her n>0 i¢in a ,,=2x%a  ~a,
tekrarlama bagmtisi ile verilen (a,) dizisinin *— Ureteg fonksiyonu ve genel terimi
arastirilsin:

Once bu dizinin *—{rete¢ fonksiyonu bulunsun. Bunun igin tekrarlama

bagmtisinim her iki yaninin ¢ altinda goriintiisii alinsin:
(8.,)=1(2%a,, =2, ) =1(2%a.,)=u(a,)=1(2)%(a,) = 1(a,) = 251(ay0) =1 (a, ).
Bu esitligin her iki yan1 £(t)” ile 3 — carpilsin ve her n> 0 igin B — toplansin:
1(ay,)50(1)" =(2%0(ay,0) =1(a, ) )% (2)"
s (a) (t)” :ﬂZ(égl(anﬂ)i’(an))il(t)nﬁ

n=0 n>0

2 (a =2%, 2 1(ay)%a(1)" = ;> 1(a,)%
B n+2 B n+1 A a
n>0 n>0 n>0

Simdi (a,) a—dizisi igin *— Urete¢ fonksiyonu

g t):ﬂZZ(a i(t)”

n>0
olsun. O halde
ﬂzoz(am)%z 2xﬁ; ) Xe(t)” = A (t) (3.15)

yazilir. Burada (3.15) esitligindeki diger  — toplamlarm A" (t) *— Ureteg fonksiyonu
tiriinden ifadesi (3.1.19) Gnermesi  ile iliskilendirilise #(3,)=2(0)=0 ve

l(ai) = l(l) =1 olmak tizere sirastyla asagidaki gibidir:

A (1)=1(a)=(a)sa(t) ,_ A (D)=1(0)=e(B)%e(r) | A'(t)=1(1)
(1) t(t)” 1(1)”
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Bu ifadeler (3.15) esitliginde yerlerine yazilsin ve A™(t) ¢Ozulsun:

A=) 5, A 5o p
W PP A

A (t)=1(t)= 2% A" (t)%a(r) = A" (¢)%a(2)”
A () =% A (O)%a(t) 5 4 () %(e) =1(t)
A ()% (1=25%2(2) 5 () ) = 2(2)

o~ 1(1) o a(r)
A= (iié&&z(t)il(t)zﬁ)ﬁ_ (iil(t))zﬁ p

Simdi (a,) dizisinin genel terimini bulmak i¢in A"(t) *— Urete¢ fonksiyonu

dizenlensin:

Buradan

N0 _ a (1) |
A (t)_—(p, OF p ﬁ{—(lal (t))z} (3.16)

esitligi elde edildi. Bu esitligin sag yan1 «*(t) degiskenine gore basit kesirlerine

ayrilirsa
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a’t (t) 3 a N b
ﬂ{@al(uf}_ﬁ{l—alﬂ) @alanz}

olur ve S birebir oldugundan

a(t) _ a . b

(1-a'(t) -’ (t) (1-a(t))

2

yazilir. Burada payda esitlemesi yapilarak paylar esitlendiginde
a’(t)= a.(l—a‘l(t))+b —a=-lveb=1
bulunur. Bu degerler yerlerine yazilsin:

at(ty = N 1

(1—at(t) =) (1-a())

>

Bu ifade (3.16) esitliginde yerine yazilsin ve diizenlensin:

PRV ) N 2 (0 N Y B S
A (t)= (iil(t))zﬁ B ﬂ{(l—al(t))z} ﬂ{lal(t) (1—0{_1 (t))z}
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=i:’(t)ﬂ¥(i:z(t))2” p
Buradan
l(t) =1 1
A(t)=— — B == p+— — B
® (1:z(t))” 1=1(t) (1:z(z))"
elde edildi.

Simdi (3.2) ve (3.4) esitliklerine gore A"(t) *— Urete¢ fonksiyonu *—kuvvet

serisine genisletilsin:

Buradan dizinin genel terimi a, =n elde edilir. Simdi bu 6rnek geometrik
kalkiilis icin incelensin. Bu durumda o =1 ve S =€Xp oldugundan (a,) a-dizisi
asagidaki gibidir:
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a,=n=a(n)=n.

Bu dizi icin *— Urete¢ fonksiyonu bulunsun:

=ﬂ{iﬂl(ﬁ(nxt ))} {Znt } Znt —etY

n=0

Simdi bu dizi anageometrik kallkiiliis i¢in incelensin. Bu durumda « =exp ve
B =1 oldugundan (a,) dizisi asagidaki gibidir:

a,=Nn=a(n)=e".

Bu dizi icin *— Urete¢ fonksiyonu bulunsun:

il )ale)” = (e )sae)” =, 2 pe ()< 8(L ()]

= 2 AT )=, 318" ()< (((m) )| = 2 {n (i

-3 (p{nne) ) =Sty = Zntinef <0

Simdi bu dizi bigeometrik kalkiiliis i¢in incelensin. Bu durumda « =exp ve

S =exp oldugundan (a,) dizisi agagidaki gibidir:
a,=n=a(n)=e".

Bu dizinin *— (rete¢ fonksiyonu bulunsun:
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- Sty )=, {00 8{(m0)

Bu ise ayni dizinin *—irete¢ fonksiyonunun farkli kalkiiliisler icin
degisebilecegini gdstermektedir.
3.2. Newtonyen Olmayan Fibonacci Say: Dizileri ve Bazi Ozellikleri

Klasik kalkiliste her bir terimi kendisinden onceki iki teriminin toplami
seklinde yazilabilen 0,11,2,3,5,8,13,--- say1 dizisi Fibonacci say1 dizisi olarak
bilinmektedir. Bu sayilara Fibonacci sayilari denir ve N. Fibonacci sayist F, ile
gosterilir. F, =0 ve F, =1 olmak tzere her n>0 i¢in F,=F,, +F, biciminde
tanimlanir (Koshy, 2001).

Simdi Newtonyen olmayan Fibonacci say1 dizisi tanimlansin.

Tamim 3.2.1. F, =0 ve F, =1 olmak Gzere her n >0 igin

I:.n+2 = I:.n+l + I:-n
biciminde verilen (Fn) a—dizi a—Fibonacci say1 dizisi veya Newtonyen olmayan
Fibonacci say1 dizisi olarak adlandirilir. Bu dizinin birkag terimi

seklindedir. Bu sayilara & —Fibonacci sayilari denir.

Ornek 3.2.2. F, =0 ve F, =1 olmak Uzere her n>0i¢in

'i = I:.n+l + I:-n

n+2

52



tekrarlama bagintisi ile verilen ( Fn ) a—Fibonacci say1 dizisinin * — Urete¢ fonksiyonu

ve genel terimi arastirilsin:

Once (Fn) a—Fibonacci say1 dizisinin *— Urete¢ fonksiyonu bulunsun. Bunun

icin (Fn) a—Fibonacci say1 dizisinin *— Ureteg fonksiyonu
F(t)=, iz(F’n)s&z(t)“ﬂ
n=0

olsun. Verilen tekrarlama bagintis1 6nerme (3.1.19) ile iliskilendirilirse

Fr(O=(R)=(R)(®) | F)=e(F) . .
o T oY

olur ve ¢ ( FO) =1 (0) =0 1 ( F1) = l(l) =1 degerleri yukaridaki esitlikte yazilirsa

F=u) , F’;(;) piE
(t

Simdi (Fn) a—Fibonacci say1 dizisinin genel terimi bulunsun. Bunun igin (Fn)

a—Fibonacci say1 dizisinin *— Urete¢ fonksiyonu dlizenlensin:
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a(t)
-y .
{1al(t)(al(t)) }

Burada 1-a*(t)—a™(t)" =0 kuadratik denkleminin pozitif kokii — ve
-1-4/5 1++/5 1-+/5

negatif kokd 2\/_ olmak Uzere T, :T\/_ ve I = 2\/_ alinarak *— (reteg

fonksiyonu o * (t) degiskenine gore basit kesirlerine ayrilsin:

a(t) m n
= + 3.17
'B{l—ogl(t)—ogl(t)2 p I-r.a™(t) 1-r.a(t) (317)
ve [ birebir oldugundan
-1
o (t m n

(1) = + (3.18)

l-a*(t)-a*(t) 1-r.a’(t) 1-r.a’(t)
yazilir ve payda esitlemesi yapildiktan sonra paylar esitlendiginde

at(t)=m(l-r.a™*(t))+n(1-r.a(t))
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1
m=-—, n=-

L
V5 5
bulunur. Bu degerler (3.18) esitliginde yerlerine yazilir ve r, —r =+/5 olmasi da

kullanilarak diizenlenirse

a(t) _L[ 1 1 ]
- (t)-a* (t) S B-rat(t) 1-rat(t)

1 1 B 1
r.—r (1-r.a™(t) 1-r.a’(t)
elde edilir. Bu ifade (3.17) esitliginde yerine yazilirsa

a"l(t) 1 1 1

i:l(t)il(t)z”ﬁ:ﬂ{l—a_l(t)—a_l(t)z}:ﬂ{ﬁ—r{1_r+-al(t)_l_r'al(t)J}

; @ (a() |
)
olur. Burada

(1448 [« (a)+a*(a(\5)
[ J[ «(a(2)
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olurve a(r )=t = 1;\2/6 o oldugu benzer sekilde goriilebilir. Bu ifadeler (3.19)

esitliginde yerlerine yazilir ve diizenlenirse

56



e ]

i

T=g(7)%(2)

ﬁJ—ﬂ*[

elde edilir. Burada v, =

l(l‘+)—z[

115 J
n a
3

i++/5"

2

RS ++5
b

a Ver =

i-8"

2

57

i

iil(f_)ﬁél(lf)

- o olmasi kullanilarak

)

]: ﬁ[ﬂ%ﬂa))wl(

£ (B(2)

)ﬂ(@)]



olur ve benzer sekilde (1 )= 1= = oldugu goriilebilir.

i35 =B s
Simdi (7, )=:(r)= 5 L= 5 ﬂzx/g olmas1 da kullanilarak *—

uretec fonksiyonu *—kuvvet serisine genisletilsin:
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Bdylece (Fn) a—Fibonacci dizisinin genel terimi

olarak bulunur.

Simdi bu dizi geometrik kalkiiliis icin incelensin. Bu durumda « = 1 ve S =€Xp

i 1
oldugundan F, =——=ax(f," =r" ) dizisi bilinen F, =—=.(r." —r") dizidir.
es(t ) gl

Bu dizinin *— urete¢ fonksiyonu bulunsun:

SlE)ae) =3 o0 r) ([ ()] )

- oG Je([ 5 (e )] )
St o=l (o -0 o)
Bl ne g o)

) ﬂ{ii-(ﬁ” —r" )-tn} - eg%.(nn_tn)'tn = e«/lg{gnn 'tn_grfn 'tn} — e%-{l_i.fl_i .t}

Simdi bu dizi anageometrik kalkiiliis i¢in incelensin. Bu durumda « =exp ve

B=1 oldugundan (F,) a-dizi asagidaki gibidir:
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=a {%_(nn " )} _ e%.(rﬂfrfn) |

Bu dizinin *— (retec fonksiyonu bulunsun:

Bl ofge o)
)

- ﬂ{g[%.(rj - r”)jx(lnt)”} = g(%.(rj —r"

Int)"

=%.{§rj.(lnt)” _gr“.(lnt)n}Z%'{l_S_mt _1—:.Int} .

Simdi bu dizi bigeometrik kalkiiliis i¢in incelensin. Bu durumda « =exp ve

(r+n_r n

1
B=exp oldugundan (F,) a-dizi F,=e® ' dizisidir. Simdi bu dizinin *—

urete¢ fonksiyonu bulunsun:
2 *© i.(r “—r“)
DIARTIEES » B 0
n=0 n=0

Ao oo
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n o .n n 1| n N n n 1 1 1
(£"=")int) i 5{2}+ (nty'-3r. .(Int)} Jg'{ }

—e 1—r+.lnt_1—r,.lnt

Bu oOrnek ayni dizinin *—{irete¢ fonksiyonunun farkli kalkiiliisler icin

degisebilecegini gdstermektedir.

sonug 3.2.3. ( Binet formiilil) ¢(r)” =:(¢)=1=0 kuadratik denkleminin koKleri

. T . pt 24
1++/5 1-+/5 .
= \/_ aVer = \/_ a olmak Uzere
2 2
. r”a;f”a
Fn: +. ._ a
r=r

genel terimi & — Fibonacci sayilari igin Binet formiilii olarak adlandirilir. |¢ | <|¢,|

n
r a
ve N — oo iken (—‘j — 0 olacagindan

+

F A AP L S (1
Jim—2tg = lim—qa = lim——a. .(*/+) n
n—w® |:n e r+a;r—a o r+lZ 1;(r_/f+)a
= Jlimf . =—a=r,
bulunur.
. 1445 '
Buradaki «a(r,)=tf, = fa=1,61803399 sayist o—°‘Altin Oran’ olarak

adlandirilir. @—Altin oran denilen bu say1; dogada, bitkilerde, ciceklerde, ideal insan

viicudunda, bazi mimari eserlerde ve bir¢cok alanda gorulebilir.

Burada 0zel olarak o« = exp alinirsa
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elde edilir.
3.3.Newtonyen Olmayan Lucas Say1 Dizileri ve Baz1 Ozellikleri

Fibonacci tekrarlama bagintisini ve farkli baslangi¢ kosullarini kullanarak yeni
say1 dizileri olusturabiliriz. Bu say1 dizilerinden bir tanesi bu kisimda gorecegimiz
Lucas say1 dizileridir.

Klasik kalkuliiste her bir terimi kendisinden onceki iki teriminin toplami
seklinde yazilabilen 2,1,3,4,7,11,18,--- say1 dizisi Lucas say1 dizisi olarak
bilinmektedir. Bu sayilara Lucas sayilar1 denir ve N. Lucas sayis1 L, ile gosterilir.

L, =2 ve L =1 olmak tizere her n>0 icin L ,, =L,,, +L, bi¢ciminde tanimlanir

n+1

(Koshy, 2001).
Simdi Newtonyen olmayan Lucas say1 dizisi tanimlansin.
Tamm 3.3.1. Her n >0 igin dizinin n. terimi L, ile gdsterilmek iizere baslangig
kosullar1 Ly =2 ve L, =1olan L, =L

+ L, tekrarlama bagintisi ile verilen (Ln)

n+1

a—dizisine a—Lucas say1 dizisi veya Newtonyen olmayan Lucas say1 dizisi denir. Bu
dizinin birkag terimi
21,3,4,7,11,18, .-
bigimindedir. Bu sayilara & —Lucas sayilari denir.
Ornek 3.3.2. L, =2 ve L, =1 olmak Gizere her n>0 icin
L,.,=L.,+L,

tekrarlama bagintis1 ile verilen ( L, ) a—Lucas say1 dizisinin *— Ureteg fonksiyonunu

ve genel terimi bulunsun:
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Once (Ln) a—Lucas say1 dizisinin *— Urete¢ fonksiyonu bulunsun. Bunun igin

(Ln) a—Lucas say1 dizisinin *— Urete¢ fonksiyonu

olsun. Verilen tekrarlama bagintis1 6nerme (3.1.19) ile iliskilendirilirse

L*(t)il(l;o);z(l;l)%l(t) _L*(t):l(LO) oL
W T R

yazilir. Bu esitlikte l(LO) = 1(2) =2 , l( L1) = l(l) =1 degerleri yerlerine yazilarak

L' (t)=2=1x%(t) , L(t)=2 . .
W P MY

elde edilir. Burada her iki yan l(t)zﬁ ile [ — carpilsin ve diizenlensin:

L (t)=2=15a(t) = L' (t)%e(t) = 2%2(t) £ L (t)xa(t)”
L (t) =L (t)%e(t) =L (t)%e(t)* = 2=1%4(t)
LU ()% (1=2(t)=1(t)" ) =2=4()

_ 2=4(t)
iiz(t)iz(t)zl’

L' (t) B

Simdi (Ln) a—Lucas say1 dizisinin genel terimi bulunsun. Bunun igin (Ln) a-

Lucas say1 dizisinin *— Urete¢ fonksiyonu diizenlensin:
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2- 5 (Bl (1)))
147 (e ) - (£([£ ()T )

2—a(t)

1—a‘l(t)—(ﬂ‘1<ﬂ(a‘l(t)))2)

2—a(t)
ﬂ{l—al (t)—a™ (t)2 } .

Boylece
O P e T >
yazilir. Burada 1-a ™ (t)—a(t)" =0 kuadratik denkleminin pozitif kokil 4;/6
ve negatif koku — = olmak iizere r. =¥ ve I =1_£/§ alinarak *— Ureteg

fonksiyonu at(t) degiskenine = gore  basit  kesirlerine  ayrlsin:

oy 2=i) 2= (1)
R ETRT {1_a1(t)_a1(t)z}

_ m + n
T lera () 1-rat(t)] (3.22)

B birebir fonksiyon oldugundan

( )-a () TIorat(t) 1-ra(t) (3:22)

yazilir ve payda esitlemesi yapildiktan sonra paylar esitlendiginde

2-a(t)= m.(l— rat (t)) + n.(l— ra’ (t))

m=1,n=1

~(t) m n
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oldugu goriiliir. Bu degerler (3.21) esitliginde yerlerine yazilir ve diizenlenirse

éil(l)

L{1)= T=1(r)=1(t)” g :ﬂ{l_ roa(t) et (t)}

L, 50 ) 50
pHE)-p (BB )L () B E)-87(B{F ()L ((1)))
pE () }
1)-p*(F 2a(t)) B (1)-B7 (i %2())




-t e e e

olur. Burada ¥, =:(7,) ve i =:(7 ) alinarak

yazilir.

Simdi (3.3) esitligi kullanilarak *— Ureteg fonksiyonu *—kuvvet serisine

genisletilsin:

h
Mg
N
3
=
~—
=
‘m
Mg
~
—
‘ﬁ
~
>
=
X
~
amn
~—
N~
>
=
=
I [\118
o
—
~
—
=
~—
~
—
-
N~
N—
X
~
—~
Lo
~—~—"
=

n=0 n=0
ﬂ;l( +r“) t)nﬁ.

Boylece Newtonyen olmayan Lucas say1 dizisinin genel terimi
. 2N, 1o Ny
L,=r"+r
bi¢iminde yazilir.

Simdi bu dizinin genel terimi geometrik kalkiiliis i¢in incelensin. Bu durumda
a=1 ve B=eXp oldugundan L =r" +ri"™ qa-dizi L =r"+r" dizisidir. Bu

dizinin *— irete¢ fonksiyonu agagidaki gibidir:

ﬂiz(Ln)kz(t)n” :ﬁgl(ﬁ" +rf”)$iz(t)n" =ﬂz,8(a_l(r+” +r”))5&,6’([ﬂ_l(z(t))]n)

=2 pe e [ (plat )] |- S+l
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:ﬂ{gﬂl(ﬂ{(n” +r_”).t"})}:ﬁ{g(gn +r_”).t”}

Z(r+”+r,”).t” irj‘.t%irj‘.t” 1,1
= :en:O n=0

_plnt It

Simdi bu dizinin genel terimi anageometrik kalkiiliis i¢in incelensin. Bu

durumda o =exp ve =1 oldugundan L =" ir" a- dizisi asagidaki gibidir:

L, =1 Fp" :a([al(ﬁﬂ )m([ )] ) a(fine])+a((ine )
- a{a-l(a([m .]'))+a (@([in r]))} =a{(int,) +(Inf )"} et

Bu dizinin *— Urete¢ fonksiyonu bulunsun:

o0

o D(L)sa(e)” =, a0 (e
n=0

n=0

=2 (p((me ) (e ) (e )|
=ﬂ:zoﬁ{(<lnr;)”+(lnr‘_>) (1n)'} = {Z (s](0ne) <'“f‘—>“)-<'“t>”})}

{2( (Int.) +(Inr. ) Int) } i‘( (In¥.) |nr))(|nt)”

1 N 1
1-Int.(Int)" 1-Inf.(Int)"

=2 (In.)" (Int)" + 3 (e )" (Int)" =

Simdi bu dizi bigeometrik kalkiiliis i¢in incelensin. Bu durumda « =exp ve

B =¢eXp oldugundan L =" i " a- dizi asagidaki gibidir:
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L, =F" e :a([a1(|:)]n)+a([a1(f)]n) a([nt.T)+a([nt T)
:a{a1(a([lnr'+]"))+al(a([lnr‘_]”))}:a{(lnr'+) (Inr)} gl (ne)"

Bu dizinin *— (retec fonksiyonu bulunsun:

o)

TS =2l T e = Zpfe (o ([ o]

n=0

-, Sp(imer e g [ 0)]

n=0

0

=, A((ne) +(Int )" )% B([Int] )

n=0

o0

=3Bl ) +(nr ) (inty'| = ﬂ{iﬂl( p{((nr,) (Inl‘_)n).(lnt)"})}

n=0 n

0

() +(in )" }(int)"

=ﬂ{ni( (Inr.)"+(Inf )" )(Int)n}:e”

Z . \n N~ . \n n 1 n 1
_ enz_(;(lnnr) (Int) +n§(lnr_) (Int) _ el—lnr'+.(lnt)n it (Int)

Bu oOrnek ayni dizinin *—iirete¢ fonksiyonunun farkli kalkiiliisler i¢in

degisebilecegini gdstermektedir.

Sonug 3.3.3 (Binet formiilti) (¢)” =1(¢)=1=0 kuadratik denkleminin kokleri

+=1+\.E a Ve t:l;\ﬁ a olmak lizere
2 2
L,=r"4+f"™ , n=0

genel terimi a— Lucas sayilart i¢in Binet formiilii olarak adlandirilir. |¢ | <|f |

Ak
oldugundan ve N —> oo iken (—] — 0 olacagindan

r+
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. (n+1) . .(n+l)a .(n+1)a i; PF (n+l)a
IlmL La= Im%azalim r+. — (/%) -
“%"0 Ln s r+ Rl o r-+ ‘ 1_(r_/r+) ’

1-0
= limf . —a=r,

n~>oo 1_ 0
yazilir. Burada (3.2.3) sonugta gosterilen a—altin oran ile iliskilendirilerek
Lim—L Fou _ = lim—==2 Ly =T,
n—w F n—o |_
oldugu goriiliir. Bu esitlikten dolay1 Lucas say1 dizisi de en az Fibonacci say1 dizisi

kadar dnem kazanmustir.

Fibonacci say1 dizileri ile Lucas say1 dizileri arasinda birgok ilging baginti
bulunmaktadir. Asagidaki teorem ile klasik kalkilusten bilinen Lucas say1 dizisi ile

Fibonacci sayi dizisi arasindaki bir baginti, Newtonyen olmayan kalkulUste verilsin.

Teorem 3.34. n>1 igin L, =F,, +F,, olur.

n+l

Ispat: Burada r_.r_ = -1 olmasi da kullamlarak

(n+1) (n+l)a i (n-1), - (n-1),
_i_ —

= +
r—r il
rn+1_rn+1 rn—l_rn—l I,-n+1 rrH-l (r r)r (r r)r 1
=i+ - - ——t=a—
{ r—r r—r r—r
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=f" 4 =L
elde edilir.

3.4. Newtonyen Olmayan Urete¢ Fonksiyonlarimin Bir Listesi

1967 yilinda V.E.Hoggatt, Jr. ve D.A. Lind, Fibonacci ve Lucas sayilarinin
carpimi ve cesitli kuvvetlerinin tirettigi 18 lirete¢ fonksiyonunun listesini klasik
kalkiiliiste derlemislerdir. Bu listedeki formiiller suana kadar kullanilan yontemler

yardimiyla Newtonyen olmayan kalkiiliis i¢in asagidaki gibi verilebilir:

g S, AT
SRl U NP U PR

4) -

) 5 l)(t)_l(t)z ” ﬂzﬂi’(];ﬂnza)il(t)nﬁ

X 1=1(¢) ﬂ:ﬂil([f;]+lza>iél(l‘)nﬁ

13}2521(t)il(t)2’7

) — S
1=25%a1(t)=2%u(t)” 1(2)” n-0

l(t) = S(F il Fo)%u(e)™
¥ iiéiil(t)iéiél(t)zﬁqll(t)%'B_ﬂ;l(ﬁ;‘) (Fr)52(7)
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) B

iiéi&z(t)iéﬁil(t)zﬁil(t)g n=0

1475&10)12‘;%1(1)% >
— ~ =2
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17) F %i(1) Y;; =ﬁil(ﬂn)%l(l‘)nﬁ (Hoggatt, 1971)

e L sa()= (1) sa(0)”
Fo(=1)" <R %)

1= Lk iz(t):(ii)kﬁ x(—l) xz(t) n=0

Asagidaki Newtonyen olmayan kalkiiliiste verilen dort tirete¢ fonksiyonu 1971

18)

yilinda V.E. Hoggatt tarafindan elde edildi.
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4. SONUC VE ONERILER

Bu ¢alismada Newtonyen olmayan kalkuluste Urete¢ fonksiyonu tanitildi ve bazi
ozellikleri gosterildi. Baz1 dizilerin tirete¢ fonksiyonlart Newtonyen olmayan kalkiiliis
kapsaminda yer alan geometrik, anageometrik ve bigeometrik kalkiiliis i¢in incelendi.
Fibonacci ve Lucas sayilar1 gibi bilinen sayilara karsilik gelen iirete¢ fonksiyonlar
Newtonyen olmayan kalkiiliistin bu ii¢ smifinda temsil edildi ve bu temsiller arasi
farkliliklar belirtildi. Her bir kalkiiliis i¢inde iirete¢ fonksiyonlaria karsilik gelen say1

dizileri gosterildi.

Benzer sekilde ¢esitli say1 dizilerinin ( Bernoulli, Stirling, Jacobsthal gibi) ve
genellestirilmeleriyle olusan say1 dizilerinin Newtonyen olmayan kalkiiliiste iireteg
fonksiyonlar1 arastirilabilir. Yine bu say1 dizileriyle olusan polinom ve genellestirilmis
polinom dizilerinin Newtonyen olmayan kalkiiliiste {irete¢ fonksiyonlari bulunabilir.
Bulunan bu iireteg fonksiyonlart Newtonyen olmayan kalkiiliis kapsaminda yer alan

geometrik, anageometrik ve bigeometrik kalkulus icin incelenebilir.
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