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OZET

FONKSIYONEL DERECELI PLAKALARIN BURKULMA DAVRANISLARININ
SONLU ELEMANLAR YONTEMI ILE INCELENMESI
Nihat CAN

Ondokuz May1s Universitesi

Lisansiistli Egitim Enstitiisii
Makine Miihendisligi Ana Bilim Dal1

Doktora, May1s/2021

Danigman: Prof. Dr. Naci KURGAN

Bu c¢alismada, Fonksiyonel Derecelendirilmis Malzemelerden (FDM) yapilmis,
Fonksiyonel Derecelendirilmis Plakalarin (FDP) mekanik yiikler etkisindeki
burkulma davraniglar1 sayisal olarak incelenmistir. Fonksiyonel derecelendirilmis
malzemeler, yiiksek mukavemet ve termal soklara dayanikli olma 6zellikleri ile ileri
teknoloji malzemeleri arasinda Onemli bir yere sahiptirler. Fonksiyonel
derecelendirilmis plakalar giiniimiizde uzay ve ucgak sanayi olmak iizere gemi ve
insaat gibi ¢ok ¢esitli sektorlerde kullanilmaktadir.

Gergeklestirilen tez c¢alismasi ile fonksiyonel derecelendirilmis plakalarin
eksenel basi yiikleri altinda tepkileri arastirilmis ve burkulma analizleri dikkate
almarak analitik denklemler ¢6ziimlenmistir. Fonksiyonel derecelendirilmis
plakalarin analizinde sonlu elemanlar yontemi kullamlmustir. Ayrica ANSYS® paket
programi kullanilarak fonksiyonel derecelendirilmis plakalarda burkulma analizleri
yapilmistir. Fonksiyonel derecelendirilmis plakalarin farkli sinir sartlarina bagh
olarak kritik burkulma degerleri arastirilmistir.

Bu calismada, fonksiyonel dereceli malzemeyi olusturan malzemeler olarak,
alliminyum, seramik ve zirkonyum ele alinmistir. Plakanin sonlu eleman denklemini
elde etmek i¢in ince plaka teorisi kullanilmistir. Fonksiyonel dereceli plakanin
malzeme derecelendirme fonksiyonu olarak giic yasasi dikkate alimistir.
Fonksiyonel derecelendirilmis plakanin derecelendirilmesi hem kalinlik, hem de
uzunlugu yoniinde ele alinmistir. Daha sonra ise plakanin geometrisi degistirilerek
yamuk bir plaka i¢in mekanik burkulma analizleri gergeklestirilmistir.

Gergeklestirilen ¢alismalarla, fonksiyonel derecelendirilmis plakalarin en-boy
oranlarinin kritik burkulma degerlerinde 6nemli rol oynadigi, diizlem igi yiikler
altinda plakanin kararliliginin en-boy oram arttik¢a azaldigr ve plaka kalinliginin
artmastyla kritik burkulma degerlerinin de arttigi gézlemlenmistir. Caligmada elde
edilen sayisal sonuglar, literatiirdeki mevcut sonuclarla karsilastirilarak
dogrulanmistir. Bu ¢aligmanin, yap1 elemani olan plakalarin dizayninda, burkulma
problemlerine kars1 yardimei olacagi dngoriilmektedir. Caligmada kullanilan yontem
ise farkli geometriler ve farkli malzeme bilesimleri i¢cin genis c¢alisma alam
sunabilecektir.

Anahtar Sozciikler: Fonksiyonel derecelendirilmis plaka, Mekanik burkulma,
Sonlu elemanlar ydntemi, Ince plaka teorisi, Yamuk plaka.

iii



ABSTRACT

BUCKLING ANALYSIS OF FUNCTIONALLY GRADED PLATES USING
FINITE ELEMENT ANALYSIS
Nihat CAN

Ondokuz Mayis University

Institute of Graduate Studies
Department of Mechanical Engineering

Doctorate, May/2021

Supervisor: Prof. Dr. Naci KURGAN

In this study, the buckling behavior of Functionally Graded Plates (FDP) made
of Functionally Graded Materials (FDM) under the influence of mechanical loads
was numerically investigated. Functionally graded materials have an important place
among high-tech materials with their high strength and thermal shock resistance.
Functionally graded plates are used today in a wide variety of industries such as the
aerospace and aircraft industry, as well as ship and construction.

With the thesis work carried out, the responses of functionally graded plates
under axial compression loads were investigated and analytical equations were
analyzed by considering buckling analysis. Finite element method was used in the
analysis of functionally graded plates. In addition, analyzes were performed on
functionally graded plates using ANSYS® package program. Critical buckling values
of functionally graded plates have been investigated depending on different boundary
conditions.

In this study, aluminum, ceramic and zirconium are considered as materials
that constitute functional grade materials. Thin plate theory is used to obtain the
finite element equation of the plate. The power law is taken into account as the
material grading function of the functional grade plate. The grading of the functional
graded plate is considered in both thickness and length direction. Then, by changing
the geometry of the plate, mechanical buckling analyzes were performed for a
trapezoid plate.

Studies have shown that the aspect ratios of functionally graded plates play an
important role in critical buckling values, the stability of the plate under in plane
loads decreases as the aspect ratio increases, and the critical buckling values increase
with the increase in plate thickness. The numerical results obtained in the study have
been verified by comparing with the current results in the literature. It is predicted
that this study will help against buckling problems in the design of plates, which are
structural elements. The method used in the study, on the other hand, will be able to
offer a wide working area for different geometries and different material
compositions.

Keywords: Functionally graded materials, mechanic buckling, finite elements
method, thin plate theory, trapez plate.
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SIMGELER VE KISALTMALAR
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Plaka kalinlig:

Dikdortgen plakada birim uzama enerjisi
FD Plaka rijitlik matrisi

Poizon orani
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Elastisite modiili
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Elastisite modiiliiniin Z ekseni yoniindeki degisim fonksiyonu

Plaka katilik matrisi

FD Plaka katilik matrisi
Eksenel moment bilesenleri

Kritik burkulma Kuvveti

Egri yarigap1

Z ekseni yoniinde deformasyon
Varyasyon sembolii

FD Plaka hacimsel oran iisteli
Gerilme tansorii

Genleme tansoril

Is1 iletim katsayilart

Yer degistirme vektorii
Yamuk plaka boyutlari
Jacabian matrisi

Matrisin elemant

Plaka geometrik sertligi
Diferansiyel operator
Interpolasyon denklemi

Interpolasyon denkleminin tiirev formlar
Interpolasyon denkleminin tiirev formlar

Sonlu elemanlar transform matrisi
Plakanin y yoniindeki agisi
Plakanin x yoniindeki agis1
Plakanin y yoniindeki agis1
Plakanin z yoniindeki yerdegisimi
Alan degiskeni

Degisim operatorii

Koordinat transfer degiskeni

Fonksiyonel dereceli plakanin degisim oranlar1

Eksen referanslari
Yamuk plakanin egim agisi
Uzama vektoria
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1. GIRIS

Giiniimiizde teknolojinin ¢ok hizli gelisimi ile birlikte aragtirmacilar dogadaki
mevcut malzemelerin  6zelliklerinin  yetersizligini  fark etmislerdir. Yapilan
arastirmalar neticesinde alagimlar akabinde kompozit malzemeler ve giiniimiizde ise
fonksiyonel dereceli malzemeler sanayi kuruluslarinda genis amach
kullanilmaktadir. Fonksiyonel olarak derecelendirilmis malzemeler, iki ya da daha
fazla malzemeden olusan ve bilesimin hacimsel oranlarinin siirekli olarak belirli
Olciilerdeki bir pozisyonun fonksiyonu olarak degistigi ve gerekli olan bir islevi
yerine getirmek icin iiretilen malzemelerdir. Dogada homojen olmayan malzemeler
genellikle malzeme tipleri i¢indeki belli nesnelerin kademelendirilmesiyle, malzeme
ozelliklerinin kademelendirilmesi seklinde ortaya cikarlar. Bu kademelendirme
istenen c¢evresel ve ylikleme sartlarina en uygun malzemeyi elde etme ¢abasinin bir
sonucudur. Yapiya yiik tatbik edildiginde, iki farkli malzeme arasindaki ara yiizde
yogunlagmis gerilmeler meydana gelmektedir. Bundan dolayi, ara yiiz bolgesi
catlama ve ardindan gelen kirilma icin en hassas bdlgedir. Homojen olmayan
malzeme kullanilarak, kazanglar1 en yiiksek seviyeye ¢ikarmak miimkiindiir. Farkli
malzemeler arasinda keskin bir ara yiiz yerine dengeli bir gecis istenir. iki ya da daha
fazla malzeme arasinda bu dengeli gecisi saglayan malzemeler Fonksiyonel
Derecelendirilmis Malzeme (Functionally Graded Material, FGM) olarak

adlandirilir.

Fonksiyonel derecelendirilmis malzemeler kavrami ilk olarak 1984 yilinda
Japonya’nin Sendai bolgesindeki Ulusal Havacilik Laboratuvarlarinda Niino ve
arkadaglar tarafindan fizyon reaktdrlerinde ve uzay araglarinda 1sil bariyer olarak
kullanilmak tizere Onerilmistir. Uzay gemisinin gdvdesi cok yliksek sicakliklara
(vaklasik 1700 C") maruz kalmis ve uzay gemisinin ici ve dis1 arasindaki sicaklik
farki nedeniyle bu kosullara dayanabilecek bir malzeme bulunmuyordu.
Arastirmacilar, diizgiin bir sekilde degisen kompozisyon gosteren ve 1s1l dayanimi ve
mekanik Ozellikleri iyi olan bir malzemeyi imal etmek i¢in fonksiyonel
derecelendirilmis malzemeleri tasarlamiglardir. Fonksiyonel derecelendirilmis
malzemeyi seramik ve yliksek 1s1 iletkenligine sahip bir malzeme ile imal etmeyi
diistinmiislerdir. Seramik, yiiksek sicakliga maruz kalan yilizeyde 1s1l direng amagli,
diger malzeme ise i¢ yiizeyde kullanilacakti. 1987°de fonksiyonel derecelendirilmis

malzeme arastirmalar1 Egitim ve Bilim Bakanlig: tarafindan desteklenmek iizere

1



secilmistir. 1987°den 1991°e¢ kadar arastirma projesi “Isil gerilme analizi igin
Fonksiyonel Derecelendirilmis Malzeme gelistirme arastirmasi” olarak isimlendirildi
ve cesitli tiniversitelerden birgok arastirmaci ve arastirma enstitiileri bunda rol
almistir. Projede yogun olarak malzeme gelistirme metotlar tartisilmis ve malzeme
tasarimin1 igeren bir isbirligi sistemi kurulmustur. Fonksiyonel derecelendirilmis

malzemeler, 1992°de Japonya’daki 10 gelismis teknolojiden biri olarak goriilmiistiir.

Segilen iiretim metotlarina gore fonksiyonel dereceli malzeme {iretilmektedir.
Kaplama teknolojisi, teknolojik malzemelerin kabiliyetlerinin artirilabildigi bir
yontem olarak degerlendirilmektedir. Kullanilan seramik malzeme 1s1l direng olarak
kompresér ve tiirbinlerde verimi artirmak amact ile tercih edilmektedir. Takim
tezgahlarindaki kesicilerin daha uzun siire kullanmak ve kesme performansini
artirmak i¢in asinmaya dayanikli seramik ile kaplanir. Pratikte kullanilan bu kaplama
teknigi alt tabakanin iizerine tek katmanli homojen kaplama olarak uygulanmaktadir.
Bu uygulama 1s1l genlesme katsayilarindaki uyumsuzluklar sebebiyle ¢atlamalara
neden olmaktadir. Bu hatalar1 ortadan kaldirmak amaci ile fonksiyonel dereceli
malzemeler gelistirilmistir. Fonksiyonel derecelendirilmis malzemeden {iretilmis bir
malzeme formu verilebilmekte ve malzeme 6zellikleri, kaplamanin kalinlig1 yoniinde
kademeli olarak siirekli degistirilebilmektedir. Yani malzeme oranlart kalinlik
yoniinde kademeli olarak degismektedir. Kaplamanin en altinda tamamiyla homojen
bir malzeme o6zelligi tasirken kaplamanin {ist kismi ise farkli bir malzeme ile
homojen olarak kaplidir. Bu uyum sayesinde malzeme arasindaki 1s1l gerilmelerden
olusan catlamalar 6nlenmis olur. Ozellikle uzay tasitlarinda istenen yiiksek
mukavemet ve 1s1l direng fonksiyonel dereceli malzemeler sayesinde elde edilmistir.
Metalin islenebilirligi ve elektrik gegirgenligi ile seramigin yiiksek mukavemeti ve
1s1l direnci ile birlesiminden olugan malzeme yapist bu alanda bir¢ok ihtiyaca cevap

vermektedir.

Burkulma olayma birgok makine ve yapisal elemanlarda sik¢a goriilmektedir.
Ornegin cekme kuvvetine kars1 oldukca dayanikli olan ince plakalar basing iletirken
olduk¢a dayaniksizdirlar. Denizalti gemileri, vakum tanklari, yer altina ddsenen
borular, kafes yapilar1 gibi miihendislik sistemleri uygun sekilde tasarlanmazlarsa
burkulur ve kullanilamaz hale gelirler. Burkulmada karsilastirma degeri kritik
burkulma yiikiidiir. Kritik burkulma yiikii; plaka, cubuk gibi elemanlarin kritik
dengelerinin kayboldugu andaki yiik degerine denir. Kritik yiik asildiginda sekil



degistirmeler sonsuza gitmekte ve sistemin yeniden dengeye donmesi miimkiin
olmamaktadir. Burkulmada énemli olan, bir plaka kararli durumdan kararsiz duruma
gecerken her zaman notr denge durumundan gegmesidir. N6tr denge, kararli denge
ve kararsiz denge arasinda bir siir olusturur. Elastik denge problemlerinin
matematiksel denkleminde, notr denge, deformasyonda c¢atallanmanin olmasiyla
gosterilir. Bu denkleme gore, kritik yiikk denge durumlarinin catallastigi yere gore
tanimlanmaktadir veya bir baska deyisle, kritik yiik hem plakanin ilk dengesini hem
de ¢ok az egilmis durumdaki dengesinin ayn1 olmasi i¢in kullanilan en kiigiik yiiktiir

(Ventsel & Krauthammer, 2001).

Yapilarda ¢ubuk, kiris, mil, levha, plaka ve kabuklar tasiyici sistem olarak
belirtilebilir. Bu yapilarin dis etkiler altinda statik ve dinamik davraniglarinin
belirlenmesi, giivenli tasarim olusturmak i¢in ¢ok dnemlidir. Bu ¢alismada ele alinan
yapt plakalardir. Plakalar, kalinliklar1 diger iki boyutunun yaninda oldukca kiigiik
degerler alan elemanlardir. Yani, ince plakalar hafif agirligi ve bicim verimliligi,
yiikksek yiik tasima kapasitesi, ekonomi ve teknolojik etkiler ile birlestirilmistir

(Ventsel & Krauthammer, 2001).

Plaka elemanlar1 basta ucak sanayi olmak iizere gemi, insaat gibi pek c¢ok
sektorlerde yap1 malzemesi olarak kullanilmaktadir. Bu yapilar burkulmaya cok
elverisli oldugundan kullanilmadan 6nce ¢ok iyi hesaplanmalidirlar. Bu 6zelliginden
dolay1: plakalar1 takviye elemanlar ile desteklemek ve malzeme tiirlerini degistirerek
kullanmak gerekir. Makine ve yap1 elemanlarinin tasariminda ti¢ temel karakteristik
bulunmaktadir. Bunlar sirasiyla gerilme (akma veya kirilma), sekil degistirme
(rijitlik) ve burkulma (stabilite) problemleridir. Eger denge konumu kararli olmayip
sistemde olusabilecek en kiiglik bir farklilik sistemde ¢ok biiyiik sekil degistirmeye
yol acabilir ve sistemin tekrar eski konumuna donmesi imkansizlasir. Bu tip

problemlere stabilite problemi denir.

Cok katmanli ve fonksiyonel kademelendirilmis plakalar genellikle seramik-
metal esashdirlar ve yliksek sicaklik uygulamalarinda 1s1l bariyer olarak kullanilirlar.
Cok katmanli plakalarda kalinlik boyunca malzeme kompozisyonundaki degisim
katmandan katmana kademeli olurken, fonksiyonel kademelendirilmis plakalarda
malzeme kompozisyonu kalinlik boyunca siirekli olarak degisir. Malzeme
kompozisyonundaki bu siirekli degisim fonksiyonel kademelendirilmis plakalarin

katmanlar1 arasinda daha diisiik artik gerilmelerin olugsmasini saglar.
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Ince plakalar baslangigta iki paralel plaka tarafindan sinirlandirilan yiiz adi
verilen diiz yapisal elemanlara ve kenar veya sinir olarak adlandirilan silindirik
yiizeylere sahiptirler. Silindirik ylizeyin olusturuculart diizlem yiizlerine diktir.
Diizlem yiizleri arasindaki mesafe, plakanin kalinlig1 olarak (h) olarak adlandirilir.
Plaka kalinhiginin diger karakteristik uzunluklarla (uzunluk, genislik, cap, v.s.)
karsilastirildiginda kiigiik oldugu varsayilir. Geometrik olarak, plakalar diiz ve

egimli sinirlar tarafindan sinirlandirilir.

Literatiirde plakalar1 inceleyen pek ¢ok ¢alisma goriilmektedir. Bu ¢alismalarda
sekil degistirmelerini hesaba katan en kolay teori birinci derece Kayma Sekil
Degistirme ifadesidir. Ikinci Derece Kayma Sekil Degistirme Teorisi ise kayma sekil
degistirmelerini kalinlik boyunca sabit almigtir. Kayma kuvvetini elde etmek igin

kayma diizeltme faktoriine ihtiya¢ vardir.

Bu calismada ince plaka kullanilmistir. Bu sebeple fonksiyonel dereceli plaka
Klasik Plaka Teorisi (KPT)’ye gore diizlem igi yer degistirmeler kalinlik boyunca
lineer degistigi ve enine yer degistirmelerin kalinlik boyunca sabit oldugu kabul
edilmistir. Calismada kullanilan fonksiyonel dereceli plakanin deformasyon Oncesi
plaka orta yiizeye dik olan normaller, deformasyon sonrasi da orta yiizeye normal ve
uzamamis olarak kabul edilmektedir. Fonksiyonel dereceli plakanin yer degistirmesi
kalinlik ile karsilastirildiginda c¢ok kiiciik deger almaktadir. Bu sebeple dogrusal
birim uzama-yer degistirme denklemleri gecerlidir. Bu sebeple kalinlik yoniinde olan
normal gerilmeler ihmal edilmektedir. Fonksiyonel dereceli plakanin Poizon orani ve

Elastisite Modiilii plakanin kalinlig1 yoniinde kademeli olarak degismektedir, yani

plaka homojen bir malzeme degildir.

Plakanin yiik tasima faaliyeti kesin bir Olciiye, kirislere veya kablolara
benzerdir, bu nedenle plakalar yapinin egilme sertligine bagl olarak sonsuz sayida
kablonun gsebeke olusturmasi veya sonsuz sayida kablonun ag olusturmasi gibi
diisiiniilebilir. Plakalarin bu iki boyutlu yapisal hareketleri gemi yapilarinda meydana
gelmektedir ve bu yilizden bir¢ok ekonomik avantaj saglamaktadir. Orijinali diiz olan
plaka, enine yiikleri direnir, kayma kuvvetleri gelisir ve egilme ve burulma
momentlerini olusur. Yiiklerin her iki yonde de tasinmasindan ve izotropik
plakalarda burulma rijitliginin olduk¢a Onemli olmasindan dolay1r plaka,

karsilastirilabilecek gerilme ve kalinligi olan kiristen ¢ok daha fazla rijittir.

Yapilan literatiir arastirmalarinda, calismanin temelini olusturacak plakanin
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elastik ylizeyinin diferansiyel denklemi ve plaka elemanina ait enerji denklemlerine
ulagilmistir. Bu denklemlerden yararlanilarak burkulmanin tanimi ve analitik

denklemlerin elde edilisi gézden gecirilmistir.

Bu doktora ¢alismasi ile fonksiyonel derecelendirilmis plakalarin eksenel basi
yiikleri altinda tepkileri arastirilmis ve burkulma analizleri dikkate alinarak analitik
denklemler c¢o6ziimlenmistir. Fonksiyonel derecelendirilmis plakalarin analizinde
sonlu elemanlar yontemi kullanilmis ve karmasik problemlerin ¢oziimiinde yaklagik
degerler elde edilmesi saglanmistir. Ayrica ANSYS® paket programi kullanilarak
fonksiyonel derecelendirilmis plakalarda burkulma analizleri yapilmistir.
Fonksiyonel derecelendirilmis plakalarin farkli sinir sartlarina baglh olarak kritik
burkulma degerleri arastirilmistir. Elde edilen sonuglar literatiir c¢aligmalari ile

karsilastirilmustir.



2. LITERATUR ARASTIRMASI

Giliniimilize kadar aragtirmacilar plakalar tizerine pek ¢ok calismalar yapmiglar
ve gliniimlizde kullandigimiz diferansiyel denklemlerin temelini olusturmuslardir.
Bugiin kullandigimiz paket programlar ise ¢ok hizli veriler elde etmemizi
saglamaktadir. Bu sebeple literatiir arastirmasi yapilarak incelenen ydntemler
calismamizin ilerlemesinde ¢ok ciddi yon vermistir. Literatiir taramamiza oncelikli
olarak iilkemizdeki caligmalara g6z atarak baslanmistir. Fonksiyonel dereceli
malzemelerin {iretiminden baglayarak kullanim alanlarina kadar bir¢ok kaynak
bulunmaktadir. Burada fonksiyonel dereceli plakalar basta olmak iizere kullanilan
sayisal yontemler ve kullanilan programlar dikkatle incelenmistir. Yapilan ¢caligmalar

asagida siralanmistir.

Osman v.d. dikdortgen lamine plakalarin burkulma analizini incelemislerdir.
Diferansiyel denklemlerin ¢ozlimiinde sonlu elemanlar yontemini kullanmiglardir.
Dikdortgen kesit plakalarin gesitli en ve boy oranlarina gore burkulma degerlerini
elde etmiglerdir. Kullanilan teknigin dogrulugunu literatiirdeki sonuglar ile
karsilagtirmiglardir. Sonlu elemanlar yontemi tek eksenli ve ¢ift eksenli sikistirma
icin giivenilir yontem oldugunu gdstermislerdir. En-boy orani1 hem tek eksenli hem
de c¢ift eksenli yiikleme i¢in arttikga burkulma degerlerini etkiledigini
gostermislerdir. Yiiksek elastisite modiilii degerleri i¢in en boy orani ile burkulma

degerlerinin sabitlendigini ifade etmislerdir (Osman & Suleiman, 2017).

Girgin v.d. diferansiyel yontemini kullanarak deformasyon ve burkulma analizi
yapmislardir. Diferansiyel kareleme yontemi 1970’lerde Richard Bellman tarafindan
gelistirilmis sayisal bir ¢6ziim yontemidir. Siir kosullart ve yiikleme g¢esidine gore
cesitli c¢oziimler elde etmislerdir. Elde edilen degerleri mevcut degerler ile

karsilastirmislardir (Girgin vd., 2000).

Dogan makalesinde basit desteklenen ince ve kalin kompozit plakalarin
burkulmasini incelemistir. Hamilton prensibine dayali ince ve kalin kompozit
plakalar i¢in denklemler tliretmistir. Diizlem i¢i yliklere maruz ince ve kalin
kompozit dikdortgen plakalar icin hareket denklemini Hamilton prensibine dayali
olusturmustur. Calismasinda plakanin kenar oranlari ve anizotropinin burkulmaya
etkisini aragtirmistir. Sonuglar1 ise Ansys paket programi ve literatiirdeki sonuglar ile

karsilastirmistir (Dogan, 2020).



Evran c¢alismasinda tabakali fonksiyonel dereceli kabuk yapilarin kritik
burkulma yiik analizini yapmistir. Malzeme olarak silisyum nitriir ve paslanmaz celik
kullanmistir. Optimum tabaka seviyeleri sinyal giiriiltii analizi kullanarak elde
etmistir. Sonuglar ilizerinde 6nemli tabakalar ve onlarin yiizde katkilar1 varyans
analizi (ANOVA) kullanarak tespit etmistir. Maksimum burkulma ylik degeri

optimum tabakalarin farkli siralamasina bagli gergeklestirmistir (Evran, 2018).

Civalek v.d. dikdortgen plakalarda burkulma analizini Kirchoff teorisini
kullanarak incelemislerdir. Ayrik tekil yontemi benimsemislerdir. Karsilikli iki
kenarda esit olmayan yiik dagilimini dikkate almiglardir. Farkli sinir kosullar1 ve en
boy oranlar1 i¢in degerler elde etmislerdir. Elde ettikleri degerleri daha onceki
calismalar ve analitik c¢ozlimler ile karsilastirmiglardir. Kullanilan yontemin

dogrulugunu ve basitligini ortaya koymuslardir (Civalek vd., 2010).

Komur ve Sonmez delikli plakalarda eksenel yiik altinda burkulmay:
incelemislerdir. Sonlu elemanlar yontemi kullanarak kare ve dikdortgen delikli
plakada burkulma analizi yapmislardir. Burkulma kuvvetine etkiyen deliklerin ve

plaka geometrisinin dnemini ortaya koymuslardir (Komur & Sonmez, 2015).

Solmaz v.d. tabakali kompozit plakalarin burkula problemini incelemislerdir.
Capraz takviyeli cam fiber ve epoksi matriksten iiretilmis tabakali kompozit plakalar
kullanmiglardir. Farkli fiber takviye acilarinda simetrik ve anti simetrik tabaka
dizilimleri i¢in deneysel ve sayisal analiz yapmislardir. Ansys paket programinda
plakalarin  sonlu elemanlar modellerini hazirlayarak  burkulma yiiklerini
hesaplamiglardir. Anti simetrik tabaka dizilimine gore simetrik tabaka dizilimli
kompozit plakalarin burkulma yiiklerinin daha diigiik oldugunu ortaya koymuslardir

(Solmaz vd., 2010).

Isitan ¢alismasinda fonksiyonel dereceli malzemede lineer burkulma analizi
calismistir. Calismasinda eksenel olarak basiya zorlanan fonksiyonel olarak
derecelendirilmis malzemeyi incelemistir. Malzeme 06zelliklerinin kuvvet kuralina
uygun olarak genislik boyunca siirekli degistigini kabul etmistir. Ansys programi
kullanarak fonksiyonel dereceli malzemenin sonlu elemanlar simiilasyonunu
yapmustir. Derecelendirme, ylikleme yonii ve kuvvet kuralinin etkilerini ortaya

koymustur (Isitan, 2016).

Altan ve Kartal kare delikli ortotropik plakada burkulma analizi yapmislardir.



Bir dogrultulu statik diizlemsel yiikler etkisindeki basit mesnet kare delikli ortotropik
dikdortgen plakalarin  burkulma analizinde sonlu elemanlar yOntemini
kullanmiglardir.  Elde edilen sonuglarin kritik burkulma yiikiini dogrudan
etkiledigini belirtmislerdir. Delik boyutunun biiyiidiik¢e kritik burkulma degerinin
azaldiginmi gostermislerdir (Altan & Kartal, 2005).

Akhavan v.d. calismalarinda plakalarin burkulma analizinde kesin ¢oziimler
ortaya koymuslardir. Iki zit kenarda diizgiin ve dogrusal olarak dagitilmis diizlem igi
yiik uygulamislardir. Dikdortgen plakanin denklemlerini ¢ikarmak i¢in elastik temele
dayanan Midlin Plaka teorisini dikkate almislardir. Elastik temel Winkler modeline
bir kesme katmani ekleyerek Pasternak modeli olusturmuslardir. Ardindan temel
rijitlik katsayilarinin ve sinir kosullarinin etkisini arastirmislardir. Diizlem i¢i yiik
burkulmasma iliskin yiikleme faktorleri kapsamli bir sekilde tablo halinde
sunmuslardir (Akhavan vd., 2009). Tolga ve Akbulut dort bir kenarina dairesel
centik agilmis olan kompozit plakalarin burkulma davranislarini incelemislerdir

(Tolga & Akbulut).

Oktem A. S. fonksiyonel dereceli ileri kompozit plakalarin statik analizini
yapmistir. Analitik bir ¢6ziim teknigi kullanmistir. Plakanin mekanik 6zelliklerinin
kalinlik boyunca, bilesenlerin hacim oranlart 6l¢iisiinde iistel bir sekilde dagildig
kabul etmistir. Kismi tiirevli yiiksek dereceden lineer diferansiyel denklemlerin
olusturdugu sistem i¢in farkli sinir kosullarini incelemistir. Siireksiz fourier serileri
yontemini kullanarak fonksiyonel olarak derecelendirilmis kompozit plakalar
incelemistir. Elde edilen sonuclari Ansys paket program sonuglart ile
karsilastirmistir. Sonuclarin sonlu elemanlar yontemiyle elde edilen degerler ile

ortiistiigiinii gdstermistir (Oktem, 2014).

Ulkemizde fonksiyonel dereceli malzemeler ve kullanilan metotlar iizerine
bircok caligma yapilmis ve literatiirde yer almistir. Yapilan yaymlar tez ¢calismamin
ilerlemesinde 6nemli rol oynamistir. Daha sonrasinda ise uluslararast makaleleri ve
tezleri inceledigimizde Onemli calismalar oldugunu gormekteyiz. Fonksiyonel
dereceli malzemeler iizerine 6nemli yayinlar yapmis bilim insanlart gérmekteyiz.
Fonksiyonel dereceli plakalar, sonlu elemanlar yontemi ve plakalarin burkulma

problemi {lizerine yapilan 6nemli uluslararasi makaleler asagida siralanmistir.

Abolghasemi vd. eliptik kesim fonksiyonel derecelendirilmis malzemenin
burkulma analizini sonlu elemanlar yontemini kullanarak elde etmislerdir. Termal ve
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mekanik yiikler ayn1 anda uygulanmistir. Malzeme 6zelliginin plaka kalinlig
boyunca hacim oranina bagl degistigini kabul etmislerdir. Plaka formiilasyonu
Birinci Derece Kayma Deformasyon Teorisi (F.S.D.T.) ve eleman rijitlik
matrislerine dayal1 enerji prensibine gore incelemislerdir. Sinir sartlari, plaka en boy
orani ve kesme yarigapinin burkulmaya etkilerini incelemisler ve sonuclar1 grafikler
ile sunmuslardir (Abolghasemi vd, 2014). Alinia eksenel yiiklemeli izotropik

plakalarin burkulma davranislarini incelemistir (Alinia, 2004).

Asemi v.d., halka seklindeki plakalarin {i¢ boyutlu burkulma analizini
yapmuglardir. Plaka teorisi yerine ii¢ boyutlu elastisite yaklasimini kabul etmislerdir.
Radyal ve cevresel kesme yiikii i¢in farkli sinir kosullari i¢in burkulmaya etkisini
incelemiglerdir. Burada malzeme derecesi, sektor agilari, en-boy oranmi ve kalinlik

oraninin burkulmaya etkilerini arastirmislardir (Asemi vd., 2015).

Bhandari ve Purohit fonksiyonel dereceli plakalari incelemislerdir. Malzeme
degisim orani olarak gii¢, sigmoid, iistel denklemlerini kullanmiglardir. Fonksiyonel
dereceli plakanin statik analizi sigmoid yasasi ile yapmislardir ve elde edilen veriler

literatiirdeki veriler ile karsilastirmislardir (Bhandari & Purohit, 2014a).

Bhandari M. Ve Purohit K. fonksiyonel dereceli plakalarin farkli sinir sartlar
altinda enine yiikler etkisi altinda FDM malzemelerin ti¢ farkli durumu i¢in inceleme
yapmislardir. Fonksiyonel dereceli malzemeler ihtiyaca gore bilesenleri degistirilerek
farkli durumlara uyum saglamasi nedeniyle ¢esitli uygulamalarda en yaygin
kullanilan malzemelerden biridir. Miihendislik alaninda kullanilan ¢ogu yapisal
bilesen olarak kirisler, plakalar ve kabuklar olarak siiflandirilabilir. FDM plakalarin
kalinlik boyunca hacimsel orani ii¢ farkli yontemle incelenmislerdir. Bunlar sirasiyla
iissel oran, sigmoid, kuvvet kanunu yontemleridir. Yapilan ¢aligmada farkli tabaka
boyutlart ve ag boyutlar ile optimum degerler elde etmislerdir(Bhandari & Purohit,
2014b).

Chen ve arkadaglar1 Von Karman Plaka teorisine dayanan enine kayma
deformasyon etkisini dikkate alarak eliptik deleminasyonlu aksi-simetrik tabakali
dairesel plakalarin 6n burkulma yiiklerini bulmak i¢in denklemler olusturmuslardir

(Chen vd.,2001).

Chmielewski M. ve Pietrzak K. metal ile seramik iki malzemenin fonksiyonel

dereceli malzeme iretimi, karakteri ve uygulama alanlar1 {izerine ¢alisma



yapmislardir. Fonksiyonel dereceli malzemeler 6zel kullanim alanlar1 sebebiyle
iiretilmislerdir. Uretim yontemi, secilen malzeme 6zellikleri ileride kullanim alanlart

icin yon gdstermeyi amaglamistir (Chmielewski & Pietrzak, 2016).

Daimi ve Bhalchandra, seramik-metal fonksiyonel derecelendirilmis
malzemenin Ucgiincii Derece Kayma Deformasyon Teorisine gore termal burkulma

analizini yapmislardir (Daimi & Bhalchandra, 2014).

Daouadji H.T. ve Adim B. fonksiyonel dereceli plakalarin burkulmasina
analitik yaklasim yapmislardir. FDM plakanin hacimsel orani olarak iissel kuvvet
orani se¢mislerdir. Toplam potansiyel enerji prensibinden gerekli denklemleri elde
etmiglerdir. FDM dikdortgen plakanin farkli kalinlik oranlarina gore kritik burkulma
yiikii hesaplamiglardir (Adim vd., 2016).

Dima izotropik diiz plakanin merkez diizlemine etkiyen kuvvetlerin kritik
degerlerini belirlemek i¢in hizli bir metot kullanmistir. Sinir sartlar1 ve yiikleme
tiiriine gore kapsamli bir burkulma analizi amag¢lamistir. Dikdortgen diiz ince plaka
icin basit mesnet ve sabit mesnet sinir kosullarmi dikkate almigtir. Paket program
olarak Assist 6.6.2.2.0 Airbus France yazilimini tercih etmistir. Elde ettigi degerlerin

fakl1 iki metot ile Ortiistiiglinii gostermislerdir (Dima, 2015).

Dhiraj S. V., vd. fonksiyonel dereceli plakalarin kuvvet gerilme analizlerini
plakadan alinan dairesel parca i¢in ¢alisma yapmislardir. Yapilan calismada sonlu
elemanlar yontemi ve ANSYS APDL paket programi kullanmislardir. Fonksiyonel
dereceli perforeli plaka i¢in kuvvet analizi yapmislardir. FDM perforeli plakalar igin
uzama, gerilme konsantrasyonunun malzeme degisim oraniyla azaltabilecegini agiga

cikarmiglardir (Jadvani vd., 2017).

Doiphode ve Patodi plakalarda burkulma analizi i¢in sistematik bir birlestirme
prosediirii kullanmislardir. Denge denklemlerine dayali bir yontem Onermislerdir.
Entegre kuvvet metoduna dayali 9 bilinmeyen kuvvet ve 12 yer degistirme sebestlik
derecesine sahip plakanin analizini yapmislardir. Burkulma analizi i¢in gerekli olan
geometrik sertlik matrisini tiiretmislerdir. Mathlab yazilimi1 ve VB.NET yazilan
programlar ile tek eksenli yiikleme icin yedi farkli smir kosulu altinda calisma
yapmuslardir. Onerilen yontemin gegerliligini gdstermek icin klasik ¢odziimler ile

karsilastirmislardir (Doiphode & Patodi, 2012).

Feldman ve Aboudi fonksiyonel olarak derecelendirilmis plakalarin elastik
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catallanma burkulmasini incelemislerdir. Plakanin uzunluk, genislik ve farkh

tiplerinin etkilerini ortaya koymuslardir (Feldman & Aboudi, 1997).

Ferreira ortotropik davranisa sahip oldugu kabul edilen bir kompozit kabuga
cok katli Marguerre kabuk eleman formiilasyonu uygulamak suretiyle, kompozit
kabuklarin lineer olmayan analizini yapmistir. Malzemenin ortotropik bir davranisa
sahip oldugunu varsaymistir. Denge denklemlerini sonlu elemanlar yonteminin
Lagrange yer degistirme denklemini kullanarak tiiretmistir. (Ferreira & Barbosa,

2000).

Hajlaoui v.d. fonksiyonel dereceli yapilarin burkulma analizini incelemislerdir.
Calismalarinda birinci derece kayma deformasyon teorisini kullanmiglardir.
Malzeme oOzelliklerinin kalinlik yoniinde degistigini kabul etmislerdir. Bu sonlu
elamani1 fonksiyonel dereceli yapinin burkulma analizi i¢in kullanmislardir. Elde
ettikleri sonuclar1 daha oOnceki calismalar ile karsilastirmislar ve sonuclarin

ortiistiigiinii grafikler ile gostermislerdir (Hajlaoui vd., 2015).

Hamad ve Tarlochan, fonksiyonel derecelendirilmis i¢ i¢e plakalarin biikiilme
analizini diferansiyel kuadratir (GDQ) yontemini kullanarak elde etmislerdir.
Literatiirde elde edilen sonuclara yakinsadigini gostermislerdir (Hamad & Tarlochan,

2013).

Hasselman ve Youngblood c¢aligmalarinda kullandiklar1  fonksiyonel
derecelendirilmis plaka i¢in seramik ve alliminyum se¢mislerdir. Plaka alt ve plaka
iist yiizeyleri arasinda kademeli ge¢is diislinlilerek kompozit yapilardan ayrilmistir.
Malzemede kullanilan seramik diisiik 1s1 iletkenlik katsayisindan dolay: yiiksek 1s1l
direng ve kullanilan metalin islene bilirligi tasarimlarda fayda saglamistir

(Hasselman & Youngblood, 1978).

Hao Zuo Vd. dikdortgen plakanin lineer olmayan zorlanmis titresim analizi
calisma yapmuiglardir. Fonksiyonel dereceli plakanin malzeme o6zellikleri kalinlik
yoniinde siirekli olarak derecelendirmislerdir. Hareket denklemlerini Hamilton
ilkesine gore elde etmislerdir. Dalga sonlu elemanlar yontemini kullanarak basit
titresim, burkulma, egilme problemlerinin FDM plakalar i¢in ¢ézlimlemislerdir. Elde

edilen sonuclarin literatiirdeki sonuglara yakin degerler bulmuslardir (Zuo vd., 2014).

Hu vd. desteksiz plakalarin lineer olmayan ¢dziimleri i¢in analitik bir ¢6ziim

gelistirmiglerdir. Kare plaka i¢in yapilan analizlerde plaka boyutundan bagimsiz
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kenar yiiklemesinin, plaka boyunda meydana gelen kisalmaya iligkin grafikler elde

etmislerdir (C. vd., 1946).

Jaberzadeh v.d. fonksiyonel olarak derecelendirilmis egik ve yamuk plakalarin
termal burkulmasin1 incelemislerdir. Sekil fonksiyonlar1 en kiigiik kareler
kullanilarak olusturmuslardir. Malzeme o6zellikleri kalinlik koordinatinin bir gii¢
formu olarak degistigini varsaymiglardir. Dogrusal ve dogrusal olmayan sicaklik
artig1 ile en-boy orani gibi parametrelerin degisimini incelenmislerdir (Jaberzadeh

vd., 2013).

Jafar v.d. fonksiyonel dereceli bimorf dairesel plakada sinir sartlar1 olarak basit
mesnet ve ankastre mesnet i¢in kritik burkulma degerlerini ortaya koymuslardir.
Malzeme Ozelliklerini orta diizleme gore simetrik kabul etmislerdir. Gii¢ yasasina
gore kalinlik yoniinde malzeme degistigini kabul etmislerdir. Enerji denkleminden
dogrusal olmayan denge denklemlerini ifade etmislerdir. Kararlilik denklemleri ile
de kritik burkulma basinglarini elde etmislerdir. Plakanin kalinlik, yaricap, elastisite
oranlar1 ve sinir kosullari ile kritik burkulma degeri arasindaki iligkiyi ortaya

koymuslardir (Jafar & Mahmood, 2012).

Jafar E. J. vd. bimorf dairesel plakalarda burkulma analizi yapmiglardir.
Fonksiyonel dereceli bimorf dairesel plakada gercek burkulma degerleri elde
etmislerdir. Diizgiin radyal klasik teori ve dogrusal olmayan Von-Karman
denklemleri ile plakanin basit mesnet ve sabit mesnet sinir kosullar i¢in burkulma
yiiklerinin degisimini ortaya koymuslardir. Malzeme 6zelliklerinin orta yiizeye gore
simetrik oldugunu kabul etmislerdir. Orta ylizey saf metal ve iki tarafi seramik olarak
almiglardir. Enerji denkleminden dogrusal olmayan denge denklemlerini
tiiretmislerdir. Kararlilik denklemleri dikkate alinarak kritik burkulma basincini elde
etmisler. Plakanin kalinlik, yaricap degisim orani olmak tizere farkli sinir sartlarinin
etkisini incelemislerdir. Fonksiyonel dereceli bimorf dairesel plakada enerji yontemi
kullanilarak kalinlik ve daire cap degisenleriyle burkulma degerleri elde etmislerdir

ve daha Onceki ¢aligmalar ile karsilastirmislardir (Jam vd., 2013).

Janghorban c¢alismasinda fonksiyonel olarak derecelendirilmis dikdortgen
nanoplakalar1 incelemistir. Teori olarak tiglincii derece kayma deformasyon ilkesine
gore denklemler tliretmistir. Sinir kosulu olarak basit mesnet plaka icin degerler elde

etmistir (Janghorban, 2016).
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Kianian O. vd fonksiyonel dereceli plakalarin burkulma analizini sonlu serit
metodunu iki degiskenli aritilmis plaka teorisini uygulamislardir. Kullanilan teori ile
klasik plaka teorisi benzer sonuclar gostermistir. FDM plakanin hacimsel oran
degisiminde iissel kuvvet tercih etmislerdir. Plaka kalinligi, boyut orani, uygulanan
yiik, farklt smir sartlar1 durumu igin kritik burkulma degerleri i¢in karsilastirma

yapmislardir (Kianian vd., 2017).

Lanc v.d. fonksiyonel dereceli sandvi¢ kirigleri incelemislerdir. Lagrangian
formiliiniin alt tabanlarimi ortaya koymuslardir. Basit mesnet, sabit ve serbest
durumlar i¢in inceleme yapmislardir. Kritik burkulma ve 6n burkulma degerlerini
ortaya koymuslardir. Kritik burkulma degerlerini etkileyen parametreleri ortaya
koymuslardir (Lanc vd., 2015).

Liu v.d. fonksiyonel derecelendirilmis plakalara catlak olusturduktan sonra
tek ve ¢ift eksenli sikistirma yiikleri etkisi altinda burkulma analizini yapmislardir.
Method olarak genisletilmis sonlu elemanlar yontemini (XFEM) kullanmiglardir.
Kritik burkulma katsayisinin (CBC) iizerinde; malzeme derece, catlak uzunlugu ve

kalinligimin giiglii bir etkiye sahip oldugunu belirtmislerdir (Liu vd., 2015).

Mahdavian M fonksiyonel dereceli malzemede kritik burkulma katsayilarinin
degisen eksenel yiik ile degisimini incelemistir. Fonksiyonel dereceli dikdortgen
plaka icin denge ve kararlilik denklemlerini ortaya koymustur. Plakaya etkiyen basi
yiiklerini Airy stress ve Galerkin yaklagimlari ile analizler yapmistir. Gii¢ kanunu
indeksinin burkulma kuvvetine etkisini arastirmistir. Sonlu elemanlar yontemi ile

elde ettigi sonuglar1 daha 6nceki sonuglar ile karsilastirmistir. (Mahdavian, 2009).

Mansouri ve Shariyat, negatif poizon oranlarina sahip auxetic plakalarin
termo-mekanik burkulma analizlerini incelemislerdir. Burkulma analizlerini tek
eksenli ve iki eksenli yiiklere gore degerlendirmislerdir ayrica sicaklik ve neme bagli
malzeme Ozelliklerinin degistigini kabul etmislerdir. Sonug olarak kullanilan auxetic
malzemenin burkulma mukavemetini azalttigin1 hesaplamislardir (Mansouri &

Shariyat, 2015).

Martinez ¢alismasinda fonksiyonel dereceli malzemelerde sonlu elemanlar
yontemini kullanmistir. iki en yaygin metot diigiim tabanli derecelendirme ve Gauss
uyum bazli derecelendirmeyi uygulamistir. Bir dizi paradigmatik smir degeri

problemini ¢ozerek kapsamli bir sekilde karsilagtirma yapmistir (Martinez-Pafieda,
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2019).

Millar F. Ve David M. plakalarin stabilitesi {izerine bir ¢alisma yapmislardir.
Sonlu elemanlar yontemini kullanarak basit mesnet Kirchoff plakalar i¢in burkulma
analizi yapmiglardir. Elde edilen sonuglarin daha onceki ¢alismalar ile ortiistiiglinii

ifade etmislerdir (Millar & Mora, 2015).

Mohammed E.I. vd. fonksiyonel dereceli plakanin uniform olmayan sicaklik
artiglart i¢in termal burkulmasini incelemislerdir. Fonksiyonel dereceli plakanin
Ozellikle seramik kaplama i¢in kritik burkulma sicakliklarini arastirmislardir.
Galerkin metodu ile kritik burkulma yiiklerini elde etmislerdir. Bu ¢alisma FDM
plakalarmin kaplama kalinlig1 se¢iminde miihendislere yol gostermistir (Mohamed

vd., 2019).

Mohammadi vd. fonksiyonel dereceli ince plakalarda burkulma analizi
yapmiglardir. Malzeme 06zelliklerini kalinlik yoniinde giic fonksiyonu olarak kabul
etmislerdir. Klasik plaka teorisine dayali yonetim denklemlerini olusturmuslardir.
Fonksiyonel dereceli plakalar i¢in farkli yiiklemeler i¢in minimum toplam potansiyel
enerji denklemi ¢6ziime ulagsmislardir. Sinir sart1 olarak iki zit kenar basit mesnet
kabul etmislerdir. Kritik burkulma degerleri farkli smir kosullarina gore ortaya

koymuslardir (Mohammadi vd., 2010).

Mokhtar. vd. ¢alismalarinda birinci dereceden kayma deformasyon teorisini
kullanmislardir. Fonksiyonel dereceli malzemenin kalinlik yoniinde sigmoid dagilim
yontemi kullanilarak yapilan 1s1l burkulma analizinde farkli sicaklik dagilimlari
altinda sonuglar elde etmislerdir. Kritik burkulma degerinin sicakligin dagilima,
malzeme oranlar1 ve geometrik parametrelerin degisimi ile iligkisini incelemislerdir.

Elde edilen sonuglari klasik plaka teorisi ile karsilastirmislardir (Mokhtar vd. 2009).

Mozafari H. ve Ayob A. caligmalarinda dogrusal olarak degisen fonksiyonel
dereceli malzemeden olusan plakayr incelemislerdir. Basit mesnet plaka igin
mekanik burkulma yikiinii dikkate almislardir. Mekanik yiik altinda plakanin 6n
burkulma yiikleri i¢in varsayimlar, denge, kararlilik denklemleri ve bagntilar
kullanilarak elde etmislerdir. Kullanilan denklemler Kirchoff hipotezine ve Sanders
yer degistirme ifadelerine atifta bulunmusladir. Burkulma yiikii i¢in kapali form
¢oziimii kullanmiglardir. Sonuclar sabit kalinliga sahip bir plaka ile dogrulamislardir.

Farkli fonksiyonel dereceli malzemeler ve geometrileri ve yiikleme kosullari igin
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burkulma yiikii degisimini grafikler ile ortaya koymuslardir (Mozafari & Ayob,
2012).

Najafizadeh ve Eslami fonksiyonel dereceli dairesel plakay1 incelemislerdir.
Denge ve kararlihik denklemleri kullanilarak kritik  burkulma yiiklerini
belirlemislerdir. Denklemler Kirchoff hipotezi ve Sanders lineer olmayan sekil
degistirme denklemlerinden esinlenmislerdir. Elde edilen sonuglari daha Onceki

calismalar ile karsilastirmiglardir (Najafizadeh & Eslami, 2002).

Natarajan vd. calismalarinda fonksiyonel dereceli plakanin statik egilme,
serbest titresim, mekanik ve termal burkulma davramisini incelemislerdir. Mori
Tanaka yontemi ile elde edilen degerler daha 6nce elde edilmis mevcut ¢alismalar ile
dogrulamislardir. Parametrik ifadeler en boy orani, plaka egikligi ve smir kosullar

degistirilerek sonuglar elde etmislerdir (Natarajan vd., 2014a).

Natarjaan S. vd. fonksiyonel dereceli plakada ticgensel pargalar alinarak
analiz yapmislardir. Hiicresel parca esasli acgilir kayma yontemi kullanmislardir.
Basit egilme, basit titresim ve mekanik burkulma davraniglari incelemislerdir ve

literatiirdeki sonuclara yakin degerler elde etmislerdir (Natarajan vd., 2014b).

Noda yaptig1 calismada yiliksek sicaklikta kullanilan FDM’nin ani sicaklik
degisimlerinin oldugu alanlar1 incelemistir. Bu konuda daha 6nce Noda Termo
elastik ve termo elastik olmayan problemleri igeren bir arastirma yapmustir.
Caligmanin sonucunda malzemenin sicakliga bagli degisen ozelliklerinin dikkate

alinmasini tavsiye etmistir (Noda, 1999).

Pouladkhan calismasinda ince plakalarda burkulma analizi yapmistir. En
yaygin yontem olan denge yontemini kullanmistir. Dordiincii dereceden kismi
diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde denge denklemlerini kullanmistir. Plakada
sinir sart1 olarak basit mesnet ve ankastre mesnet tercih etmistir ABAQOUS
programi ile elde ettigi sonuglart her iki sinir sart1 i¢in ¢6zmiistiir. Gergek degerler ile
sonlu elemanlar yontemi ile elde ettigi degerleri karsilastirmistir (Pouladkhan vd.,

2011).

Praveen ve Reddy fonksiyonel derecelendirismis seramik ve metal plakalarin
tepkisini incelemislerdir. Fonksiyonel dereceli plakalarin statik ve dinamik
davraniglarin1 arastirmislardir. Problem olarak lineer ve lineer olmayan durum goéz

Oniine almis ve analiz etmislerdir. Seramik ve metalin hacim oranlar1 degistirilerek
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degisimleri gézlemislerdir (Praveen & Reddy, 1998a).

Przemieniecki sonlu elemanlar metodunu kullanmustir. ince plakalarin,
takviye ile giiclendirismis panellerin ve ince katli plakalardan yapilmis kolonlar igin

burkulma ve gerilmeleri aragtirmistir (Przemieniecki, 1973).

Ramu I. ve Mohanty S.C. tek ve iki eksen yoniinde etkiyen bas1 yiikii altinda
dikdortgen fonksiyonel dereceli plakada burkulma analizini incelemislerdir. Klasik
plaka teorisini kullanmislardir. Basit mesnet fonksiyonel dereceli plakada tek eksenli
ve ¢ift eksenli sikistirma yiiklerini arastirmislardir. Plakanin geometrisini degistirerek
kritik burkulma yiikiinii belirlemislerdir. Degisen plaka kesitleriyle burkulma
yiiklerini elde etmislerdir (Ramu & Mohanty, 2014).

Rao vd. sonlu elemanlar yontemi ile fonksiyonel dereceli plakalari
incelemislerdir. Termal ve mekanik yiikler altinda serbest titresim analizi
yapmiglardir. Fonksiyonel dereceli yapi i¢in iki saf malzeme olarak seramik ve celik
se¢mislerdir. Analize dayali olarak hem ince hem de kalin plakalar i¢in Snemli

sonuglar sunmuslardir (Rao vd.. 2012).

Reddy J. N. Fonksiyonel dereceli plakanin analizini yapmastir. Plaka iki farkl
malzemeden olusmustur. Fonksiyonel dereceli plakanin derecelendirilmesini kalinlik
yoniinde kabul etmistir. Kalinlik yoniinde elastik modiiliin degisimi i¢in {issel kuvvet
yontemini se¢mistir. Method olarak lcilinci derece kayma deformasyon plaka

teorisini kullanmistir (Reddy, 2000).

Reddy fonksiyonel dereceli plakalarin sicakliga bagli olarak degisimini
incelemistir. Fonksiyonel dereceli plakalarin kayma deformasyon teorisine
dayanarak analitik ve sonlu elemanlar yontemini kullanarak elde ettigi veriler daha

sonraki ¢caligmalara 6nemli katki saglamistir (Reddy, 2005).

Reddy Sidda B. Vd. calismalarinda analitik denklemlerin ¢oziimii ile basit
mesnet fdm plakalarin yiiksek kayma deformasyon teorisi (HSBT) kayma gerilmeleri
thmal edilerek incelemislerdir. Elde edilen sonuglar FDM plakalarin burkulma
problemlerinde Navier sonuglarima yakin sonuclar elde etmislerdir (Reddy vd.,

2013).

Ritchie ve Rhodes calismalarinda Rayleigh-Ritz metodunu kullanmislardir.
Perforeli plakalarin uniform gerilme ve sekil degistirmeleri ile burkulma

davraniglarin1 Rayleigh-Ritz metodunu kullanarak veriler elde etmislerdir (Ritchie &
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Rhodes, 1975).

Rivera ve Reddy fonksiyonel olarak derecelendirilmis yapilarin sonlu
elemanlar yontemi ile analizini sunmuslardir. Yedi parametreli ¢alismada birinci
derece kayma deformasyon ilkesini kullanmislardir. Alt1 derece serbest doma ilave
yedinci parametre olarak kalinlik gerilmesini almislardir. Mevcut ¢alismada yiiklerin
bazi durumlarda ANSYS ve ABAQUS paket programlart ile Ortlistiglini
gozlemlemislerdir. Bu nedenle ek ¢aligsma yapilmasinin gerekliligini ifade etmislerdir

(Rivera & Reddy, 2016).

Rohit ve Maiti ¢alismalarinda fonksiyonel dereceli plakayr incelemislerdir.
Fonksiyonel dereceli plakada basit mesnet sinir sarti i¢in burkulma davranigini
aragtirmiglardir. Dogrusal olarak degisen yiikler icin klasik plaka teorisini tercih
etmislerdir. Malzeme degisimini kalinlik yoniinde kabul etmislerdir. Fonksiyonel
dereceli plakada degisen parametreler ile burkulma yilik oranlarmni arasindaki

iligkileri gelistirmislerdir (Saha & Maiti, 2012).

Roshan L. Ve Neha Ahlawat fonksiyonel dereceli dairesel plakalarin
burkulma ve titresim analizini yapmuslardir. Temel klasik plaka teorisine gore
inceleme yapmislardir. Frekansin sifira yaklastigi noktada kritik burkulma ytiklerini

hesaplamiglardir (Ahlawat & Lal, 2015).

Saidi vd. calismalarinda fonksiyonel dereceli ince dikdortgen plaka igin
termal burkulma analizi yapmislardir. Klasik plaka teorisine dayanarak minimum
toplam potansiyel enerji ve kararlilik denklemlerini elde etmislerdir. Birlestirilmis
kararlilik denklemlerini bagimsiz denklemlere doniistiirmiislerdir. Plaka basit mesnet
iki zit kenardan desteklendigini kabul etmislerdir. Fonksiyonel dereceli plakada
kalinlik, yiikkleme kosullar1 ve indeksin kritik burkulma sicakligina etkisini ayrintili

olarak ortaya koymuslardir (Saidi vd., 2010).

Sarrami v.d. klasik plaka teorisini kullanarak fonksiyonel olarak
derecelendirilmis plakalarda yerel burkulma analizi yapmislardir. Analizde yontem
olarak sonlu serit yoOntemini kullanmislardir. Plakanin sertlik ve kararlilik
matrislerinin olusumunda minimum toplam enerji denkleminden faydalanmiglardir.
Plakanin en boy orani, iissel kuvvet degeri ve yiikleme tiliriine gore incelemeler
yapmislardir. Sonlu serit yontemi ile elde edilen degerleri literatiirdeki sonuglar ile

karsilastirmislardir (Sarrami-Foroushani vd, 2013).
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Shclack plakalarda burkulma konusunda birgok c¢alisma yapmistir. Bu
calismada Ritz enerji yontemini kullanmistir. Basit mesnet merkezi delikli kare
plakay1 incelemistir. Dikdortgen plakalarin stabilitesini analitik ve deneysel olarak

yaptig1 ¢alismalarla arastirmistir (Schlack, 1964).

Sidda Reddy vd. fonksiyonel dereceli plakanin burkulma analizini yliksek
derece kayma deformasyon teorisine gore incelemislerdir. Malzeme 6zelligi plakanin
kalinlig1 yoniinde degismektedir. Kullanilan yontemin fonksiyonel dereceli plakanin
burkulma analizinde verimli sonuglar agiga cikarmistir. Plaka kalinligi, elastik
modiil, uygulanan yiikk tipine gore kritik burkulma degerlerinin degistigini

gostermislerdir (Reddy vd., 2013).

Stavsky ve Friedland radyal yonde basi uygulanmis izotropik ve ortotropik
tabakalardan olusan ince elastik dairesel plakalar igin eksenel simetrik lineer
olmayan burkulma denklemleri gelistirmislerdir. Lineer 6zdeger problemlerini
cevresel olarak ankastre ve basit mesnet heterojen izotropik dairesel plakalar igin
kapali sekilde ¢ozmiiglerdir. Sabit burkulma parametrelerini optimizasyon saglayarak

elde etmislerdir (Stavsky & Friedland, 1971).

Swamy v.d. plakalarin burkulmasini incelemislerdir. Her bir yiikleme i¢in
plakanin farkli davranigmi ortaya koymuslardir. Yazilim olarak Ansys sonlu
elamanlar yontemini kullanmislardir. Homojen ve heterojen plakalarin c¢atlakli ve
catlaksiz durumlart i¢in ¢ézlimler tiiretmislerdir. Ayrica plakanin en boy orani ve

kalinlig1 gibi parametrelerde ¢oziime ilave etmislerdir (Swamy vd., 2015).

Singh S. M. Ve Thangaratnam K. sonlu elemanlar yontemini kullanarak FDM
ince kabuklarda termal ve mekanik yiiklerin etkisini arastirmislardir. COMSAP
bilgisayar programi kullanarak literatiirde elde edilen sonuglar ile kendi sonuglarini

karsilastirmislardir (Singh & Thangaratnam, 2014).

Signh S.J. ve Harsha S.P. fonksiyonel dereceli plakalarin statik analizine
lineer olmayan klasik plaka teorisini Von-Karman uzamasi ile incelemislerdir. Sinir
sartlar1 ve hareket denklemleri temel minumum potansiyel enerji metodu kullanarak
elde etmislerdir. Plakanin malzeme 6zelligi kalinlik yoniinde iissel kuvvet dagilimi
prensibini kullanmiglardir. Elde edilen sonuglar FDM plakanin kalinligr yoniinde

kuvvet dagilimi hakkinda bilgi vermistir (Singh & Tangaratnam, 2014).

Song vd. fonksiyonel dereceli polimer kompozit 6n gerilmeli plakalar ile
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grafin nano plakalarin egilme ve burkulma analizlerini yapmislardir. Basit mesnet
FDM polimer plakanin egilme ve burkulma degerlerini naviyer ¢oziim teknigi ile
aragtirmiglardir. Sayisal sonuglar hacimsel oran, plaka boyutlar1 ve geometrinin
egilme ve burkulma davranislarinda ¢ok etkili oldugunu tespit etmislerdir (Song vd,

2017).

Timoshenko c¢ift Fourier serisini kullanarak ilk kritik burkulma gerilmesini
denklemini olusturmustur. Plaka egilme analizinin uygulanmasi i¢in 6nemli katkilar
saglamistir. Yaptig1 calisma ile elastik plak ylizeyinin sekil degistirme enerjisi ve
plaka diferansiyel denklemlerinin yapisini belirtmistir. Timoshenko’nun o6nemli
katkilart arasinda, biiyiik ¢okmelerin gézlendigi dairesel plakalarin ¢éziimii ve elastik

denge problemlerin denklemlerini elde etmistir (P. TS., 1910).

Tran v.d. isogeometrik sonlu elemanlar yontemi ile fonksiyonel dereceli
plakada termal burkulmay1 incelemislerdir. Plakanin kalinligindan gecen 1s1 seri ile
ifade etmislerdir. Dairesel ve dikdortgen plaka geometrileri igin sayisal sonuglar elde

etmislerdir (Tran vd, 2013).

Valizadeh v.d. c¢aligmalarinda izo-geometrik sonlu elemanlar yontemini
kullanmiglardir. Fonksiyonel dereceli plakalarin statik ve dinamik davranislarin
incelemislerdir. Malzeme 6zelliklerinin sadece kalinlik yoniinde derecelendirildigini
varsaymislardir. Plaka birinci derece kayma deformasyon ilkesine gore hesaplamalar
yapmuslardir. Fonksiyonel dereceli plakanin statik egilme, mekanik ve termal
burkulma problemlerini titresim ve siipersonik flutter analiz yontemleri ile
incelemislerdir. Yapilan c¢alismalarin  dogrulugu 1iic boyutlu ¢oziimler ile

gostermislerdir (Valizadeh vd, 2013).

Ventsel and Krauthammer, 1850°de Kirchoff ince plakalar hakkinda c¢ok
onemli bir tez yaymlamistir. Bu tezde Kirchoff, plaka-egilme teorisinde kabul edilen
ve “Kirchoff’un Hipotezleri” olarak bilinen iki adet birbirinden bagimsiz varsayim
yayimlamistir. Bu varsayimlar kullanarak, Kirchoff, egilen plakalar i¢in {i¢ boyutlu
esneklik teorisinin enerji fonksiyonlarini basitlestirmistir. Plaka kenarinda sadece iki
sinir sartt oldugunu da belirtmistir. Kirchoff’un diger 6nemli katkilari, plakalarin
frekans denkleminin kesfedilmesi ve plaka problemlerinin ¢6ziimiinde sanal yer
degistirme metotlarinda yapilan giristir. Kirchoff’un teorisi plaka egilme teorisinin
duruluguna (kanitlanmasina, saglamlastirilmasma) katkida bulunmustur ve
uygulamada yaygin olarak kullanilmasini saglamistir (Ventsel vd, 2002).
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Xieng W. Ve Yu W. Ince plakalarda tek yonlii ve ¢ift yonlii basing altinda
burkulma analizi yapmuslardir. Metot olarak diferansiyel dortlii metodu
kullanmislardir. Burkulma degerleri mevcut analitik sonuglar sonlu elemanlar

sonugclari ile yakinsamaktadir (Wang & Wang, 2015).

Wang ve Yu Wang, dikdortgen plakalarda diferansiyel dordiin yontemi
(DQM) kullanarak burkulma yiiklerini hesaplamislar. Diferansiyel dordiin sonuglari
ile mevcut analitik sonuglar ve sonlu elemanlar verileri ile karsilastirarak

dogrulamislardir (Wang vd, 2014).

Whitney dikdortgen plakalarin egilme, titresim ve burkulma problemlerini
incelemistir. Analitik metotlarla plakalarin burkulmasini incelemistir. Ankastre
mesnet ve basit mesnet sinir kosullarini kabul ederek ¢ozlimler tiiretmistir (Whitney,

1970).

Yaghoobi ve Fereidoon fonksiyonel dereceli plakalarin analizi i¢in kesme
deformasyon yontemini kullanmislardir. Mekanik ve termal burkulmalart n inci
dereceden kayma deformasyon teorisini dikkate almiglardir. Diizlem igi ve enine yer
degistirmelerin biikkme ve kesme bilesenlerinden olustugunu vurgulamislardir.
Yonetim denklemlerini minimum toplam potansiyel ilkesinden tiiretmislerdir. Ayrica
Navier tipi kapali form ¢6ziim metodolojisini de Onermislerdir. Elde ettikleri
sonuglart klasik plaka teorisi, birinci dereceden kayma deformasyon teorisi, yliksek
dereceli kayma deformasyon teorisi ve rafine plaka teorisi ile karsilastirmali olarak

sunmuslardir (Yaghoobi & Fereidoon, 2014).

Yang ve Shen FD dikdortgen plakalarin  dinamik davranislarin
incelemislerdir. FD dikdortgen plakaya uygulanan yanal kismi yayili yiik etkisiyle
olusan deformasyonlar arastirilmistir. Malzeme Ozellikleri 1siya baghi ve ayni
zamanda kalinlik boyunca derecelendirilmis hacmim {issii olarak ele almislardir.
Plaka karsilikli iki u¢ desteklenmis ve donmeye karsida sinirlandirilmis. Kullanilan

denklemler ise klasik plaka teorisine gore uygulamislardir (Yang & Shen, 2001).

Yang J. vd. fonksiyonel dereceli dirdortgen plakalarin elastik burkulmasini
ele almislardir. Fonksiyonel dereceli plakalarin burkulma degerlerinin {iretim
metotlarindan dolayr farliliklar gosterdigini incelemislerdir. Birinci derece kayma

gerilme plaka teorisi ile burkulma yiik degerlerini elde etmislerdir (Yang vd, 2005).

Zenkour A.M. Ve Aljadani M. H. Fonksiyonel dereceli plakalarin mekanik
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burkulmasii yiiksel dereceli kayma ve plaka deformasyon teorisine gore
incelemislerdir. FDM plakanin hacimsel orani i¢in iissel kuvvet metodunu tercih
etmislerdir. Plakanin kritik burkulma degerlerini tek yonlii ve iki yonlii basing i¢in
hesaplamislardir. Cikan sonuglari literatiirdeki sonuglar ile karsilastirma yapmislardir
(Zenkour & Aljadani, 2018). Zienkiewicz plakalarin burkulmasini incelemistir.

Calismasinda sonlu elemanlar yontemini kullanmistir (Zienkiewicz & Taylor, 2005).

Yang ve Shen (2001) FD dikdortgen plakanin dinamik davranislarim
arastirmiglardir. FD dikdortgen plakaya uygulanan yanal kismi yayili yiik etkisiyle
olusan deformasyonlar arastirilmistir. Malzeme oOzellikleri 1siya bagimli ve aym
zamanda kalinlik boyunca derecelendirilmis hacmin {issii olarak ele alinmis. Plaka
karsilikli iki u¢ desteklenmis ve donmeye karsi da simirlandirilmis. Kullanilan
denklemler ise klasik plaka teorisine gore uygulamislardir (Yang & Shen, 2001).

Elastik modiil denklemi asagida yazilmistir.

2z+h]"
E=(ES—Em)[;] +E, @.1)
Poizon orani plaka kalinligina bagli denklem ise denklem 2.2’de yazilmistir.
2z+h]"
v = (vs — V) [%] + v, (2.2)

Praveen G.N. ve Reddy J.N. (1998) fonksiyonel dereceli seramik-metal
plakalarin Karman Plaka Teorisine gore kayma deformasyon c¢oziimlerini sonlu
elemanlar yontemi ile elde etmisler (Praveen & Reddy, 1998b). Yer degistirme

denklemleri olarak asagida yazilmistir.

u; = ulx,y,t) +z0,(x,y,t) (2.3)
uy = v(x,y,t) +z0,(x,y,t) 2.4)
uz = w(x,y,t) (2.5)

Burada t zaman, u;, uy, ve us toplam yer degistirmeleri ve (u, v, w) ise orta
eksenden x, y, ve z yonlerindeki yer degistirmeler olarak diisiinmiisler. Karman Plak

denklemlerini kullanarak fonksiyonel dereceli plakanin kalinlig1 boyunca degisimini

2z+h
2h

Py = (B = Po) 22" + B, 2.6)

Denklemiyle elde edilmistir. Burada Ps ve Pm seramik ve metalin fiziksel
ozellikleri; n ise hacimsel oran olarak almiglar. Burada n degerinin 0 olmasi

fonksiyonel dereceli malzemenin seramik plaka oldugunu gostermis. Ayrica
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yogunlugun plaka kalinlig1 ile degisimi iistel olarak degistigini hesaplamiglar. Sonlu
elemanlar metodu kullanilarak moment, kayma ve yiiklerin hesaplanmasi i¢in

olusturduklar1 matris denklemi elde etmisler.

Isil gerilme analizlerinde sabit yiizey sicakliklarinda seramik ve metal i¢in
sicaklik degisimini plaka kalinlig1 boyunca degistigini ama plaka uzunlugu boyunca
sabit kabul etmisler. Isil gerilme sonuglarini basit siirekli 1s1 transferi denklemlerini

kullanarak aciga ¢ikarmislar.

Bu tezde fonksiyonel dereceli malzeme olarak ilk olarak aliminyum-
zirkonyum daha sonra ise aliiminyum-seramik (Alimuna) secilmis ve bu malzeme
kombinasyonlarinin mekanik 6zellikleri; elastik modiil, poizon orani, yogunluk

degerleri Tablo 2.1°de gosterilmistir.

Tablo 2.1. Malzemelerin Mekanik Ozellikleri

Malzege ?;f;ﬂ(gl\l/\[/[ojéﬁlus) Poizon Oran1  Yogunluk

Aliminyum (Metal) 70 GPa 0.3 2707 kg/m’
Seramik (Alimuna) 380 GPa 0.3 3800 kg/m’
Zirconia (Seramik) 151 GPa 0.3 3000 kg/m’

Kabuk yap1 i¢in xy diizleminde ve xyz koordinat sisteminde kabugun
merkezinde (Anonim, 2014)

x = x(cx, )
y =y(xpB) (2.7)
z = z(%,B)

Plakada yer degistirme denklemleri;

' =u(x, B) — {wy

v =v(x, ) —{wg (2.8)
w = w(x,[)

Yiizey genleme denklemi olarak

1 w
( wtswit— )

&2 ? Ry
0 w2 W
{9 =18 ¢ = vy oWyt (2.9)
0
Vxy

2w
Uy +vx+wxwx+R—
xy
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Burada Ry, Ry, and R,y plak yiizeyinden yarigaplar olarak ifade edilmistir.

Isil gerilme analizlerinde sabit yiizey sicakliklarinda seramik ve metal i¢in
sicaklik degisimini plak kalinligi boyunca degistigini ama plak uzunlugu boyunca
sabit kabul etmisler. Isi1l gerilme sonuglarini basit siirekli 1s1 transferi denklemlerini

kullanarak aciga ¢ikarmislardir.
P =3k By,

P; ve Vj degerleri malzemelerin hacimsel oranlarin1 belirtmektedir. Uniform

kalinliga sahip plakalarda referans h/2 kalinlikta hacimsel oran:

_ 20+h)\p
Vi =)

olarak ifade edilmistir. Burada n ise 0<n<co degerlerini almaktadir. Elde edilen

denklemlerin yardimiyla eksenel kuvvet ve olusan moment denklemi ise

h
(Naps Mag) = J32 (L )pds

olarak ifade edilmektedir. Plakalarda olusan deformasyon denklemi yazilmistir.
W= ZW . (g“)sin nxn+ ZWM (n)sin mmug + ZZW,; sinmzag sinnzn  (2.10)
n=1 m=l1 m=1 n=1

Airy’s Stress denklemi olarak ifade edilmektedir ve sinir sartlart ifade edilerek
serinin yardimi ile ¢oziim yapilabilmektedir. Elde edilen sonuglar literatiirdeki

sonuglar ile karsilastirildiginda dogru sonuglar alindig1 gozlenmistir.

Elastik modiil E, 1s1] uzama katsayis1 a, poizon oran1 V kullanilmistir.

Ey = EsVs + En(1—-V) (2.11)
Az) = asVs + am (1 = V5) (2.12)
Vi) =V (2.13)

E. ve o, fonksiyonel dereceli metalin elastik modiil ve 1s1l uzama katsayilaridir
(Mahdavian, 2010). n, E ve o ise seramik malzemenin elastik modiil ve 1s1l uzama

katsayilaridir. Vy ise seramigin hacimsel oranidir (Lanhe, 2014). Denklemi ise;
V=(z/h+1/2)F (2.14)

Burada z kalinlik ekseni, h kalinligi, k {stel degeri sifir ya da sifirdan biiyiik

degeri ifade eder.
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Birinci Derece Kayma Deformasyon Teorisine gore asagida yazilmistir.
Ex = Uy + 20y, & =u, +z0,
Vay = Uy + Uy + 2Dy + By x)
Vox = Ox + Wy Vay = By t W,
Burada u, v ve w orta diizlemdeki bir noktanin plakanin x, y, z eksenlerine gore

yer degistirmelerini ¢x ve ¢y degerleri ise plakanin orta eksenine gore donmeyi

ifade etmektedir.

Plakalar i¢cin Hooke Kanunlarini asagida ifade edilmistir;

Oy = :7 [ex + ve, — (1 + v)aT] (2.15)
Oy = 1—va [e, +ve, — (1 + v)aT] (2.16)
E E E

Txy = myxy s Tzx = myzx > Tzy = 2(1—_'_1;)]’23/ (2.17)

Etkiyen kuvvet sonucu plakada olusan moment ve gerilme denklemleri ise
— hy, d _ e d . A )
Nij = f—h/zaif z, Mij = f-h/zaijz z, Q= f_h/zrij z

ifade edilmektedir. Karman Plak Teorisine gore denklemlerin acilimi yapilacak

olursa asagidaki denklemler elde edilmistir.

N, x + N, 0

vy =
Ny, + Nyyyx =0
My + Nyyy —Qx =0
My, +M,,—Q,=0
Qxx +0Qyy +q+ Newyy + Nyw,y, + 2Ny, Wy, = 0 (2.18)
Ug boyutlu durumda plakada yer degistirme alan1 bilesenleri,
u(x,y,z)=z0,(X,y), V(X,y,2)=z0y(X,)y), W(X,y,2)=w(X,y)

seklindedir ve ayrica referans eksene gore olusan donmeler 0, and 0y

degerlerinin Reissner- Mindlin denkleminde gerilme - genleme denklemi,
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o]l e | =l

Klasik gerilme- genleme denklemi denklem 2.19°da yazilmistir.

Ox

Uy]—zB[sxy], =] =[x (2.19)

Oxy

Seklindedir ve burada normal gerilmeler ve kayma gerilmelerini matris formda

B ve S olarak ifade edilmistir.

1 v 0 ﬂ
_Ealv 1 0 _En | 2
=17 0 o % , S = I (2.20)

Potansiyel enerji denklemine gore egilme, kayma ve yiikleme degerleri,
=1, + II; +II;

Burada sirasiyla dnce egilme enerji denklemi acilarak asagidaki denklemde

yazilmustir.
O-.X'
1

My == [, [exxeyyeny] [Gy ] av (2.21)
Oxy

Kayma enerji denklemi,

m, =% [rr][y"]dv (2.22)

s T 5 Jy Ltxty Yy .

Ve son olarak yiikleme enerjisi,

M= [ qwdv

Burada k kayma faktorii ve q ise yiik olarak ifade edilmektedir. Burada Hb

ifadesi sirasiyla elastik ve 1s1l denklemler olarak acgilarak ifade edilmistir.

ex,x
= f [0xx 0y Ory +6yx] I hz Bz?2 6y, dzdxdy (2.23)
Oxy + Oy
_ L , a(2)T(2)
m, = Efg [0 6y Oxy +9yx]f BZ a(2)T(z)|dzdxdy (2.24)
0
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Sonug olarak potansiyel enerji denkleminin sonlu elemanlar yontemi ile

fonksiyonel dereceli plakalardaki formiilasyonu
ST1(6y, 6, w) =0 (2.25)

[fade edilmektedir.
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3. KULLANILAN TEORi VE YONTEM

3.1. Plakalarin Elastik Analizi

Farkli geometrilere sahip plaka ve kabuklarin elastik analizi yillardir
aragtirmacilar tarafindan lineer, lineer olmayan ve farkli sinir sartlart altindaki
davraniglarini ele almiglardir. Yiiksek maliyetli ve giivenlik acisindan 6énem arz eden
plaka olarak insasi yapilan yapilarin elastik analizi yapilirken her tirli dis etki goz
oniinde bulundurulmasi 6nem arz etmektedir. Bu tez caligsmasinda plakalarin elastik
kararlilig1 temel dayanak noktasidir. Burada FDM plakanin analizinde plakalarin
elastik teorisi varsayimina dayandirilarak analizler elde edilmistir. Yapilan analiz
sonucunda  enerji  denklemi lineerlestirilmistir. ~ Burkulma  probleminin
incelenmesinde ¢0ziim yontemi olacak 6zdeger problemin elde edilmesi ile ¢ozlimler

yapilmuistir.
3.1.1. Ince Plakalarda Egilme

Plakalar kalinliklar1 diger boyutlar1 genislik ve uzunluk degerlerinden
olduke¢a kiiclik olan diiz yap1 elemanlaridir. Diger bir deyisle iki diizlem arasinda
kalan cisim plaka olarak tanimlanmaktadir. Diizlem yiizeyine dik olan ylikler
plakalar araciligr ile taginmaktadir. Plakalar pek ¢ok sektorde ozellikle; savunma
sanayinde fiize, roket rampalar1 olarak ve uzay-ucak sanayisinde, kiyr liman
yapilarinda, sivi ve gaz iletim hatlarinda kapaklar, celik saclar, tank tabanlari,
medikal sektdr, niikleer enerji santralleri ingasinda siklikla kullanilmaktadir. ki plaka
arasinda kalan uzunluk plakanin kalinlig1 olarak tanimlanmakta ve h ile gosterilir,
ince plakay1 tanimlamak i¢in yapilan kabule gore, kalinligin acikliga orani 1/20’den
az olmalidir. Sekil 3.1°de dikdortgen geometriye sahip bir plakanin yanlar1 boyunca
esit olarak dagitilmis momentler etkisi altinda egilmesini (biikiilmesini)
gostermektedir. Plakanin yiizleri arasindaki ortadaki diizleme plakanin orta diizlemi

olarak belirtilmistir (Chajes, 1974).
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M,

/\/\f\/“

Sekil 3.1. M, ve My, momentleri etkisindeki dikdértgen plakanin egilmesi

Plakalar ile ilgili genel varsayimlarda, plak orta diizlemine dik olan dogrularin
deformasyondan sonra diizgiin ve dik kaldig1 kabul edilmistir. Plaka orta diizlemine
dik olan gerilmeler ihmal edilebilecek degerde oldugu kabul edilmistir. Egilme
esnasinda orta diizlemde herhangi bir gerilme olmadigi varsayilir. Plakanin z ekseni
orta diizleme dik ve asag1 yonde pozitiftir. M,, y eksenine paralel kenarlarin birim
uzunlugu basina momenti ve M, ise x eksenine paralel kenarlarin birim uzunlugu
basina momentini temsil etmektedir. Plakanin kalinligi h ile gosterilir ve diger
boyutlara kiyasla kiigiik deger aliir. Sekil 3.2'de gosterildigi gibi, xz ve yz
diizlemlerine paralel iki ¢ift diizlemle plakadan kesilmis bir kesit iizerinde
calisilmistir. Plakanin egilmesinin, bu elemanin yanal taraflarinin diizlemsel kaldig:
ve sapma yiizeyine normal kalacak sekilde notr eksenler n-n etrafinda dondiigi
varsayilldiginda, plakanin orta diizleminin egilme sirasinda herhangi bir
deformasyona ugramadigi kabul edilmistir. Sonug olarak orta diizlem nétr bir yiizey

olarak bu ¢alismada kabul edilmistir.
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dx

dy : i
! h/2

h/2

Sekil 3.2. xz ve yz diizlemlerine paralel iki ¢ift diizlemle plakadan kesilmis bir eleman

Pozitif egrilik asag1 dogru digbiikey olan egilmeye karsilik gelmesiyle 7 / py, bu
notr yiizeyin zx'e paralel egriligini ve / / p, egriligi zx diizlemine paralel olarak, notr
yiizeyden z mesafesindeki bir eleman olan abcdmin x ve y ydnlerindeki birim

uzamalar su sekilde yazilmistir:
z z
&x = &y = — (3.1

Hooke yasasina gore bir alan elemandaki sekil degistirmeler, gerilmeler, elastik
modiilii cinsinden agagidaki formda yazilmistir:

1

L (O‘x — vay), & =< (ay — vax) 3.2)

&, ==
X E

Burada o, ve o, gerilmeleri, v Poizon oranidir. Gerekli doniistim ifadelerinden
faydalanilarak x ve y yonlerindeki gerilme ifadelerinin egrilik yarigaplar1 cinsinden

ifadesi asagidaki sekilde ifade edilmistir:

Ez 1 1 Ez 1 1
Ox =13 (; + VE>, 0y =13 <E + v;) (3.3)

Bu gerilmeler, tabakanin notr yiizeyden uzakligi (z) ile orantilidir ve

burkulmus plakanin kavislerinin biiytikliiklerine baghdir. Sekil 3.2'de elemanin yan
taraflarina dagitilan normal gerilmeler, dis momentlere esit olmasi gereken ciftlere

indirgenebilmektedir. Bu durumda asagidaki denklemler elde edilmistir:

h/2
f_}{/z o,zdydz = M, dy (3.4)
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f_h’{jz oyzdxdz = M,dy

Bu gerilmelerin dagilimindan olusan ciftlerin integrali ile ve onlarin toplamini
disa yonelik momentlere M,dy ve M,dx esitleyerek (burada M, ve M, birim
uzunluktaki kenar momentleridir). Denklem (3.3)’deki o, ve o, denklem (3.4)’iin

icine yazilarak x ve y yonlerindeki moment ifadeleri asagida belirtilmistir.

(3.5

Burada,

E fh/Z 24, = Eh3 (3.6)

T 1-v2J-h/2 T 12(1-v2)

ifadeye homojen plakanin burkulma sertligi tanimi yapilmistir. Plakanin yer
degistirmesi (w) ile gosterilerek kiris teorisinde oldugu gibi plakanin egriligi igin

yaklasik formiilleri su sekildedir:

1 %w 1 %w
px  0x2  p, 02 -7
Bu denklemler denklem (3.5)’te yerine yazilarak momentler:
9w %w
My =D (G +v )
a%w %w
My =D (GE+v5E) 35)

seklini almistir.
Plaka Tlizerindeki egilme momenti giftlerinin etkisi incelenmistir; M,, =

2
—p(L¥ oldugu gosterilmistir. Bu kaymadan dolayr bir elemanin gsekil
doxy Y

degistirmesinin analizini icermektedir (Timoshenko & Gere, 1961).

Bu denklemler M ve My verilmesi kosuluyla plakanin yiizeyindeki ¢6kmeyi
ifade etmektedir. Ozel durum olarak My = O alinarak dikddrtgen plaka bir kirig

seklinde burkulmustur. Denklem (3.5)’in ikinci denkleminden
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0%w/0x? = —v 3%?w/dy?seklinde elde edilmistir.

Plaka elastik olmayan bir ylizeyin burkulmas1 zit igaretlere sahip iki egrilige
sahiptir. M, = M, = M, oldugunda sapma yiizeyinin iki dik yondeki egriligi esittir ve
yiizey kiireseldir. Kiirenin egriligi denklem (3.5)’den 1/p = M/D(1 + v) seklinde

elde edilmistir.
3.1.2. Plakalarda Egilme ve Gerilme

Plakalarin bilesik egilmesi neticesinde olusan gerilmelerde su iki durum goz

oninde bulundurulmalidir.

1) Gerilmeler, kritik burkulma gerilmelerine kiyasla kiigiiktiir ve plakanin
egilme etkileri ihmal edilir ve toplam gerilmelerin, yanal yiikiin olusturdugu

gerilmelerde orta diizlem ile elde edildigi varsayilmustir.

2) Plakanin orta diizlemindeki gerilmeler kiiciik degildir ve plakanin

egilmesine etkileri dikkate alinmalidir.

Bu ikinci durum i¢in ¢okme yiizeyine karsilik gelen diferansiyel denkleminin
tiiretilmesinde, xz ve yz koordinat diizlemlerine paralel iki diizlem ¢ifti tarafindan
plakadan kesilen kiiciik bir elemanin dengesi dikkate alinmistir. Bu durumda,
plakanin orta diizleminde etki eden kuvvetler bulunmaktadir. Sekil 3,3’te gosterilen
kuvvetleri x ve y eksenleri iizerine yansitilarak ve bu yonlerde hareket eden higbir

cisim kuvvetinin olmadigin1 varsayarak, asagidaki denge denklemleri elde edilmistir:

ONy | ONyz 0

ax ay -

ONx | ONxy =0

dy dy (3 9)
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dx

a |-
i i x
z i i
b i N, i x
N, :
Xy
ON
N. “d
M L+ Pl
ON _
v N_ + : = dx
: )x
y ' >
T
aNr »x + ay y
N, +—dy

Sekil 3.3. Plakadan iki ¢ift kesilerek kiigiik bir elemanda kuvvetlerin yansitilmasi

Sekil 3.3'te gosterilen kuvvetlerin  z ekseni iizerindeki izdiistimii
diisiiniildiiginde, plakanin ¢6kme degeri hesaba katilmaktadir. Plakanin xz
diizleminde egriligi nedeniyle, normal kuvvetlerin N, z ekseni iizerindeki
1zdlistimiinli vermektedir.

~Nedy 2%+ (N +22) (224 2 ax) dy (3.10)

0x?
Denklemde yapilan sadelestirmeden sonra, bu ifade

2
—N, 23 dxdy + 522 dxdy (3.11)

Ayni sekilde normal kuvvetin z eksenindeki izdiisiimii N, ‘yi vermektedir.

%w 9Ny dw
—Nya—yzdxdy +Eadxdy (3.12)

Eger plakanin egilmesi g siddetindeki uniform yayili yatay yiikler nedeniyle
meydana gelmistir ve kiiciik bir elemanin dengesinin incelenmesiyle, disaridan
etkiyen yiik (g) oldugunda z ekseni tizerindeki izdiistimii ve kesme kuvvetleri Ny,

bagli ifadenin son hali su sekilde yazilmistir:
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02w 02w 02w
) + N, 27 + 2N

— ve
XY 9x0y

q+ Ny
(3.13)
32w d anya_W

dy +

N.. —
XY axdy x dxdy dy dy

Plaka tizerinde dis yiik (¢) ve egilme momentleri M,, M,, M,, etki ettiginde
plakanin egilme i¢in denge denklemi su sekilde ifade edilebilmektedir:

92 My 0?Myy | 0*My
axz 2 0xdy ayz q (3.14)
x,y ve xy’deki moment denklemleri
%w a%w
Mx =D (E + Va—yz),
a%w a%w a%w (3.15)
My =-D (ay2 + Vﬁ) ’ Mxy = _D(l N 1/) (axay)

Yanal yik olmadiginda ince plakalarin yer degistirmesi icin diferansiyel

denklemi su sekilde yazilmistir:

o*w 04w 04w
axt 2 0x?0y? + W ' (3.16)

Bu bir kirigin yanal kuvvet altindaki egilmesi i¢in ¢ikarilan temel denkleme
benzemektedir. Birinci ve {iglincii terimler, serit yanal ve eksenel momentleri, ikinci
terim bitisik seritlerde siirekliligi saglamak i¢in gerekli olan egilme etkisini
gostermektedir. Denklem (3.16) denklem (3.14)’de yazilmstir:

M, _O°M, 0O°M, o’w o*w o*w

- + =q+N + N, +2N _ ——
%’ oxdy | oy’ LT Vg T g2  Oxdy (3.17)

Eger yanal kuvvete ilaveten plakanin yanlarinda uygulanan kuvvetler var ise,
plakanin egilmesinde 6nemli etkisi olmaktadir. Eger, kenar kuvvetler iki yonde (Nx
ve Ny birim uzunlugu) ¢ekme halinde ve kayma kuvvetleri (Nxy ve Nyx birim
uzunluk) belirtmistir ve denklem (3.15)’deki Mx, My, Mxy ifadeleri yukaridaki son

denklemde ifade edilmistir:

o*w o*w w1 ( 22w
=2 (q+N,“Z+N
dx* 0x20y2 = oy* D q+ Nx dx2 + y

2%w 2%w
o 2N )

5 or0s (3.18)

Bu denklem SAINT VENANT tarafindan 1883'te elde edilmistir. Saint Venant
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tarafindan tiiretilen bu diferansiyel denklem, Nx, Ny, Nxy kuvvetleri, bu kuvvetlerin
kritik degerlerine kiyasla kiigiik olmadigr durumda, bir plakanin yer degistirmesi
yiizeyini belirlemede kullanilmaktadir. Elde edilen bu denklem (3.18) plakalarin
kararliliklar {izerindeki ¢alismalar i¢in bir temel teskil etmektedir. Bununla birlikte
bu denklem yiiksek deplasmanli problemler veya elastik olmayan egilmeler icermez.

Ayrica plakalarin bir¢cok problemi enerji metodu kullanilarak ¢oziilebilmektedir.

Plakanin orta diizleminde kuvvetler varsa, Sekil 3.3’te gosterilen elemanin

diferansiyel denklemleri su sekilde yazilabilmektedir:

ONy n 0Ny

% 3y +X=0

(3.19)

Tt 3% +Y =0

Denklem (3.18)’in son sekli asagidaki denklemde yazilmastir.
0w o*w  9*w
dx* T dx?dy? A ay*

0%w 0%w 0w ow 6W> (3.20)

==(qg+N N 2N, —— — -
D<q+ * a2 T y0y2+ XV 0x0y ox dy

3.1.3. Plakalarin Egilmesinde Sekil Degistirme Enerjisi
3.1.3.1. Tam Egilme

Bir plaka elemam i¢inde tutulmus sekil degistirme enerjisi Sekil 3.1°de
goriildiigii gibi egilme momentleri tarafindan yapilan isin toplamidir. Bu daha 6nce
oldugu gibi plakanin orta diizlemindeki burulmay1 ve kayma kuvvetleri tarafindan
yapilan is ihmal edilmistir. Bu eksenel ¢ekme ve basingtan dolayr sekil degistirme
enerjisinin ve kayma sekil degistirmelerin normal olarak hesaba katilmadig: yerde,
kirig teorisiyle benzerdir. Diizglin dagitilmis egilme momentleri M, ve M, ile bir
plaka egilmesi, Sekil 3.2'de gosterildigi gibi bir elemanda biriken sekil degistirme
enerjisi, plakanin egilmesi sirasinda eleman tizerinde M.dy ve M,dx momentlerinin
yaptig1 is hesaplanarak elde edilmistir. Elemanin kenarlar1 diizlemsel kaldik¢a, M.dy
momentlerinin yaptig1 ig, egilme sonrasi elemanin kenarlar1 arasindaki agi ile

moment carptminin yarist alinarak elde edilmektedir. Yaklasik olarak xz
2
diizlemindeki plakanin egriligi _ZTV; seklinde temsil ettiginden M, dy momentine

2 2
karsilik gelen ag1 — 27'/; dx seklini alir ve nihayetinde — % M, ZTV: dxdy seklinde elde
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edilmektedir.

M, dx momentleri tarafindan iretilen is icin de benzer bir ifade elde

edilmistir. Egilmeden dolay1 toplam enerji su sekilde ifade edilmistir;

1 0%w
dUu = _E(Mxﬁ-l_Mya z)dXdy

Biitiin bu ifadeler denklem (3.15)’te yazilacak olursa sekil degistirme enerjisi

asagidaki sekilde ifade edilmistir:

av=1p [(@)2 + ("Z_W) gy LW oW ]d dy (3.21)

2 dx2 dx2 9x2 9x?

Plakanin toplam sekil degistirme enerjisi, Denklem (3.21)'in asagidaki gibi

integrali ile elde edilebilmektedir:

v=30 [(G) + (G v

Burada alinan integral plakanin tiim yiizeyini belirtmektedir. Yukaridaki

(3.22)

denklemde rijitligi ifade eden D integralin disinda olduguna dikkat edilmeli, ¢iinkii
degeri plaka boyunca degismez, yani plaka homojen plakadir. Ancak, fonksiyonel
dereceli plaka diisiiniildiginde, D degeri artik plaka kalinligi yoniinde degisir ve
enerji ifadesi, D (x, y) fonksiyonu olarak integralin i¢inde degisken terim olarak
belirtilmistir. Bu bdliimde sadece homojen durum ele alinmistir. Bununla birlikte,
ilerleyen boliimde D'nin isleve gore plaka i¢cinde degistigi yani fonksiyonel dereceli

plaka i¢in ele alinacaktir.
M., dy momentleri icin sekil degistirme enerjisi ifadelerinin tiiretilmesinde

karsilik gelen ac1 ( ) dx’dir. Dolays1 ile dy nedeniyle sekil degistirme enerjisi su

. . 1 a2 1 92
sekilde elde edilmistir: EMxy % dxdy = ED(l —-v) (%) dxdy,

M,.dx tarafindan ayni miktarda enerji Uretilecektir, boylece sekil degistirme

. . 32w \? . .
enerjisiD (1 — v) (m> dxdy seklini almustir.

Egilme, egilme momentleri tarafindan {iretilen isi etkilemediginden, bir
plakanin bir elemaninin toplam sekil degistirme enerjisi, burkulma enerjisi ve enerji

burkulmasi birbirine eklenerek elde edilmistir:
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dU =D [("’Z—W)2 + ("’Z—W)2 +2v 227“2”%”] dxdy + D(1 —v) (;j—awy)z dxdy

2 dx2 dx2

Bu ifadenin tiim plakaya entegre edilmesi asagidaki enerji ifadesini vermistir:
U—lD 0%w 2+ d%w 2+2 0%w 02w
) d0x? 0x? Vox? 9x2

r2(1—v) 0w 02w 92w\’ dxd
Y 9x2 ax2 0x0y xay

Biitiin bir plakadaki toplam enerji denklemi (3.22)’nin integrali alinmasi ile

bulunmustur. Buda Bryan’in 1891 de buldugu denkleme gostermistir (H., 1891).

_ 1 2w a2w\? a%w 9w 92w\ 2 (3.23)
U=3;D {(EJ’E) —2(1-v) [a_a__ (axay) ]}dxdy

3.1.3.2. Bilesik Egilme ve Gerilme

Bu durumda, ilk olarak orta diizlemdeki kuvvetlerin uygulandig: varsayilmaistir.

Dolayisiyla sorun, iki boyutlu bir elastisite teorisi problemidir.
Diiz sekil degistirme durumunda, asagidaki denklemler iki boyutlu durum igin
gecerlidir:
Ex = %(O‘x — vay)
& = %(Uy —voy)

1 3.24
Vay = G lxy ( )

x,y ve xy sekil degistirmeleri ve kayma sekil degistirme ifadeleri
1
& = (Nx - vNy)

1
&y = — N, —va)

Ny 3.25

ey =2 (3.25)
Burada kayma modiili G = E_
2(1+v)

Bu diizlemde uygulanan kuvvetler tarafindan plakanin orta diizleminin

deformasyonundan kaynaklanan enerji U:
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1
U= 3 (Nxex + Nyenyyyxy) dxdy

1
=——[NZ + N} = 2UN,Ny, + 2(1 + v)NZ, | dxdy (3.26)

Plakanin orta yiizeyindeki herhangi bir noktanin yer degistirmelerinin x, y ve z
yonlerindeki ii¢ bilesen sirasiyla u, v ve w tarafindan deforme olacaktir. Bu diizlemin

(bkz. Sekil 3.4) x yoniindeki AB dogrusal elemani gbz Oniine alindiginda, u yer

e . . ] . e et
degistirmesi nedeniyle elemanin uzamasinin idx ‘na esit oldugu goriilebilir. Ayn

2
elemanin yer degistirmesi nedeniyle uzamasi w; %(Z—V:) dx seklindedir. Plakanin

ortasinda alinan bir elemanin x yoniindeki toplam birim uzamasi:

; _Ow 1/0dw 2
e =20+2(2) (3.27)

Benzer sekilde, y yoniinde sekil degistirme:

P 0w 1(%)2 (3.28)

83’_5 2

Sekil 3.4. Bir AB eleman {izerindeki yer degistirmeler

w yer degistirmesinden kaynaklanan kesme gerilmesinin belirlenmesi igin,
Sekil 3.5'te gosterildigi gibi x ve y yonlerinde iki sonsuz kii¢lik dogrusal eleman OA

ve OB alinir.
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Sekil 3.5. Plak tizerinde alinan iki sonsuz kiigiik dogrusal elemanin.x ve y yonlerindeki yer
degistirmeleri
Yer degistirmeler nedeniyle bu elemanlar O;A; ve O;B; pozisyonlarini alir.

A10;B; ve m/2 agilar arasindaki fark w yer degistirmesine karsilik gelen kesme

) A s OwAw ) . , . aw aw,
gerilmesidir. U¢ggenden BCB;, CB,’nin %% 3y dyesit oldugu ve CO;B,’ninde 2% 3y

esit oldugu goriilmektedir. Bunu u ve v yer degistirmelerine kaymaya eklersek

asagidaki denklemi vermektedir:

ou  0v OJwdw
Yo' =5t it ax oy (3.29)

Orta diizlemdeki sekil degistirmeler €,', &,’, ¥y, egilme nedeniyle &,, ¢,, ve
7w 1le kiyaslandiginda kiigiik oldugu kabul edilmistir. Orta diizlemin ilave

gerilmesinden dolay1 gerinim enerjisini biikme sirasinda Nx, Ny ve Nxy kuvvetlerinin

sabit kaldigini kabul ederek: (Ny&, + Nye, + Nyy¥yy )dxdy

Denklem (3.23) ile temsil edilen egilme enerjisini toplama ve ikame
edilmesiyle £,/, &,’, ve yxy' onlarin ifadeleri (3.27), (3.28) ve (3.29) egilme ve
basma veya cekme sirasinda plakanin sekil degistirme enerjisindeki toplam

degisiklik asagidaki denklemde verilmistir:

v=[n2en, 2 (au+av)]dd
L Fox Yoy \ay  ox xay
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1 N (6W>2+N (6W)2+2N ow ow dxd

2 Y 9x dy (3.30)
+D 82W+62W 2 201 ) d0%w d%w 2w\’ dxd
2 (\0x? = 0x? V%2 9x2 dxdy xaey

3.1.4. ince Plakalarin Burkulmas:

Bir plakanin orta diizlemine uygulanan kuvvetlerin kritik degerlerinin
hesaplanmasinda, sikistirilmis ¢ubuklar durumunda oldugu gibi ayni yontemler
kullanilabilmektedir. Orta diizlemde etkiyen kuvvetlerin kritik degerleri, baglangigtan
itibaren plakanin bir miktar baslangi¢ egriligine veya bir miktar yanal yiiklemeye
sahip oldugu varsayilarak elde edilmistir. Bu durumda, ¢6kmelerin sonsuza kadar
artma egiliminde oldugu orta diizlemdeki kuvvetlerin degerleri genellikle kritik
degerlerdir. Bu tiir stabilite problemlerini arastirmanin bir baska yolu, orta
diizleminde uygulanan kuvvetlerin etkisi altinda plakanin hafifce biikiildigiini
varsaymak ve ardindan plakayr bu kadar hafif burkulmus bir sekilde tutmak i¢in
kuvvetlerin sahip olmasi gereken biiyiikliikleri hesaplamaktir. Bu durumda ¢okme
yiizeyinin diferansiyel denklemi, dis kuvveti sifir olarak etkiyen asagidaki

denklemden elde edilmistir:

04w o*w otw 1 ( 2%w 2%w OZW) (3.31)

dx* dx20y2 T ay* - D Nx dx2 T Ny ay?2 + Zny dxdy

En basit durum, Nx, Ny ve Nxy kuvvetleri plaka boyunca sabit oldugunda elde
edilmistir. Kuvvetlerin yaptig is, plakanin her tiirlii denge sekli i¢in egilme sekil
degistirme enerjisinden daha kiiglikse kararlidir. Ayni i, herhangi bir yanal sapma
sekli i¢in egilme enerjisinden daha biliylik olursa, plaka kararsizdir ve burkulma
meydana gelir. Dis kuvvetlerin ¢alismasini egilmenin sekil degistirme enerjisine

esitledigimizde, kuvvetlerin kritik degerlerini asagidaki denklemden bulunmugtur:

[ (v

Y ax oy
1 2w . 92w\? 2%w 9%w 32w\ 2 (3.32)
=3D {(a +53) —20-v) [a—w -~ (55) ]}d"dy

Kabul edilen N,, N,, ve N, kuvvetleri ortak faktor y ’ye sahip belirli ifadelerle
temsil edilir, boylece N, =yN,’, N, =yN,', Ny, =yNy, 7y artinlarak bu
kuvvetlerde eszamanli bir artis elde edilir. y *nin kritik degeri denklem (3.32)’den

elde edilir,
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%w 92w 2 a%2walw (92w 2]
D{(ax2+ay2) —2(1-v) 9x2 ayz_(axay) ] dxdy

Y = 2 2
r(Ow 10w 1owow
_[Nx (E) +Ny (W) +2Nxy Bxay]dxdy

(3.33)

vy min hesaplanmasi icin, her bir 6zel durumda, verilen sinir kosullarini
karsilayan ve ifadeyi denklem (3.33) minimum yapan, yani fonksiyonun varyasyonu
denklem (3.33) sifir olan bir w ifadesi bulmak gerekmektedir. Pay:1 I; ve payday1 I,

ile ifade ederek, ifadenin denklem (3.33) varyasyonunu su sekilde bulunmustur:

1,2
Varyasyon operatorii ¢ farklilagtiran operator dgibidir.

Denklem sifira esit oldugunda oy ve ;—1 =y ile su sekilde elde edilmistir:
2

i(c?]l —v.81,) =0 (3.35)

Enerji denkleminde kritik yiiklerin yaklasik bir hesaplamasi i¢in, bir dizi
seklinde ¢okme i¢in bir w ifadesi yazilmastir.

w = aif1(x,y) + ax f2(x, y)+. - (3.36)

f1(x,y), f2(X,y),. .. fonksiyonlarinin w i¢in sinir kosullarini sagladigi ve plakanin
biikiilmiis yilizeyinin temsiline uygun olacak sekilde se¢ildigi, Dizinin a;, ay,...
katsayilari, denklem (3.33) ifadesini minimum yapacak sekilde secilmelidir. Bu

minimum kosullar1 kullanarak asagidaki denklemler elde edilmistir:

ol al,
oa, ' oda;
(3.37)
ol al,
oa, 'oa,
Denklemler (3.37) a;, ap,... 'deki homojen dogrusal denklemler sistemi

olacaktir. Bu tir denklemler a;, a,,... sonucunu verebilmektedir. Sifirdan farkli
¢Oziimler ancak bu denklemlerin determinanti sifir ise “Hessian Determinant” olarak
adlandirilan bu determinant sifira esitlendiginde, y icin kritik degeri belirleyen bir

denklem elde edilecektir (Timoshenko & Gere, 1961).

3.1.4.1. Tek Boyutta Uniform Sikistirilmus Basit Mesnet Dikdortgen

Plakalarin Burkulmasi

Bu sorunun ¢oéziimii G. H. Bryan tarafindan, 1891'de verilmistir. Dikdortgen
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bir plaka orta diizleminde N, basing kuvvetleriyle, x = 0 ve x = a kenarlar1 boyunca
uniform olarak dagitilirsa (Sekil 3.6), burkulmus plakanin ¢dkme yiizeyi serilerle
temsil edilebilmektedir:

nmy

W = Eiim1 Ziim1 Gmn SIN == Sin = (3.:38)
a

le >l X

¢ ! >

—_— «— >
—_ -«—
) 4_
—_— «—
_> «—
b —

:: N

<4—
Ny — -«
_’ «—
—_ -«—
e «—
e «—

<
«—

Sekil 3.6. Kenarin birim uzunlugu basina basing kuvvetinin biiyiikliigii olan N, ile sikistirilmig bir
plaka

Bu durumda egilmenin gerinim enerjisi ifadeden denklem (3.39) olarak

o[ [ G5

verilmistir:

X (3.39)
21— 02w 02w 0%w dxd
V9% ax2 0x0y xay
w ifadesi denklem (3.38) ile ikame edilirse:
1 a b{ ® 2 m2m2

U= —DJ f Z Z Amn < >
2 0 -0 m=1n=1 a

(3.40)

n’n?\  mnx _ nmy
+ sin

2
% o sin— } dxdy

Dikkatle bakildiginda;
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_ab.zmnx.zm_% .
U= [, [, sin® —=sin® == = — seklinde elde edilmistir.

Sonug olarak;

2

b o o 2.2 2.2
U= %D2m=12n=1amn2 (ma_;r nbz ) (3.41)
ya da:
2 2
B0 =D 5 5 (242 s G4

Denklem (3.32) 'den, plakanin burkulmasi sirasinda basing kuvvetlerinin
yaptigl is

2 2\ 2

n%b . . n*ab . . m n
TNx Zm:l Zn:l mzamnzz 8 D Zm:l Zn:l amnz (F + b_z) (3'43)

Burada burkulmaya etkiyen kuvvet denklemi (3.44)’te goriilmektedir.

2 .2
m2a?D Y1 Yoot amnz(r:_z"'z_z) (3.44)

Ym=12ne1 M2 Amn?

X

N 'in en kiiclik degeri, n degerinin 1'e esit alinmasiyla elde edilmistir. Bunun
fiziksel anlami, bir plakanin, sikistirma yoniinde birka¢ yarim dalga olabilecek,
ancak dikeyde yalmizca bir yarim dalga olacak sekilde burkulmasidir. Basing

kuvvetlerinin kritik degeri i¢in ise ifade sdyle yazilmistir:

Ny =22 (m +i+;‘—j)2 (3.45)

Bu ifadedeki ilk faktor, birim genislige ve a uzunluguna sahip bir serit igin
Euler yiikiinii temsil etmektedir, ikinci faktor kesintisiz plakanin stabilitesinin, izole
edilmis bir seridin stabilitesinden ne oranda daha biiylik oldugunu belirtmektedir. Bu
faktoriin biiytlikliigl, a/b oraninin biiyiikliigiine ve ayrica plakanin biikiildiigli yarim
dalga sayisin1 veren m sayisina baghdir. Eger a uzunlugu, b'den kiigiikse, denklem
(3.44) ifadesinin parantezindeki ikinci terim her zaman birinciden daha kiiclik
olacaktir ve ifadenin minimum degeri, m = 1 alinarak, yani plakanin yaridan

biikiildiigiinii varsayarak elde edilmistir ve ¢okme ylizeyinin formu

. X . Ty
W = aq1Sin—sin—
a b

Denklem (3.44) m = 1 olan kritik yiik asagidaki formda gosterilmektedir;
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2 2
(No)er =22 (242) (3.46)

Eger a = b ise, yani kare bir plakada kritik burkulma ifadesi, yiikiin kritik
degeri en kiiciiktiir. Bu durumda:

4m?D

=2 (3.47)

(Nx)cr =

3.1.4.2. Dikdortgen Plakanin Tek Yonli Basin¢ ve Dort Kenarindan
Ankastre Mesnet
Sekil 3.7°de gosterildigi gibi dikdortgen plaka icin iki yonde dikey ytik etkisi

altinda, burkulmus plakanin ¢c6kme ylizeyi ifadesi ile temsil edilmistir:
_ 6 21X 21y
w = Z(l — cos T) (1 — cos T) (3.48)

Plaka simir sartlar1 olarak; dort kenarindan sabitlenmistir. Tek yonli yiik
eylemine tabi tutulan kare plakanin 6zel durumunda, yiikiin asagidaki kritik degeri

elde edilmistir:

(N,),, = 10.07 =2 (3.49)
xJer = . e .
a
lg al
le —>|
X
- — —
_> 4—
_> 4_
—’ 4_
—> 4_
_> 4—
b —> «—
_> 4_
N, — N
_> 4_
- -
v «

l

y

Sekil 3.7. Tiim kenarlar boyunca kenetlenmis ve x yoniinde sikistirilmis dikdortgen bir plaka

3.2. Sonlu Elemanlar Yontemi

Bu metotta cismin “sonlu” boyutta ¢ok sayida “elemana” ayrildigi kabul

edilmistir. Metodun adi da buradan gelmektedir. Cisim uzayda (n = 1,2,3) boyuta
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sahip, n-boyutlu sonlu elemanlar sistemine ayrilmaktadir (Zienkiewicz, 1978).

Bir boyutlu cisimler diigiimlerle, iki boyutlu cisimler ¢izgilerle, ii¢ boyutlu
cisimler diizlemlerle sonlu elemanlara ayrilmaktadir. Bir boyutlu cisimlerde sonlu
elemanlar farkli uzunlukta olabilirler. Ancak iki veya ii¢ boyutlularda elemanlar, esit
olmayan boyutlarda olabilecegi gibi farkli sekillerde olabilir. Bununla birlikte biitiin
durumlarda cismi temsil eden sonlu elemanlar diiglimlerle baglanacaktir. Sonlu
elemanlarin digtimlerle baglanis durumu en iyi sekilde anlagilmaktadir. Burada

diizgiin, birim kalinlikla biri tiggen digeri dikdortgen diizlem sonlu eleman vardir.

Diigiimler kaldirildiginda elemanlar birbirinden ayrilacagindan komsu sonlu

elemanlar arasinda fiziksel stireklilik yoktur.

Metodun ¢6ziimlemesinde bundan sonraki adim, cismi temsil eden elemanlarin
her birinin “eleman rijitlik matrisi’ni {element rijitlik matris) tanimlamaktir. Daha
sonra eleman rijitlik matrisleri, “parcalara ayrilmis cismin tanimina ait” tiimel rijitlik
matrisi’ni (overal stiffness matris) olusturmak iizere toplanir. Bu toplamada, cismin
sonlu eleman modelindeki biitiin diigiimlerde kuvvetlerin dengesi ve yer
degistirmelerin siirekliligi saglanir. Buradan ifade edilen matris [K]{d}={P}

ulasilmistir.

[K], cismin tiimel rijitlik matrisini tanimlar. Tiimel kuvvet vektorii {P}, biitiin
diiglimlere uygulanan dis kuvvetleri; {3} ise, biitlin diiglimlerin yer degistirmelerini
gostermektedir. [ ] isareti kare (veya dikdortgen)matrisleri, { } isareti vektorli

gosterecektir.

[K]{6}={P} incelenirse, [K] nitelik bakimindan, pargalara ayrilmis cisimde

birim yer degistirme olusturacak kuvveti ifade etmektedir. Buradan cismin sonlu

......

“yay sabitine” karsilik olacagi aciktir. Dolayisiyla sonlu elemanlar metodu, esasi

itibariyle cismin “rijitlik” agisindan analizinin yapildig1 bir metottur.

Cisme etkiyen belirli dis kuvvetler ve belirli bir sinir sartlar1 takimi igin,
[K]{8}={P} denkleminden tek ¢Oziim olarak diiglim yer degistirmeleri {0}
bulunmustur. Yer degistirmelerden de gerilmeler ve sekil degistirmeler

hesaplanmustir.

Ozetlenirse bu problemin sonlu elemanlar metodu ile ¢dzmek icin sirast ile
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asagidaki islemlerin uygulanmasi gerekir:
1) Cismi bir sonlu elemanlar sistemi halinde “parcalara” bolme.

2) Cismi temsil eden elemanlarinin her birinin “eleman rijitlik matrisi” ve

diger ozelliklerinin ¢ikarilmasi. (Yiik matrisi, soniim matrisi v. B.)

3) “Tlimel rijitlik matrisi” [K ], ve “tiimel kuvvet vektorii” {P} nin toplama

islemi.

4) {0} y1 tayin etmek ig¢in, belirlenmis sinir sartlariyla [K]{0}={P}’in

¢Ozimil.

5) Hesaplanan diiglim yer degistirmeleri {6}’dan elemanlarin sekil

degistirmelerin ve gerilmelerinin hesaplanmasi.
3.3. Plakalar i¢in Sonlu Eleman Formiilasyonu
3.3.1. Giris

Bu boliime kisa bir giris olarak, ince plakalarin sonlu eleman formiilasyonu

icin temel olan kavramlar ve denklemler tanitilmigtir.

Literatiirde, problemlere ¢6zliim arayan bir¢ok miihendis ve bilim insani
tarafindan genis Olgekte kullanilan iyi bilinen bir yontem olan sonlu elemanlar
yontemi (FEM). FEM, alanin alt bolgeleri tizerinde yaklagimin tiiretilmesi igin
sistematik bir izleme saglayarak geleneksel varyasyonel yontemlerin dezavantajinin
iistesinden gelir. Yontemin, diger rakip yontemlere gore Ustlinliigii olarak kabul
edilen ii¢ temel 6zelligi vardir. Ilk olarak, problemin geometrik olarak karmagik bir
alani, sonlu elemanlar ad1 verilen geometrik olarak basit alt alanlarin bir koleksiyonu
olarak temsil edilir. Ikinci olarak, her sonlu eleman iizerinde, yaklasim fonksiyonlari,
herhangi bir siirekli fonksiyonun cebirsel polinomlarin dogrusal bir kombinasyonu
ile temsil edilebilecegi temel fikri kullanilarak tiiretilir. Uciinciisii, belirlenmemis
parametreler arasindaki cebirsel iligkiler, elemanin sinirinda ve i¢inde diigiim adi
verilen sinirlt sayida dnceden secilmis noktalarda ¢oziimiin degerlerini temsil eder.
Yaklagim fonksiyonlari, enterpolasyon teorisindeki kavramlar kullanilarak tiiretilir
ve bu nedenle enterpolasyon fonksiyonlar1 olarak adlandirilir. Enterpolasyon

fonksiyonlarinin derecesi ¢oziilen diferansiyelin sayisina baghdir (Reddy, 1993).
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3.3.1.1. FE Analizinde Kullanilan Temel Terimler

Sonlu eleman analizi, sonlu fark siireci gibi, kismi diferansiyel denklemi
cebirsel denklemlere doniistiiriir. Asagidaki {i¢ temel disiplinden biiylik Olgiide

yararlanilmistir.
1. Matematiksel modellerin dogru ifadesi icin stireklilik mekanigi.

2. Ayriklastirilmis denklemlerin algoritmik ¢oziimlerinin detaylandirilmasi

icin sayisal analiz.

3. Biiyilk problem smiflarina uygulanabilen parametrelestirilmis kodlar

iiretmek i¢in bilgisayar programi yazilima.

4. [terasyon Fonksiyonlari: Sonlu elemanlar yénteminin temel kavrami,
strekli bir fonksiyonun ayrik bir model kullanilarak tahmin
edilebilmesidir. Ayrik model, bir veya daha fazla iterasyon polinomundan
olusur ve siirekli fonksiyon parcalara boliiniir. Her 6g8e, bir y(x) islevini
su sekilde aciklamak igin bir enterpolasyon islevi kullanilarak

tanimlanmistir:
Yex (1) = Py(x)ay + Py(x)az + -+ By(x)ay

ve matris formu

az\
Yeor (x) = [P1(x) Py(x) . . . B(x)] a.3 }
)

Burada Py, P,, ..., P, matematiksel olarak tamamlanmis bir islev kiimesinden

secilen dogrusal olarak bagimsiz bilinmeyen islevlerdir.

Sekil fonksiyonlari: Sonlu bir elemanin her bir tekil diiglimii i¢in bir sekil
fonksiyonu yazilmistir ve bu diigiimde biiyilikliik 1 ve O elemandaki diger tiim

diigtimler i¢in 0 olan 6zellige sahiptir.

Sertlik Matrisi: Sertlik matrisi terimi yapisal analizden kaynaklanmaktadir.
Sonlu elemanlar yonteminin ilk uygulamalari, yapilarin matris analizine benziyordu

ve terim, kuvvet ve yer degistirme arasindaki matris iligkisini tanimlamak icin
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kullanilmistir. Terim simdi kuvvet ve yer degistirme arasindaki matris iliskisine
bakilmaksizin kullanilmaktadir. Sicaklik ve 1s1 akisi arasindaki matris iligkisine
sertlik matrisi de denir. Sonlu elemanlar terminolojisi iki katilik matrisini tanimlar.
Yerel sertlik matrisi, tek bir elemana karsilik gelir. Global sertlik matrisi, tiim yerel

sertlik matrislerinin birlesimidir ve tiim sistemin sertligini tanimlar.

Elemanlar: FEM’de kullanilan elemanlar boyutlarina gore bir, iki ve ii¢

boyutlu elemanlar olarak siniflandirilmistir.

Karmasik sekiller unsurlar1 i¢in analitik ifadeleri basitlestirmek i¢in bir
referans unsuru sunulmustur. Boyle bir V* elemani, basit bir geometrik sekle sahip
soyut bir boyutsuz uzayda tanimlanmistir. Referans elemanin geometrisi daha sonra
geometrik doniisiim ifadeleri kullanilarak gergek elemanin geometrisine eslenmistir.

Bu calismada Sekil 3.8’te gosterilen referans unsur kullanilmistir.

n °

o

Sekil 3.8. Kdsede normallestirilmis bir referans & 1 olan dikdortgen eleman

Doéniistim te, referans oOgesinin karsilik gelen noktasinin &-n’nin soyut
koordinatlarina gore gercek 6genin her noktasinin koordinatlarini tanimlamaktadir. &-

1, normallestirilmis koordinatlar olarak adlandirilmistir (Chajes, 1974).
1918 - x° = x°(§)

1° doniigiimii, ger¢ek elemanin sekline ve konumuna baghdir. Boylece, her

eleman igin farkl bir t° dontistimii yapilmigtir.

7¢:& - x® = x°(&, x4, Xj, X, o0 )
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3.3.1.2 Diferansiyel Operatorlerin Doniisiimii

Fiziksel bir problemin yonetim denklemleri gergek alanda yazilir,

OYex 0Pex

x 3y icermigtir. Bu farklar da referans uzaya

fonksiyonlari ve tiirevlerini
doniistiirilmiistiir.

Ilk tiirevler igin, zincir kuralin1 kullanarak matris formunda iki boyutlu eleman

icin agagidaki ifade elde edilmistir (Dhatt vd, 1984).

9 9x 9] (o
) 2 0
ag = ai ai aax (3.49.a)
an)  Llan anl\oy
ya da
{0y} = U1{0xy) (3.49.b)

Burada [J] geometrik doniisiimiin iyi bilinen Jacobian Matrisidir, ger¢ek alanin

tiirevlerini referans alanin tiirevleriyle degistiren Denklem (3.49) ile benzer bir ifade

bulunmaktadir:
92 %€ om] (L
ax | _ |ax ox|)o¢
o (" |om om|)a (3.50.2)
dy dy dy] \an
ya da
{0y—y} = U1 {0¢—p} (3.50.b)

Burada [J]‘1 Jacobian Matrisinin [J] tersidir. En genel olarak pratikte [J]
matrisi agik¢a tanimlanmistir, matrisin tersi [J]" matrisi sayisal olarak [J] ‘den elde

edilmistir. Matris [J] olarak ifade eden iki boyutta
_ [ J 12]
n=l 5 (351)
Jacobian matrisinin tersi su sekilde hesaplanmistir:

det]|—J21  Ji1

7t = 1 [ J22 —]12] (3.52)

Burada [J]’nin determinanti
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det(J) = J11J22 — J21)12 (3.53)

Boylece, degiskenlerin degisimi, gercek geometrik V¢ alanindaki bir f
fonksiyonunun entegrasyonunu, referans eleman V' uzayindaki daha basit bir
entegrasyona degistirmemize izin vermektedir. Entegrasyon i¢in doniisiim formiilii

denklem (3.54)’te verilmistir:

Jye fG)dxdy = [, f (x(€,m)) det(J)dEdn (3.54)

Ikinci tiirevlerin x ve y’ye gore, & ve n’ya gore tiirevler cinsinden

ifadeleri su sekilde yazilabilmektedir: (Dhatt and Touzot, 1984):

2

(22 (22
| ax2 | KA | 9¢% |
92 ¢ 92
L2 b=m S b m 2 (3.55)
I 62 I an I 62 I
kaxayj afan)

[T1] ve [T2] doniisiim matrisleridir. Jacobian Matrix’in tersini kii¢iik [j] ile

gosteren ifade asagida verilmistir:

Ut =[] = [ jlz] (3.56)

21 J22

ve Jacobian matrisi Denklem (3.51) ‘de oldugu gibi ve bir matris [C]

a a
6—5111 a_fjlz \s
C= (3.57)
178 a 178 a
;(5111 +6—E]21) 5(%]12 +a_f]22)
iki boyutta ifade edilmistir.
jut i’ 2j11)12
T, = 1'212 ]'222 2j21)22 (3.58)
1121 Ji2J22  JiiJ22 T J12d21
ve
T=-[T21[C][j] (3.59)

16 serbestlik derecesi ile Hermitian dikdortgen plakanin sonlu eleman analizi
icin Sekil 3,9°da gosterilen 16 serbestlik derecesine sahip Hermitian Dikddrtgeni

kullanilmistir.

Birinci dereceden Hermit polinomlarini soyle ifade edilmistir:
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Hgi(p) = 1—3p? + 2p®

Hg,(p) = 3p* — 2p3

(3.60)
Hi(p) =p — 2p* +p°
Hi(p) = —p* +p°
Sekil fonksiyonlar1 elde edilmistir.
A X ¢
A
2b
. n
= 2a —
a, =y, as _Wz
0 0
A {owJ a =¥ J
¢ ), ¢ ),
0
A {%J 0" = ij
on J, on J,
a4:(aaéflj ag = B‘V/J
ogon ), ogon J,
y
Sekil 3.9. 16 Serbestlik Derecesi ile Hermitian Dikddrtgen
Diigiim 1 i¢in sekil islevleri agagida belirtilmistir.
Ny (&m) = [Hg1 (O] [Hgr ()]
N, (&) = [H1(O)][Hg ()]
_ (3.61)
N5(¢,m) = [Ho1 (O1[H{1 ()]
N4(fﬂ7) = [Hi1(OIHH ()]
Diigiim 2 i¢in,
N5(§,m) = [Hoz(©)1[Hgr ()]
(3.62)

Ns(§,m) = [Hiz()]1[Hg: ()]
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N7 (§,m) = [Hoz (OI[HL ()]

Ng(§,m) = [H(O1[HT1 ()]
Diigiim 3 igin,

No(§,m) = [H3($)]1[Hgz ()]

Nm(f» n) = [H112 (f)][H(}z (m]

_ (3.63)
N11(&m) = [Haz ()1[Hiz ()]
le(f» m) = [H()I[HLM)]
Diigiim 4 i¢in,
N13(f: 1m) = [Ho1 (§)][Hg ()]
N14(f» n = [Hh(f)][H&z(’Y)]
(3.64)

N15(f» n = [H(}1(f)][H%2(77)]
Nm(f» m) = [H{1 ()[HLM)]

Boylece Denklemler (3.61), (3.62), (3.63) ve (3.64) ‘ten sekil fonksiyonlarini

alinmustir. Bunlardan birkag1 su sekilde yazilmistir.
Ni(€m) = (1 —38% +28%)(1 - 39 + 21°)
N (§m) = (€ — 287 +8°)(1 - 3% + 21%)
N3(§,m) = (1 - 382 +28%)(n — 2n* +1°)
Digerleri yukaridaki denklemler kullanilarak hesaplanmuistir.

Hermit polinomlari, plakalarin egilmesi ve burkulmasiin incelenmesinde
faydali bir sekilde kullanilabilmektedir (Shames, 1997). Bir elemanin degiskenleri
arttik¢a, yaklasim giiclenmekledir. Bununla birlikte, islevlerin sirasini artirmak, yani

diigiim sayisin1 artirmak, daha fazla hesaplama siireci anlamina gelmektedir.

3.4. Ince Fonksiyonel Dereceli Plakalarin Kararhhig icin Sonlu Elemanlar

Analizi

Bu boliimde, Sonlu Elemanlar Yontemi ile karsilastirilan ince plaka teorisi,
fonksiyonel olarak derecelendirilmis bir plakaya uygulanacaktir. Once FD plakasina
ait denklemler elde edilmistir. Daha sonra esneklik modiiliiniin degisimi iki asamada
ele alinmistir.
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1. Plakanin elastik modiilii x ekseni boyunca degismistir.

2. Esneklik modiilti, kalinlik boyunca, yani z ekseni boyunca degisiklik
gostermistir. FD  plakast  kavrami, plakadaki oOzelliklerin  ¢esitliliginden
kaynaklanmaktadir. Bu gergek, rijitlik matrisini [D] etkiler ve dolayisiyla matris,
plaka i¢inde sabit degere sahip olmayacak, ancak x ekseni boyunca plaka
degisikliklerinin 6zellikleri dikkate alindiginda her diiglimde farkli bir degere sahip
olmustur. Kalinlik boyunca 6zelliklerin degismesi diistiniildiigiinde, [D] matrisi sabit
bir degere sahip olacak, ancak homojen plakaninkine esit olmamistir. Bu durumda,
esneklik modiilii z ekseni araciligiyla entegre edilmistir ve plakanin rijitlik [D]
matrisi bu entegrasyonla olusturulmustur. Homojen durum ile FD durumu arasindaki
farkin [D] matrisinin ¢esitliliginden kaynaklandigi sonucuna varilmistir. Bu gergek,
onerilen modeli dogrulamak i¢in de kullanilmaktadir. Yani homojen duruma ait

sonuclar [D] degeri sabit tutularak elde edilmistir.

3. Boliimde elde edilen sonuglar, burada bahsedilen ifadeleri desteklemektedir.

Sekil 3.10. Plakadaki bir elemanin diigiim yer degistirmeleri

Her diigiimde dort degisken igeren dort digiimli 6geyi Sekil 3.10°da ifade

edilmistir. Yani, her diiglimde dort diigiim yer degistirmesi vardir. Bunlar sirasiyla

w Dikey sapma

0, =— Plakanin y yoniindeki egimi
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_aw

6 x yoniindeki plakanin egimi

Y ox
62
Ory = i x yoniindeki egrilik olarak ifade edilmistir.
dx0dy

Boylece dikdortgen eleman i¢in yer degistirme vektorii elde edilmistir.

( (W)
(Hx)i
({a}i\ (6,),
{a}e = gl _ (6, )l - (3.65)
{a}k _ _y_i
{a},
L)

Sahip oldugumuz sekil degistirme i¢in

{ey={ —=—5 ¢ (3.66)

Stresler asagidaki denklem ile ifade edilmistir,

M,

{o}={My (3.67)

M,

Mx, My ve Mxy momentleri i¢in denklemler yazilirken ve Denklemler (3.5),
(3.6) ve (3.15)°de ifade edilen plaka rijitligi D, iki tip FD plakas1 dikkate alinmigtir:
1. Plakanin ozellikleri x- ekseni boyunca degismistir, yani plaka boyunca elastiklik
modilli E = E (x) olarak alinmistir. 2. Plakanin 6zellikleri z ekseni boyunca
degismistir, yani plaka kalinlig1 yoniinde elastiklik modiili E = E (z) denklemi

kullanilmistir.

Poizon oran sabiti olarak kabul edildiginden, E = E (x) i¢cin momentlerin

yazilmasi,

_ 1 (h/2 2w o%w
My = oy Lnp B2 dz [(_ oz Y 6_312)] (3.68)
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= ﬁ _hf{jz E(x)z%dz [(— ?:TV: — VZZTVZV)]

1 h/2 2%w 2w
Mxy = D f—h/Z E(X)ZZdZ [(1 - V) (— ﬁ - Va—yz)]

E (x) z’ye bagli olmadigindan, daha ileri islemlerle elde edilmektedir.

_ E(x)h3 (_Bz_w_ azw)

= v_
X 12(1—v2) dx2 ay?2

__ E(x)R3 ( 9w 62w) (3.69)

— — — V —
y 12(1—-v?2) ay? 0x2

_ B (2w o
M’CJ’_12(1—1/2)(1 v)( dx2 vayz)

E = E (z) i¢in momentler yazarsak, FDM i¢in moment denklemleri sirastyla

ifade edecek olursak,

M, = ;fh/z E(2)z%dz [(_32_w —v azw)]

@) -ny2 ax2 oy?
S NP TG T
My T (1-v2) f_h/zE(Z)Z dz [( dy2 v 9x2 )] (3.70)

1 h/2 22w 2w
My = Gzony Jon E(2)2°dz [(1 —v) (_ T ”W)]

ancak z’nin kalinlik yoniinde bagimliligindan dolay1 integral i¢in higbir

sadelestirme yapilamamustir.

Stresler su sekilde yazilabilmektedir:

Py
0x2
a%w
{0} = [Dle} = [P]y —55= (3.71)
I 92w I
—2 axay)
Boylece, FD plakasi i¢in rijitlik matrisi [D] olacaktir.
1 v O
1 (h/2
[D]fgm = (1-v2) f_h/zE(X)szZ * l(; (1) é (372)
2

Elbette kalinlik boyunca degisen elastik modiilii diisiiniildiigiinde E(x),E(z)

olacaktir.

Matris [D], FD plakasinin rijitlik matrisidir ve plakalarin hem egilmesi hem de

burkulmasi i¢in ortaktir.
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Bu durumda Denklem (3.30) ‘a geri donerek ve kenar yiiklerini tekrar Nx, Ny
ve Nxy ile belirtecek olursak, Sekil 3.11°de gosterilen plaka igin toplam potansiyel

enerji ifadesi agsagida yazilmigstir.

U= ngm f_ f_ {(62W + az_w) —-2(1-v) [ axay

ay?

(3.73)
0%w 9%w ow ow aw
6x26y2}d dy—2[ J” { (5) + 2Ny T2 2N (5 )}dxdy
Ny
«l 1 le—1 |
T T e AR pa S Al A
T . -
-+ y -«
—p <l
2b . X TN,
Nx - v
A ﬁ
—+>
Yy -Tr

I

2a

Sekil 3.11. Diizlem i¢i Kenar Yiiklemeli Dikdortgen Plaka

Bundan sonra, ilk varyasyonu aldiktan sonra diigiim yer degistirmeleri
acisindan U ifade edilmistir. Ikinci integral Denklemindeki (3.73) ifadelerin birinci
integraldeki ile aym tarzda ¢okmeyi w cinsinden oldugu ifade edilmistir. Ikinci
integral, her biri {a}[ Ha}" integraliyle ayn1 bicimde olan ii¢ ayr1 ifade olarak
verilmistir. Bunu dikkate alarak, Denklemin (3.30) ilk varyasyonunu alinmistir.
Miihendislik problemlerinde, toplam potansiyel enerji ifadesinin degisimi, genellikle,
once cebirsel bir denkleme doniistiiriilebilen sonlu bir eleman denklemine yol
acmaktadir. Bu nedenle, burada denge denkleminin zayif formuna ihtiyacimiz

yoktur. Dahasi, sonlu elemanlar analizinde, diferansiyel denklemlerin zayif formu,
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burada potansiyel enerji ifadesine sahip oldugumuz i¢in en fazla ikinci tiireve kadar

en yiiksek tiirevleri igermistir.

U’nun ilk varyasyonunu alip sifira esitleyerek ve Denklem (3.6) ‘y1
inceleyerek,

h/2 2 2
L E(Xx)zdz 92w

h/2
sOW) = ——— {5 (ﬁ"’ a_yz) —-2(1 - v)(g[ - ay —
0%w 0%w
dx2 dy,

(3.77)

%{Nx(ﬁ(g ) +2ny5(zwg“y”)+N 5(3> ) }dxdyzO

Varyasyonel islemlerden asagidaki ifade yazilmistir.
?w  9%w ?w  9%w ?w | 9%w
5(ﬁ+—) =2(GE+57) 0 (GE+ 5)

5(5) =259 () =25 (%52)

Denklem (3.77)’nin ilk boliimii

fh/zE(x)zde 2w 02w [ a2 (5w)

1-v2 T axz ay? dx2

] dxdy

(3.78)

1-v2 dx2

_I_f i ECz2dz azw] [_ aZ(aw)]d dy

_hp E()z2dz 2w 9% (sw)
— h/z — —
(1 V) 1-v2 [ axay] [ xdy ] dXdy

Denklemleri goz onilinde bulundurarak (3.15) ifadesinden (3.78) denklemi elde
edilmistir.

9%(sw)

62(6w)] M [_ 9%(sw)

Mx [_ oxdy

] + M, [— (3.79)

Yukaridaki denklemlerde smir sartlarina bagli olarak alt denklemler de
mevcuttur. Simdi formiilasyonun fiziksel anlami agik olmalidir. Yani, Mx momenti
ile x yoniindeki egrilik degisimi, potansiyel enerji U’'nun artigint verir, vb. Matris
gosteriminde, Denklemde (3.62) {c} ifadesi ve plakalar i¢in {e} kullanilarak,
yukaridaki ifade yazilmistir.

{6} {o}dxdy (3.80)
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Burada iist simge T, matrisin déniisiimiinii belirtir. Interpolasyon fonksiyonlar

ve diigiim yer degistirmeleri agisindan diiglim ifadesi

w = [N|{a} (3.81)
Gerilme i¢in agagidaki denklem yazilmistir.

{e} = [L1{w} (3.82)
burada [L], degiskeniyle iliskilendiren bir diferansiyel operatordiir.
Ifade eden

[B] = [L][N] (3.83)
Buradan denklem (3.84) yazilacak olursa;

{e} = [Bl{a} (3.84)

(3.81) ila (3.84) arasindaki denklemleri kullanarak, denklem (3.73)‘deki

integralin ilk boliimii elde edilmistir.
{6a}" [BI"[D]sgmleldxdy (3.85)

{e}, Denklem (3.84) kullanilarak tekrar degistirilir, sonra

{6a}" ({8a}" [B]"[D]sgm[Bldxdy){a} (3.86)
ifade eden
[KF]fgm = [B]T[D]fgm[B]dXdy (3.87)

Ifade (3.85) su sekilde yazilabilmektedir:

{6a}" [Krlrgmia} (3.88)

[KF], Sonlu Elemanlar Analizinde plakalar i¢in egilme sertligi matrisi olarak

adlandirilmistir (Shames, 1997).

Denklemin (3.77) ikinci bolimii igin, Denklem (3.81) ikame edilerek
asagidaki ifade elde edilmistir.

(0} [Kslola) — 2 {a}T[Kelyla} - 22 {a) [Kelipla)  (3.89)

[Kglx, [Kgly, ve [Kglyy plakalarin burkulmasi i¢in geometrik matrisler olarak
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adlandirilmistir. Bu ifadeler asagida sirasiyla belirtilmistir:
[KG]x = {Nx}[ﬁx] dxdy
[K¢1y = {N,}[N, ] dxdy (3.90)

[Keley = {ny}[ﬁxy] dxdy

Burada N, interpolasyon fonksiyonlarinin x’e gore kismi tiirevleridir, vb. Bazi

basitlestirmelerden sonra Denklem (3.77) elde edilmistir.

[KF]fgm{a} - Nx[KG]x{a} - Ny [KG]y{a} -

(3.91)
ny [KG]xy{a} =0

Yukaridaki denklem, Sekil 3.10°da gosterildigi gibi yiikk uygulanan FD
plakasinin sonlu elemanlar denklemidir ve 6zdeger problemidir. Bu denklemin
¢Oziimii sayisal bir yontemle elde edilebilmektedir. En kiiciik 6zdeger, FD plakasinin
ilk kritik burkulma yiikiidiir. Rijitlik ve geometrik matrislerini elde etmek icin sayisal
integrasyon i¢in Simphon’s Rule, Romberg Integration, Gaussian Quadrature, vb.
dahil olmak fiizere ¢esitli yontemler kullanilmaktadir. Bunlarin arasinda integral
kiimesi -1,1 veya O limitinde bir alana doniistiiriildiigli Gauss Quadrature , 1 ortak

kullanima sahiptir.

3.4.1. Ozelliklerin X Ekseni Boyunca Degistizi Tek Eksenli Yiiklii
Fonksiyonel Dereceli Plaka

Ozelliklerin tek eksenli basing altinda x ekseni boyunca degistigi bir
Fonksiyonel Dereceli plaka ic¢in sonlu elemanlar denklemini elde etmek icin Ny =

Nxy = 0 Denklemi (3.91) secilmistir.
[KF]fgm{a} - Nx[KG]x{a} =0 (3.92)

Bu, plakalarin global denklemidir. Sekil 3.12°de gosterildigi gibi, plakanin dort

elemana boliindiigii diisiiniildiiglinde, bir eleman i¢in egilme matrisi,
Vo X
(Kelfgm = [, [ [B]" [D]fgm[Bldxdy (3.93)
ve geometrik sertlik matrisi
Y2 (X207 V[~
[Kelfgm = [, [ {N}[Ny|dxdy (3.94)

Gergek eleman ve karsilik gelen referans eleman da Sekil 3.12°de gosterildigi
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gibidir. Basit olmas1 i¢in, gercek 6ge referans Ogeye donistiirilmiistiir. Gergek
eleman arasindaki her diiglimde dort degisken vardir. Bunlar 1. Diigiimde a;=wj,
=01, a3= 0y1, a4=0y1, diiglim 2 a4=0x,, vb. Interpolasyon fonksiyonlar1 i¢in 16
serbestlik derecesi dikdortgen plakanin eleman fonksiyonlar1 kullanilmistir. Bu
fonksiyonlar denklemler (3.60) — (3.64) ‘te verilen birinci dereceden Hermitian

interpolasyon fonksiyonlaridir.

-2 I S

Y1 i

X4

X2

Sekil 3.12. Gergek bir 6ge ve karsilik gelen referans 6gesi.

Denklem (3.54) ‘deki integral doniisiimii kullanarak bir eleman i¢in Egilme

Sertligi matrisi olusturmak igin,

1 1
(Kel% = f f [B]"[D];gm[B] det())dxdy (3.95)

Denklem (3.95) ‘deki matris [B] su sekilde elde edilmistir:

[B]3*16 = {L}3x1[1’\7]1x16 (3.96)
bu durumda {L} diferansiyel operatorii
__ 1
(x2—x1)? 0§2
2
(L} = L9 (3.97)

y2-y1)? 0n?

—
(x2—x1)(y2—y1) 9§01
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sonra

[B]z{L}[N1(€'77) Nz('f'n) - N16(s;:7])] (3.98)

Elimizdeki Jacobian Matrisini hesaplamak i¢in
F) ~ ~ ~ ~
£ == (Nl)gxl + (Nz)fo + (N3)§,X3 + (N4)EX4_

5t = (M) + (W) e+ (W) v+ ()

(3.99)
, _ _ _ _
ﬁ = (Nl)nxl + (Nz)nxz + (Ns)nx3 + (N4)nx4

Z—i]l = (Nl)r)yl + (Nz)nyz + (N3)77y3 + (N‘l')ny‘l'

Sekil 3.12°deki gercek eleman basit bir dikddrtgen eleman oldugundan ve
referans elemana ¢ok benzediginden, doniisiimler sadedir. Dortgen gercek eleman
durumunda, doniisiimler karmasik olacaktir ve denklemler (3.55) — (3.58) verilen

doniisiim matrislerini kullanmak daha pratiktir.

Geometrik sertlik matrisi elde etmek icin denklem (3.100)’den

faydalanilmistir.
oN 9§ om] (N
ax | _ |ox oax|)o¢
on (= log an|{on (3.100)
oy dy 9yl \on

Burada denklemin sag tarafindaki ilk matris, Jacobian matrisinin tersidir.

Sonra,

1 1 _
[Ke,] = L . f ] (U19*{Ne}[Ne| det (J)dédn (3.101)

n=0

[Kax] ayni zamanda bir eleman i¢in 16x16 matris olacaktir. Geometrik matrisin

esneklik modiiliiyle ilgili olmadig: belirtilmistir. Dolayisiyla bu matris hem homojen

hem de anizotropik plakalar i¢in gegerlidir.

Sekil 3.12°de gosterilen bir elemana ait matrisleri birlestirmek i¢in tiim pargaya
global denklemler almak i¢in montaj prosediirii gerceklestirilmistir. Dolayisiyla
global matris, egilme sertligi matrisi icin 36x36 matris olacaktir. Kiiresel sonlu

elemanlar matrisi, bu durumda su sekilde olacaktir:
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[Kp135536{a}?o* — (N)[Kc], o0 (a}?6x (3.102)

Yukaridaki 6zdeger problemini ¢ozerek ve en kiiciik 6zdeger alinarak ilk

burkulma ytikii elde edilmistir.

Sonlu elemanlar yontemi ile yazilan programin akis semas1 asagida verilmistir.
Programda ilk olarak malzemeler tayin edilmektedir. Malzemelerin elastisitesi ve
poizon oranlari girilmistir. Daha sonra plakanin geometrisi tanimlanmistir. Plakanin
uzunluk, genislik ve kalinlik degerleri girildikten sonra olusturulacak fonksiyonel
dereceli malzemenin karistm orani belirlenmistir. Plakanin sonlu elemanlara
ayrilmasi yani ag olusturularak diiglim noktalar1 belirlenmistir. Plakanin smir
kosullart her bir kenar i¢in belirlenmistir. Sirasiyla her bir diigiimde olusan
gerilmeler birleserek plakada olusacak burkulma igin gerekli minimum kritik

burkulma kuvveti sonu¢ olarak vermistir.
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Malzeme 1: Ey, »y /

i Plaka: h, a, b

&

Malzeme 2: Ey, vy

/\

{ E(Z):<E1_E2)<2Z2;h) + B

Malzeme
Degisimi

E(Z) = Ele‘“

}[ Kenar ve diigiim sayilart

l¢

J‘

[ Plakanm bir tarafi serbest

Plakanm dort taraf serbest ]

Plakanmn dort tarah ankastre

mesnet
Y
i/ Somg /{

Sekil 3.13. Program akis semast
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4. FONKSIYONEL DERECELI PLAKALARIN ANALIiZi
VE BULGULAR

4.1. FD Plakalarda Elastik Moduliin Degisimi

Fonksiyonel dereceli plakanin malzeme 6zelliklerinin kalinlik dogrultusunda
dereceli degisimi fonksiyonel yaklasimlar agisindan da incelenmektedir. Bu amacla
Fonksiyonel dereceli plakada elastisite modiilii ve Poizon oranin n degerleri ile
degisimi Sekil 4.1 verilmistir. Fonksiyonel dereceli malzeme en az iki farkli
malzemeden olusmaktadir. Burada malzeme olarak aliiminyum ve seramik
malzemeler se¢ilmistir. Seramik (Alimuna) malzemenin elastisite modiilii E;=380
GPa ve poizon oranit 0.3 olarak kabul edilmistir. Fonksiyonel dereceli plakanin
kalinlik (z) yoniindeki elastik modiil degisimi baglangi¢ olarak plakanin iist yiizeyi
icin E;=380 GPa degeri alinmistir. Plakanin alt tabakasi i¢in ise elastisite modiilii
E,=70 GPa ve poizon degeri 0.3 aliminyum malzeme secilmistir. Sekil 4.1°de
goriildiigii tizere n= 0 degerinde plakanin tamamen seramik oldugunu belirtmektedir.
Devaminda n=1 degeri ise seramik ve metal bilesiminin degisimi dogrusaldir.
Buradan sonu¢ olarak n degeri arttikca yapimin metal ozelliklerine yakinsadigi

gorilmiistiir.

ELASTISITE MODUL DEGiSimi

400

350

w
o
o

250

200

Elastite Moduli (GPa)
=
(04
o

=
o
o

(%3]
o

o

-0,5 -0,4 -0,3 -0,2 -0,1 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

Plaka Kalinligi (mm)

enmmN=(0 e—ggp—n=0.1 N=1 e=fif=n=3 eagen=5 N=10 e=@==n=100

Sekil 4.1. FD Plakada Elastik modiiliin k degerleri ile degisimi
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4.1.1. Plakalarda Kritik Yiik Degisimi

FD plakalarda hacimsel oranlar1 géz Oniinde bulundurularak malzemenin
herhangi bir noktasindaki malzeme ozellikleri denklem 3.8’den elde edilmistir.
Burada n degerinin 0 olmasi1 fonksiyonel dereceli malzemenin homojen seramik
plaka oldugunu gostermistir. Homojen plakalarda kritik burkulma ytikii;
7°D
b*>  seklindedir.

N, =10.07

Burada D plak rijitlik katsayisidir. Homojen plakada degisen kalinlik oranina
bagli kritik burkulma yilikii hesaplanmistir. Plakanin boyutlar1 a=0.5 m kenar
uzunlugu, b=0.5 m genislige sahip olup, kalinlik degeri h ise 0.0005 m ile 0.005 m
arasinda ve elastik modiilleri seramik (Alimuna) i¢cin E= 380.e+09 Paskaldir. Tablo
4.1°de kritik burkulma yiiklerinin degisimlerini analitik ve sonlu elemanlar

yontemiyle karsilastirilmistir.

Tablo 4.1. Dort tarafindan sabitlenmis homojen seramik (Alimuna) kare plaka igin kritik burkulma
yiiklerinin analitik ve ANSYS ile hesaplanmasi

h(kalinlik) Burkulma Yiikii (ANSYS) Burkulma Yiikii (Analitik)
(mm) (Pa) (Pa)

0.0005 1734.4789 1730,170645
0.001 13875.8309 13841,36516
0.0015 46830.9239 46714,60742
0.002 111006.6472 110730,9213
0.0025 216809.8125 216271,3306
0.003 374647.3908 373716,8593
0.0035 594926.2204 593448,5313
0.004 888053.178 885847,3703
0.0045 1264434.748 12612944
0.005 1734478.5 1730170,645

4.2. Fonksiyonel Dereceli Plakada X Ekseni Yoniinde Elastik Modiil
Degisimi

Fonksiyonel dereceli plaka x ekseni boyunca degisen elastik modiil degerlerine

bagli olarak degisen burkulma degerleri incelenmistir. Bolim 3.2°de verilen

denklemlere gore plakada rijitlik matrisi elde edilmistir. Plaka kalinlig1 limit degerler

arasinda alinmistir. Kullanilan denklemler klasik ince plak teorisine bagl kalinmistir.

Plakada elastik modiil degeri plaka uzunlugu boyunca iissel olarak degistigi
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gorilmistir. Sekil 4.2 ve 4.3’te goriildiigli gibi artan n degerleri i¢in burkulma
kuvvetlerinin azaldigi goriilmektedir. Daha biiylik n degerleri i¢in burkulma
kuvvetinin sabit bir degere yonlendigi goriilmektedir. Goriilldiigli lizere burkulma
kuvveti hicbir zaman homojen plakadaki degere ulasmamaktadir. Iki farkli elastik

modiil degisimi i¢in kritik burkulma degerleri incelenmistir. Bunlar sirasiyla

E(x)=(E, - Ez)(%)” +E, ve diger denklem ise E(x)=E e olarak kullanilmistir.

Elde edilen degerler Ansys paket program sonuclar ile karsilastirilmistir. Sonlu
elemanlar yontemi ile fonksiyonel dereceli plaka parcalara boliinerek her bir digiim
noktast i¢in degiskenlerimiz w, 6, ©, 8, sinir sartlarina gére degerler atanmistir.

Ankastre mesnet plaka icin ¢okme degeri ve donme acgilar1 sifir olarak kabul

edilmistir.
4,0x10° i
x+L,,

E(x)=(E,~E)~ )" +E, I i
3,5x10° = ERNE
3,0x10° 3 e
2,5x10° = =%

=" 2,0x10°

1,5x10° —®— a/b=1.0

—@— a/b=0.75
1,0x10% )

—A— a/b=0.5
5,0x10* | —k— a/b=0.25
M sy

o 1t 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

0,0

Sekil 4.2. FD plakada kritik burkulma degerinin artan n degerleri ile karsilastirilmigtir. Plak boyutlari
a/b=0.25;0.5;0.75;1.0 ve sinir sartt ise CFFC durumu igin elastic modiil degisim
x+L

. . +
fonksiyonuise E(x)=(E,—E,)( 7L

)+ E, kullanilmistir

Fonksiyonel dereceli plakanin uzunlugu yoniinde elastisite modiilii degisimi
E(x)=E;e™ denklemi kullanilarak analiz yapilmistir. Kritik burkulma degerleri
plakanin farkli boyutlarina gore aragtirilmistir. Kare plakanin diger geometrilere gore

daha dengede oldugu elde edilen sonuglar neticesinde goriilmiistiir. Daha Once
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yapilan caligmalarda da goriildiigii lizere plakanin kare Olgiileri i¢in tek bir ¢cokme

oldugu goriilmiistiir. Artan A degerleri ile kritik burkulma kuvvetleri azalmaktadir.

4,0x10°

E: E;

3,5x10° E =Ee™

3,0x10°

RIRTATRRRIAT IR

Y

|
1

2,5x10°

= 2,0x10° —=—a/bh=1.0

1.5x10° ——a/b=0.75

5 —A— a/b=0.5
1,0x10 )

—*—a/b=0.25
5,0x10* ]

M — ANSYS

o 1t 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
A

0,0

Sekil 4.3. FD plakada kritik burkulma degerinin degisen A ile degisimi karsilastirilmistir. Plak
boyutlar1 a/b=0.25;0.5;0.75;1.0 ve CFFC sinir sart1 i¢in elastic modiil degisimi E(x)=FE;e”™
kullanilmaistir.

4.2.1.1. Bir Kenar1 Ankastre Mesnet Diger Kenarlar: Serbest Mesnet olan

Fonksiyonel Dereceli Plakanin Kritik Burkulma Kuvvet Analizi

Fonksiyonel dereceli plakanin eksenel yiik etkisi altinda burkulma degerleri
incelenmistir. Plakanin bir kenar1 ankastre mesnet ve sinir degerleri ¢okme ve donme
acilar sifir olarak kabul edilerek ¢ozliimleme yapilmistir. Elastisite modiilii degisimi
plak uzunlugu yoniinde iki farkli denklem ile inceleme yapilmistir. Fonksiyonel
dereceli plakanin farkli kenar uzunluk (span) degerlerine karsilik gelen kritik
burkulma degerleri yine artan n degerleri yani fonksiyonel dereceli plakanin
hacimsel oraniyla degisimi incelenmistir. Artan n degerleriyle ters orantili olarak
kritik burkulma ytikleri azalmakta ve belli bir degere dogru sabitlendigi Sekil 4.4’te

gorilmektedir.
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2,5x10*

+L)"+E2 I

E(x)=(E, -E,)

X
2L

E1 E;

2,0x10*

IRIRR IR RINERRRAR

P

1,5x10* |
ZR
e —8—a/b=1.0
1,0x10*
—o— a/b=0.75
—A— a/b=0.5

5,0x10° 4
—*— a/b=0.25
L
M — ANSYS

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

0,0
n

Sekil 4.4. FD plakada kritik burkulma degerinin artan n degerleri ile degisimi karsilagtirtlmigtir. Plak
boyutlari a/b=0.25;0.5;0.75;1.0 ve FFFC sir sartlarinda elastic modiil degisimi
x+L

E(x) = (E, — E,)( -

)" + E, fonksiyonu ele alinmistir

Fonksiyonel dereceli plakanin bir kenari1 ankastre mesnet diger kenarlarinin
serbest mesnet olmast durumunda kritik burkulma degerlerinin plakanin dort
tarafinin sabit olmas1 durumuna gore daha diisiik degerler aldig1 goriilmiistiir. Plaka
uzunlugu yoniinde elastik modiil degisimi i¢in E(x)=F 1e”™ denklemi kullamilmustir.
Plakanin farkli geometrilerine gore plaka burkulma degerleri Sekil 4.5°te

karsilastirilmistir.

67



2,5x10*

E1 E;

2,0x10*

IRIRR IR RINERRRAR

P

1,5x10° |
=

1,0x10°% — R ab=1.0
—&— a/b=0.75
5,0x10° 4 A ab=05
1% —k— a/b=0.25
0,0 — ANSYS

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Sekil 4.5. FD plakada kritik burkulma degerlerinin 4 degerleri ile degisimi ele alinmistir. Plakada
boyut oranlart a/b=0.25;0.5;0.75;1.0 ve FFFC smir sartlar1 igin elastic modiil degisimi
E(x)=E e denklemi ele alinmstir.

Fonksiyonel dereceli plakada segilen iki farkli sinir sart1 i¢in burkulma etkileri
incelenmistir. Birinci durumda plakanin iki kenar1 sabit tutulu diger iki kenarin
serbest durumu, ikinci durumda ise plakanin sol kenari sabit tutulu iken diger li¢
kenar1 serbest birakilmistir. Ussel n degeri 0 ile 10 degerleri arasinda alinmustir.
Buradaki sifir degeri homojen plaka durumu i¢in kullanilmistir.

Sonlu elemanlar yontemi ile incelenen kare plaka sinir sartlart basit mesnet ve
iki tarafindan etkiyen yiik sonucu elde edilen kritik burkulma kuvvetleri ile
literatiirde elde edilmis sonlu serit metoduyla karsilastirilmis ve sonuglar Tablo

4.2.°de verilmistir.

Tablo 4.2. Basit mesnet FD plak i¢in kritik burkulma kuvveti (MPa)

n=0 n=1 n=3 n=10
Sarrami S. 137.38 68.47 48.63 41.16
Sharie ve ark. 137.37 68.47 48.63 41.16
Mevcut ¢alisma 137.30 68.31 48.68 41.36

Siir sartlart degistirilmis kare plaka i¢in dort tarafindan sabitlenmis ve iki
tarafindan etkiyen basi yiikii sonucu elde edilen kritik burkulma kuvvetleri ile sonlu

serit metodu ile elde edilen degerler ile Tablo 4,3’te verilmistir.

68



Tablo 4.3. Ankastre FD plak i¢in kritik burkulma kuvveti (MPa)

n=0 n=1 n=3 n=10
Sarrami S. 353.43 176.66 137.85 65.29
Mevcut galisma 354.42 171.81 122.24 64.02

Fonksiyonel dereceli kare plakaya farkli smir sartlar1 altinda etkiyen basi
yiikiine bagh elde edilen kritik burkulma degerleri Sekil 4.6’da verilmistir. Ankastre
kare plakada burkulma degerlerinin basit mesnet kare plakaya oranla daha yiiksek
degerler aldig1 goriilmektedir. Artan iissel n degerleriyle kritik burkulma degerleri
azalmakta ve belli bir degerden sonra lineer devam ettigi literatiirdeki degerler ile

ortlismektedir.

Fonksiyonel Dereceli Kare Plaka Burkulma Analizi
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Sekil 4.6. Basit mesnet ve ankastre mesnet kare plaka i¢in burkula degerleri karsilastirilmistir

Fonksiyonel dereceli plakada farkli Elastisite Modiil degerleri icin kritik
burkulma degerleri elde edilmistir. Bu degerler sonlu elemanlar yontemi ve Ansys
programlar1 ile hesaplanmistir. Plakada sinir sartlari ilk olarak iki kenar1 ankastre
mesnet ve diger iki kenar1 serbest mesnet (CFFC) ve sonraki sinir sartinda ise
plakanin {i¢ kenar1 serbest bir kenar1 ankastre mesnet (FFFC) durumu ele alinmistir.
Artan  plak  boyutlar1 ile  kritik  burkulma  degerleri  incelenmistir.

x+ L

3L Y'+E, Ve E(x)=E;e™ formiilleri elastisite modiillerin

E(X) = (El _Ez)(

hesaplanmasinda kullanilmistir. Calismada endiistride yogun olarak kullanilan

malzemeler secilmistir. Seramik (Zirconia) malzeme icin E=151x10° GPa ve Poizon
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orani v=0.3 buna ilave olarak metal malzeme aliiminyum E=70x10° GPa ve v=0.3
degerleri secilmistir. Degisen A ve n degerleri icin kritik burkulma degerleri elde
edilmistir. Malzeme o6zellikleri ve plaka geometrisine bagli olarak paket program
Ansys Shell281 modeli i¢in sonuglar elde edilmistir. Elde edilen degerler sonlu
elemanlar yontemiyle bulunan degerler arasinda uyumlu sonuglar gostermistir. Sonlu
elemanlar metodunda plaka daha kiiciik alanlara boliinerek sonuglarin degisimi
gozlenmistir. Plaka 281 modeli Ansys paket programinda secilmis ve plaka 4, 16, 20

ve 24 pargaya boliinerek kritik burkulma degerleri elde edilmistir.

Tablo 4.4. FD Plakada Burkulma Yiikii ile Malzeme Ozelliklerinin Diigiim Noktalar1 ile Degisimi.
Plak Sadece Bir Kenar1 Ankastre Mesnet Diger Kenarlar Serbest Mesnet (FFFC)

h=0.0025m. Plak Diigiim Plak Burkulma Degeri (N)
Nokta Sayist Plak Plak Plak Plak Boyutlar1
Boyutlari Boyutlari Boyutlari (m)
(m) (m) (m) 025x1

0.25x0.25 0.25x0.5 0.25x0.75

NELEMAN=4 4269 1629 720.5 4035
A=l NELEMAN=16 6291 1555 686.8 384.9
NELEMAN=20 6290 1555 686.7 384.9
NELEMAN=24 6290 1555 686.7 384.9
NELEMAN=4 11950 2963 1310 7343
NELEMAN=16 16190 2738 1211 678.9
A=5 NELEMAN=20 11070 2738 1210 678.9
NELEMAN=24 11060 2738 1210 678.8
NELEMAN=4 13990 3469 1534 860
NELEMAN=16 13160 3254 1438 806.6
A =8 NELEMAN=20 13160 3254 1438 806.6
NELEMAN=24 13160 3254 1438 806.6

4.2.2. Fonksiyonel Dereceli Plakada Elastisite Modiiliiniin Kalinhk

Yoniinde Degisimi

Fonksiyonel dereceli plakada kalinlik boyunca degisen elastisite modiil
degerlerine bagl olarak degisen burkulma degerleri incelenmistir. Plaka kalinlig

klasik plak teorisine uygun degerler alinmistir. Fonksiyonel dereceli plakanin elastik

modiilii, plaka kalinlig1 yoniindeki plak rijitlik matrisinin degisimi ile orantilidir.
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Sekil 4.7. Dikdortgen FDM plakada kalinlik yoniinde 6zelliklerinin degisimi.

Fonksiyonel dereceli plakanin iki kenar1 ankastre mesnet diger iki kenarinin
serbest mesnet sinir sartlart i¢in ¢ézlimleme yapilmistir. Plak burkulma degerleri

x2+LL),, +E, denklemi ile plakanmn alt kismi

elastik modiilin  E(x) = (E, - E,)(

seramik {iist kismi aliiminyum malzeme ve i¢ kisimlara dogru dereceli olarak
degisimi kabul edilmistir. ~ Artan n degerleri ile kritik burkulma degerleri
azalmaktadir. Fonksiyonel dereceli plakanin degisen kenar ve uzunluk degerleri ile

kritik burkulma ytikleri Sekil 4.8’de karsilastirilmistir.
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x+L,
E(x) = (E, _Ez)(T) +E,

3,5x10°

3,0x10°
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2,5x10°

= 2,0x10°

1,5x10° —®—a/b=1.0
—@— a/b=0.75
1,0x10°
y —A— a/b=0.5
5,0x10* ’m —k— a/b=0.25
—— ANSYS
0,0

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

n

Sekil 4.8. FD plakada kritik burkulma degerinin artan n degerleri ile degisimi incelenmistir. Plak
boyut oranlart a/b=0.25;0.5;0.75;1.0 ve CFFC sinir sart1 i¢in elastic modiil degisimi

x+ L
E(x)=(E, —E,) 7

)" + E, fonksiyonu kullanilmustir.

Fonksiyonel dereceli plakanin bir kenari ankastre mesnet diger kenarlarinin
serbest mesnet sinir sartlari i¢in kritik burkulma analizi yapilmistir. Artan n degerleri
ile kritik burkulma degerleri azalmaktadir. Fonksiyonel dereceli plakanin degisen
kenar- boy degerlerine gore kritik burkulma degerleri Sekil 4.9°da goriildigi gibi
degismektedir. Plaka geometrisinin plaka burkulma degerlerinde etkili oldugu

gorilmiistiir.
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5,0x10* 4
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M—*——k — ANSYS
0,0
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n

Sekil 4.9. FD plakada kritik burkulma degerinin artan n degerleri ile degisimi ele alinmistir. Plak
boyut oranlari a/b=0.25;0.5;0.75;1.0 ve FFFC simir sart1 i¢in elastic modiil degisimi

x+ L
E(x)=(E, —E,) 7

)" + E, denklemi kullamlmustir.

4.3. Fonksiyonel Dereceli Yamuk Plaka

Bu boliimde yamuk plaka i¢in iki farkli sinir sart1 i¢in kritik burkulma yiikii

degerleri incelenmistir. Bunlar sirasiyla

a) Plaka dort tarafindan sabitlenmis durumdadir. Tek yonli bast yiki

uygulanarak plaka burkulmaya zorlanmistir.

b) Plaka bir kenarindan sabitlenmis ve diger kenarlar1 serbest birakilmstir.

Tek yonlii bas1 yiikii altinda plak burkulmaya zorlanmastir.
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Sekil 4.10. Dort tarafindan sabitlenmis plakada tek yonli kuvvet uygulanmasi

Fonksiyonel dereceli plakada elastite modiiliin degisimi x ekseni yoniinde
degistirilmis ve fonksiyon olarak E(x) =Ee™ secilmistir. Denklemdeki A degerleri
0 ile 10 araliginda alinmistir. ikinci durumda ise Elastite Modiil degisimi plaka
kalinlig1 z ekseni yoniinde degistirilmistir. Bu sinir kosulu i¢in segilen denklem

2z+h

E(z)=(E, — E,)( )" + E, kullamlmigtir.

Dikdortgen plakada orta eksene etkiyen Ny yiikiinlin iiniform olarak x ekseni
boyunca x=0 ve x=a araliginda sekil 4.2°de goriildiigli gibi burkulan plakada

deformasyon yiizeyini gosteren seri acilimi seklindedir.

w= ZZam sm—sm%

m=1 n=1
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Sekil 4.11. Plakanin Nx yiikii etkisinde sikistirilmasi

Denklemdeki n degerleri ise 0 ile 10 araliginda alinmistir. Enerji denklemi
kullanilarak plakada kritik burkulma yiik degerleri hesaplanmistir. Burada sonlu

elemanlar yontemi kullanilarak plaka boliimlere ayrilmistir.

E] /;/
T :
—’ X
b1 > l———
 ——

Sekil 4.12. Plaka eksenel basi yiikii etkisinde parcalara boliinmiis

Plaka enerji denkleminde degisen elastik modiil degerleriyle kritik burkulma
yikleri Nx degerleri Hermitian polinomlar1 ile elde edilmistir. Elastik modiil

degisimi plaka uzunlugu x ekseni boyunca alinmistir. Burada E; Elastik modiil
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degeri x degerinin sifir yani baslangi¢ noktasidir. Bu durumda E(x) denklemi Ee™
burada x=L plak uzunlugu boyunca alacagi degerleri kapsamaktadir. Buradan Elastik

x+ L
"+ FE
2L) L

modiil degeri E(x)=(E, — E,)( denklemini kullanilmistir. Plaka

kalinlig1 boyunca Elastik modiil degisimi z ekseni boyunca x-y diizlemine dik Elastik
modiil degisimi plakanin iist kismindan baslamaktadir. Degisen A ve n degerleri igin

plakada farkli 6 agilarin plaka burkulma degerlerine etkisi arastirilmistir.

y
A
—
—
Ny 0 — N
_— —
by/2 —_—
—_ —
—_—
v > . - X

| < >

Sekil 4.13. Plakada alinan bir kesite etkiyen basi yiikii

4.4. Elastik Modiiliin X Ekseni Boyunca Degisimi
Plaka deplasman yer degistirme degerleri asagida sirasiyla yazilmistir.

w = Plak ¢okme degeri

ow ,
0. = 5_ ; plakanin Y ekseninde donme agisi
y
4.1
0. = aaw ; plakanin Y ekseninde donme agis1 1)
X
o*w . e
0)0, = ; plakanin X ekseninde egrilik agis1
Ox0y
Plaka uzama denklemlerinin matris formu agagidaki gibidir:
_ o’w
ox’
o*w
=1 ~% 4.2)
2
ol o'w
Ox0y

Etkiyen bas1 yiik asagidaki gibidir:
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loj=M, 423)

Denklemleri kullanilarak asagidaki denklemler elde edilmistir.

E(x)h’ (_ o*w B o*w

TR e
_ E(x)h’ (_ azw_vﬁzw
To120-vH\ oy? ox* (4.4)
3 2
M. =(1-v) E(x)h2 B o“w
! 12(0—v*) oxoy

Burada elastik modiiliin X ekseni boyunca degisimini gostermektedir.

Boylece kuvvet denklemleri matris formda asagidaki gibi yazilmistir.

M ox?

{O‘}Z My :[D]fgm {S}:[D]fgm -
Xy ) ow

. 0x0y

4.5)

Buradan fonksiyonel dereceli plakanin rijitlik matrisi [D] ise asagidaki

denklemde verilmistir.

0
[ ]f Eoe_ith
fgm

T 120-7) (46)

1
1%
0

=

1-v

2

Diger taraftan, toplam enerji denkleminde sadece Nx yiikii dikkate

alinacagindan dolay1 denklemde sadelestirmeler yapilmustir.

v=|| (M*(aa%vj +2M [%j M, [Z—Zvjjdxdy +| L[Nx %jdxdy 4.7)

Elde edilen denklemin matris formda yazimi agsagidaki denklemde verilmistir:
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_62w
8)2c2
v=[f|. om,om —Zyvf dXdy+IIRNxZ—:5(%jdxdy=0 4.8)
B _azw
0x0y

Denklem (4.5) ve (4.6) kullanilarak (4.8) denklemini asagidaki formda

yazilmistir.
T E e—L\'hB 1 4 0 a a
= ([ foe) 2 O W) gy
= Jle S M elanar+ [ X, 6x5(6x]dxdy Q)
2

Sonlu elemanlar ¢6ziim asamasinda Hermitian polinomlar1 ile agilim
yapilmistir. Diigiim yer degistirmelerinde denklem 4.9°u ifade etmek i¢in Hermit
polinomlarindan tiiretilen sekil fonksiyonlarini igeren asagidaki ifade yazilmistir.
Toplam enerji denklemi kullanilarak yer degistirme degerleri sekil fonksiyonu ~N
sonuclar elde edilmistir. Hermitian polinomlar1 kullanilarak asagidaki denklem

yazilmagtir:
to} =[] = o}’ [ @.10)
Ve transpozasi alinarak agagida ifade edilmistir:
ool 1]
Burada T transpozayi ifade etmektedir. Bir diger degisken {a} ise diigiim yer

degistirme vektoriinii ifade etmektedir. Buradan denklem (4.1) kullanilarak asagidaki

denklem yazilmistir.

w
0,
(ll. 9)'
e aj _
{a} = =10, (4.12)
a
a,

Denklemdeki ¢ agikca yazilacak olursa:
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e} =[L]w} ve [B]= [L][N ] seklinde ifade edilmistir.
Boylece yer degistirme vektorii asagidaki formda tanimlanmistir.
{ef=[Bla}
Yukaridaki ifadeye denklem (4.12) ilave edilirse asagidaki denklem

yazilmistir.

~

0
0 I8k o}

2 (4.13)

{6a}

1
TEe“3
” ]12(1 v)‘(/)

S = <

[ Rl

Boylece sonlu elemanlar denkleminin basit formu denklem 4.14 elde
edilmistir.
(K, ] ta} =N [K;] {aj=0 (4.14)
Denklemdeki [Kg] ve [Kgx] degerleri sirasiyla fonksiyonel dereceli plakanin
egilme sertligi ve sekil matrisleridir. Plakanin elastik modiilii ve rijitlik matrisleri [D]
ayr1 ayrt digiim noktalarinda degisen x degerlerine bagli olarak hesaplanmaktadir.
Bu sebeple A degerinin sifir olmasi durumunda plaka homojen bir yap1 olarak
kendini gostermektedir. Her bir sonlu eleman i¢cin [Kg] ve [Kgx] degerleri referans

elemanlar i¢in olusturulmustur.

[K]—H[]TEe

0 [Bldet())dzd
IR RL _V[]e()dfn

2 (4.15)

[B] matrisi sekil matrisi ve sekil fonksiyonu doniisiim matris formu:

=) & =)
- ({25 - <5f ¥ () @1

oy’ ON on
on

O°N d°N
0x0y o&on

[
S = <
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Yukaridaki denklemdeki T; ve T, degerleri asagida ifade edilmistir:

2 ) [
J J 2j1J
‘121 ‘122 .11 ‘12 (4.17)
[T2]= Jai J2 2j500n
jllj21 j12j22 j1|j22+j12j21
A\
9, 9,
8§ 11 ag 12 . (418)
St 2| Sl et 2
2 an o 21 o7 0

Yukaridaki T; ve T, denklemlerindeki Jj; ve j; degerleri Jacobian ve Jacobian
matrisinin tersini ifade etmektedir. Iki boyutlu matrislerin doniisiimleri ise
Jy, =x/0&E, J,, =0y/0E, J, =ox/0n, J,, =dy/onyazilmistir.

Fonksiyonel dereceli plakanin egilme sertligi matrisi [Kg] plakadaki elastik

modiil degisimi agiga ¢ikarmaktadir. Plakadaki sekil degisikligi yani yamuk bir sekil

......

1o
b ~ - ~ -
K. | = —A—j,,N.+j,N, kj,N.+ j,N, )d&d

[ Gx] qu‘ij;Obl_sztane(]n et 2 r]X.]ll et iz 77> &dn 4.19)

Burada plakanin x koordinat sisteminde [Kg] ve [Kgx] matrislerinin
x=(E=1fg =1 = &l -1}, +Eme, - (¢ 1),

edilmistir. Buradaki xi,.., x4 degerleri x koordinat sistemindeki gercek degerlerdir.

denklemi ile transformu elde

Denklem (4.19) ifadesinde 6 degerinin sifir alinmasi durumunda plaka dikdortgen

form almustir.
4.5. Yamuk Plakada Elastik Modiiliin Plaka uzunlugu Yoniinde Degisimi

Fonksiyonel dereceli plakanin formu degistirilerek yamuk sekil i¢in burkulma
degerleri farkli acilar i¢in incelenmistir. Sonlu elemanlar yontemi kullanilarak elde
edilen sonuglar, homojen plaka i¢in yani A, n ve 6=0° degerleri i¢in elde edilen
sonuglar1 karsilamistir. Fonksiyonel dereceli plaka i¢in poizon oranlari v=0.3 ve

elastik modiilleri ise sirasiyla E;=70 GPa ve E;=380 Gpa alinmistir. Plakanin
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boyutlar1 ise a=0.25 m, b=0.25 m, h=0.0025 m olarak alinmistir. Homojen plaka i¢in
elde edilen plaka burkulma yiiki N,=2.1757x10° N/m hesaplanmustir. Sonlu
elemanlar yontemi kullanilarak A, n ve 6=0° degerleri i¢in sonug ise N,=2.156x10°
N/m olarak hesaplanmistir. Fonksiyonel dereceli plakanin boyutlari, n ve A
degerlerinin degisiminin plaka burkulma yiikk degeri ile iliskisi incelenmistir.
Plakanin degisen b;/L boyutlarinda degisen plaka rijitlik katsayisi hesaplanmistir.
Sayisal c¢alismalarda plakanin X yonilindeki degisen elastik modiil degeri i¢in
baslangi¢c olarak E;=380 GPa degeri seramik malzeme alinmistir. Fonksiyonel
dereceli plakanin kalinlik (z) yoniindeki elastik modiil degisimi baslangic olarak
plakanin alt yilizeyi i¢in E;=380 GPa degeri alinmistir. Plakanin st tabakasi icin ise
elastik modiilii E,=70 GPa aliiminyum malzeme se¢ilmistir. Her iki malzeme igin
poizon oranlari v=0.3 olarak sayisal islemlerde kullanilmistir. Smir sartlar1 plakanin
iki tarafi sabit diger iki tarafi serbest ve diger ¢alismada ise plakanin bir tarafi sabit
diger taraflar1 serbest kabul edilmistir. Plakanin sabit kenarlar1 i¢in as w=0, 0,=0,

0,=0, 0x,=0 degerleri alinmistir.

Fonksiyonel dereceli plakanin uzunlugu yoniinde elastisite modiilii
degistirilmistir. Fonksiyonel dereceli malzeme olarak Aliiminyum ve seramik
secilmigtir. Fonksiyonel dereceli plakanin geometrisi degistirilerek yamuk plaka
formu i¢in dereceli gecis diisiiniilmiistiir. Plaka genisligi b ve uzunlugu L kabul
edilmigtir. Sekil 4.14’te goriildiigii iizere b, ile L degerleri birbirine esittir. Plakanin
yamuk kenar acis1 0 degeri sifirdan baglayarak 60 dereceye kadar burkulma analizi
yapilmistir.  Sekil 4.14°te sinir sartlar1 plakanin iki tarafi ankastre mesnet diger iki
tarafinin serbest mesnet olmasi durumu icin degisen A degerleri ile 6 degerlerinin
plaka burkulma degerlerine etkisi incelenmistir. Goriildiigii lizere artan 0 degerleri ile
dogru orantili olarak plaka burkulma degerleri de artmaktadir. Yine bir diger etken
olan plaka yapisini olusturan A degerlerinin artan degerleri ile ters orantili plaka

burkulma degerleri azalmaktadir.
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Sekil 4.14. Fonksiyonel Dereceli Yamuk plaka kenar-boy esit ve elastik modiil degisimi x ekseni
¥ :
yoniinde uzunluk yoniinde 6zelliklerinin degisimi E(x)=E;e”" denklemi ile incelenmistir

Fonksiyonel dereceli yamuk plaka bir sonraki ¢alismada dikdortgen olarak ele
almmugtir.  Elastisite modiil degisimi uzunluk yoniinde dereceli degistigi kabul
edilmistir. Sekil 4.15te gorildiigii gibi plakanin uzunlugu L degeri plakanin
genisliginin iki kati1 olup dikdortgen formdadir. Plakanin kritik burkulma degerleri
artan 0 agilartyla dogru orantili olarak artmaktadir. Artan A degerleri ise bize
plakanin daha diisiik degerlerde burkuldugunu gostermistir. Bu analizde elde edilen
bir diger sonu¢ ise dikddrtgen plakanin daha diisiik degerlerde burkuldugu

goriilmiistir.
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Sekil 4.15. Fonksiyonel Dereceli Yamuk plak kenar- boy esit ve elastik modiil degisimi x ekseni
yoniinde uzunluk yoniinde 6zelliklerinin degisimi E(x)=E;e™ denklemi ile incelenmistir

FFFC

Fonksiyonel dereceli plaka uzunlugu L ve genisligi b olarak Sekil 4.16°da
gosterilmistir. Fonksiyonel dereceli plakanin iki kenar1 serbest diger iki kenari ise

ankastre mesnet olarak sabitlenmistir. Fonksiyonel dereceli yamuk plakanin kritik

burkulma analizi sonucunda artan

degerlerine ulasmamiza sebep oldugunu agikg¢a gdstermistir. Yine artan 6 agisinin

fonksiyonel dereceli yamuk plakanin daha yiiksek degerlerde burkuldugunu Sekil

4.16’da agikca gostermistir.

A degerlerinin daha diisiik kritik burkulma
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Sekil 4.16. Fonksiyonel dereceli plakanin iki tarafi sabit diger iki tarafi serbest durumda kritik
burkulma degerlerinin X ekseni boyunca E=Ee”™ fonksiyonu kullamlarak degisimini
gostermektedir

Fonksiyonel dereceli yamuk plakanin burkulma analizinde toplam enerji
denkleminden faydalanilmistir. Problemin sonlu eleman denklemi olusturulmustur.

Burada ag olustururken kesme gerilmeleri ihmal edilmistir.
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Sekil 4.17. Fonksiyonel dereceli plakanin iki tarafi sabit diger iki tarafi serbest durumda kritik
burkulma degerlerinin X ekseni boyunca E=Ee”™ fonksiyonu kullamlarak degisimini
gostermektedir

Fonksiyonel dereceli yamuk plakanin elastisite degisimi kalinlik yoniinde
dereceli olarak degistirilmistir. Bu durumda plakanin rijitlik matrisi [D], z ekseni
boyunca elastisite modiiliiniin integralini igermektedir. [Kgx] ifadesi fonksiyonel
dereceli yamuk plakanin geometrik sertligini ifade etmektedir. Fonksiyonel dereceli
yamuk plakanin smir sartlart iki kenar1 ankastre mesnet diger iki kenar1 basit

mesnettir. Sekil 4.18’de goriildiigii gibi elastisite degisim denklemi olarak,

2z + h),,
2h *kullanilmistir. Elde edilen kritik burkulma

E(Z) = (El - Ez)(

degerlerinin artan 0 agisiyla arttig1 goriilmiistiir. Yine baska bir parametre olarak A

degerlerinin artmasiyla kritik burkulma degerleri azalmaktadir.
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Sekil 4.18. Iki zit kenar1 kenetli 2h fonksiyona gore kalinlik
boyunca ¢esitli Fonksiyonel Dereceli plaka 6zellikleri i¢in kritik burkulma yiikleri

Fonksiyonel dereceli plakanin geometrisi degistirilerek dikdortgen form
verilmistir. Sekil 4.19°da goriildiigii gibi fonksiyonel dereceli dikdortgen plaka icin
siir sartt olarak iki kenari sabit diger iki kenar1 serbest birakilmistir. Plakanin sabit
iki kenarindan uygulanan yiik altinda kritik burkulmasi incelenmistir. Fonksiyonel
dereceli yamuk plakanin degisen parametreleri ise sirasiyla 0 agis1 ve bir digeri ise A
yani malzeme degisim oranidir. Sirastyla yamuk kenar i¢in 0 acisinin artirilmasiyla
kritik burkulma degerleri de artmistir. Malzeme degisim orami ise kritik burkulma
kuvvetinin azalmasina neden olmaktadir. Sekil 4.18 ile karsilastirdigimizda ise kare

plakanin burkulmaya kars1 daha dayanikli oldugunu gostermistir.
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Sekil 4.19. Tki zit kenar1 kenetli E(z)=(E,—E,)( )"+ E, fonksiyona gore kalinlik

boyunca c¢esitli FGM plakasi 6zellikleri i¢in kritik burkulma yiikleri

Fonksiyonel dereceli yamuk plakanin burkulma analizinde sinir sarti olarak
plakanin bir kenar1 sabit tutulmustur. Fonksiyonel dereceli yamuk plakanin diger
kenarlar1 ise serbest birakilmistir. Plakanin kenar uzunlugu b; ile uzunlugu L
degerleri esit alinmis ve Sekil 4.20°de goriildiigii gibi kare geometri olusturulmustur.
Fonksiyonel dereceli plakaya tek yonlii yiik uygulanmis ve burkulmaya zorlanmistir.
Plakanin yamuk kenar agisinin 0 degerinin artmasiyla dogru orantili olarak kritik
burkulma kuvveti de artmaktadir. Fonksiyonel dereceli plakanin malzeme degisim
orant A degerinin artmasi ise kritik burkulma degerlerini ters orantili olarak Sekil

4.20°de goriildiigii gibi daha diisiik degerlere ulastig1 goriilmiistiir.
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Sekil 4.20. Bir kenar1 kenetli fonksiyona gore kalinlik
boyunca ¢esitli FGM plakas1 6zellikleri i¢in kritik burkulma yiikler

Fonksiyonel dereceli yamuk plakanin kenar uzunlugu b; ve uzunlugu L
degerinin yaris1 alinmistir. Plakanin geometrisi dikdortgen olarak burkulma analizi
yapilmustir. Sekil 4.21°de goriildiigii gibi plakanin kalinlig1 yoniinde karisim orani A
degeriyle orantilidir. Fonksiyonel dereceli yamuk plakaya etkiyen basi yiikii ile
burkulma analizi yapilmistir. Yamuk plakanin artan 0 degerleri kritik burkulma
degerlerini artirmaktadir. Fonksiyonel dereceli yamuk plakanin kalinlik ydniinde
degisim oranm1 A degerinin artmasi ise kritik burkulma degerlerini ters orantili olarak

azaltmaktadir.
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Sekil 4.21. Bir kenar1 kenetli 2h fonksiyona gore kalinlik
boyunca ¢esitli FGM plakasi 6zellikleri i¢in kritik burkulma yiikler

Fonksiyonel dereceli plakanin degisen elastik modiil, kenar boyutlar1 toplam
enerji denkleminde sonlu elemanlar yontemi kullanilarak Hermitian Polinomlar1 ile

acilim yapilmstir.

FD plakada degisen smir sartlarina bagli olarak sonlu elemanlar yontemi
kullanilarak plakanin davraniglari incelenmistir. Seramik-Metal oranlar1 i¢in farkl
yontemler kullanilmustir. 1ki farkli smir sarti CFFC ve FFFC igin kritik burkulma
degerleri incelenmistir. Elde edilen sonug¢lar homojen plaka ile karsilastirilmistir.
CFFC smir sarti i¢cin daha diisiik kritik burkulma degerlerinin elde edildigi
gorilmiistiir. Artan A ve n degerleri plakanin daha az kararli duruma yonelmesine
sebep olmustur. Bunun sonucunda plakada ani burkulmalar g6zlenmistir. Plakanin
yapisi, boyutlar1 ve elastik modiil degisim oranlar1 modellemede 6nemli etkenler
oldugu goriilmiistiir. FD Plakalarin burkulmaya kars1 dizayninda dikkat edilmesi

gereken elastik modiil orani, plaka boyutlar1 6nem tasimaktadir.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

5.1. Sonugclar

Bu caligmada, fonksiyonel dereceli plakanin sonlu elemanlar yontemi ile
burkulma analizi yapilmistir. Plakanin kararlilig1 enerji ifadesi ile elde edilen sonlu
elemanlar denklemi kullanilarak incelenmistir. Klasik plaka teorileri plakalarin
egilme ve burkulma davranislarini analiz etmek i¢in kullanilir. Bu ¢alismada
plakanin sonlu eleman denklemini elde etmek ic¢in ince plaka teorisi kullanilmistir.
Fonksiyonel dereceli plakanin malzeme derecelendirme fonksiyonu olarak gii¢ yasasi
dikkate alinmistir. Fonksiyonel dereceli malzemenin derecelendirilmesi hem kalinlik
hem de plakanin uzunlugu yoniinde ele alinmistir. Plakada kullanilan seramik-metal
karisimi i¢in sonuglar elde edilmistir. Plakanin sinir kosullar1 ise tek yonlii etkiyen
yiike kars1 degisik kombinasyonlar incelenmistir. Plakanin yiik etkiyen yonleri, bir
kenar1 ankastre mesnet diger kenarlar1 serbest olarak sec¢ilmistir. Diger
kombinasyonda ise plakanin iki kenari ankastre mesnet, diger iki kenari serbest

olarak sec¢ilmistir.

Fonksiyonel dereceli plakanin burkulma analizine baslamadan 6nce ¢alismay1
dogrulamak amacryla ilk olarak, gii¢ yasasi denkleminde endeks sifir alinarak
homojen malzeme i¢in burkulma analizi yapilmistir. Analitik sonuglarin halihazirda
mevcut oldugu dikdértgen homojen plakanin kritik burkulma yiikleri ile

dogrulanmistir. Bu doktora tez caligsmasi ile elde edilen sonuglar asagida verilmistir.
Calisma sonucunda ulasilan sonuglar sirasiyla:

1. Fonksiyonel dereceli plakanin sonlu elemanlar yontemi ile analizinde
plakanin siur kosullar1 karsilagtirildiginda; plakanin iki kenar1 ankastre mesnet diger
iki kenarmin serbest kosulunun, diger yapilandirma durumuna, yani plakanin bir
kenar1 ankastre mesnet diger kenarlar1 serbest kosuluna gore kritik burkulma
degerlerinin daha yiiksek oldugu ve dolayisiyla ikinci yapilandirmanin daha az

kararli oldugu goriilmiistiir.

2. Gii¢ yasasi1 indeksleri olan A ve n degerlerinin arttirilmasiyla, fonksiyonel
dereceli plakanin kararsiz hale yaklastigi goriilmiistiir. Bu A ve n indeksleri biiyiik
degerlere ulastiginda, fonksiyonel dereceli plaka da dengesiz bir davranis
sergileyerek, plakanin kolayca burkuldugu gézlemlenmistir. Bu nedenle, giic yasast

indekslerinin bu olumsuz etkisinin, tasarim esnasinda dikkate alimmmasi gerektigi
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sonucuna varilmistir.

3. Fonksiyonel dereceli yamuk plakanin egim acisinin artmasiyla, kritik
burkulma yiiklerinin de arttig1 goriilmistiir. Bu durumun nedeninin, egim agisinin
artmasina bagl olarak, plakanin boyutlarinin azalmasi ve plakanin daha mukavemetli

bir duruma gelmesinden kaynaklandig: diisiintilmektedir.

4. Plaka kalinligmin artmasima bagl olarak, kritik burkulma degerlerinin de

arttig1 goriilmiistiir.

5. Fonksiyonel dereceli plakanin en-boy oranlarinin, kritik burkulma
degerlerinde 6nemli rol oynadigr gozlemlenmistir. Diizlem ici yiikler altinda

plakanin kararlilig1 en-boy orani arttik¢a azalmaktadir.

6. Analiz sonucunda elde edilen kritik burkulma degerleri, fonksiyonel
dereceli malzemeyi olusturan malzemelerin burkulma degerleri araligindadir. Kritik
burkulma degeri higbir zaman seramik ya da metalin burkulma degerlerine

ulagmamustir.
5.2. Oneriler

Bu c¢alisma ile fonksiyonel dereceli plakalarin boyutlandirilmasinda kritik
burkulma degerleri elde edilmistir. Kullanilacak ¢alisma alanlarina goére fonksiyonel
dereceli malzemelerin dikkatle secilmesi gerektigi diisiiniilmektedir. Kullanilacak

malzemelerin avantajli yonleri 6n plana ¢ikarilarak bir malzeme se¢imi yapilmalidir.

Bu calismada elde edilen sonuclarin, fonksiyonel dereceli plakalarin tasarim
asamasinda kullanilmasinin yararli olacagi diisiiniilmektedir. Tasarim asamasinda
burkulmaya kars1 plakanin boyutlandirilmasinda belirlenen optimum degerler ile
burkulma yiikiine kars1 daha iyi sonuglar elde edilebilecegi Ongoriilmektedir.
Calismada kullanilan yontemin, farkli geometriler ve farkli malzeme bilesimleri icin

genis bir ¢aligma alan1 saglayabilecegi diisiiniilmektedir.
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