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BELIRLI OZEL HORADAM KUVVET DIiZILERI UZERINE
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Matematik Ana Bilim Dali
Yiksek Lisans, Temmuz/2022
Danigman: Prof. Dr. Senol EREN

Bu tez ¢alismasinda oncelikle A.F Horadam tarafindan 1965 yilinda tanimlanan
(W, oo Horadam say1 dizilerinin tanimi baz alinarak bu dizinin W, = pW,,_; +
qW,,_, rekiirans bagintisinin katsayilar1 sirasiyla p=1,g=3 ve p=3,q=1
seklinde alinmis ve iki farkli 6zel Horadam say1 dizisi elde edilmistir. 2012 yilinda
Ide ve Renault tarafindan tanimlanmis olan modiil m de Fibonacci kuvvet dizileri ve
yapilan ilgili ¢aligmalar taban alinarak, tanimlanan iki 6zel Horadam say1 dizileri
modiil s ye indirgenmis ve bu dizilerin modiil s de kuvvet dizileri tanimlanmustir.
Burada, once tanimlanan iki farkli 6zel Horadam kuvvet dizilerinin var olduklari
modiiller, sonrasinda da bu modiillerdeki sayilar1 incelenmis ve her iki dizi i¢in de
ayn1 modiillerde ve ayni sayida olduklar1 gdzlemlenmistir. Daha sonra bu dizilerin
periyotlar1 incelenmis ve Fibonacci kuvvet dizilerinin ayn1 modiillerde periyotlari
karsilastirilmis, p = 1,q = 3 olma durumunda Horadam kuvvet dizisinin periyotlar1
ile ayn1 modiillerdeki Fibonacci kuvvet dizilerinin periyotlarinin benzer sonuglar
gosterdigi ancak katsayilar degistirildiginde kuvvet dizilerinin periyotlart belirli bir
sekilde formiilize edilemedigi goriilmiis ve bu durum oOrneklerle agiklanmistir.
Yapilan bu incelemelerin sonrasinda Horadam say1 dizilerinin bir diger 6zel hali olan
Jacobsthal say1 dizileri incelenmis daha sonra 2020 yilinda Celemoglu vd. tarafindan
tanimlanan modiill m de Jacobsthal say1 dizilerinin periyotlar1 incelenmis ve elde
edilen bulgular sonuglar ile ifade edilmistir.

Anahtar Sozciikler: Horadam say1 dizileri, Jacobsthal say1 dizileri, Kuvvet dizileri,
Modiil, Periyot



ABSTRACT

ON CERTAIN SPECIAL POWER HORADAM SEQUENCES

Selime Beyza OZCEVIK
Ondokuz Mayis University
Institute of Graduate Studies
Department of Mathematics

Master, July/2022
Supervisor: Prof. Dr. Senol EREN

In this thesis, firstly, coefficients of recurrence relation of Horadam sequences
which defined by A.F. Horadam in 1965 was taken as respectively p = 1,q = 3 and
p = 3,q = 1 ,then it was obtained two different special Horadam number sequences.
It was reduced two special Horadam number sequences to modulo s as based on
power Fibonacci sequences in modulo s which defined by Ide and Renault in 2012
and it was defined power sequences of those sequences on modulo s. Here, firstly, it
has been examined the modules in which these sequences exist and it has been
observed that those modules are exist in same modules and same number for both
special power sequences. Subsequently, it has been examined periods of these
sequences and compared periods of power Fibonacci sequences in same modules. In
this instance, in case p = 1,q = 3, then periods of power Horadam sequences has
showed similar results with periods of Fibonacci number sequences in which same
modules but when the coefficients change, it couldn’t obtaine a specific formula for
those sequence. Therefore, it was explained this situation by examples.

After these investigations, it was examined Jacobsthal number sequences
which another one special case of Horadam number sequences and then it was
examined periods of Jacobsthal number sequences in modulo m which defined by
Celemoglu et.al. in 2020 and it was stated that findings with results.

Keywords: Horadam number sequences, Jacobsthal number sequences, Power
sequences, Modulo, Period.
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1. GIRIS

1.1 Say1 Dizileri Uzerine Bazi On Bilgiler

Sayr dizileri matematikte c¢ok genis uygulama alanina sahip Onemli
konulardandir. Ozellikle sayilar teorisi alaninda onemli bir yere sahip olan say
dizileri, ge¢misten bu yana bir¢ok arastirmaci tarafindan incelenmis ve iizerinde

caligmalar yapilmistir.

Tam say1 dizileri denildiginde ilk akla gelen siiphesiz Fibonacci say1 dizileridir.
Bu say1 dizilerinin onciisii olan Leonardo Pisano veya Leonard olarak da bilinen

Leonardo Fibonacci, Orta ¢ag Avrupasinin en seckin matematik¢ilerinden biridir.

1170 yilinda Pisa’da Bonacci ailesinin ferdi olarak diinyaya gelen
Fibonacci’nin babasi Guglielma(William) oglunun ticaretle ilgilenmesini isteyen
basarili bir tiiccardi. Guglielma, Cezayir sehrine atandigi 1190 yilinda hesaplama
sanatin1 6grenmesi i¢cin Leonardo’yu Cezayir’e gotiirdii. Fibonacci temel egitimini
onu Hint-Arap sayisal sistemi ve Hint-Arap hesaplama teknikleriyle tanistiran
Miisliiman bir okul yoneticisinden aldi. Leonardo Liber Abaci’de hocasindan dokuz

hint rakami sanatini 6grenirken hissettigi mutluluga deginmistir (Koshy, 2001).

Fibonacci yirmili yaglarinda Misir, Suriye, Yunanistan, Fransa ve
Konstantinapolis’e sik sik is gezileri yapti, burada kullanilan cesitli aritmetik
sistemleri inceledi ve yerli akademisyenlerle fikir aligverisinde bulundu. 1200
yillarinda Pisa’ya geri dondii ve 1202’de 6ncii kitab1 olan “Liber Abaci” adli kitabini
yayinladi. Liber Abaci, “¢orkii (= abakiis= sayr boncugu)” Kkitabi anlamina
geliyordu. Bu kitap Hint-Arap numaralandirma sistemini ve aritmetik algoritmalarini
Avrupa’ya tanitmistir. Kitabin ilk yedi boliimii bildigimiz 10’lu say1 diizenini ve bu
sayilarla dort islemi anlatir. Daha sonra bu diizen, kar hadleri, takas, para degistirme,
agirlik ve hacim ol¢iilerinin birbirine ¢evrilmesi, ortaklar arasinda boliisme ve faiz

gibi pratik ticaret problemlerine uygulanir (Koshy, 2001).

Fibonacci sayilari, Liber Abaci’ de yer alan bir problem sonucunda ortaya

cikmistir. Literatiirde tavsan problemi olarak adlandirilan problem su sekildedir:

“Dort yam duvarlarla ¢evrili bir yere bir ¢ift tavsan konmugstur. Her c¢ift
tavsamn bir ay iginde yeni bir ¢ift tavsan yavruladigi, her yeni ¢iftin de erginlesmesi
icin bir ay gerektigi ve tavsanlarin olmedigi varsayilirsa, 100 ay sonunda dort

duvarin arasinda kag ¢ift tavsan olur?”



Leonardo Fibonacci bu problem iizerine diisiinmiis ve aylara gore yetiskin
tavsan  ¢iflerinin  0,1,1,2,3,5,8,13,21,... yavru tavsan  ciftlerinin  ise
1,0,1,1,2,3,5,8,13,... seklinde bir artis gosterip yetiskin ve yavru toplam tavsan

sayisinin yine aylara gore

1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,... seklinde arttigin1 gézlemlemistir. Bu dizi Fransiz
matematik¢i Gabriel Lamé’den sonra Lame Dizisi olarak bilinirken, 1876 yilinda
Fransiz matematik¢i Francois Edouard Anatole Lucas tarafindan Fibonacci Dizisi

olarak isimlendirilmistir (Koshy, 2001).

Fibonacci dizisinde, her say1 kendinden Onceki iki sayinin toplami ile elde
edilir ve bu sekilde sonsuza kadar devam eder. Dizinin terimlerini olusturan
rakamlarin oranlanmasi ile bu oranin altin oran olarak ifade edilen ¢ =
1,618 ... sayisia yaklastig1r kesfedilmistir. Dogada, insan bedeninde, bir¢ok sanat
eserinde bu orana rastlamak miimkiindiir. Ozellikle, miihendislik, tip, finans hatta
mimari alanlarda da altin oran kavrami dikkate alinmistir. Bunlara ek olarak, insan
viicudunda el parmaklarinin st bogumunun alt bogumuna orani, elimizin
dirsegimizle bilegimiz arasinda kalan bolgeye orani gibi duyu organlarimizda da
altin orana rastlandigi kanitlanmigtir. Bu anlamda, matematik ile doga arasindaki

iliskiyi Fibonacci sayi dizileri ile rnekleyebiliriz (Tiimbas, 2018).

Sekil 1.1.1. Altin oran kavraminin insan viicudundaki karsilig
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Sekil 1.1.2. Altin oran kavraminin mimari alanda kullanimina 6rnek olarak Misir piramitlerinin

boyutlari

Sekil 1.1.3. Bitkilerde altin oran kavrami

Bir dizide dizinin terimleri kendinden onceki terimler ile elde edilebiliyorsa bu
dizilere rekiirans dizileri, sahip olduklar1 bagmtiya da rekiirans(yineleme) bagintisi
denir (Yilmaz, 2015). Fibonacci say1 dizisi, F,, n. Fibonacci sayist ve her n > 2 tam
sayist icin baslangic kosullart Fy =0, F; =1 olmak iizere, F, = F,,_1 + F,,_»
seklinde rekiirans bagintisina sahiptir (Wall, 1960). Burada, rekiirans bagintisinin
katsayilari, ya da baglangi¢ kosullar1 veya her ikisi birden degistirilerek Jacobsthal,
Pell, Lucas, Pell-Lucas gibi bilinen diger tam say1 dizileri de elde edilebilir. Ancak

bu tam say1 dizilerinin hepsini kapsayan dizi tanimi 1965 yilinda A.F Horadam
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tarafindan tanimlanmaistir.

Alwyn Francis Horadam (1923-2016), 22 Mart 1923’te Avustralya’da diinyaya
gelmistir. Sidney’in 230 km kuzeyinde bulunan Hunter vadisindeki bir ¢ift¢inin oglu
olan Horadam’in geometri, cebir, kombinatorik gibi alanlara ilgisi olmasina ragmen,
ardinda biraktig1 en biiyiik miras sayilar teorisi alaninda olmustur. Fibonacci say1
dizisinin baslangi¢c kosullarin1 ve rekiirans bagintisini genellestirerek baslangig
kosullar1 a, b, rekiirans bagintisinin karakteristik denkleminin katsayilar1 p,q ve
n = 2 olmak tizere, {Wn}= {Wn (a,b; p,q)} dizisini tanimlamistir. Burada a, b
dogal say1, p, g sifirdan farkli olmak iizere tam sayilar olup ikinci dereceden homojen

lineer rekiirans bagintist
Wn = pWn-1- qgWn-2

seklindedir. Burada katsayilar p = 1,q = —1, baslangi¢ kosullaria = 0,b = 1
alinarak Fibonacci say1 dizisi {Wn (0,1; 1,-1)} seklinde gosterilebilir. Yapilan bu
genellestirme, Lucas tarafindan seksen yildan fazla bir siire 6nce tanimlanmis olan
temel say1 dizilerinin bazi Ozelliklerinin ag¢iga kavusturulmasinda da yardimci

olmustur (Shannon, 2016).

{(Wn}= {(Wn (a,b; p,q)} dizisinin karakteristik denklemi, x> —px —q =0

olup bu denklemin kokleri @ ve f olmak {izere,

L PP —4q ﬁ_p—\/m
2 ’ a 2

seklindedir (Cerda, 2012).

Bir say1 dizisindeki herhangi bir terimi, diger terimleri hesaplamaya gerek
kalmadan elde etmemizi saglayan Binet Formiilii, Jacques Philippe Marie Binet
tarafindan 1843 yilinda 6zellikle Fibonacci say1 dizileri i¢in tanimlanmisg, daha sonra

diger diziler i¢in de Binet Formiilii ad1 altinda benzer bagntilar elde edilmistir.

n = 0 i¢in, Horadam dizisinin Binet formiili,

Wn = (ba_—aﬁﬁ ) @t = (ba_—a[:l ) B

bi¢imindedir. (Cerda, 2012).

Horadam dizilerinin tanimindan  yararlanarak rekiirans bagintisinin



katsayilarinin ve baslangic kosullariin degistirilmesi ile elde edilen say1 dizilerini

asagidaki tablo ile gosterebiliriz.

Tablo 1.1.3. Horadam sayi dizisinin rekiirans bagintisinin katsayilar1 degistirilerek elde edilen
say1 dizilerine 6rnekler

a b P q Say1 Dizisi

1 1 1 -1 Fibonacci Say1 Dizisi

2 1 1 -1 Lucas Say1 Dizisi

0 1 2 -1 Pell Say1 Dizisi

2 2 2 -1 Pell-Lucas Sayi Dizisi

1 1 2 -1 Modified-Pell Say1 Dizisi

0 1 1 -2 Jacobsthal Sayi Dizisi

2 1 1 -2 Jacobsthal-Lucas Say1 Dizisi

Tablo 1.1.3 de gosterilen Horadam say1 dizilerinin rekiirans bagintist ve katsayilarina
bagli olarak elde edilen diziler, bu dizilerin iirete¢ fonksiyonlari, matris gosterimleri,
periyotlar1 gibi bircok ozellikleri {izerine bir¢ok arastirmaci tarafindan ¢ok sayida
calisgma yapilmistir. Yapilan bu c¢alismalardan kaynak o6zetleri boliimiinde

bahsedilmistir.

1.2. Tezin Amaci

Bu tez calismasinda var olan bu say1 dizilerine ek olarak Horadam sayi
dizisinin genel taniminda rekiirans bagintisinin katsayilar1 ve baslangic kosullart iki
farkli sekilde alinarak yeni sayi dizileri tanimlanarak bu say1 dizileri ayr1 ayri belirli
modiillere indirgenmis ve periyot uzunluklar1 incelenmistir. Ardindan, elde edilen bu
iki say1 dizisinin kuvvet dizileri tanimlanmis ve yine belirli modiillere indirgenerek
bu dizilerin var olduklar1 modiillerde periyot uzunluklari incelenmis ve ayni
modiillerde say1 dizilerinin periyotlar1 ile karsilastirilarak bazi sonuglar elde

edilmistir. Ayrica, yine Horadam say1 dizilerinin bir 6zel hali olan Jacobsthal say1
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dizileri ile daha 6nceki yapilan caligmalar arasinda Celemoglu ve Pancar tarafindan
tanimlanmis olan Jacobsthal kuvvet dizileri tanimini taban alarak, Jacobsthal sayi
dizilerinin periyot uzunluklar1 ile, kuvvet dizilerinin ayni modiillerdeki periyot

uzunluklari birlikte incelenmistir.

Ide ve Renault, 2012 yilinda ‘Power Fibonacci Sequences on Modulo m’ adli
calismalarinda, Fibonacci sayr dizisinin rekiirans bagintist ile ayni rekiirans ve
bagintisina sahip modiill m de Fibonacci kuvvet dizilerini tanimlamislardir.
Tanimladiklar1 bu dizilerin var olduklar1 modiilleri karakterize edip bu modiillerdeki
sayisint elde etmisler ve bu modiillerde var olan kuvvet dizilerinin periyotlarini
inceleyerek Fibonacci sayr dizisinin ayni modiillerdeki periyot uzunluklar ile
aralarinda iliski kurmus ve kurulan bu iliskiler sonucunda, kuvvet dizilerinin
periyotlarini say1 dizisinin periyotlar1 cinsinden ifade etmislerdir ve yaptiklar1 bu
calisma ile literatiire hem yeni bir dizi tanim1 katmig hem de diger say1 dizileri i¢in
fikir olusturma agisindan biiyiikk katki saglamislardir. Bu ¢alismanin 1s1¢inda bu
tezde, ele alinan sayr dizisi ile ayni rekiirans bagintisina sahip belirli modiillerde
kuvvet dizisi tanimlandiginda, say1 dizileri ile kuvvet dizilerinin periyot uzunluklar
arasinda her zaman bir iligki olup olmadigi bununla ilgili sonuglar elde edilmesi
amaglanmistir. Sayr dizileri matematigin 6zellikle sayilar teorisi olmak tizere ek
olarak kriptografide de 6nem tasimasi ile birlikte, bu tezde tanimlanan yeni diziler ve
elde edilen ilgili sonuglar ile birlikte de lizerine yapilabilecek yeni ¢alismalar i¢in de

temel olusturacaktir.

Bu tez ¢aligmasi, m asal olmak iizere, modiil m de yazilan kuvvet dizileri Zy,
m devirli bir alt grubu olusturdugundan, dolayisiyla bu gruplarin mertebeleri, yani
kuvvet dizilerinin periyotlar1 géz oniine alindiginda, ayn rekiirans bagintisina sahip
say1 dizileri ile aynm1 modiillerde periyot uzunluklar1 birlikte incelendiginde elde
edilen sonuglarin benzerligi ya da farklilig1 agisindan bu anlamda yeni bir bakis agis1

kazanilmasina katkida bulunacaktir.

Tezin ikinci bolimii olan kuramsal temeller ve kaynak 6zetleri boliimiinde,
sayilar teorisi kapsaminda bu caligmanin temelini olusturan bazi temel kavramlar

ifade edilmis ve say1 dizileri ile ilgili daha 6nceki yapilan calismalara deginilmistir.

Tezin liglincli boliimii olan Materyal ve Yontem bdliimiinde, materyal olarak

kullanilan Fibonacci say1 dizileri, Jacobsthal say1 dizileri, Fibonacci kuvvet dizileri



ve Jacobsthal kuvvet dizileri verilmistir.

Tezin dordiincii bolimi olan Bulgular ve Tartigma boliimiinde, Horadam say1
dizilerinin genel taniminda verilen rekiirans bagintisinin katsayilar1 sirasiyla p =
1,g =3 ve p = 3,q = 1 alinarak yeni Horadam say1 dizileri tanimlanmis, bu sayi
dizileri 2 den biiyiikk tam sayr olmak iizere modiillere indirgenmis ve periyot
uzunluklar1 incelenmistir. Ardindan her iki dizi i¢in de modiil s de Horadam kuvvet
dizileri tanimlanmis, bu dizilerin var oldugu modiiller karakterize edilmis ve teorem
olarak ifade edilmistir. Bunlarin yami sira var olduklar1 modiillerde bu kuvvet
dizilerinin periyot uzunluklar1 incelenmis ve basta tanimlanan say1 dizilerinin

periyotlari ile karsilastirilarak bazi sonuglar elde edilmistir.

Tezin besinci boliimii olan sonug boliimiinde ise, elde edilen tiim bulgulara yer

verilmis, sonraki yapilacak olan farkli ¢alismalar i¢in tavsiyelerde bulunulmustur.



2. KURAMSAL TEMELLER VE KAYNAK OZETLERI

2.1. Matematiksel Alt Yap1

Bu boéliimde, tez c¢alismasi igin alt yapi olusturan cebir ve sayilar teorisi
alanindaki bazi temel tanim ve teoremlere yer verilmistir, ayrica yine tez i¢in temel

olusturan literatlirde yapilan bazi ¢aligmalar agiklanmistir.

Tanim 2.1.1. Belirli nesneler topluluguna kiime, her bir nesneye ise bu
kiimenin elemani denir. Elemani olmayan kiimeye ise bos kiime denir ve @ veya { }

ile gosterilir (Bayraktar, 2006).

Tanim 2.1.2. A ve B kiimeleri verilsin ve a € A, b € B olsun. O zaman (a, b)
semboliine birinci bileseni a, ikinci bileseni b olan sirali ikili denir. (a,b), (c,d)
siralt ikilileri i¢in (a,b) = (c,d) olmasi igin gerek ve yeter kosul a =c¢,b =d

olmasidir (Asar ve Arikan, 2009).

Tanim 2.1.3. Bos olmayan A ve B kiimeleri verilsin. Elemanlar1 sirali ikililer
olan AX B ={(a,b | a € A,b € B} kiimesine A Ve B nin Kartezyen ¢arpimi denir
(Terziler ve Oner, 2013).

Tanim 2.1.4. A ve B kiimeleri verilsin. Eger x € A i¢in x € B ise A ya B nin
alt kiimesidir denir ve A € B seklinde gosterilir. Eger A B ve A+ B ise Aya B

nin bir 6z altkiimesi denir ve A € B bi¢iminde gosterilir (Asar ve Arikan, 2009).

Tanim 2.1.5. n > 2 olmak iizere A4, A4,, ..., A, kiimeleri verilsin. O zaman
Ay X A, X ...X A, Kartezyen ¢arpiminin herhangi bir alt kiimesi R ye 44,45, ..., 4y
tizerinde bir n —1i baginti denir. R =@ yada R = A; X A, X ... X A, ise 0 zaman R

ye, sirasiyla A4, A, ..., A, lzerindeki bos bagint1 ve evrensel bagmti denir (Asar ve

Arikan, 2009).
Tanim 2.1.6. A kiimesi iizerinde bir R bagintis1 verilsin.
i. Egerher a € Ai¢in aRa ise R ye bir yansiyan bagint1 denir.
ii. Egerhera,b € Aigin aRb iken bRa ise R ye bir simetrik bagint1 denir.

iii. Eger her a,b € A icin aRb Vve bRa iken a = b ise R ye bir anti simetrik

baginti1 denir.

iv. Eger her a,b,c € A i¢in aRb ve bRc iken aRc ise R ye bir ge¢isli baginti
denir (Asar ve Arikan, 2009).



Tanim 2.1.7. A bir kiime ve A iizerinde bir R bagintis1 verilsin. Eger R
yanstyan, simetrik ve ge¢isli ise R ye A tizerinde bir denklik bagintis1 denir (Asar ve
Arikan, 2009).

Tanim 2.1.8. f, A kiimesinden B kiimesine bir bagint1 olsun. Eger her a € A
i¢in (a, b) € f olacak bigimde bir tek b € B varsa f ye A dan B ye bir fonksiyon
denir. Ayrica A ya f nin tanim kiimesi ve B ye f nin deger kiimesi denir. A dan B ye

tanimli f fonksiyonu f : A — B seklinde gosterilir (Asar ve Arikan, 2009).

Tanim 2.1.9. A bir kiime, R, A da bir denklik bagintisi ve a,b € Aolsun.a € A
ya denk olan elemanlarin {x € A | (x,a) € R} kiimesine a nin denklik sinifi denir
[a] veya a ile gosterilir. (a,b) € R ise simetri dzelliginden dolay1 @ = b dir (Oner,
2013).

Tanim 2.1.10. G, bostan farkl bir kiime olsun. (a, b) = a = b ile tanimlanan
*wGXGE->G

fonksiyonuna bir ikili islem denir. (a * b) € G. Burada * verilen tarife gore
carpma, toplama ya da farkli bir iglem olabilir. Genel olarak a * b yerine ab
kullanilir (Oner, 2013).

Tanim 2.1.11. Uzerinde en az bir ikili islem tanimli bos olmayan bir kiimeye
bir cebirsel yap1 denir. A kiimesi iizerinde bir * ikili islemi tanimli ise bu cebirsel

yap1 (4,*) ile gosterilir (Callialp, 2001a).
Tanim 2.1.12. G, bos olmayan bir kiime ve *, G de bir ikili islem olsun. (G,*)
cebirsel yapis1 asagidaki aksiyomlari sagliyorsa bir grup denir.
i. Vab,c €Gigin(axb)*c=ax(b=xc)dir.

ii. 3e €GoylekiVa€EGiginaxe =exa=adrm.

iii. Va €G i¢cin a*a!=al+a=-e olacak sekildle Ja~! € G vardrr

(Callalp, 2001a).

Tanim 2.1.13. R #+ @ kiimesi lizerinde tanimli iki ikili islem + ve - olsun.

Asagidaki aksiyomlari saglayan (R, +, -) cebirsel yapisina bir halka denir.
I. (R, +) bir degismeli gruptur.

ii. -igleminin R de birlesme 6zelligi vardir.



iii. - igleminin + islemi ilizerine sagdan ve soldan dagilma o6zellikleri vardir

(Callalp, 2018c).

Tanim 2.1.14. R halkasinda, O # a € R elemani i¢in; ab = Og veya ba = O
olacak sekilde 30z # b € R bulunabilirse aya, halkanin bir sifir boleni denir
(Callialp, 2018c).

Tanim 2.1.15. Birimi 1z # O; olan birimli, degismeli ve sifir bolensiz halkaya
tamlik bolgesi denir (Hungerford, 1974)

Tanim 2.1.16. R birimli ve degismeli bir halka ve R — {0z} = R*, ikinci islem -
ye gore bir grup ise R ye bir cisim denir (Callialp, 2018c).

Teorem 2.1.17. F bir cisim ve G, F nin sifirdan farkli elemanlarinin ¢arpimsal

bir alt grubu olsun. Bu durumda G devirlidir (Hungerford, 1974).

Tanim 2.1.18. (G,*) bir grup ve Va,b € G i¢in a * b = b * a degisme 6zelligi
de saglaniyorsa gruba, degismeli grup veya Abel grubu denir (Callalp, 2001a).

Tanim 2.1.19. (G,*) bir cebirsel yap1 olsun. Sayet, * ikili islemi birlesme
ozelligine sahipse (G,*) ye yar1 grup, (G,*) 6zdes elemanli bir yar1 grup ise (G,*) ye
monoid denir (Bayraktar, 2006).

Tanim 2.1.20. Bir G grubunun eleman sayisina G nin mertebesi denir ve |G| ile

gosterilir. Sayet G nin eleman sayisi sonlu ise G ye sonlu, aksi taktirde sonsuz grup
denir (Bayraktar, 2006).

Teorem 2.1.21. G bir grup ve a, b € G verilsin. ax = b ve ya = b esitlikleri G
de yalniz bir ¢dziime sahiptir (Oner, 2013).
Teorem 2.1.22. G bir yar1 grup olsun. Sayet G nin sag birimi ve G deki her

elemanin sag tersi varsa G bir grup olur (Oner, 2013).

Teorem 2.1.23. G bir yar1 grup olsun. G nin bir grup olmasi i¢in gerek ve yeter
sart, her a,b € G i¢in ax = b ve ya = b esitliklerinin G de bir ¢dziimii olmasidir

(Oner, 2013).

Tanim 2.1.24. G bir grup H S G bos olmayan bir kiime olsun. H, G deki isleme
gore kendi basina bir grup ise H ye G nin bir alt grubudur denir ve H < G ile
gosterilir (Callalp, 2001a).

Teorem 2.1.25. G sonlu bir grup ve H < G olsun. Bu durumda |H| | |G| dir
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(Bayraktar, 1988).

Tanim 2.1.26. Bir G grubu igin, G = (M) olacak sekilde bir M c G
bulunabiliyorsa, G ye M ile tiretilmis grup denir. Eger M sonlu bir kiime ise G ye
sonlu iretilmis grup ve M = {a} tek elemanl bir kiime ise G ye a ile iretilmis

devirli grup denir ve G = (a) seklinde yazilir (Callialp, 2018c).
Teorem 2.1.27. Devirli bir grubun her alt grubu devirlidir (Callialp, 2018b).

Tanim 2.1.28. G bir grup ve a € G olsun. a nin irettigi (a) devirli grubunun
mertebesine a elemaninin mertebesi denir ve o(a) ile gosterilir. O halde o(a),

a™ = e kosulunu saglayan n > 0 tam sayilar1 arasinda en kii¢iikk olanidir (Callialp,

2018c).

Teorem 2.1.29. G =< a >ve |G| = nverilsin.b € G,a® = bve (n,s) =
d olsun. Budurumda H =< b > icin |H| = n/d dir (Oner, 2013).

Teorem 2.1.30. G bir grup, a € G ve o(a) = n olsun. Bu durumda a™ = e &
n | m dir (Callialp, 2018c).

Tanim 2.1.31. n > 1 tam sayisinin kendisinden ve 1 den baska pozitif boleni

yoksa bu sayiya asal say1 denir (Bayraktar, 1988).
Teorem 2.1.32. Sonsuz sayida asal say1 vardir (Bayraktar,1988).

Tanim 2.1.33. n asal sayist i¢in 2™ —1 bi¢iminde yazilabilen sayilara
Mersenne sayilari, bu sayilar arasindan asal olanlara ise Mersenne asali denir (Rosen,

1984).

Tanim 2.1.34. n dogal sayist i¢in 22" 4+ 1 bigiminde yazilabilen asal sayilara

Fermat asal sayilar1 denir (Rosen, 1984).

Tanimm 2.1.35. n > 2 olmak iizere hepsi birden sifir olmayan a4, a,, ..., a, tam
sayilari i¢in (a4, ay, ..., a,) = 1ise bu tam sayilara aralarinda asal denir (Bayraktar,
1988).

Tanim 2.1.36. p asal ve 0 # a € Z olsun. Bu durumda (a,p) =1 < p ta dir
(Callialp, 2009b).

Teorem 2.1.37. (Aritmetigin Temel Teoremi) Her a > 1 tam sayisinin asal

carpanlara ayrilisi, sira gozetmeksizin tek tirlidiir (Bayraktar, 1988).
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Teorem 2.1.38. Sifirdan farkli her a € Z, a = (£1)p;p, ... b, seklinde, farkh
olmalar1 gerekmeyen bir takim asal sayilarin (n = 0 olabilir) ¢arpimi olarak

yazilabilir ve bu yazilis sira gdzetmeksizin tek tiirlidiir (Bayraktar, 1988).

Teorem 2.1.39. m,n € Z ven# 0isem =qn+r, 0 < r < nolacak sekilde

bir tek g ve r tam sayilar1 vardir (Bayraktar, 1988).

Tanim 2.1.40. n =gm+1r, 0 <r < |m| ise q ya boliim, r ye de kalan denir.
Verilen m ve n tam sayilar1 i¢in g ve r yi bulmaya da n yi m ile kalanli bolme denir
(Callialp, 2009b).

Tanim 2.1.41. a,b € Z olsun.
i. dlaved|bised yeaileb nin bir ortak boleni denir.

ii. d,a ile b nin bir ortak boleni olsun. Eger a ile b nin her ¢ ortak boleni i¢in
c | d ise d ortak bolenine, a ile b nin en biiyiik ortak boéleni (ebob) denir
(Callialp, 2009b).

Tanim 2.1.42. (a,b) = 1yapan a,b € Z* tam sayilari aralarinda asaldir.
Tanim 2.1.43. a,b € Z olsun.

i. alkveb]|k olacak sekilde bir k > 0 tam sayis1 varsa k ya a ile b nin bir

ortak kat1 denir.

ii. k,a ile b nin bir ortak kat1 olsun. Eger a ile b nin ortak kati igin k | t ise k
ya a ile b nin en kiigiik ortak kat1 denir ve k = [a, b] ile gosterilir (Callalp,
2009b).

Tanim 2.1.44. m > 0 tam say1 ve a, b € Z olsun.
a=b(modm)eSmla—>b

ile tanimlanir. Bu taktirde a ve b, modiilo m kongriient (denk) denir. Boyle bir

ifadeye de kongriians denir (Bayraktar, 2006).

Onerme 2.1.45. Tanim 2.1.44 de tanimlanan = bagintis1 bir denklik bagmtisidir
(Callialp, 2018c).

Onerme 2.1.46. a =a;(modm) ve b=bh,(modm) ise a+b=a;+
b, (modm) dir (Callialp, 2018c).

Onerme 2.1.47. (a,m) = 1 ise ax = b(mod m) nin ¢dziimii var ve mod m
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tek bir siniftir (Callialp, 2018c).

Onerme 2.1.48. a = a,(modm) ve b = b;(mod m) iseab = a,b,(mod m)
dir (Callialp, 2018c).

Onerme 2.1.49. a = b (mod m) = (a,m) = (b, m) dir (Callalp, 2018c).

Onerme 2.1.50. a = b (mod m) < a ve b nin m ile boliimiinden elde edilen

kalanin ayni olmasidir (Callialp, 2018c).

Tanim 2.1.51. Z deki = bagmtisinin belirttigi denklik siiflarina m modiiliine
gore (modm) kalan simiflart denir ve tiim kalan siniflart kiimesi Z,, ile gosterilir

(Callialp, 2018c).

Tanim 2.1.52. @ € Z smufi i¢in, (a,m) = 1 ise a simifina bir asal kalan sinifi

denir. Z,, nin biitiin asal kalan siniflarinin kiimesi Zj, ile gosterilir (Callialp, 2018c).

Onerme 2.1.53. iki asal kalan smifin carpimi da bir asal kalan smifidir

(Callialp, 2018c).

Onerme 2.1.54. Z,, deki bir kalan sinifinin tersinin olmasi igin gerek ve yeter

kosul bir asal kalan sinifi olmasidir (Callialp, 2018c).

Teorem 2.1.55. (Cinlilerin Kalan Teoremi) n4,n,,...,n; ikiserli olarak
aralarinda asal pozitif tam sayilar ve aq,a,,...,a; keyfi tam sayilar olsun. Bu
durumda z = a;(modn;) (i =1,2,..,k) kongriiens sisteminin bir z ¢oziimii
vardir.Ayrica bagka herhangi bir z tam sayis1 da bu kongriiens sisteminin ¢oziimii

oluyorsa ancak ve ancak n = [1¥_, n; olmak iizere z = z’(mod n) dir (Shoup, 2009).
i=1

Onerme 2.1.56. a = a, (mod m) ve b = b; (mod m) ise ab = a,b; (mod m)

dir (Callialp, 2018c).

Teorem 2.1.57. n > 0 olmak iizerea,n € Z i¢in a ‘nin modiil n de ¢arpimsal
tersinin olmasi i¢in gerek ve yeter kosul a ile n ‘nin aralarinda asal olmasidir (Shoup,

2009).

Tanim 2.1.58. Pozitif n tam sayisi i¢in 1 < a <n ve (a,n) =1 olan a tam

sayilarinin sayist ¢ (n) ile gosterilir ve Euler Fonksiyonu denir (Callialp, 2018c).

Teorem 2.1.59 m€Z olsun. (a,m)=1 olan her a €Z igin a®™ =

1 (mod m) veya a®™ = 1 dir (Callialp, 2018c).
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Teorem 2.1.60. p bir asal say1 ve a bir tam say1 olmak {izere p, a y1 bélmiiyor
ise a?~1 = 1 (mod p) dir (Asar ve Arikan, 2011).

Tanim 2.1.61. x? = a (mod m) kongriiansinin bir ¢dziimii varsa a ya mod m,
2. kuvvet rezidiisii kisaca kuadratik rezidii denir. Eger bu kongriiansin ¢oziimii yoksa
a sayisina m modiiliine gore kuadratik kalan degil denir (Callialp, 2009b).

Teorem 2.1.62. p # 2 asal ve p t a olsun. x?> = a (mod p) nin bir ¢dziimii

p-1

olmasi i¢in © a 2 =1 (mod p) olmasidir (Rosen, 1984).

Lemma 2.1.63. p tek asal say1r ve e bir pozitif tam say1 olsun. Eger x? =
1 (mod p®) ise x = +1(mod p®) dir (Ide and Renault, 2012).

Sonug 2.1.64. p tek asal say1 olmak tizere

(1, p=1(mod4)
(=1/p) = {—l,p = —1 (mod 4)

olup bu sonuca gére x> = —1 (mod p) kongriiansinin saglanmas! igin gerek ve yeter

sartin p asalinin 4k + 1 formunda olmas gerektigi goriilebilir (Oner, 2013).

Tanim 2.1.65. p # 2 asal tam say1 olsun.

< a
a

ile tanimlanir ve (p) ye Legendre sembolii denir (Callialp, 2009b).

—1,eger p + a ve a kuadratik rezidi degil ise,

) { 1, eger p + a ve a kuadratik rezidi ise,
0, egerp |l aise

Teorem 2.1.66. (Euler Kriteri) p tek asal sayr olmak iizere her a € Z igin

a p-1

(5) = a 2z (mod p) olmasidir (Namli, 2001).

Teorem 2.1.67. p tek asal say1 olsun. Bu durumda,

pj(a/p) =0

Ve p sayisl, tam olarak (p — 1)/2 tane kuadratik kalan olan ve (p — 1)/2 tane
kuadratik kalan olmayan sayiya sahiptir (Oner, 2013).

Onerme 2.1.68. p tek asal tam say1, ve (a, b) = (b,p) = 1 olacak sekilde a ve

b sayilar verilsin. Bu durumda Legendre sembolii agagidaki 6zelliklere sahiptir:
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i. (E) = (apT_l) (mod p),

.
ii. (a®/p)=1,

i. ()G) = ()

iv. @ = b (mod p)ise (%) = (g)
v. ptcise(ac?/p) = (a/p),

vi. (1/p) = 1ve (=1/p) = (=1)'T (Oner, 2013).

Teorem 2.1.69. (Kuadratik Karsilik Kurali) p # q tek ve asal tam sayilar ise

B o

dir (Callialp, 2009b).
Sonug 2.1.70. p ve q farkli tek asallar ise,

(q/p),p =1 (mod 4) veya q = 1(mod 4)

(p/q),p = q = 3 (mod 4) (Oner, 2013).

w/0) =
Teorem 2.1.71. p tek asal sayisi ve (a,p) = 1 olacak sekilde a tam sayisi
verilsin. Bu taktirde,
x?=a(modp™) n>1

kuadratik kongriiansinin ¢oziimiiniin olmasi i¢in gerek ve yeter sart (a/p) = 1

olmasidir (Oner, 2013).

Teorem 2.1.72. G sonlu bir grup ve H < G olsun. Bu durumda |H| | |G| dir
(Bayraktar, 1988).

Onerme 2.1.73. G bir grup, a € G ve o(a) = n olsun. Bu durumda a™ = e &
n | m dir (Callialp, 2018c).

Teorem 2.1.74. (Hensel’s Lemma) p asal, r, f(x) = 0 (mod p*) denkleminin
bir ¢dziimii olsun. f'(r) 0 (modp’) ise f(x) =0 (modp'*?) denkleminin
# = r (mod p*) olacak sekilde 7 kokii vardir (Jones, 1998).

Tanim 2.1.75. f bir fonksiyon olsun. Eger f tanim kiimesinin her x elemani

icin, .f(x) = f(x + T) olacak sekilde bir T pozitif sayisi1 varsa bu f fonksiyonuna

15



periyodik fonksiyon denir. f(x) = f(x + T) kosulunu saglayan en kiigiik pozitif T

sayisina ise fonksiyonun periyodu denir (Oztiirk, 2011).
2.2. Say1 Dizileri Tle Tlgili Temel Kavramlar

Tanim 2.2.1. Her n > k ve sabit a; (0 <j < k — 1) katsayilari i¢in
Up = Ag—qUp-1 t AgpUp—2 + "+ QUp_g41 T AolUp—k (2.1)

esitligini saglayan (u,) dizisine k.dereceden homojen lineer rekiirans dizi denir.
(2.1) esitligine ise k.dereceden homojen lineer rekiirans bagimntisi denir. (u,)
dizisinin ilk k — tane terimine yani ug, uy,...,Ux_q sayilarina (u,) dizisinin
baslangi¢ sartlar1 denir (Yilmaz, 2015).

Tanim 2.2.2. (u,), (2.1) esitligindeki gibi bir dizi ise,

k-1 k-2

p(x) = x* —ap_x*¥ 1 —a,_,xk2— i —a;x —a,

polinomuna (u,) dizisinin Kkarakteristik polinomu, p(x) = 0 denklemine ise (u,)
dizisinin karakteristik denklemi denir (Yilmaz, 2015).

Tanim 2.2.3. m, mertebe olmak lizere m > 2 i¢in Fibonacci sayilari Fl.(m) ile
gosterilir ve smir kosullart F{* =1 ve —m <n < 0 igin Fn(m) = 0 olmak {izere
n > 0 i¢in Fn(m) = Fn(inl) + Fn@_nz) + -+ Fn(in% rekiirans bagmtisini saglayan sonsuz

tam say1 dizisine m. mertebeden Fibonacci say1 dizisi denir (Singh, et al., 2014).

Ozel olarak m = 2 igin Fibonacci sayilari, baslangi¢ terimleri F, = 0 ve
F, =1 olan ve E, = F,,_; + F,,_, rekiirans bagintisin1 saglayan bir sonsuz tam say1

dizisini olusturur.

Tanim 2.2.4. a; ve a, Fibonacci dizisinin f(x) = x? — x — 1 karakteristik

denkleminin kokleri olmak iizere, Fibonacci say1 dizileri i¢in Binet formiilii

ai —ay
F,=——
a; —a;

olarak bilinir (Catarino, 2014).

Tanim 2.2.5. n = 2 i¢in

Fn(x’:V) = XFn_1(X,}") + yF_2(x,y)

rekiirans bagintisi ve
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Fo(x»}’) = O'Fl(x'y) =1

baslangi¢ sartlar1 ile tanimlanan polinoma iki degiskenli Fibonacci polinomu

denir.

y=1 i¢in E,(x,1) iki degiskenli Fibonacci polinomu klasik Fibonacci

polinomuna doniisiir (Catalani, 2004).

Tamm 22.6. n>0, 1<i<k i¢in Ji=Ji ;+2Ji ,+-—+Ji_, ve
baslangi¢ kosullart n =1 —i ise 1, diger durumlarda O olan J. sonsuz tam say1
dizisine genellestirilmis k- Jacobsthal say1 dizisi denir. Ozel olarak, k = 2 igin
baslangi¢ kosullar1 J, =0, /; =1 olan ve [, = Ju41 + 2/, rekiirans bagintisini

saglayan {J, }n—o tam say1 dizisine Jacobsthal say1 dizisi denir (Deveci, vd., 2016).

Tanim 2.2.7. {j,}Jacobsthal- Lucas say1 dizileri, n = 2 i¢in baslangig
kosullar1 j, = 2, j; =1 olan ve j,, = j,_1 + 2j,_, rekiirans bagmtisi ile tanimhidir
(Aydin, 2018).

Tanim 2.2.8. Jacobsthal ve Jacobsthal- Lucas say1 dizileri i¢in Binet Formiilii

_ Zn_(_l)n

. ve j, =2"+ (="

]n

seklindedir (Dasdemir, 2012).

Tanim 2.2.9. k>2 tam sayr olmak {izere, PU) = (Pn(k))
n=—(k-2)
genellestirilmis k — Pell dizisi baslangi¢ kosullari P_(I({;_Z) = P_(I(clz_@ == Po(k) =

0ve Pl(k) = 1 olup Pn(k) = ZPH(E)1 + Pn(f)z + .= Pn(z rekiirans bagintisi ile tanimh
sonsuz tam sayu dizisidir. k = 2 i¢in en yaygin bilinen baslangi¢ kosullart P, = 0 ve

P, =1 olup B, = 2P,,_; + P,_, rekiirans bagintis1 ile tanimli Pell say1 dizileri elde
edilir (Bravo, et al., 2020).

Tanim 2.2.10. n > 2 olmak iizere, Lucas sayt dizileri baslangi¢c kosullar
Lo=2,L;=10olup L, =L,_4 + L,_, rekiirans bagmtisi ile tanimlidir (Singh, et
al.,2014).

Tanim 2.2.11. n > 2 igin,

Ln(x: y) = an—l(x, _'V) + yLp_(x,y)

rekiirans bagintis1 ve
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Lo(x,y) =2, Li(x,y) =x
baslangi¢ sartlari ile tanimlanan polinoma iki degiskenli Lucas polinomu denir.

y =1 i¢in L,(x,1) iki degiskenli Lucas polinomu klasik Lucas polinomuna
dondsiir (Catalani, 2004).

Tanim 2.2.12. Genellestirilmis Fibonacci-Lucas dizileri n = 2 olmak iizere
{B.}m=o seklinde gosterilir ve b ve s negatif olmayan tam sayilar olmak iizere,
baslangi¢ kosullart B, = 2b ve B; =s olup B, = B,_; + B,,_, rekiirans bagintisi
ile tamimlidir (Singh, et al.,2014).

1960’1 yillarda Charles H. King tarafindan tanimlanan Fibonacci sayi

dizilerinin matrisler ile iliskisini veren Q matrisi

o=[i o

Fi1

esitligini tanimlamis ve bu
Fy

seklinde tanimlidir ve bu matris ile Q™ [(1)] = [

matrisi kullanarak

Qn_ 1n+1 In l Q_
In In—l]’ et 1

esitligini elde etmistir. Ayrica bu esitlikleri kullanarak
Fy1Fooy — B2 = (=1)"
olarak bilinen Cassini formiilii elde etmistir (Uygun, 2013).
2.3 Literatiir Ozeti

Bu boliimde, kaynaklar kisminda belirtilen calismalardan kisa bir O6zet

verilecektir.

1960 yilinda D. D. Wall tarafindan baslangi¢ kosullar1 degistirilerek elde edilen
iki Fibonacci say1 dizisi modiil m de incelenerek, periyot uzunluklar: arasinda iliski
kurulmug ve bazi sonuclar elde edilmistir (Wall, 1960). Ardindan, 1961 yilinda A.F
Horadam tarafindan Fibonacci dizilerinin bir genellemesi tanimlanmig ve bu diziler
i¢cin baz1 sonuglar elde edilmistir (Horadam, 1961). Fibonacci dizilerilerin rekiirans
bagintis1 degistirilerek 1973 yilinda N.J.A Sloane tarafindan Jacobsthal say1 dizileri

tanimlanmustir. (Sloane, 1973).

1994 yilinda A. F. Horadam tarafindan Jacobsthal ve Jacobsthal Lucas sayilari
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elde edilmis ve bu sayilarin birbirleri arasindaki iligki arastirilarak bu say1 dizilerinin

baz1 6zellikleri elde edilmistir (Horadam, 1994).

2004 yilinda M. Catalani tarafindan ¢ift degiskenli Fibonacci polinomlari
tanimlanmis, baslangi¢ kosullari belirtilen ¢ift degiskenli Fibonacci ve Lucas
polinomlart elde edilmis ve matris yaklasimlari kullanilarak yeni esitlikler elde
edilmistir (Catalani, 2004). Yine 2004 yilinda, H.M. Srivastava tarafindan
tamamlanmamis Jacobsthal sayilar1 ve tamamlanmamis Jacobsthal Lucas sayilar
arastirilmig, bu sayilarin iirete¢ fonksiyonlarini igeren bazi sonuglar elde edilmistir

(Srivastava, 2004).

Tanimlanan Jacobsthal say1 dizileri ile ilgili yapilan ¢alismalar devam etmis ve
2009 yilinda Yilmaz ve Bozkurt tarafindan k. mertebeden genellestirilmis Jacobsthal
say1 dizileri tanimlanmistir (Yilmaz ve Bozkurt, 2009). 2009 yilinda Horadam say1
dizileri ile ilgili ise Horzum ve Kocer tarafindan 2. dereceden polinom dizilerinin
yeni bir genellestirilmesi tanimlanmig, Horadam polinomal dizileri ile ilgili bazi
esitlikler elde edilmistir. (Horzum, Kocer, 2009). 2010 yilinda ise B. Demirtiirk
tarafindan bazi1 6zel matrisler kullanilarak Fibonacci ve Lucas sayilar1 arasinda iligki

kurularak bazi esitlikler elde edilmistir (Demirtiirk, 2010).

2011 yilinda Y. Yazlik ve N. Tagkara tarafindan genellestirilmis k — Horadam
say1 dizileri tanimlanmis, bu dizilerin tlirete¢ fonksiyonlari, Binet formiilleri verilmis

ve baz esitlikler elde edilmistir (Yazlik ve Taskara, 2011).

2012 yilinda J. Ide ve M. Renault tarafindan Fibonacci say1 dizilerine dayali
olarak modiil m de Fibonacci kuvvet dizileri tanimlanmis ve bu dizilerin varligi,
sayilari, periyot uzunluklari ve alt dizi iligkileri incelenmis olup bazi sonuclar elde
edilmistir (Ide and Renault, 2012). 2013 yilinda D. Jhala vd. tarafindan k —
Jacobsthal sayilar1 i¢cin Binet formiilii elde edilmis ve bu Binet formiilii kullanilarak
k — Jacobsthal say: dizileri i¢in bazi 6zellikler elde edilmistir (Jhala, et al., 2013).
2014 yilinda Bijendra Signh, Omprakash Sikhwal ve Yogesh Kumar Gupta
tarafindan  genellestirilmis  Fibonacci-Lucas dizilerinin rekiirans  bagintisi
tanimlanarak bu diziler ile ilgili Binet formiilii ve determinant 6zellikleri yardimiyla

bazi esitlikler elde edilmistir (Singh, et al., 2014).

Lucas say1 dizileri ile ilgili yapilan bir baska ¢alismada ise 2016 yilinda §S.

Uygun ve H. Eldogan tarafindan genellestirilmis k — Jacobosthal ve k — Lucas
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dizileri arasinda Onemli iligkiler kurulmus, Binet formiilleri kullanilarak bazi
esitlikler elde edilmistir (Uygun and Eldogan, 2016). Yine 2016 yilinda Y. Yazlik
vd. tarafindan modiil m de Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas say1 dizileri birlikte
incelenerek, bu dizilerin periyot uzunluklar1 arasinda bazi iliskiler kurulmus,
esitlikler elde edilmistir ( Yazlik, vd., 2016) ve O. Deveci vd. tarafindan modiil m de,
k > 2 olmak iizere k. mertebeden genellestirilmis k — Jacobsthal say1 dizileri ve
modill m de, k > 3 olmak lizere k. mertebeden genellestirilmis k — Jacobsthal-

Padovan sayi dizilerinin periyot uzunluklari incelenmistir.

2016 yilinda, S, Uygun ve E. Owusu tarafindan, Jacobsthal sayilarinin gift
periyodik Jacobsthal sayilar1 olarak yeni bir genellestirilmesi ¢ift periyodik Fibonacci
ve Lucas dizilerine benzer olarak baslangi¢ kosullari j, = 0, j; = 1 olan

A {ajn—l + 2fn-2 niftise
Jn bjn-1 + 2jn—2, n tek ise

seklinde tanimlanmis, genellestirilmis fonksiyonlar: ile birlikte, Binet formiilleri,

Cassini, Catalan ve D’ Ocagne esitlikleri elde edilmistir (Uygun, Owusu, 2016).

2018 yilinda, F. Aydin tarafindan genellestirilmis Jacobsthal, genellestirilmis
karmagik Jacobsthal ve genellestirilmis dual Jcaobsthal sayilari arastirilmis ve bu
dizilerin 6zel bir tiirli tanimlanarak, bu diziler i¢in rekiirans bagintilari, vektor

iliskileri, Binet formiilleri verilmistir (Aydin, 2018).

2018 yilinda A. Tiimbas tarafindan Horadam say1 ve polinom dizileri
incelenerek genellestirilmis Horadam dizileri ile ilgili 6zellikler matris kullanimu ile

elde edilmistir (Ttiimbas, 2018).

2020 yilinda J. Bravo ve digerleri tarafindan genellestirilmis k — Pell dizileri
arastirilmig, rekiirans bagintilari, genellestirilmis Binet formiilii ve farkli aritmetik
iligkiler tamimlanmistir. Ek olarak Fibonacci ve genellestirilmis Pell dizilerini igeren

bazi esitlikler elde edilmistir (Bravo, et.al., 2020).

2020 yilinda C. Celemoglu vd. tarafindan Fibonacci say1 dizilerinin rekiirans
bagintilarinin degistirilmesi ile farkli diziler tanimlanmis, bu diziler kullanilarak yeni
kuvvet dizileri tanimlanarak bu dizilerin El Gamal sifreleme sistemi {izerine

uygulamalar1 yapilmistir (Celemoglu, vd., 2020).

2021 wyilinda G.Y. Sentiirk vd. tarafindan karmagsik sayilar kullanilarak

genisletilmis Horadam sayilar1 tanimlanmis, tanimlanan bu sayilarin Binet formiili,
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Cassini, Catalan, D’ Ocagne esitlikleri verilmis yine bu sayilarin matris gosterimleri
arastirtlmis ve bazi sonuglar elde edilmistir (Sentiirk, vd., 2021). Yine bu diziler ile
ilgili 2021 yilinda, N. Yilmaz vd. tarafindan (k,t) — Horadam sayilarinin yeni bir
ailesi tanimlanmis ve Binet formiilleri elde edilmis, Cassini ve Catalan esitlikleri
tanimlanmistir (Y1lmaz vd. 2021). Bir baska ¢alismada ise, N. Kilic tarafindan 2021
yilinda k — Horadam karmasik sayilari tizerine g¢alisilmis ve bazi esitlikler elde
edilmistir. Ayrica tanimlanan bu dizilerin matrisler iizerine uygulamalar1 verilmistir

(Kilic, 2021).

2021 yilinda Fibonacci dizileri ile ilgili, Y.K. Panwar tarafindan k — Fibonacci
sayilarinin bir genellestirilmesi tanimlanmis, bu diziler ile ilgili Catalan, Cassini, D’
Ocagne esitlikleri verilmis, ardisik iki teriminin boliimiiniin limiti arastirilarak bazi
sonuglar elde edilmistir. Ayrica bu dizilerin karakteristik denklemi ile ilgili yeni

esitlikler elde edilmistir (Panwar, 2021).

2021 yilinda S. Uygun tarafindan ¢ift periyodik Jacobsthal ve Jacobsthal Lucas
dizileri incelenmis, bu diziler arasinda yeni iliskiler kurularak esitlikler ile ifade

edilmistir (Uygun, 2021).
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3. MATERYAL VE YONTEM

Bu tez ¢alismasinda materyal olarak Fibonacci dizileri, modiil m de Fibonacci
kuvvet dizileri, Jacobsthal dizileri, ve say1 dizilerinin en genel hali olan Horadam
say1 dizileri, yontem olarak 2.1 kisimda verilen temel kavramlar ile birlikte modiil m

de Fibonacci kuvvet dizileri iizerine uygulanan ¢alismalar kullanilmistir.

Tanim 3.1. Horadam say1 dizileri, baslangi¢ kosullart Hy, = a, H, = b olup
H,,1 = pH, + qH,_4 rekiirans bagintisi1 ile tanimhidir. Burada a ve b dogal sayilar,
p Ve q sifirdan farkli tam sayilardir. Horadam say1 dizilerinin karakteristik denklemi
71, Z, denklemin ¢dziimleri olmak iizere z2 — pz + q = 0 seklindedir (Bagdasar and
Larcombe, 2013).

Teorem 3.3. modiill m > 2 tam say1 olmak tizere, Fibonacci say1 dizisi mod m
de periyodiktir (Wall, 1960).

Teorem 3.4.i=1,..n h;, F,(modp;®) Fibonacci say1 dizisinin periyodu
olsun. modiil m = [[p;® secklinde asal carpanlarina ayrildiginda, Fibonacci sayi
dizisinin modm de ki periyodu h = [h;] dir (Wall, 1960).

Teorem 3.6. m > 2 olmak iizere, modm de Fibonacci say1 dizisinin periyodu
cifttir (Wall D.D., 1960).

Tanim 3.7. G, = G,,_1 + G, _, rekiirans bagintisin1 saglayan, baz1 m modiilleri
i¢in, G = 1,a,a?, a3, ... (mod m) tam say1 dizisine de Fibonacci kuvvet dizisi denir

(Ide and Renault, 2012).

Ornek 3.8. Modiil m = 19 olmak iizere iki tane Fibonacci kuvvet dizisi

vardir. Bu diziler
1,15,16,12,9,2,11,13,5,18,4,3,7,10,17,8,6,14,1,5 ... ve 1,5,6,11,17,9,7,16,4,1,5 ...
seklindedir.

2012 yilinda, Ide ve Renault tarafindan modiil m Fibonacci kuvvet dizileri
tanimlandiktan sonra, bu dizilerin varligt ve sayilar1 arastirilmis, var olduklar
modiiller karakterize edilerek bu modiillerdeki sayilar1 belirlenmistir. Daha sonra bu
dizilerin modm de periyot uzunluklari incelenmis ve modm de Fibonacci kuvvet

dizilerinin periyotlar1 ayn1 modiilde Fibonacci say1 dizilerinin periyotlar: cinsinden
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ifade edilmistir. Bu ¢alismada elde edilen teorem ve lemmalar, bu tez ¢alismasi i¢in

biiyiik 6l¢iide katki saglamistir.

Teorem 3.9. mod 5 de kesinlikle bir tane Fibonacci kuvvet dizisi vardir. m#5
icin, p; = +1 (mod10) olmak iizere m = p;'p;?...p,* veya m = 5p;lpy2 -+ ppk
seklinde asal ¢arpanlarma ayrildiginda mod m de 2* tane Fibonacci kuvvet dizisi
vardir (Ide and Renault, 2012).

Simdi verecegimiz lemma ve teorem igin, f(x) = x> — x — 1 Fibonacci say1
dizisinin karakteristik denklemi, @ ve B bu denklemin alinan modiillerdeki
kokleridir. Ayrica, modiil m de Fibonacci sayr dizisinin periyodu m(m) ile
gosterilmis olup, m(m) ile ilgili belirli bir formiil bulunmamaktadir (Ide and Renault,
2012). Fibonacci kuvvet dizileri i¢in ise kokler ile olusturulan kuvvet dizileri modm
de Z,, in devirli bir alt grubunu olusturdugundan, mertebe kavrami dikkate
alimmistir. Dolayisiyla, Fibonacci kuvvet dizilerinin karakteristik denkleminin
kokleri @ ve B olmak iizere, bu kokler ile olusturulan kuvvet dizilerinin mertebesi

||, |B] ile gosterilmistir.

Lemma 3.10. p = +1(mod 10) asal tam say1 ve « ve B f(x) = x*> —x —

1 (mod p?) nin kokleri olsun. Genelligi bozmadan |a| > |B]| alalim. Bu durumda,
a) m(p®) =0 (mod4) ise |a| = |B] = m(p®)
b) n(p®) = 2 (mod 4) ise |a| = 2|B| = n(p¢) (Ide and Renault, 2012).
Teorem 3.11. p; = +1(mod 10) olmak iizere m = p;* -+ p.* olsun.

a) m(m) =0 (mod 4) ise mod m de her Fibonacci kuvvet dizisinin periyodu

m(m) dir.
b) m(m) =2 (mod 4) ise modm de bir tane Fibonacci kuvvet dizisinin

periyodu %n(m), digerlerinin periyodu rr(m) dir.

c) m(m) = 0 (mod 4) ise mod 5m de her Fibonacci kuvvet dizisinin periyodu
(m) dir.

d) m(m) = 2 (mod 4) ise mod 5m de her Fibonacci kuvvet dizisinin periyodu
2m(m) dir (Ide and Renault, 2012).
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Ornek 3.12. mod m = 31 i¢in Fibonacci say1 dizisi
0,1,1,2,3,5,8,13,21,3,24,27,20,16,5,21,26,16,11,27,7,3,10,13,23,5,28,2,30,1,0,1,1,
olup (31) = 30 = 2 (mod 4).

» mod m = 31 i¢in iki tane Fibonacci kuvvet dizisi
1,13,14,27,10,6,16,22,7,29,5,3,8,11,19,30,18,17,4,21,25,15,9,24,2,26,28,23,20,12,
1,13,1,19,20,8,28,5,2,7,9,16,25,10,4,14,18,1,19 ...
olup burada |13|3; = 30, |19]|3; = 15 oldugundan, ©(31) = |13|3; = 2[19]3;.

» mod m = 41 i¢in Fibonacci say1 dizisi

0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,14,7,21,28,8,36,3,39,1,40,0,40,40,39,38,36,33,28,20,7, ...
olup ©(41) = 40 = 0 (mod4).

» mod m = 41 i¢in iki tane Fibonacci kuvvet dizisi
1,7,8,15,23,38,20,17,37,13,9,22,31,12,2,14,16,30,5,35,40,34,33,26,18,3,21,24,4 ...
1,35,36,30,25,14,39,12,10,22,32,14,5,19,24,2,26,28,13,0,13,13,26,39,20,18,38 ...
olup m(41) = |7|41 = [3541.

» mod m = 11 i¢in Fibonacci say1 dizisi
0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,0,34,34,13,47,5,52,2,54,1,0,1 ... olup
m(11) = 10 = 2 (mod4).

» mod 5m i¢in yazilabilecek iki tane Fibonacci kuvvet dizisi
1,8,9,17,2643,14,2,16,18,34,52,31,28,4,32,36,13,49,7,1,8,9 ...
1,48,49,42,36,23,4,27,31,3,34,37,16,53,14,12,26,38,9,47,1,48 ...
olup |8|s,, = 20, |48|s,, = 20.

» mod m = 41 i¢in Fibonacci say1 dizisi

0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,14,7,21,28,8,36,3,39,1,40,0,40,40,39,38,36,33,28,20,7,27 ...
olup m(41) = 40 = 0 (mod4).

» mod 5m i¢in yazilabilecek iki tane Fibonacci kuvvet dizisi

1,48,49,97,146,38,184,17,201,13,9,22,31,53,84,137,16,153,169,117,81,198,74,
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1,158,159,112,66,178,39,12,51,63,114,177,86,58,144,202,141,138,74,7,81,88,169, ...
olup |48|s,,, = |158|s,, = m(41).

Horadam say1 dizilerinin baska bir 6zel hali olan Jacobsthal say1 dizilerinin
tanimi su sekildedir:

Tamm 3.13. n>0, 1<i<k i¢in Ji=JL ; +2JL ,+-+Ji, ve
baslangi¢ kosullart n =1 —i ise 1, diger durumlarda O olan J. sonsuz tam say1
dizisine genellestirilmis k- Jacobsthal say1 dizisi denir. Ozel olarak, k = 2 igin

baslangi¢ kosullart J, =0, J; =1 olan ve J,;» = Ju41 + 2/, rekiirans bagintisini

saglayan {J, }o—, tam say1 dizisine Jacobsthal say1 dizisi denir.

Jacobsthal say1 dizisinin karakteristik denklemi x2 —x —2 = 0 olup iki reel
kokii x; = 2 ve x, = —1 dir (Deveci, vd., 2016).

Deveci vd. tarafinda 2016 yilinda yapilan c¢alismada sonlu bir grupta
genellestirilmis k- Jacobsthal sayir dizilerinin periyodik oldugu gosterilmistir.
Dolayisiyla m > 1 tam say1 olmak iizere, modiil m de Jacobsthal say1 dizileri, m’ nin

cift veya tek olma durumu fark etmeksizin periyodiktir ve sonlu bir grup olusturur.

2016 yilinda Yazlik vd., yaptiklart ¢alismada Jacobsthal sayr dizisinin
periyotlarint incelemis ve elde ettikleri sonuglari lemma ve teoremler ile ifade
etmistir. Buradaki lemma ve teoremler i¢cin modiil m de Jacobsthal say1 dizisinin

periyodu L(J, m) ile gosterilmistir.
Lemma 3.14. m tek asal say1 ve i € Z* olmak iizere,
a) L(J,m')=L({J,m).m!
b) (a,b) =1iseL(J,a.b) =[L({J,a),L(,b)] dir (Yazlik, vd., 2016).
Teorem 3.15. m = 3 i¢in L(J,m) = L(J, 2m) dir (Yazlik, vd., 2016).
Teorem 3.16. i > 2 icin x4, (1) de belirtilen denklemin reel kokii olmak tizere
L(J,x}) = 2 (Yazlik, vd., 2016).

Teorem 3.17. p > 2 ve i € N olmak iizere L(],p.x{) = L(J,p) dir (Yazlik,
vd, 2016).

Celemoglu vd. 2020 yilinda yaptigi caligmalarinda mod m de Jacobsthal

kuvvet dizilerini tanimlamustir.
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Tanim 3.18. Jn, Jn =Jn—1 + 2J,_, rekiirans bagmtisin1 saglayan bir sonsuz
tam sayr dizisi olsun. Eger m > 1 tam sayis1 igin J* = 1, a,a?, a3, ... (mod m)

oluyorsa J* a modiil m de Jacobsthal kuvvet dizisi denir (Celemoglu, vd., 2020).

Teorem 3.20. modiil m=> 3 i¢in Jacobsthal kuvvet dizisi kesin olarak vardir.
Modiil m de Jacobsthal kuvvet dizislerinin sayis1 i¢in ise, m = 3 i¢in tam olarak 1
tane Jacobsthal kuvvet dizisi vardir. m # 3 i¢in m = 3°p;* ...p;* seklinde asal
carpanlarina ayrildiginda modiil m de Jacobthal kuvvet dizilerinin sayisi e = 0,1 i¢in

2% tane, e = 2 icin 3. 2% tane, e > 2 i¢in 6.2% tanedir (Celemoglu, vd., 2020).

Ornek 3.21. mod 18 de 18=32.2 oldugundan elde edilen Jacobsthal kuvvet
dizileri agagidaki gibidir.

1,2,4,8,16,14,10,2,4,8,16,...
1,5,7,17,13,11,1,5,7,17,...
1,8,10,8,10,8,10,...
1,11,13,17,7,5,1,11,13,...
1,14,16,8,4,2,10,14,16,8,4,2,10,14,16,...
1,17,1,17,1...

Bu tez calismasinda, tamimlanan modiil m de Jacobsthal kuvvet dizilerinin
periyotlar1 incelenmis ve Jacobsthal say1 dizileri ile ilgili yapilan ¢alismalar g6z
Oniine alarak modiil m de Jacobsthal kuvvet dizileri ve Jacobsthal say1 dizilerinin
periyot uzunluklar1 birlikte incelenerek bazi sonuglar elde edilmistir. Dahasi,
Horadam say1 dizilerinin Jacobsthal, Fibonacci say1 dizileri gibi 6zel hallerine ek
olarak, Horadam say1 dizilerinin rekiirans bagintis1 dikkate alinarak iki farkli 6zel
Horadam say1 dizileri tanimlanmig ve daha sonra bu dizilerin modiil m de kuvvet
dizileri de tanimlanarak, 2012 yilinda Ide ve Renault’un yapmis olduklar1 ¢aligmalar
1s1ginda  tanimlanan bu yeni dizilerin periyot uzunluklari incelenmis ve ayni
modiillerde say1 dizileri ile kuvvet dizilerinin periyot uzunluklari arasinda iliski

kurulmustur.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu bolimiin ilk kisminda, oncelikle daha Once iizerinde calisilmis olan
Jacobsthal say1 dizilerin periyotlar1 ile modiil m de Jacobsthal kuvvet dizilerinin
periyotlar1 arasinda bir iliski kurulmus, elde edilen bulgular sonug¢ ve teoremler ile
ifade edilmistir. Elde edilen sonucglara gore, ayn1 modiilde aymi karakteristik
denkleme sahip olan bu say1 dizilerinin periyot uzunluklarinin da benzer sonuglar
verdigi konu ile ilgili daha Onceki yapilan calismalar ile karsilastirilarak
gozlemlenmistir. Boliimiin sonraki kisminda ise, literatiirde bilinen say1 dizilerinin
disinda bu sayr dizilerinin en genel hali olan Horadam sayir dizilerinden
yararlanilarak iki yeni sayr dizisi tanmimlanmis, benzer sekilde var olduklar
modiillerde periyot uzunluklar1 incelendikten sonra elde edilen sonuglar ifade
edilmistir. Yapilan bu calismaya gore ise literatiirde bilinen say1 dizilerinden farkli
olarak ¢ok sayida yeni say1 dizisi tanimlanabilecegi hatta m # 2 asal olmak {izere bu
say1 dizilerinin her biri modil m ye indirgendiginde Z,, devirli alt grubunu
olusturup, periyodik birer dizi haline doniisebilecegi goriilmiistiir. Ayrica yeni
tanimlanan sayr dizileri ayn1 modiillerde alinarak karsilastirilmis, benzerlik ve
farkliliklar Ornekler ile ifade edilmistir. Tiim bu ¢alismalar ile birlikte, tezin bu
boliimiinde elde edilen bulgular daha dnce iizerine ¢esitli konular ile ¢alisiimis say1
dizilerinin disinda yeni tanimlanabilir diziler i¢in destekleyici bir durum

olusturmaktadir.
4.1. Modiil m de Jacobsthal Kuvvet Dizilerinin Periyotlar

Bu tez ¢alismasinda J*, modiill m de Jacobsthal kuvvet dizileri olmak iizere,

modiil m de Jacobsthal kuvvet dizilerinin periyodu L(J*, m) ile gosterilmistir.

I =Ji_1 + 2Ji_, rekiirans bagmtisinin karakteristik denklemi x? —x — 2 =
0 olup denklemin reel kokleri 2 ve —1 oldugundan modiil m de 2 ve —1 kesinlikle
Jacobsthal kuvvet dizisi olusturur. Dikkat edilirse, (—1)" = 1(mod m) kosulunu
saglayan en kiiciik n pozitif tam sayist 2 oldugundan her m > 2 tam sayisi i¢in
m — 1 in periyodu 2 dir. Ayrica alinan modiillere gore olusturulan Jacobsthal kuvvet
dizileri modiil m de bir sonlu grup belirtir. Bu bakimdan, modiil m de Fibonacci

kuvvet dizileri ve modiil m de Jacobsthal say1 dizileri ile benzerlik gostermektedir.

Simdi modiil m de Jacobsthal kuvvet dizilerinin periyotlar1 i¢in elde edilen
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bazi sonuglari ifade edelim.
Sonug 4.1.1. m = 3%p,°t ... p,.®k olmak lizere mw(m) cifttir.

x? — x — 2 = 0(modm) denkleminde alinan her modiil i¢in 2 ve —1 kok
belirtir. Modiil m de m — 1 in periyodu 2 dir ve her kok sonlu grup olusturdugundan
—1 in olusturdugu sonlu grup, 2 nin olusturdugu sonlu grubun bir alt grubudur. Alt
grubun mertebesi, grubun mertebesinin bolecegi igin kok 2 igin w(m) = n ise 2 |

n olmali. Dolayisiyla, n = 2.k, k € Z olup m(m) gift tam sayidir.

Teorem 4.1.2. p tek asal sayt ve m = p' olmak iizere L(J*,p*) = L(J*,p""1).p
dir. Ozel olarak, p = 3 olma durumunda 7(3%) = 2 (mod4) dir.

Ispat: Jacobsthal say1 dizileri i¢in L(], pi) = L(], pi_l). p esitliginin saglandig
teorem ile ifade edilmistir.

Ozel durumu incelersek,

i =1olsun. L(J*, 3) = 2 olup esitlik saglanir.

i =n>1veL(J",3") = 2 (mod4) olsun.

i=n+1 icin esitligin dogrulugunu gosterelim. Yukaridaki esitlikten
L(J*,3%1) = L(J*, 3Y).3 yazabiliriz. L(J*,3") = 2(mod4) oldugundan 4k + 2,k €
Z* bi¢imindedir. O halde 3.(4k +2) =12k + 6 =12k +4+2=4.3k+ 1) + 2
olup dolayistyla L(J*,37*1) = 2 (mod 4) dir.

Teorem 4.1.3. m = 3°p;! ...p;k icin e = 0 olsun. Bu durumda
Ly ,m) = [LU*p%), LU" p52), o, LU, 9] dir.
Hatta teoremin daha genel ifadesi, m = 3¢p,°t ...p,°, e = 1 olmak iizere
Ly*,m) = [L(*,3%),LJ", pst ... ppF)] dir.
Sonuc¢ 4.1.4. m = 3 igin, L(J*,m) = L(J*, 2m) dir.

Sonug 4.1.5. x,, Jacobsthal kuvvet dizisinin karakteristik denkleminin kokii

olmak tizere, p > 2 ve i € N i¢in L(]*,p.xli) = L({J", p) dir.

Sonug 4.1.6. i =1..k, k > 1 olmak iizere p; # 3 tek asal tam say1 olsun.
m = plel.pg2 ...p;" ise L(J,m) = L(J*,m) dir.
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Ornek 4.1.7. mod m = 385 olmak iizere , 385 = 5.7.11 olup bu modiilde elde

edilen Jacobsthal say1 dizisi
0,1,1,3,511,21,43,85,171,341,298,210,36,71,143,285,186,371,358,330,276,166
333,280,176,351,318,250,116,231,78,155,311,236,88,175,351,316,248,110221
56,113,225,66,131, 263,140,281,176,353,320,256,126,253,120,96,193,0,1,1,3
olup L(J,385) = 60 dir.

mod m = 385 olmak iizere bu modiilde elde edilen Jacobsthal kuvvet dizisi
1,2,4,8,16,32,64,128,256,127,254,123,246,107,214,43,86,172,344,303,221,57,114
228,71,142,284,183,366,347,309,233,81,162,324,263,141,282,179,358,331,277,
169,338,291,197,9,18,36,72,144,288,191,382,379,373,361,337,289,193,1,2 ...

olup L(J*,385) = 60 dur.

Sonug 4.1.8. m = 3. k olmak iizere, modm de elde edilen Jacobsthal kuvvet
dizilerinden birinin periyodu 2, digerinin periyodu §L(] ,m) dir.

Ornek 4.1.9. mod m = 9 olmak iizere bu modiilde elde edilen Jacobsthal say1
dizisi 0,1,1,3,5,2,3,7,4,0,8,8,6,4,7,6,2,5,0,1,1 ... L(J,9) = 18 ve ayni modiilde elde

edilen Jacobsthal kuvvet dizileri ti¢ tane olup 1,2,4,8,7,5,1,2,4, ... 1,5,7,8,4,2,1,5, ...

ve 1,8,1,8... seklindedir. Elde edilen bu dizilerin ilk ikisi i¢in periyot uzunluklari

éL(] ,9) = 6 iken diger dizi i¢in periyot uzunlugunun 2 oldugu goriilir.

Sonug 4.1.10. p tek asal say1 olmak fizere, Jacobsthal sayi dizilerinin mod p
deki periyodu, Jacobsthal kuvvet dizilerinin mod p deki periyotlarinin ekokuna
esittir. Ayrica Sonu¢ 4.1.5 den dolayr bu durum mod(2*.p), k€N iginde
gecerlidir.

Ornek 4.1.11. mod m = 11 olmak {iizere bu modiilde elde edilen Jacobsthal
say1 dizisi 0,1,1,3,5,0,10,10,8,6,0,1,1,3, ... olup L(J,11) = 10, ayn1 modiilde elde
edilen Jacobsthal kuvvet dizileri 1,2,4,8,5,10,9,7,3,6,1,2,... ve 1,10,1,10,1,10 ...

seklinde olup periyotlar sirasiyla 5 ve 2 dir.
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4.2. Ozel Horadam Kuvvet Dizileri

Literatiirde yapilan caligsmalar incelendiginde Fibonacci, Jacobsthal, Pell gibi
bilinen say1 dizileri lizerine bir¢ok c¢alisma yapildig1 goriilebilir. Bu durum aslinda
say1 dizilerinin matematiksel anlamda g¢alisma alaninin oldukg¢a genis oldugunun bir
gostergesidir. Dolayisiyla bilinen sayr dizilerinin disinda yeni tanimlanan say1

dizileri ise bu ¢aligma alaninin genisletilmesine katkida bulunacaktir.

Tezin bu bdliimiinde bu say1 dizilerinin en genel hali olan Horadam say1
dizilerinin rekiirans bagintis1 ve baslangi¢ kosullar1 kullanilarak iki farkli yeni sayi
dizisi tanimlanmig, tanimlanan diziler {izerinden ayni rekiirans bagntisi ile kuvvet
dizileri elde edilmis, sirasiyla s ve s’ olmak tizere var olduklart modiillere
indirgenmistir. Ardindan basta tanimlanan say1 dizileri ile ayni modiilde

olusturduklar1 kuvvet dizilerinin periyotlar1 birlikte incelenmistir.
4.2.1. Ozel Horadam Kuvvet Dizilerinin Varhig Ve Sayisi

Bu kisimda, oncelikle n > 2 olmak iizere baslangi¢ kosullart Wy = a, W; = b
olup Wn = pWn-1- qWn-2 rekiirans bagmtis1 ile tanimli Horadam kuvvet
dizileri i¢in, p =1, g =3 alinarak baslangi¢ kosullart H, =0, H; =1 olan
H, = H,_, + 3H,,_, rekiirans bagintisina sahip Horadam say1 dizisive p = 3,q =1
alinarak yine baslangi¢ kosullari1 Hj = 0,H; = 1 olacak sekilde H,, = 3H,_; +
Hj,_, rekiirans bagintisina sahip Horadam say1 dizisi tanimlanmig, daha sonra bu
dizilerin hangi modiillerde kag tane var oldugu ile ilgili her iki dizi i¢in de ayr1 ayri

incelemeler yapilarak elde edilen sonug teorem 4.2.1.6 da belirtilmistir.

Tanim 4.2.1.1. n = 2 igin baslangi¢ kosullar1 H, = 0, H; = 1 olan ve H,, =
3H,_, + H,_, rekiirans bagintisina sahip sonsuz tam say: dizilerine Ozel Horadam
say1 dizisi denir.

Tanim 4.2.1.2. H, = 3H,,_, + H,_, rekiirans bagintisina sahip tam say1
dizisinin terimleri baz1 s modiilleri i¢cin H* = 1, a,a?, a3, ...(mod s) seklinde bir

dizi olusturuyorsa, bu dizilere modiil s de 6zel Horadam kuvvet dizisi denir.

Rekiirans bagintisinin kat sayilar1 degistirilerek elde edilmis olan bir diger

Horadam say1 dizisi asagida verilmistir.

Tanim 4.2.1.3. n = 2 igin baslangi¢ kosullar1 H) = 0, H; = 1 olan ve H), =

3H,,_, + 1H,,_, rekiirans bagntisina sahip sonsuz tam say1 dizilerine 6zel Horadam
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say1 dizisi denir.

Tanim 4.2.1.4. H, = H,_; + 3H,_, rekiirans bagintisina sahip tam sayi
dizisinin terimleri baz1 s modiilleri icin H™* = 1,a, a?, a3, ...(mod s") seklinde bir

dizi olusturuyorsa, bu dizilere modiil s" de 6zel Horadam kuvvet dizisi denir.

Tanimlanan say1 dizileri g6z oniline alindiginda, Horadam say1 dizilerinin
rekiirans bagmtisinin karakteristik denklemi tez calismasmin giris kisminda
belirtildigi gibi x? —px—q =0 seklinde oldugundan, p=1,q =3 olma
durumunda elde edilen H,, say1 dizisinin karakteristik denklemi x? —x — 3 = 0,

p =3,9 =1 olma durumunda elde edilen say1 dizisinin karakteristik denklemi

x? — 3x — 1 = 0 seklinde elde edilir.

Kuvvet dizileri ise say1 dizileri ile ayni rekiirans bagintilarina sahip olup H,
kuvvet dizilerini olusturan a degerleri, x> — x — 3 = 0 denkleminin modiil s deki,
H;, kuvvet dizilerini olusturan B degerleri ise, x? — 3x — 1 = 0 denkleminin modiil

s’ deki kokleridir.

Ornek 4.2.1.5. p = 1,q = 3 olma durumunda ,
modiil s = 17 i¢in elde edilen iki tane 6zel Horadam kuvvet dizisi

1,5,8,6,13,14 ... ve 1,13,16,4,1,13 ...

seklindedir.

p = 3,q = 1 olma durumunda,
modiil s = 53 i¢in elde edilen iki tane 6zel Horadam kuvvet dizisi

1,9,28,40,42,7,10 ... ve 1,40,15,17,44,11,16 ...

seklindedir.

Bu dizilerin varlig1 ve var oldugu modiillerde sayilar ile ilgili asagidaki teorem

edilen modiiller ayn1 bigimde olup bu modiillerde ayni sayida var olduklar

gbzlemlenmistir.

Teorem 4.2.1.6. modiil 13 igin kesinlikle 1 tane 6zel Horadam kuvvet dizisi
vardir. s # 13 i¢in, i = 1, ...,k ve p; = +1,+3,+4 (mod 13) seklinde asal sayilar

olmak {izere, s =p;°.p,% ..p% veya s=13.p;’.p,2 ...p:" seklinde asal
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carpanlarma ayrildiginda, bu modiillerde 2* tane ©6zel Horadam kuvvet dizisi

bulunur.

Ispat: h(x) = x?> —3x —1 06zel Horadam kuvvet dizisinin karakteristik
denkleminin kokleri olmak tizere, modiil s de bu denklemin kokleri olan o degerleri,
1,a,a? ... seklinde kuvvet dizisinin terimlerini belirlemektedir. h(x) denkleminin

kokleri s tek ve 72 = 13(mod s) olmak iizere, 271(3 + r) formundadir.

g(x) =x?2—-13 alalm. g(x) =0(mods) denkleminin ¢dziimleri
incelendiginde, s = 13 i¢in x? = 13(mod13) olup tek ¢oziim 0 olup x2 =
13 (mod 169) i¢in denklemin ¢oziimii yoktur. Dolayisiyla, x? = 13 (mod 13¢)
denklemi sadece e = 1 iken ¢dziime sahiptir ve bu ¢6ziim ile yazilan 6zel Horadam

kuvvet dizisi 1,8,12,5,1... seklindedir.

s+ 13 durumunda, kuadratik karsilik kuralindan, 13,
p = +1,+43,+4 (mod 13) iken bir kuadratik kalandir. Bu yiizden bu modiillerde
g(x) = 0 (mod s) denklemi iki farkli koke sahiptir. Hensel’in Lemmasina gore X,
g(x)(modp) nin bir koki ise g'(xy) =2x, 0 (modp) oldugundan,
g(x)(mod p®) denklemi her e pozitif tam sayisi i¢in iki farkli koke sahiptir.

Son olarak, s ve s’ aralarinda asal olmak tizere g(x) = 0 (mod s) denkleminin
k tane, g(x) = 0 (mod s") denkleminin t tane ¢6ziimii varsa, Cin Kalan teoremine
gore g(x) = 0 (mod s.s") denklemi k.t tane ¢oziime sahiptir. Dolayisiyla istenen

gosterilmis olur.
4.2.2. Ozel Horadam Kuvvet Dizilerinin Periyotlar

Burada ilk olarak p = 3,q = 1 alinarak elde edilen Horadam kuvvet dizilerinin
var olduklar1 modiillerde periyot uzunluklari incelenmis, bu inceleme ile birlikte elde
edilen sonuglar lemma ve teoremler ile asagida ifade edilmistir. Ayrica, p = 3,q = 1
olma durumunda elde edilen Horadam kivvet dizisinin periyot uzunluklari ile Ide ve
Renault’un calismalarinda inceledikleri modiil m de Fibonacci kuvvet dizilerinin

periyot uzunluklar1 hakkinda elde edilen sonuglar benzerlik gostermektedir.

p=1, g =3 olma durumunda elde edilen Horadam kuvvet dizilerinin
periyotlar1 incelendiginde, ayn1 rekiirans bagintisina sahip Horadam say1 dizilerinin
ayn1 modillerde periyot uzunluklar ile aralarinda belli bir iliski kurulamamistir.

Ayn1 modiillerde var olan iki kuvvet dizisinin periyot uzunluklari arasindaki
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farkliliklar boliimiin sonunda Tablo 4.2.2.5. de gosterilmistir.

Her iki dizi i¢in de yapilan incelemeler goz Oniine alindiginda, var olduklari
modiiller birer asal say1 oldugundan, bu modiillerde bu diziler Z; in ¢arpimsal devirli
bir alt grubunu olusturdugundan, Lagrange Teoremi’ne gore, her kuvvet dizisinin
mertebesi, Z; grubunun mertebesini boler. Tanimlanan iki dizi igin, birinde periyot
uzunluklar formiilize edilebilirken diger kuvvet dizilerinin mertebesi belirli bir
sekilde ifade edilememistir ancak elde edilen kuvvet dizilerinin her birinin mertebesi,

|Z3 | in bolenlerinden olusmaktadir.

Bu boliimde modiil s de Horadam sayi dizilerinin periyot uzunlugu m(s),
a, tanimlanan Horadam sayi dizilerinin karakteristik denkleminin kokii olmak iizere,

modiil s de « ile yazilan Horadam kuvvet dizisinin mertebesi |a| ile gosterilmistir.

Lemma 4.2.2.1. p asal sayis1 p = +1, £3, +4(mod 13) seklinde olmak iizere.
a ve 8 h(x)=x?-3x—1(modp®) denkleminin kokleri olsun. Genelligi

bozmadan, |a| = |@]| alalim. Bu durumda,
a) m(p®) = 0(mod4) ise |a| = |0 = n(p®),
b) m(p®) = 2(mod4) ise |a| = 2|6| = n(p®) dir.

Ispat: a ve 6, h(x)=x*—3x—1(modp®) denkleminin kokleri
oldugundan, a.6=-1 olup her n pozitif dogal sayis1 igin,
(a.0)" = a™0™ = (—1)"(mod p®)

yazilabilir. ilk olarak, |a| = |8 = nise 1 = a™ 8™ = (—1)" olup burada n nin ¢ift
olmasi gerektigi goriiliir. Dolayisiyla n ¢ift, p tek oldugundan
a2 = 97 = -1 (mod p®)
yazilabilir (Lemma 2.1.33). Ardindan,
(—1D)™? = q™/?2p™/? = (—-1).(=1) = 1(modp®)
olup n/2 nin ¢ift olmas1 gerektigi goriiliir. Dolayisiyla 2 | n/2 ve buradan 4 | n elde

edilir ki bu sekilde lemmanin (a) sikki gésterilmis olur. Ikinci olarak, |a| > |8] = n
ise @™ =(—1)" olup a™ = (—1)" dir. O halde a?* =1 olup |a|, 2n vi
bolmelidir. 2n nin bolenleri diistiniildiigiinde, |a| > n oldugundan, |a| = 2n elde

edilir.
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Simdi ifade edecegimiz teorem, karakterize edilen modiillerin en genel hali i¢in

periyot uzunluklarini ifade etmektedir.

Teorem 4.2.2.2. p; = +1,13, +4 (mod 13) olmak iizere, s = p;’.ps? ...pp~

olsun. Bu durumda asagidakiler saglanir.

a) m(s) =0 (mod4) ise modiil s de her 6zel Horadam kuvvet dizisinin
mertebesi ,ayn1 modiildeki say1 dizisinin periyoduna esit olup m(s) dir.

b) m(s) = 2 (mod 4) ise modiil s de var olan 6zel Horadam kuvvet dizilerinden
bir tanesinin mertebesi %n(s) olup, digerlerinin mertebesi ise say1 dizisinin
periyoduna esit olup m(s) dir.

c) m(s) =0 (mod4) ise modiil 13s de her 6zel Horadam kuvvet dizisinin
mertebesi, ayn1 modiildeki say1 dizisinin periyoduna esit olup m(s) dir.

d) m(s) =2 (mod4) ise modiil 13s de her 6zel Horadam kuvvet dizisinin
mertebesi, say1 dizisinin periyot uzunlugunun 2 kati olup 2 (s) dir.

e

Ispat: 1k olarak modiil s = p® i¢in Lemma 4.2.2.1 de verilen kosullarin

saglandigin1 kabul edelim. Bu durumda, teoremin ispatinda s ve m aralarinda asal
olmak {izere, modiil s.m de kuvvet dizilerinin periyotlar1 ile say:r dizilerinin

periyotlar1 arasindaki iliskiyi gosterecegiz.

h(x) = x* — 3x — 1 (mod s) denkleminin kékleri aq, a,, ... ai, h(x) (mod m)
denkleminin kokleri ise by, by, ... b; ile gosterilsin. O halde, 1<i<k,1<j<t
olmak {izere, h(x) (mod s.m) denkleminin kokleri c;; olmak iizere, c;; asagidaki

denklikleri saglamaktadir.
¢ij = a;(mod s)
¢;j = bj(mod m)
Ik olarak, Teorem 3.4. den dolay1 |Cij|s.m = [lail ) |bf|m] esitliginin
saglandig1 goriilebilir.
Teoremin (a) sikki i¢in, Kabul edelim ki m(s) = 0 (mod 4) veya n(m) =
0 (mod4) oldugunu kabul edelim. Buradan, |ci j|s.m = [lail <> |bj|m],

[ﬂ(s),%n(m)], En(s),n(m)] olmak tiizere ii¢ durum vardir. Ancak tiim durumlar
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icin [¢; flsm = 1(s.m) = 0 (mod 4) esitliginin saglandig goriilebilir.
Teoremin (b) sikki igin, m(s) = 2(mod 4) veya m(m) = 2(mod 4) oldugunu
. 1 1
kabul edelim. Bu durumda, |Cij|s.m = [lails, |bj|m]’ [Tt(s),zrt(m)], [En(s),rr(m)]
durumlar1 g6z Oniine alindiginda, |ci flsm =m(s.m) = 2(mod 4) olup ancak
|Cij|s.m = En(s),%n(m)] olma durumunda, |Cij|s.m En(s),%n(m)] = %n(s. m)
esitliginin saglandig goriilebilir.

Teoremin (c) ve (d) siklari icin, h(x) = x? —3x — 1 (mod s) denkleminin
kokleri a4, as,, ...,a; ile gosterilmek tizere, modil 13 i¢in h(x)(mod 13)
denkleminin tek kokii 8 oldugundan, h(x) (mod 13s) denkleminin kokleri ¢; olmak
tizere, bu kok asagidaki denklikleri saglamaktadir.

¢; = 8(mod 13)
¢; = a;(mod s).
Bu durumda, |c;li3s = [I8l13,la;ls] = [4,a;ls] oldugu goriilebilir. Sayet
n(s) = 0(mod4) ise burada |a;|; = m(s) = 0(mod4) olup
|cilizs = [4, lals] = m(s)
olarak istenilen elde edilir.
Son olarak, eger m(s) = 2(mod 4) ise burada iki durum séz konusudur:
la;|s = m(s) = 2(mod 4) veya |a;|; = %n(s) = 1(mod 2) olmali ki her iki durum
icin de |c;|13s = 2m(s) esitligi saglanarak istenen elde edilmis olur.

p = 3, q = 1, olma durumunda tanimlanan 6zel Horadam kuvvet dizisi ve ayni
rekiirans bagintisina sahip say1 dizisi arasindaki bu sekilde lemma ve teoremler ile
kurulmustur ki bu agidan Fibonacci kuvvet dizileri ile benzerliik gosterdigi
gbozlemlenmistir. Ancakp =1, ¢ = 3 olma durumunda tanimlanan 6zel Horadam
kuvvet dizilerinin mertebesi ile sayr dizilerinin periyotlar1 arasindaki iliski

karakterize edilememistir. Bu durumu bir ka¢ 6rnek ile asagidaki gibi aciklayabiliriz:
Ornek 4.2.2.4.
» modiil 61 i¢cin Horadam say1 dizisi

0,1,1,4,7,19,11,10,14,15,28,15,12,28,6,3,21,1,6,9,27,25,19,7,6,27,16,10,0,1 ...
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seklinde olup 7(s) = 20 ve ayn1 modiilde bulunan iki 6zel Horadam kuvvet dizisi
1,24,27,38,58,50,41,8,9,33,60,37,34,23,3,11,20,53,52,28,1,24 ...
1,37,40,29,27,53,12,49,24,49,60,24,21,32,34,8,49,12,37,12,1,37 ...

olup burada her iki kuvvet dizisinin de mertebesi esit ve 20 dir. Sonug olarak,
m(61) = |24|g1 = |37]61 dir.

» modiil 53 i¢in Horadam sayi dizisi
0,1,1,4,7,19,40,44,5,31,46,33,12,5,41,3,20,29,36,17,19,17,21,19,29,33,47,49,
17,5,3,18,27,28,3,34,43,39,9,20,47,1,36,39,41,52,16,13,8,47,18,0,1 ...
seklinde olup m(53) = 52 ve ayn1 modiildeki iki 6zel Horadam kuvvet dizisi

1,8,11,35,15,14,16,48,13,51,37,31,36,23,25,41,10,27,4,32,44,34,7,3,24,33,52,45
42,18,38,39,47,5,40,2,16,22,17,30,28,12,43,26,49,21,9,19,46,50,29, ...

|8|53 =52

1,46,9,28,16,47,42,24,44,10,36,13,15,1,46 ... |46|55 = 13 seklindedir. Sonug
olarak, m(53) = |8|s3 = 4]46]|s5 elde edilir.

» modiil 43 i¢cin Horadam say1 dizisi
0,1,1,3,6,15,33,35,5,24,39,25,13,2,41,4,41,10,4,34,3,19,28,42,40,37,28,10,8,
38,19,2,39,2,33,39,9,40,24,15,1,3,4,18,30,41... olup m(43) = 42.

Aynt  modiilde  bulunan  iki = 6zel @ Horadam  kuvvet  dizisi

1,12,15,8,10,34,21,37,14,39,38,26,11,3,36,2,24,30,16,20,25,42,31,28,35,33,9,27,6,
29,4,5,17,32,40,7,41,19,13,27,23,18,1,12 ... |12]43 = 42
1,32,35,2,21,27,4,42,11,8,41,22,16,39,1,32 ... |32|,43 = 14 seklindedir.
Sonug olarak, w(43) = |12|45 = 3|32],43 elde edilir.

» modiil 23 i¢in Horadam say1 dizisi

0,1,1,4,7,19,17,5,10,2,9,15,19,18,6,14,9,5,9,1,5,8,0,1 ... olup m(23) = 22.

Ayni modiilde bulunan iki 6zel Horadam kuvvet dizisi
1,9,12,16,,6,8,3,4,13,2,18,1,9 ... [9],3 =11

1,15,18,17,2,7,13,11,4,14,3,22,8,5,6,21,16,10,12,19,9,20,1,15 ... |15|,3 = 22
36



seklindedir. Buradan ise m(23) = |15|,3 = 2|9]|,5 oldugu goriilebilir.

Ornekte goriildiigii gibi, p = 1, ¢ = 3 olma durumunda tanimlanan Horadam
say1 dizilerinin periyotlart ve ayn1 modiillerde Horadam kuvvet dizilerinin mertebesi
incelendiginde, bu iki ¢esit dizi arasinda belirli bir iliski kurulamamistir. Ancak, p
asal olmak iizere modiil p de yazilan say: dizileri, Z, 1n devirli bir alt grubunu
olusturdugundan, bu c¢alismada tanimlanan kuvvet dizileri i¢in de Lagrange
teoremine gore, elde edilen kuvvet dizilerinin mertebeleri, say1 dizilerinin periyot
uzunluklarinin bdlenlerinden olustugu goriilebilir, ayrica kesinlikle elde edilen
kuvvet dizilerinden bir tanesinin mertebesi, say1 dizisinin periyot uzunluguna esit
olarak gézlemlenmistir. Bu durumu genellestirirsek, bu ¢alismada tanimlanan her iki
6zel Horadam kuvvet dizisi i¢in Teorem 4.2.1.6° ya gore, karakterize edilen
modiillerde elde edilen 2* tane 6zel Horadam kuvvet dizisinin 2¥~1 tanesinin
mertebesi, say1 dizisinin periyoduna esit olup digerleri n(s),%n(s),%n(s) veya
2n(s) dir.

4

Asagidaki tabloda ayni modiillerde tanimlanan iki 6zel Horadam kuvvet
dizilerinin periyotlar1 arasindaki iliski incelenmistir.

Tablo 4.2.25. p =3 ve q =1 alinarak ¢esitli modiillerde elde edilen 6zel Horadam say1
dizilerinin periyot uzunluklar1 ve kuvvet dizisinin mertebeleri ile p =1,q = 3 almarak cesitli

modiillerde elde edilen Horadam sayi dizilerinin periyotlar1 ve kuvvet dizilerinin mertebelerine
ornekler

Modiil Periyot Mertebe Periyot Mertebe
17 16 a=6 16l;;,=16 16 6=5 [5l;;, =16
B =14, |14|,, =16 y =13, |13|,;, =4
23 22 a =10, |10],; =22 22 6 =15, [15]|; = 22
B =16, |16],; =11 ¥y=9,  [9p=11
29 28 a =11, [11],4 = 28 28 0 = 10, [10],5 = 28
B =21, [21],0=28 Yy =20, [20|9=7
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43 20 a =13, [13],5 = 20 42 0 =12, [12]43 = 42
B =33, 13343 = 20 y =32, [32]45 = 14
53 26 a=09, 9]s5 = 26 52 6 =8, [8]s3 = 52
B =47, |47]s5 = 13 y = 46, |46]s5 = 13
61 30 a =39, [39]4; = 30 20 6 = 38, 386, = 60
ﬁ = 25’ |25|61 = 15 Y = 24, |24|61 =20
79 26 a=17, |17],9 = 26 39 =16,  [44|;0 =39
B =65, |65, = 13 y = 64, |64|,9 = 13
101 50 a =85 |85, =50 100 6 =18, |18]191 = 100
B =19, 19|10, =25 y =284,  [84[;p1 =5
103 102 a =74, |74|193 = 102 34 0 =73, 73|03 = 34
‘8 = 32’ |32|103 =51 Y = 31, |31|103 =34

Tablo 4.2.2.5 de goriildiigii gibi, katsayilar arasinda degisim yapildiginda, elde

edilen rekiirans bagimtisin1 saglayan tam say1 dizilerinin ayni1 modiillerdeki periyot

uzunluklari, hatta ayni rekiirans bagintisina gore olusturulan kuvvet dizilerinin de

mertebeleri arasinda farkliliklar oldugu goriilebilir.

Ayrica katsayilarin yer degistirmesi ile birlikte elde edilen karakteristik

denklemlerin koklerine bakildiginda bu say1 dizilerinin var oldugu her modiil i¢in,

a,Bh(x) =x*-3x—-1

denkleminin,

0,yh'(x) =x*>—x-—3

karakteristik

denkleminin kokleri olmak iizere, « = 6 + 1 ve =y + 1 oldugu gozlemlenmistir.

Dolayisiyla diger modiillerde de inceleme yapildiginda, karakteristik denklemlerin

birinde

kokler

belirlenirse

digeri
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kolaylikla

bulunabilir.




5. SONUC

Bu tez c¢alismasinda, Horadam say1 dizilerinin tanimi dikkate alinarak
katsayilar ve baslangic kosullar1 keyfi olarak degistirildiginde bir say1 dizisi
olusturulup bu dizilerin birbirleri ile iligkileri merak konusu olmus ve buna yonelik
incelemeler yapilmigtir. Ayrica modiill m de Fibonacci kuvvet dizileri ile ilgili
yapilan ¢alismalar dikkate alinarak aymi dizilerin modiil s de kuvvet dizileri de
olusturulmus benzer sekilde inceleme yapilarak bu dizilerin birbirleri ile iliskileri

incelenmistir.

Say1 dizilerinin 6nemi gdz Oniine alindiginda, Horadam say1 dizileri en genel
tam say1 dizisi olup katsayilar degistirilerek birgok say1 dizisi elde edilebilir. Bu
tezde elde edilen tam say1 dizileri i¢in var olduklar1 modiiller ayni olup, periyotlar
arasindaki iligkiler farklilik géstermistir. Daha sonraki ¢alismalarda yine birbirinden
farkli say1 dizileri tanimlanarak bu dizilerin matris gdsterimi, polinomal denklemleri

gibi farkli alanlarda da 6zellikleri incelenebilir.
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