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OZET

ZAMAN KESIRLI NEWELL-WHITEHEAD-SEGEL DENKLEMLERININ
SAYISAL COZUMLERI VE KARARLILIK OZELLIKLERI

Emre Aydin
Ondokuz May1s Universitesi
Lisansiistii Egitim Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Yiiksek Lisans, Subat / 2021
Danisman: Dr. Ogrt. Uyesi Inci Cilingir Siingii

Bu c¢alismada, zaman degiskeninde kesirli tiirev igeren Newell-Whitehead-
Segel denklemlerinin sayisal ¢oziimleri ele alinmistir. Bu denklemlerin p = 2,3,4,5
durumlart g6z Oniine alinarak Sonlu-Fark Metodu (SFDM), Newton Tipi
Lineerlestirme Metodu (NTLM) ve Standart Olmayan Sonlu-Fark Metotlart
(NSFDM) ile ¢dziimleri incelenmistir.

Problem genel halde ele alinarak, metotlar arasindaki farklilik ve benzerlikler
incelenmistir. Zaman-kesirli NWS denklemi i¢in SFDM, NTLM ve NSFDM
semalarinin tutarhilik, yakinsaklik ve kararlilik kosullar elde edilmistir.

Zaman-kesirli NWS denkleminin p = 2,3,4,5 durumlarina karsilik birer
ornek ele alinarak standart sonlu-fark, Newton tipi lineerlestirme metodu ve standart
olmayan sonlu-fark metodu ile sayisal hesaplama yapilmistir. Farkli kesirli tiirev
mertebeleri igeren sonuglar grafikler ve tablolar halinde gdsterilmistir. Sonug olarak
bu ii¢ metodun nitelik ve nicelik olarak oldukga 1yi sonuglar verdigi elde edilmistir.
Anahtar Sozciikler: zaman-kesirli Newell-Whitehead-Segel denklemleri, standart ve
standart olmayan sonlu-fark metotlari, Newton tipi lineerlestirme metodu, CFL
kosulu



ABSTRACT

NUMERICAL SOLUTIONS AND STABILITY PROBERTIES OF TIME
FRACTIONAL NEWELL-WHITEHEAD-SEGEL EQUATIONS

Emre AYDIN
Ondokuz Mayis University
Institute of Graduate Studies
Department of Mathematics
Master, February / 2021
Supervisor: Asst. Prof. Dr. Inci CILINGIR SUNGU

In this study, numerical solutions of Newell-Whitehead-Segel equations
containing time-fractional derivatives are discussed. The solutions of these equations
when in p = 2,3,4,5 cases by using the Finite-Difference Method (SFDM), Newton
Type Linearization Method (NTLM) and the Non-Standard Finite-Difference
Methods (NSFDM) were investigated.

By considering the problem in general, the differences and similarities
between these three methods are examined. For the fractional NWS equation, the
consistency, convergence and stability conditions of SFDM, NTLM and NSFDM
schemes were obtained.

Numerical calculations were made with Standard Finite-Difference Method,
Newton Type Linearization Method and Non-Standard Finite-Difference Method by
taking one example for each cases of p = 2,3,4,5 in the time-fractional NWS
equation. Results containing different fractional derivative orders are shown in
graphs and tables. As a result, it has been found that these three methods give quite
effective results qualitatively and quantitatively.

Key Words: time-fractional Newell-Whitehead-Segel equations, standard and non-
standard finite-difference methods, Newton type linearization method, CFL
condition
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1.GIRiS

Kesirli tirev ve integral kavrami, tamsayir mertebeli tiirev ve integral
tammminin keyfi bir mertebeye genislemesidir. Bir nesnenin kesirli mertebeli bir
modeli, dogal say1 mertebeli modeli ile kiyaslandiginda gergege daha uyumlu olmasi
ve daha dogru sonuclar vermesi bu alana olan ilgiyi giinden giine arttirmaktadir.
Matematik alaninda yapilan ¢alismalarin ve gelistirilen metotlarin artmasi sonucunda
son yillarda miihendislik, fizik, kimya, biyoloji ve endiistriyel uygulamalarda kesirli
analizin kullanim1 hizla artmaya baslamistir. Bu ¢alismalarin bazilar1 deneysel olarak
ele alinmis, biiylik bir kismi ise bu tip denklemlerin sayisal ve analitik ¢oziimleri
tizerine yazilmistir. Bunlardan bazilar1 agagidaki gibi siralanabilir:

Elektrik alaninda, Westerlund tarafindan kesirli mertebeli tiirevin
kullanilmas: ile gelistirilen yeni bir kapasitr teorisi sunulmustur (Westerlund and
Ekstam, 1994).

Piezoelektrik uyaricilara sahip esnek materyaller, daginik bir parametre sistemine
sahip olduklar1 i¢in kesirli mertebeli diferansiyel denklemler kullanilarak daha dogru
modellenebilmistir (Vinagre, et al, 1998).

Kesirli mertebeli sistemler, mertebesi reel say1 olan diferansiyel denklemler
olarak ifade edilirler. Kesirli mertebeli sistemler kontrol miihendisligi alanindaki
calismalarin da konusu olmustur. Bu c¢alismalarda kesirli mertebeli diferansiyel
denklemlerin temel alindigi kontrol alani, Kesirli mertebeli kontrol olarak
tamimlanmistir.  Kontrol6r tasarimi, sistem tanmimlama bu alandaki ¢aligilan
konulardandir (Manabe, 2003).

Endiistriyel uygulamalarinda ise kesirli mertebeden kontrollerin kullanimi
gosterilmis ve bagimsiz bir elektrikli aracin yolunu izleme problemlerine
uygulanmistir. Endistriyel bir aracin yatay dinamik modelinin konveksiyonel
uygulamasi dikkate alinmistir. Bu kontrollerle birgok kontrol semalar1 elde edilmis
ve sonuglar karsilastirilmistir (Vinagre et al., 2004).

Yar1 sonsuz kayipli RC iletimi, kiitle difiizyonu, 1s1 iletimi gibi dinamik
siireclerin dogal say1r mertebeli modelleri ile karsilastirildiginda kesir mertebeli
modeller ile gercege daha yakin bir sekilde modellenebildigi gosterilmistir (Hwang
and Cheng, 2006).

Kesirli hesaplamalarin bir bagka kullanim alani ise kat1 ve siv1 yapi arasindaki

yapiskan etkilesimi tanimlamaktir. Insanmn siingerimsi kemik &rnekleri {izerinden
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iletilen yavas ve hizli dalgalar i¢in deneysel ve teorik sonuglar Karsilagtirilmis ve
daha iyi sonuglar elde edilmistir (Sebaa et al., 2006).

Reaksiyon-difiizyon sistemleri, ¢esitli fiziksel olaylara karsilik gelen
matematiksel modellerdir. En yaygin olani, bir veya daha fazla kimyasal maddenin
derisiminin konum ve zamana bagli degisikligidir. Maddelerin birbirine doniistiigii
kimyasal reaksiyonlar ve maddelerin bir yiizey lizerine yayilmasina neden olan
difiizyon gibi degisiklikler genel olarak bu tip denklemlerle sembolize edilirler.
Ayrica, sistem kimyasal olmayan dinamik siire¢leri de tanimlayabilir. Ornegin
biyoloji, kimya, jeoloji, fizik (n6tron difiizyon teorisi) ve ekoloji gibi. Matematiksel
olarak, reaksiyon difiizyon sistemleri asagidaki gibi yari-lineer parabolik kismi

diferansiyel denklem sistemleri seklindedir.
0.4 = DV?G + R(q) (1.2)

Burada g(x,t) bilinmeyen vektér fonksiyonudur. D difiizyon katsayisinin
diagonal matrisidir. R ise tiim yerel reaksiyonlar1 temsil eder. Reaksiyon-difiizyon
denklemlerinin ¢oziimleri; hareket eden dalgalarin olusumu ve dalga benzeri olaylar,
cizgiler gibi kendi kendine organize olan diger desenler, enerji tiikketen solitonlar gibi
altigenler veya daha karmasik yapilar dahil olmak iizere ¢ok ¢esitli davranislar
sergilerler. Reaksiyon-difiizyon diferansiyel denklemini saglayan her fonksiyon
aslinda bir konsantrasyon degiskenini temsil eder. En basit reaksiyon-difiizyon

denklemi asagidaki gibi yazilabilir.
0.u = DOZu + R(u) (1.2)

Bu denklem Kolmogorov-Petrovsky-Piskunov denklemi olarak adlandirilir
(Kolmogorov vd. 1937). Eger reaksiyon terimi ihmal edilirse, denklem dogal
difiizyon siirecini temsil eder. Eger R(u) = u(1 —u) seklinde alinirsa, denklem
biyolojik popiilasyonlarin yayilmasini tanimlamak i¢in kullanilan Fisher denklemini

verir (Fisher, 1937).

Eger R(u) =u(l—uw)(u—a), 0 <a <1 alinirsa, denklem yanma teorisinde
ortaya ¢ikan Zeldovich denklemine doniisiir (Zeldovich and Frank-Kamenetsky,
1938).

Eger R(u) = u(1 — u?) alinirsa, Rayleigh-Benard konveksiyonunu tanimlamak igin
kullanilan Newell-Whitehead-Segel denklemini verir (Newell and Whitehead, 1969;
Segel,1969).



Bu tezde o6zellikle Kolmogorov-Petrovsky-Piskunov denkleminin 6zel hali
olan kesirli Newell-Whitehead-Segel (NWS) denklemleri incelenecektir. Bununla

ilgili literatiirde olan ¢aligmalar asagidaki gibi siralanabilir:

NWS denklemi homotopi pertiirbasyon metodu (HPM) ile ¢6ziilmiis, niimerik

sonuglar analitik ¢ozlimlerle karsilagtirilmistir (Nourazar et al. 2011).

NWS denklemi homotopi analiz metodu (HAM) ve homotopi pade metodu

(HPadeM) ile ¢6ziilmiis, niimerik sonuglar analitik ¢ozliimlerle karsilastirilmistir

(Kheiri et al., 2011).

NWS denklemi indirgenmis diferansiyel doniisiim metodu (RDTM) ve Adomian
ayristirma metodu (ADM) ile ¢Oziilmiis, niimerik sonuglar analitik ¢oziimlerle

karsilastirilmistir (Saravanan and Magesh, 2013).

NWS denklemi kiibik B-spline kollokasyon algoritmasi (CBSC) kullanilarak
¢ozilmis, nimerik sonuglar analitik ¢oziimlerle karsilastirilmistir (Zahra and Ouf,EI-

Azab, 2014).

NWS denklemi Flzaki Adominian ayristirma metodu (EADM) kullanilarak
¢Oziilmiis, niimerik sonuglar analitik c¢oziimlerle karsilastirilmistir (Mahgoub and

Sedeeg, 2016).

NWS denklemi homotopi pertiirbasyon Sumudu doniisim metodu (HPSTM)

kullanarak ¢6ziilmiis, niimerik sonuglar analitik ¢oziimlerle karsilastirilmistir (Singh
and Sharma, 2018).

NWS denklemi iistel sonlu-fark metodu (EFDM) kullanarak ¢6ziilmiis, niimerik
sonuglar analitik ¢oztimlerle karsilastirilmistir (Hilal et al., 2020).

Literatiirde, NWS denkleminin analitik ¢oziimleri ile ilgili calismalarin sayisi

oldukca azdir. Bunlar asagidaki gibi verilebilir:

NWS denkleminin (G’/G)-genisleme metodu kullanilarak tam c¢oziimleri elde
edilmistir (Malik vd, 2011).
NWS denkleminin tanh-coth metodunun yeni modifikasyonu kullanilarak tam

¢ozlimleri bulunmustur (Akcagil ve Aydemir, 2016).

NWS denkleminin Sine-Gordon denklem genisleme metodu kullanilarak tam

coziimleri elde edilmistir (Korkmaz, 2018).



NWS denkleminin genellestirilmis {istel rasyonel fonksiyon metodu yardimiyla bazi

tam ¢oziimleri bulunmustur ( Yusufvd, 2019).

Kesirli NWS denklemi kesirli varyasyonel iterasyon metodu (FVIM) kullanarak

¢ozilmis, niimerik sonuglar analitik ¢oziimlerle karsilastirilmistir (Prakash et al.,

2019).

Kesirli NWS denklemi Adominian ayristirma metodu (ADM) kullanarak ¢6ziilmiis,

niimerik sonuglar analitik ¢6ziimlerle karsilastirilmistir (Prakash and Verma, 2019).

Kesirli NWS denklemi kesirli rezidii kuvvet serisi yontemi (FRPS) kullanarak

¢Oziilmiig, niimerik sonuclar analitik ¢oztimlerle karsilastirilmistir (Saadeh vd, 2019).

Kesirli NWS denklemi modifiye edilmis indirgenmis diferansiyel doniisiim metodu
(MRDTM) kullanarak ¢6ziilmiis, niimerik sonuclar analitik ¢6ziimlerle

karsilastirilmistir (Alderremy vd, 2019).

Kesirli NWS denklemi igin konformal indirgenmis diferansiyel doniisiim metodu
(CRDTM) kullanarak  ¢6ziilmiis, nilimerik sonuglar analitik  ¢oziimlerle

karsilastirilmistir (Jneid and Chauk, 2020).

Kesirli NWS denklemi homotopi pertiitbasyon doniisim metodu (HPTM) ve
homotopi pertiirbasyon Elzaki doniisim metodu (HPETM) kullanarak ¢oziilmiis,

niimerik sonuglar analitik ¢6ziimlerle karsilastirilmistir (Singh and Sharma, 2020).

Literattirde kesirli NWS denklemi igin bir¢ok niimerik ¢alisma bulunmasina
ragmen kesirli NWS denklemlerinin analitik ¢oziimleri ile ilgili herhangi bir ¢alisma

bulunmamaktadir.

Bu tez calismasinda kesirli NWS denklemi igin sonlu-fark ve standart
olmayan sonlu-fark metotlari kullanilmistir. Sonlu-fark metodu literatiirde yaygin
olarak kullanilan oldukga elverisli bir metottur. Son yillarda kesirli mertebeden adi
ve kismi diferansiyel denklemler i¢cin de kullanilmis ve iyi sonuglar alinmistir. Bu

calismalardan bazilar1 asagidaki gibi verilebilir:

KdV ve Kadomtsev-Petviashvili denklemleri i¢in sonlu-fark metodu kullanilmis,

niimerik sonuglar yorumlanmistir (Feng and Mitsui, 1998).

Kesirli adveksiyon-dispersiyon akis denklemleri i¢in sonlu-fark metodu kullanilmis,

niimerik sonuglar yorumlanmistir (Meerschaert and Tadjeran, 2004).



Konveksiyon-difiizyon denklemi igin sonlu-fark yaklagimi uygulanmis, niimerik

sonuclar degerlendirilmistir (Salkuyeh, 2006),

Kesirli Catteneo denklemi icin agik ve kapali sonlu-fark metodu kullanilmis, niimerik

sonuglar yorumlanmistir (Ghazizadeh et al., 2010).

Iki tarafli konum kesirli dalga denklemi igin sonlu-fark metodu kullanilmis, niimerik

sonuglar degerlendirilmistir (Sweilam et al., 2011).

Kesirli adveksiyon-difiizyon denklemi igin agik sonlu-fark metodu kullanilmus,

niimerik sonuglar degerlendirilmistir (Sousa, 2012),

Bir boyutlu 1s1 iletim problemini ¢ézmek icin geri yonlii sonlu-fark metodu

kullanilmis, niimerik sonuglar yorumlanmistir (Jankowska et al., 2015).

Bratu problemini ¢6zmek i¢in sonlu-fark metodu kullanilmis, niimerik sonuglar

degerlendirilmistir (Temimi and Ben-Romdhane, 2016).

Matematiksel biyolojide ortaya ¢ikan lineer olmayan bir model igin sonlu-fark
metodu kullanilmigtir. Ayrica tam ¢6ziim bulunmustur. Bulunan niimerik sonuglar

yorumlanmustir (Yokus vd., 2018).

Sharma-Tasso-Olver denklemi i¢in sonlu-fark metodu kullanilmis, niimerik sonuglar
yorumlanmistir. Ayrica tam ¢oziim bulunmustur. Bulunan nilimerik sonuglar

yorumlanmistir (Suleiman vd., 2018).

Cahn-Allen denklemi i¢in sonlu-fark metodu uygulanmig, niimerik sonuglar

degerlendirilmistir (Yokus ve Bulut, 2019).

Standart olmayan sonlu-fark metodu klasik anlamdaki sonlu-fark metodundan
oldukca farklidir. Son yillarda kullanilmaya baslanan bu metot ayristirma kisminda
esneklige sahip oldugundan uygulanmasi kolaydir ve bir¢ok sayisal metottan ¢ok
daha iyi sonug¢ veren bir metottur. Denkleme 6zel bir ayristirma yapildigindan
kullanim kolaylig1 ve lineer olmayan denklemlere uygulanabilme o6zelliklerinden
dolay1r son yillarda kullanimi olduk¢a artmistir. Bu metot kullanilarak yapilan

caligmalar agagidaki gibi verilebilir:

Adi ve kismi diferansiyel denklemler i¢in standart-olmayan sonlu-fark semalarinin

nasil elde edilecegi tanitilmistir (Mickens, 2002).



Sonlu ince bir ¢ubuk icinde lineer olmayan 1s1 transferi i¢in standart olmayan sonlu-

fark metodu uygulanmistir, niimerik sonuglar yorumlanmistir ( Jordan, 2003).

Reaksiyon-difiizyon denklemleri i¢in standart olmayan sonlu-fark metodu

uygulanmistir, niimerik sonuglar yorumlanmistir ( Anguelov et al., 2005).

Akigkanlar mekaniginde lineer kesirli kismi diferansiyel denklemler icin standart
olmayan sonlu-fark metodu uygulanmistir, niimerik sonuglar yorumlanmistir

(Moaddy et al., 2011).

Iki tarafli konum-kesirli kismi diferansiyel denklemler igin standart olmayan sonlu-

fark metodu uygulanmistir, niimerik sonuglar yorumlanmistir (Momani et al., 2012).

Kesirli mertebeli Brusselator sistemi i¢in standart olmayan sonlu-fark metodu

uygulanmustir, niimerik sonuglar degerlendirilmistir (Ongun vd., 2013).

Sabit katsayili konveksiyon-difiizyon denklemi i¢in standart olmayan sonlu-fark
metodu uygulanmustir, niimerik sonuglar yorumlanmistir (Ehrhardt and Mickens,
2013).

Bir boyutlu adveksiyon-difiizyon denklemi i¢in standart olmayan sonlu-fark metodu

uygulanmustir, niimerik sonuglar degerlendirilmistir ( Appadu, 2013).

Burgers ve Burgers-Fisher denklemleri i¢in standart olmayan sonlu-fark metodu

uygulanmistir, niimerik sonuglar yorumlanmistir (Zhang et al., 2014).

Benjamin-Bona-Mahony-Burgers denklemi i¢in standart olmayan sonlu-fark metodu

uygulanmustir, niimerik sonuglar yorumlanmistir (Sweilam et al., 2018).

FitzHugh-Nagumo denklemleri i¢in standart olmayan sonlu-fark metodu

uygulanmustir, niimerik sonuglar yorumlanmistir (Appadu et al., 2018).

Hodgkin-Huxley denklemi i¢in standart olmayan sonlu-fark metodu uygulanmustir,

niimerik sonuglar yorumlanmistir (Aderogba and Chapwanya, 2018).

Huxley denklemi i¢in standart olmayan sonlu-fark metodu uygulanmistir, niimerik

sonuglar yorumlanmistir (Namjoo and Zibaei, 2019).

Burgers-Huxley denklemi i¢in standart olmayan sonlu-fark metodu uygulanmistir,

niimerik sonug¢lar yorumlanmistir ( Appadu et al., 2019).

Genellestirilmis KdV-Burgers denklemi igin standart olmayan sonlu-fark metodu

uygulanmustir, niimerik sonuglar yorumlanmistir ( Koroglu, 2020).
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Komplex mertebeli kesirli Burgers denklemi igin standart olmayan sonlu-fark

metodu uygulanmistir, niimerik sonuglar degerlendirilmistir (Sweilam et al., 2020).

Bu tez 5 boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde, temel tanimlar ve bazi
niimerik notasyonlara yer verilmistir. Ikinci béliimde, ele alinan kesitli NWS
denklemi genel olarak tanitilmistir. Kesirli NWS denklemlerini ¢6zmek igin sonlu-
fark, Newton tipi lineerlestirme ve standart olmayan sonlu-fark metotlar1 detayl
olarak incelenmis, genel haldeki kesirli NWS denklemi i¢in bu ii¢ metotla sonlu-fark
semalart olusturulmustur ve bu semalarin kararlik ve yakinsaklik kosullar1 elde
edilmistir. Uglincii boliimde, kesirli NWS denkleminin p = 2,3,4,5 durumlart igin {i¢
farkli sonlu-fark metoduyla bulunan sayisal sonuglar tablolar ve grafiklerle
gosterilmistir. Son bolimde ise bu tezde yapilan galigmalarin sonuglart incelenmis,

metotlarin etkililigi ve kesirli NWS denklemiyle uyumlulugu yorumlanmaistir.



2.GENEL BIiLGILER
2.1. Temel Kavramlar

Tanmm 2.1.1. a > 0 olmak {izere; (a,t) aralig1 ilizerinde tanimli, stirekli ve

integrallenebilir f(¢t) fonksiyonunun Riemann-Liouville kesirli integrali

1 t
D) = s f (t — )% 1 f(s)ds

bi¢iminde tanimlanir (Podlubny, 1999).

Tanim 2.1.2. a > 0 olmak iizere; (a, t) aralig1 iizerinde tanimli, stirekli ve

integrallenebilir f£(¢) fonksiyonunun Riemann-Liouville kesirli tiirevi;

t
d" -(n-a 1 d" -a—
REDES(t) = W[}%Dt ( )f(t)] = mﬁf@ — )" f(s)ds

bi¢iminde tanimlanir. Burada n, negatif olmayan tamsayidir ven — 1 < a < n dir
(Podlubny, 1999).
Tanmm 2.1.3. a > 0 olmak iizere; (a, t) aralig1 lizerinde tanimli, stirekli ve

integrallenebilir f(t) fonksiyonunun Caputo kesirli tiirevi;

t
1
DEF) = Do U O] = s [ (€= " )ds

bigiminde tanimlanirlar. Burada n, negatif olmayan tamsayidir ve n — 1 < a < n dir

(Podlubny, 1999).

Tamm 2.14. n — 1 < a < n,n € N* olmak lizere; [a, t] aralig1 iizerinde tamimli ve

C™ sinifindan olan bir f(t) fonksiyonunun Griinwald-Letnikov kesirli tiirevi;

GDEf(H) = lim h‘“ZN:(—l)f (?)f(t—jh)

Nh=t—-a j=0

biciminde tanimlanir (Podlubny, 1999).

Tamm 2.1.5. o = (—1)¢ (j‘) olmak iizere, w;* katsayilari agagidaki tekrarlama

bagintist kullanarak da hesaplanabilir (Podlubny, 1999).

a+1 o
)a)k_l, k=1,273,..

w§ =1, w,‘i‘z(l— k



Not 2.1.6. Riemann-Liouville kesirli tirevi ve Caputo kesirli tiirevi igin verilen
tanimlar genel olarak denk degildir. Aralarinda asagidaki sekilde verilen bir baginti
mevcuttur.

“(a)(t —a)<
'k—a+1)

n-1
UDEF() = EDEF + Y L
k=0
Burada f € C" 1[a, t] dir ve f",[a, t] iizerinde integrallenebilirdir. Ayrica eger f €
C"[a,t] ise SLDEfF(t) = RLDEF(¢) dir.

Ornek 21.7. f(t) =(t—a)®  kuvvet fonksiyonunun ELDEf(t), SDEF(L),

GLD& £ (t) kesirli tiirevlerini irdeleyelim.
Coziim:
Oncelikle Riemann-Liouville kesirli integralini hesaplayalim:

a < 0 olsun. Bu taktirde

t

j(t — )" (s —a)fds

a

DEF(D) = T Tt - a)f =

1
r(-a)
seklinde yazilabilir. s = a + ¢ (t — a) doniisiimii yapilirsa ve integralin yakinsakligi

icin § > —1 oldugu varsayilirsa:

t

1
1 o 1 _ Cert e

ra) f (E=)™ s - afds =57 Of (t = @)P~(1 - 9) ()P dop
= (tr_f—)j)_ - [, =) (p)Pdg
_ (t—a)p@
o B(—a,f +1)
_TB+D(E—a)f
T T(B-a+1)

elde edilir.

Riemann-Liouville kesirli tiirevini hesaplayalim:

0<m<a<m+1veme€ Z" olsunve B > m oldugu varsayilirsa;



m+1

d —(m—
RéDlglf(t) = o (RéDt (m a+1)f(t))

yazilabilir. ®;D_ M=+ £(4) igin (m — @ + 1) > 0 oldugundan (m —a + 1) = p

(m— _ ) oo
dersek RLD-M™=** V£ () = RLD™P £ (¢) olur. Buradan RLD;Pf(t) = JE DO P

r(B+p+1)
bulunur.
Not2.18. B(B — 1)(B —2) ...(8 —m) = Frgj )) esitligi vardir.
worn _ dA™HTE+DE—-a)PP\  T@B+1) (d™! s
D) = dtm+1 < r+p+1) ) " TB+p+1) <dtm+1 (t - a)f p)

_ _r+1) et
=g (B+HPB+p -1 . (B+p—m)(t - )F*?

_Irg+1) r+p+1)
" TB+p+DIrB+p—m
T+
TB+p-m)

(t _ a)ﬁ’+p—m—1

(t _ a)ﬁ+p—m—1

p degeri yukarida yerine yazilirsa;

rg+1)

T L

REDEF(E) =

olarak bulunur. Sonug olarak f(t) = (t —a)? fonksiyonunun Riemann-Liouville

= p(rﬁ([_g_j:)l) (t — a)P~% seklinde elde edilir.

kesirli tiirevi REDEf(t)
Caputo anlamindaki kesirli tiirevi hesaplayalim:

0<m<a<m+1veme Z" olsunve B > m oldugu varsayilirsa;

amt 1
GDEf () = G0, ( e f(t)) = &y "I

m+1

(t—s)ym s —a)Pds

1
=F(m—a+1)_[ dtm+1(
a

dm+1

- _ B — r(g+1) _ B-m-1 N . )
o (5~ a) T (s—a) esitligi yukarida yerine yazilirsa;
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rig+1)

—gq)p—m-1
rG—m (s—a) ds

t
1 —a
DEFO) = s | €= 9

~ 1 rg+1)
" I'(m—a+1)I(B—m)

t
f(t — )M (s — q)fm1gs

olur. Eger s = a + ¢(t — a) doniisiimii yapilirsa Caputo kesirli tiirevi

rg+1)

Fg—avp "

DE(t—a)f =

seklinde elde edilir. £(t) = (t — a)? fonksiyonu i¢in f € C™ oldugundan; Va > 0
i¢in

r 1
RéDf‘f(t)=GéD€‘f(t)=ﬁD€‘f(t)=F E+1) (t—a)f

B-—a+1)
esitligi bulunur. Yani f(t) = (t —a)? fonksiyonu Riemann-Liouville anlamindaki
tirevi, Caputo anlamindaki tiirevi ve Griinwald-Letnikov anlamindaki tlirevi

birbirine esittir.

Ozel olarak f = 2,a = 0 alinirsa f(t) = t2 olup RsDEf(t) = %tz‘“ olur.

Eger a = 1 olursa REDZ £ (¢t) = %tz‘l = 2t bulunur.
5 _1 RLpyaf(p) — F3)2—2 _ 8
Eger a = - olursa \gDIf (t) = e 2 = 3\/Et\/f bulunur.

ser g =2 RLpaf(ry = F@ 25 _ 4
Eger a = >olursa "§DIf () = = t° 7z = ﬁ\/? bulunur.

Tanmm 2.1.9. [ty, T] aralig1 lizerinde tanimlanmus tek degiskenli u(t) fonksiyonu

(Tt

icin, N diizgiin zaman adim1 olmak {lizere At = _TO) olarak tanimlanir. t;, gegici

diigim noktalar ¢, =ty + kAt, k=0,1,2,...,N Dbi¢ciminde verilir. u(t;) nmn

yaklasimi da u;, ile gosterilir (Amirali ve Duru, 2002).

Tamim 2.1.10. [x;, xg] X [to, T] bolgesi lizerinde tanimlanmis iki degiskenli u(x, t)
fonksiyonu i¢in Ax; X-yoniindeki adim biiyiikliigii, At; zaman adim biiyiikliigii olmak

uzere
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Xp — X
Ax:M, xl:xL-I_le’ i:0,1,2,....,Nx
Ny
_ (T —to)

At
Nr

,tk:t0+kAt, k=0,1,2,...,NT

Burada N, ve Ny pozitif tamsayilardir. u(x;, t,) nin yaklasmi u¥ ile gosterilir

(Amirali ve Duru, 2002).

A
t

< (j + ]) . Zaman
q:) &ls . q:) sirasi(bilinmeyen
- ’ - sicakhk degerleri)
[J] (O] .
%ﬂ %ﬂ ¢ ] -inci zaman sirasi
o o (bilinen sicaklik
= = degerleri)
(%] (%]
c c
[J] (]
£ £
@ @

> x
. — 1,0)
Bilinen sinir degerleri ( ’

Sekil 2.1.11. u(x;, t;) nin yaklasimi

Tanmm 2.1.12. u(x, t) fonksiyonunun bazi fark operatorleri su sekilde tanimlanir:

k+1 k -1
A k _ ul _ul (.1 . . 1.. v k _ ul _ul . . 1..
Uy =——— (ileri yonld), Veu; =—— (geri yonlii)
k k
Ui —U; . . . . u; . . .
Auk = —”;x L (ileri yonli), Vulf == Ax‘ L (geri yonlii)
k k k+1_, k-1
Uu; —Uu;_ . oo o Uu; —U; . oo .
Seuf = =L (merkezi yonli), Sy = ~——— (merkezi yonlii)
k k k k+1 k k-1
Uiy —2u;+u; © e e u; T 2u g C e 1
S2uk = ————= (merkezi yonli), SFuk == +—— (merkezi yonlii)

Burada &, &; x ve t yoniindeki I. mertebeden merkezi fark operatorleri, 52 ve &7
ise x ve t yoniindeki II. mertebeden merkezi fark operatorleridir (Amirali ve Duru,
2002).

Ozellikler uygulamalarda kullanilan fonksiyonlarm genis bir smifi igin
Griinwald-Letnikov tiirevi ve Riemann-Liouville tiirevi denktir. Sonugta Riemann-
Liouville tanimi problem formiiliizasyonu igin uygun iken Griinwald-Letnikov

tanimi1 niimerik ¢6ziim elde etmek igin uygundur. t € [t,, T] olmak iizere u(t)
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fonksiyonunun kesirli tirevi ve niimerik yaklasim swasiyla  §.Dfu(ty) ve

REDfu(ty)  ile gosterilsin.,

Tanmm 2.1.13. t € [t,, T], u(t) fonksiyonunun Riemann-Liouville kesirli tiirevi
RiDfu(ty) olmak iizere, Griinwald-Letnikov tiirevinin tammiyla Riemann-

Liouville tiirevine yaklasmak daha uygundur. o = (—1)¢ (‘]x) gosterimi

kullanlirsa ~ :Dfu(t)  Riemann-Liouville kesirli tiirevine asagidaki ~ gibi
yaklasilabilir:

k

BDFu(t) ~ BEDFUCE) = A ) wfu(ty))
j=0

Bu yaklasim Griinwald-Letnikov yaklasimi olarak adlandirilir. Va > 0 igin
Griinwald-Letnikov yaklagimi I. mertebedendir ve yakisaktir. (Li and Zeng, 2012).
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3. MATERYAL VE METOT

3.1. Materyal

Reaksiyon-difiizyon sistemleri, ¢esitli fiziksel olaylar1 matematiksel olarak
modelleyen sistemlerdir. Bu tez ¢alismasinda reaksiyon-diflizyon sistemlerinin 6zel

hali olan Newell-Whitehead-Segel denklemleri incelenecektir.

NWS denklemi, iki boyutlu sistemlerde serit desenlerinin goriiniimiinii
tanmimlamak igin kullanilan lineer olmayan sistemlerde énemli bir role sahiptir. Ayni
zamanda madde derisimindeki konumsal ve zamana bagli degisikligi modelleyen
denklemdir. NWS denklemi ayrica ikili sivi kombinasyonunda Rayleigh-Bénard
konveksiyonunun ¢atallanma noktasina yakin dinamik eylemi belirler. Rayleigh-
Bénard konveksiyonu, alttan 1sitilan Bénard hiicreleri adi1 verilen piiriizsiiz bir sivi
icinde ytikselir ve hiicrelerin tutarli bir diizenini olusturur. Bu formlar, kendiliginden

organize olan lineer olmayan sistemlerin en iyi incelenen 6rnegidir.

0<a<1 1<y<2 zaman ve konum tirevlerinin mertebesini
tanimlayan parametreler, c,d, k > 0 reel sayilar, p > 2 pozitif tamsay1 olmak {izere
asagidaki gibi tanimlanan kesirli kismi diferansiyel denkleme, kesirli Newell-
Whitehead-Segel (NWS) denklemi adi verilir.

Kesirli Newell-Whitehead-Segel (NWS) denkleminina =1 durumunda

analitik ¢oziimlerinin bulunmasi oldukga zorlu bir iglemdir. Bunun yerine yapilan
caligmalarda gezen dalga ¢oziimleri analitik ¢6ziim olarak verilmistir.

0%u Yu
ou_,o0'u — AP
a k e + cu —du

(o) = £(0) @L11)
ua,t) = {(0), ub,6) = (&)

seklinde verilen kesirli NWS denkleminin « =1 durumundaki gezen dalga
¢oziimlerinden bazilar1 asagidaki gibi verilir ( Polyanin and Zaitsev, 2004).

2
Uy 2 (x,t) = (B + CePHi0)a-») (3.1.2)

2
Uz 4 (x, 1) = (=B + CeHttr0)a» (3.1.3)

Bu tez calismasinda kesirli NWS denkleminde p = 2, 3,4 ve 5 alinarak ayri
ayrt durumlar degerlendirilmistir. Burada C keyfi sabittir. c,d € R,2 < p € N dir.
A, u, B degerleri asagidaki gibi hesaplanabilir.
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A_C(l—p)(p+3) _ el =p)? g - d
- 2(pp+ 1) i 20+ 1) "7 ¢

3.2.1. Sonlu-Fark Metotlar1

3.2. Metot

2 = £(t,), y(to) = yo,t € [a,b] (3.2.1.1)

baslangi¢c-deger problemiyle verilmis diferansiyel denklem ele alinsin. Bu
diferansiyel denklemi niimerik olarak ¢6zmek i¢in kullanilan metotlardan bir tanesi
de sonlu-fark metodudur. Oldukga etkili ve kullanisli olan bu metotta tiirevler igin

fark yaklasimlari mevcuttur. Bunun i¢in fark yaklasimlari sdyle ifade edilebilir.

At = bl_(—a, t, = to + kAt,y(t,) = v, olmak iizere; I. mertebeden tiirev i¢in ileri,

geri ve merkezi yonlii fark yaklasimlar: sirastyla asagidaki gibidir.

_ Yi+1 — Vi Yk = Ye-1 i = Yi+1 — Vk-1

Ay = A Vv = At ,

II. mertebeden fark yaklagimu ise ;

Viev1 — 2Yk + V-1

seklindedir. Verilen adi diferansiyel denklemde 1. mertebeden tiirev i¢in fark

yaklasimlari, ¢, ve y, degerleri yerine yazilirsa;

y—k+1At_ % fty), k=01,.,K
Yk = Vk-1
At = f(tk: yk)’ k = 0,1, ,K
YVi+1 = V-1 _ _
ar ey, k=01..K

seklinde elde edilen semalara sirasiyla ileri yonlii, geri yonlii ve merkezi yonlii sonlu-

fark semalar1 ad1 verilir.

Adi diferansiyel denklemler i¢in sonlu-fark semalarina benzer olarak [a, b] X [tq, T]
bolgesi lizerinde tanimlanmis iki degiskenli y(x, t) fonksiyonu i¢in, Ax x-yoniindeki

adim biiylikligil, At zaman adim biiylikligii olmak iizere asagidaki bicimde ifade
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edilebilir.
B (b—a)
= N

_ (T —to)
Ny ’

Ax

Xy = X, + mAx, m=0,12,.....M

At ty =t +kAt, k=012,... K

Burada M ve K pozitif tamsayilardir. y(x,,, t) nmn yaklasimi yX ile gosterilirse

bazi fark yaklagimlar1 soyledir:

yir-yk _ yk-ykt

Ak = v (ileri yonli), V,yk = v (geri yonlii)
koa-yE k—yk_ o
AyE = % (ileri yonlii), Vv = % (geri yonlii)
k _.k k+1_, k-1
S, vk = % (merkezi yonlii), 8.y = % (merkezi yonlii)
AZyk — Yme=2Ymtymo AZyk — Y2ty
xym - Ax2 tym - At2

Burada &,, &; x ve t yoniindeki I. mertebeden merkezi fark operatorleri, AZ ve A?

ise x ve t yoniindeki II. mertebeden fark operatorleridir.
3.2.2. Kesirli Diferansiyel Denklemler icin Sonlu-Fark Metotlari

Kesirli adi veya kismi diferansiyel denklemler i¢in sonlu fark semalari
olustururken Riemann-Liouville ya da Caputo anlaminda tanimlanmus kesirli tiirevler
icin niimerik yaklasim yapildiginda kullanilacak en uygun yaklagim Griinwald-

Letnikov yaklagimidir.

[a,b] X [ty, T] bolgesi iizerinde tanimlanmis iki degiskenli y(x,t)

fonksiyonu i¢in  f:Dfy(x,,, tx) zaman-kesirli tirevinin - Griinwald-Letnikov
yaklasimi §-DFy (%, ty)  sOyledir:

—— _ k_ 7
RLDEY (o ti) = REDEY (1)) = ALTE TR g0y

y(x,t) fonksiyonu icin RLD%y(x,,, t;,) konum-kesirli tiirevinin Griinwald-Letnikov

yaklasimi RiDEy(x,,, ty) sOyledir:

ReDEy Ctm, tid) = FEDEY Qtmy ti) = Ax™* T 0ff vy
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3.2.3. Newton Tipi Lineerlestirme Metodu

Lineer olmayan adi, kismi ya da kesirli diferansiyel denklemler i¢in sonlu-
fark metodu olusturulurken alternatif yollardan bir tanesi de lineer olmayan denklemi
lineerlestirerek sonlu-fark semasi olusturmaktir. Bunun i¢in asagidaki yol izlenir:

Uy, Uy, ..., Uy ‘ler bagimli degiskenler olmak tizere f; ,i = 1,2,...N fonksiyonlar
olsun.

fitug, uy, ,uy) =0,i=1,2,...N
N tane denklemden olusan lineer olmayan denklem sistemi verilsin. V; ,i = 1,2,..N
degerleri ise u; degerleri i¢in bilinen yaklasimlar olsun. u; =V; + ¢; seklinde

yazilirsa ve f;,i = 1,2, ...N fonksiyonlar1 i¢in V; civarinda Taylor serisine agilirsa;

of; of;
filug, Uy, o uy) = fi(Vy, Vs, ..o, VN)+ fl +igz+"'+i5N] + -
1 ou, Jduy w=v;
seklinde yazilabilir. L. tiirevden sonrasini ihmal edilirse;
of; 0f; 0f; ]
(V1 Vy, 0V =0,i=12,..N
fiV, V; N)'*‘a1 +6u &+ - +auNNu=Vi L

bulunur. Bdylece lineer olmayan denklem sistemi, N tane €1, €y i) EN
bilinmeyenlerinden olusan bir lineer denklem sistemine doniisiir. Lineer olmayan
denklem sisteminden yukarida verilen Taylor serisi yontemiyle lineer denklem
sistemi elde etmeye yarayan metoda Newton tipi lineerlestirme metodu adi verilir.

Bu siireg istenilen dogruluk derecesi bulununcaya kadar devam ettirilebilir.

3.2.4. Standart Olmayan Sonlu-Fark Metotlari

dy _
Y= fty)
birinci mertebeden adi diferansiyel denklemi ele alinirsa, bu denklemi;

Yi+1 — Vi
== f(tw )

seklinde standart ayrigtirma yapilabilir. Burada @ (h) = h payda fonksiyonu klasik
formdadir. @4, ®, fonksiyonlarinin asagidaki kosullari sagladigini varsayalim.

®,(h) = h+0(h?), ®,(h) =h+ o(h?)
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(et e ) -y© | y(e+h+ o) =y® _ ye+m) =y
h—0 ®,(h) h-0 h + o(h?) h—0 h
dy
T de

tiirev tanimi1 olarak yazilabilir. Verilen tanimin sol tarafinin davranisi, h adim
biiylikliigiiniin sonlu degeri i¢in klasik tiirev tanimindan farkli olacaktir. Buradan
yola ¢ikarak, klasik formlar yerine @, (h) ve ®,(h) gibi payda fonksiyonlarini genel
olarak diistiniirsek;

d_y _ Yi+1 — Yk
dt @(h)

seklinde yazilir. A4, A, parametreler olmak iizere,

dy
E=/11y_/12y2 ) y(to) = o
baslangi¢ deger problemiyle verilmis lojistik diferansiyel denklemin istenilen kosulu

saglayan ¢0ziimii;

MYo
(A — Azyp)e M=t 4+ 2y,

y(t) =

seklinde verilir. Simdi lojistik diferansiyel denklem i¢in bir sonlu-fark semasi elde
etmek amaciyla asagidaki temsiller kullanilsin:

y(@) = Vi, Yoo Vo to 2tk € trgq

Bu temsiller diferansiyel denklemin ¢éziimiinde yerine yazilirsa;

21 , (tie1 —te = h) (3.2.4.1)

A1-2zyK)e A4 Ay tpq

Vi+1 =
ayrik modeli elde ederiz. Bu ifadeyi kullanarak bazi cebirsel islemler yaparsak;

MYr+1 — AaVis1Vi = Lyke™™ — Loy yeh

bulunur. Esitligin her iki tarafindan A,y terimini ¢ikartirsak;

MYi+1 — MYk = =MV + LVis1Vie — QaYis1 Vi — A yr)e’!

(eM" —1)
Virr — Yk = (Ayi — Az)’k+1)’k)/1—
1
. o CRUE . .
elde edilir. Her iki tarafi ifadesine bolersek;
1
T = MYk — AaYis1Vk (3.24.2)

A1
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bulunur. Elde edilen bu fark semasi lojistik diferansiyel denklem i¢in yazilan

Yi+1 — Yk

Yk — Vk-
=y = Ay, Tt

A = Yk — A2V’
ileri yonlii ve geri yonlii sonlu-fark semalarindan farklidir. (3.2.4.2) ayrik modeli,
(3.2.4.1) denklemi i¢in tam sonlu-fark semasidir. Yani Vh i¢in  yi4q =
y(txs1), k=0,12.., dir.

Lojistik diferansiyel denklem i¢in olusturulan tam sonlu-fark semasi, standart

anlamda olusturulan ileri yonlii ve geri yonlii sonlu-fark semalarindan farklidir.
A1h_

Buradaki farklihk @ (h) =$ payda fonksiyonunun &@(h) = h payda
1

fonksiyonu yerine kullanilmas1 ve y,,,Vx lokal olmayan teriminin y,2? yerine
kullanilmasindan kaynaklanmaktadir. Aslinda temsillerin bu tipleri standart olmayan
sonlu-fark semalarimin en onemli Ozelliklerinden biridir. Ayrica herhangi bir
diferansiyel denklem ig¢in lineer olmayan terimlerin lokal olmayan modellemesi,
tutarli ayrik modeller olusturdugunu garanti etmez. Bunun ana sebebi lineer olmayan

terimin lokal olmayan birden ¢ok temsillerinin var olmasindan kaynaklanir.

2
( Vi Vie+1+Yk)
Yk 2 Gt 2
2
Ornegin 2 Vi+1tVe
8 Y2 o VierVi Y (T

Vk+1+tYVk

Ly3 = ViV Ve V()

Ayrica, uygun bir payda fonksiyonu olusturmak, diferansiyel denklem
i¢indeki lineer olmayan terimler i¢in uygun bir model bulmak tutarli sonuglar elde
etmek icin ¢ok Onemlidir. Ancak bunu yapmak i¢in O6zel bir yontem yoktur.
Yukaridaki Ornekten de goriildiigii gibi payda fonksiyonlar1 her bir diferansiyel
denklem i¢in farklilik gosterir. Adi diferansiyel denklemler i¢in standart olmayan
sonlu-fark semalar1 olusturulurken genelde kullanilan payda fonksiyonlar1 agagidaki
gibidir:

eh-1

d(h)=1—e" , ®(h)=sin (g) ®(h) = sin (h)?, ®(h) =

1-e2
2

O(h) = 4(er —1)2, d(h) = 4 (1 - e_Th), ®(h) =

®(h) payda fonksiyonlart h - 0 & @(h) - 0 olduguna dikkat edilmelidir. Aksi
takdirde standart olmayan sonlu-fark semalarinda niimerik kararsizliklar meydana
gelir ve tutarsiz sonuglar elde edilir. Standart olmayan fark semalarini elde etmek

icin bir diferansiyel denklemin analitik ¢éziimiiniin bulunmas1 gerekmez. Ancak tam
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sonlu-fark semasmnin bulunmasi i¢in verilen diferansiyel denklemin istenilen
kosullart saglayan analitik ¢oziimiiniin bilinmesi gerekir. Standart olmayan sonlu-
fark metotlar1 lineer olmayan diferansiyel denklemler i¢in kullanilmasinin yani sira
lineer olmayan diferansiyel denklem sistemleri i¢in de kullanilir.

x-yoniindeki payda fonksiyonu @(Ax), t-yoniindeki payda fonksiyonu ¥ (At)
ile gosterilsin. @(Ax), W(At) payda fonksiyonlar1; degeri, sistemin en kiigiik zaman
ve konum odlgeginden daha biiyiik olmayan fonksiyonlardir. @ (Ax), W(At) uygun
sec¢ildiginde kararsizlik ortadan kalkar. @(Ax), W(At) payda fonksiyonlar1 Ax, At
zaman ve konum-adimini belirledigi i¢in degil, kararlilig1 belirledigi i¢in etkilidir.
Genel lineer olmayan terimler, grid noktalar tizerinde lokal olmayan ayrik ifadelerle
modellenebilmesi de onemli bir konudur. Ornegin lojistik denklemdeki u? lineer
olmayan terimi, u? - wu,, u, ile yer degistirirken geleneksel metot da u? — w2
kullanilir. Buna benzer durum tek yonlii dalga denklemi i¢inde diizenlenir. Soyle ki;

u? - uf_ukit

dir. Burada uw’ nun her kuvveti, farkli ayrik konum ve zaman
degiskenlerinde degerlendirilir. Bu ve diger ilgili sonuglar baz alindiginda,
diferansiyel denklemler igin standart olmayan semalar1 insa ederken asagidaki
kurallar segilir.

» Ayrik tirevin mertebesi, diferansiyel denklemin tiirevine karsilik gelen
mertebeye esit olmalidir. Aksi takdirde ayrik tiirevin mertebesi daha biiyiik
olursa niimerik kararsizlik meydana gelir.

» Tirevin ayrik temsillerinde, genelde klasik anlamdaki disinda payda
fonksiyonlar1 kullanilir.

» Lineer olmayan terimler genelde lokal olmayan ayrik temsillerle
gosterilmelidir.

» Diferansiyel denklemin ¢oziimleri igin diizenlenen kosullar sonlu-fark
semasmin ¢oziimleri i¢cin de diizenlenmelidir. Yoksa sonlu-fark semalar,
diferansiyel denklemlere karsilik gelen 6nemli kosullar1 saglamazsa niimerik
kararsizlik meydana gelir. Ornegin dinamik sistemlerde pozitiflilik kosulu
bagiml degiskene gore diizenlenir. Niimerik semalarda pozitiflilik kosulunun
thmal edildigi ¢oztimler elde edilirse niimerik kararsizlik olusur.

Yukaridaki verilen kurallar, diferansiyel denklemlerin tek ayrik temsili oldugu

anlamina gelmez. Diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin 6nemli 6zelliklerinin

bilinmesiyle, olas1 ayrik modeli biiyiik dl¢tide kisitlanir.
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3.2.5. Kesirli Mertebeden Tiirev iceren Diferansiyel Denklemler i¢in Standart
Olmayan Sonlu-Fark Metotlari

Adi ve kismi diferansiyel denklemlerde oldugu gibi kesirli mertebeden tiirev
iceren denklemler i¢in de benzer islemler yapilir. Payda fonksiyonu kesirli mertebeye
genigletilir, Riemann-Liouville anlaminda tiirev operatorii; lokal olmayan tiirev
operatoriiyle degistirmek icin Griinwald-Letnikov tanimi kullanilir. Standart anlamda

Riemann-Liouville kesirli tiirevi Griinwald-Letnikov tanimi cinsinden yazarsak;
1 .
REDEF(E) = e Sg wf £ (¢ — jh) (3.251)
seklindedir. Caputo anlaminda kesirli mertebeden tiirev operatorii lokal olmayan

tirev operatorilyle degistirmek i¢in Caputo ve Riemann-Liouville arasindaki

asagidaki iligki kullanilir. n — 1 < @ < n olmak {izere

S SDEFO]|_ (8 —a)ke
2D€‘f(t)=RéD€‘f(t)—z ot~

£ I'k—a+1)
eger 0 < a < 1isen =1 olacagindan
f@—-a)™
CDa — RLDa _
aD{f () = "aDif(6) rid—a)

seklinde degistirilebilir. (3.2.5.1) yaklasiminda h payda fonksiyonu @(h, 1) ile
degistirirsek;
n
! Z “ft—jh
o, 2) Ly 7I
]:

seklinde Riemann-Liouville kesirli tiirev operatorii lokal olmayan hal alir. Burada

®(h,A) = h® + o(hP), p>a, h-0 © d(h,1) >0

faDEf () ~

olur. Kesirli mertebeden tiirev iceren lineer veya lineer olmayan diferansiyel
denklemlerde en sik kullanilan @(h,A) payda fonksiyonlar1 genelde asagidaki
gibidir:

d(hA) =h®, oA = w B ) = (Sin/gh’l))
_ _—h%A — g~ a
Ph ) =", B(h,D) = <T> o)
1+ o G
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®(h,A) payda fonksiyonu, eger 0 < @(h,1) < % kosulunu saglarsa kararli bir

davranig gosterir (Ongun vd, 2013).

Benzer sekilde Caputo kesirli tiirevi i¢inde lokal olmayan degisim yapilirsa;

< [SDEF @], (¢ — )k
z r'k—a+1)

1 n
aDEf () = mz wi f(t —jh) —
7=0

k=0

Caputo kesirli tiirev igin standart olmayan yaklasim elde edilir. Kesirli mertebeden
tiirev iceren lineer veya lineer olmayan denklemlerin standart olmayan sonlu-fark
ayrisimi yapilirken Riemann-Liouville ve Caputo anlamindaki kesirli tiirevler,
nimerik sema elde etmekte kolaylik saglayan Griinwald-Letnikov kesirli tlirev
tanimiyla degistirilir. Standart olmayan sonlu-fark metodu, genelde lineer olmayan
adi, kismi, kesirli tiirev iceren diferansiyel denklemlerde kullanilmasinin yani sira,
kesirli tiirev igeren lineer diferansiyel denklemler ve denklem sistemlerinde de
kullanilir.

3.3. Kesirli Newell-Whitehead-Segel Denklemi i¢in Sonlu-Fark Semalar

0%u B 0%u N )
ate  oxz 14T U 0<a<t
u(x,0) = &(x) ’ B

u(0,t) =¢(@), u(l,t) = p(t)

baslangi¢-sinir deger problemiyle verilmis yukaridaki kesirli NWS denklemini igin
sonlu-fark metodu (SFDM) ile fark semasini olusturalim:

Kesirli tiirev ve II. mertebeden tiirevi, asagidaki fark yaklagimlari ile temsil edilsin.

k+1
a 2 k k k
d u~ 1 a, k—j+1 d uNum+1_2um+um—1
ate At L

AR ’ 0x? Ax?
Jj=0

Bu ifadeler kesirli NWS denkleminde yerine yazilirsa;

k+1

k k K
1 a. k—-j+1 _ Umt1 — Zum + Un-1 k k\p
A ), Um = Ax? + wm — (Um)
=0
bulunur. Her iki taraf At ile garpilirsa;
k+1 Ag?
wf up I = —— (uk g — 20k Uk ) + Actul, — At (k)P

m Ax?

j=0

elde edilir. Denklem diizenlenirse ve uft! cekilirse;

22



k+1 _ AT g k+1 , a  k—j+1 a, k af, k
Uy = (uk ,; —2uk +uk_ 1)— jo1 W Uy, + At%uf, — At*(uS)P

= f(xm) (3.3.1)
ug = f(tk)' uy = P(te)
m=12,....M—-1,k=012,..,.K—1,0<a<1
bulunur. Bulunan bu semaya kesirli Newell-Whitehead-Segel denklemi igin sonlu-
fark semas1 (SFDM semasi) adi verilir.

3.4. Kesirli Newell-Whitehead-Segel Denklemi I¢in Newton Tipi Lineerlestirme
Metoduyla Elde Edilen Sonlu-Fark Semalar

( 0% d%u )
g o T
u(x,0) = &(x) U<as

u(0,t) ={@®), u(L,t) = P

biciminde verilen lineer olmayan kesirli Newell-Whitehead-Segel (NWS) denklemini
lineerlestirmek icin Newton tipi lineerlestirme metodu kullanilarak sonlu-fark
semasini bulalim:

Kesirli tiirev ve 1. mertebeden tiirevi, asagidaki fark yaklasimlari ile temsil edilsin.

k+1 k

k
Z wa k jt+1 0%u - Um+1 — Zufn + Um—1
at“ ~ Ate " 0x? Ax?

Bu ifadeler kesirli NWS denkleminde yerine yazilirsa;

k+1 X i X
a . k- ]+1 Un+1 — zum + Un—1 k+1 k+1
Ara W] Up, A2 +up = (USSP
X

j=0

bulunur. Her iki taraf At? ile ¢arpilirsa;

k+1
At®

Z wf ufn 1= =7 (um+1 2uk, +uk ) 4 Actultt — At (ulh)P

j=0

elde edilir. Denklem diizenlenirse asagidaki gibi yazilabilir.

k+1
f(uk+1 Atau;cn+1 +Ata(uk+1)p +Zwa k-j+1 _
j=1

At®

Ax? (U1 = 2u + U 1) = 0

ukrl =k p ek m=123.,M-1,k=012 .., K—1

seklinde yazilabilir. Burada V¥ bilinen degerler, X, bilinmeyen degerlerdir. f fonksiyonu

ukHt = vk civarinda I. mertebeden tiireve kadar Taylor serisine agilirsa;

fQu®) = FO) + (1= A% + pA® it P D) il = 0
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elde edilir. Diizenlenirse;

k—j+1 , At
—VE + At"VE — At“(an) ZkH MR A_xz (uk g —2uk +uk_)

1-Ata + pAta(V,;f)(p

Em

U‘rlg‘:rl = Vk + Sm, m = 1;2;3; IM - 1lk = 011’2’ 'K - 1

oldugundan yukaridaki denklemlerden uX;? gekilirse;

( k+1 _ (p- 1)At“(um) 25”11 7‘““’1;1. hy ac (um+1 2uf+ul, 1)
tm = 1-At%+pAt®(uk )(p R
m (3.4.1)
= &(xm)

ul = ¢(ty), uly = Y(ty)
m=12,....M —1, k=012,..,K—1, 0<a<l1

seklinde bulunur. Bulunan bu semaya Newton tipi lineerlestirme metoduyla elde
edilmis sonlu-fark semasi1 (NTLM semasi) ad1 verilir.

3.5.Kesirli Newell-Whitehead-Segel Denklemi Icin Standart Olmayan Sonlu-
Fark Semalar:
( 0%u  0%*u .
i te oz MU

,0<a<1

u(x,0) = &(x)
u(0,t) =4(t), u(l,t) = ¥(t)

baslangig-sinir deger problemiyle verilmis yukaridaki kesirli Newell-Whitehead-
Segel (NWS) denklemini i¢in standart olmayan sonlu-fark semasini olusturalim:

u, uP terimleri igin lokal olmayan temsilleri asagidaki gibi alinsin:

uk = 2uk —uk - 2ak —uktl  (uk)P > (@k)P-tukt

k k
Um+1 + Um—1
2

ik, =

Kesirli tiirev ve II. mertebeden tiirevi, asagidaki fark yaklasimlari ile temsil edilsin.
Burada klasik anlamda payda fonksiyonlar1 kullanilmistir.

k+1
2 k k k
Z wa k —j+1 0°u - Un+1 — 2um + Up—q
at“ ¥ Ate ’ 0x2 Ax?

Bu ifadeler kesirli NWS denkleminde yerine yazilirsa;
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k+1

k k k
; u 2un, +u
a, k—j+1 m+1 m m—1 ~k k+1 ~k \p—1,,k+1
Ara E Wj Uy, = = + 245, —wht — ()P tugy,

j=0

bulunur. Her iki taraf At“ ile garpilirsa;

k+1
i At®

Z wf wlot = v (uk o1 —2ul +uk )+ 28c%0K, — Ac*ult

j=0

— At (Um)P gy

elde edilir. Denklem diizenlenirse ve uft! cekilirse;

AtE ok k ok ~k _yk+1, a k—j+1
7 (Um 12U+t 1)+ 20t % T =Y @ Fu,

(e
Um p—1

1+Ate+At e (Tk,
u?n = &(Xm)
ug = q(t), uly = P(ty)

m=1,2,.....M -1, k=012 ..,K-1, 0<ac=<1

(3.5.1)

semasi bulunur. Bulunan bu semaya kesirli Newell-Whitehead-Segel denklemi igin
standart olmayan sonlu-fark semasi (NSFDM semast) adi verilir.

3.6. Kesirli NWS Denklemi I¢in Sonlu-Fark Metotlarimin Yakinsakh@min
Incelenmesi

3.6.1. Sonlu-Fark Metotlar1 icin Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) Kosulu

Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) kosulu, akiskan dinamigi denklemlerini,
parabolik ve hiperbolik tiirden kismi diferansiyel denklemleri veya sistemlerini
niimerik olarak daha tutarli ve dogru ¢oziimler saglayabilmesi i¢in kararli ve
yakinsak niimerik semalar elde etmekte kullanilir. CFL kosulu, Il. mertebeden
parabolik denklemler i¢in agik niimerik semalarda verilen ¢oziim elemaninin yerel
zaman adimi iizerinde bir Gist sinirin varhigini ifade eder. Yani

At
Cerr = O-m < Cnax
Burada o dalga hizi, hiz biiytikliigii gibi denklemde ortaya ¢ikan katsayidir. Cepy
Courant sayisi olarak adlandirilan boyutsuz bir sayidir. G4, kapali veya agik
semalarda farkli degerler alabilen bir sayidir. Genellikle agik semalarda Cp,qy = 1
olarak alinir.

Teorem 3.6.1.1 CFL kosulu; lineer, lineer olmayan, degisken katsayr igeren,
baslangi¢c- sinir deger problemleri ile verilmis veya herhangi bir norma gore
olusturulan vs. kismi diferansiyel denklemlerin niimerik yaklasimlarinin yakinsakligi
igin gerekli kosuldur (Trefethen, 1996).
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Teorem 3.6.1.2. Sonlu-fark yaklagimi, iyi konumlanmis lineer baslangig-sinir deger
problemi i¢in tutarli bir niimerik yaklagim olsun. CFL kosulu, sonlu-fark
yaklagiminin kararlilig1 igin gerekli kosuldur (Trefethen, 1996).

CFL kosulu, niimerik sonlu-fark semalarinin kararli ve yakinsak olmasi igin
gerekli kosuldur. Ancak yeterli kosul degildir. Bu durum da CFL kosulunun
dezavantajidir.

3.6.2. Kesirli NWS Denklemi icin Sonlu-Fark Metodunun Yakinsakhginin
Incelenmesi

Sonlu-fark metodunun tekrarlama bagintisinda ( (3.3.1) denkleminde) R = %; olmak

tizere ukt! yeniden diizenlenirse;

k+1
ukit = R(uk 1 +uk_1) + (@ — 2R)uf, — z w;f’ up T+ AcTul, — A (uk)P
j=2

seklinde yazilabilir.

Not 3.6.2.1. wf‘ = (1 — lj—a) a)]q_l, w§ =1 fark denklemleri i¢in asagidaki

esitsizlik yazilabilir:

of = (1= (119 (12129

() (5 o

=(L?l‘%)g:i‘jf1>6:§‘jfz)"““)1

i—1 j—2j-3 —a
<J— - 17ETT 122
j o Jj-1j-2 j

0 < a £ 1 oldugundan |a)]“| < ]l esitsizligi elde edilir.

SFDM semanin pozitif ve simirli olma kosullarini inceleyelim. Bunun i¢in
0 < uf <1 oldugunu varsayalim.

0<uk <1= (uk)? <uk oldugundan At%uk — At*(uk)? >0 dir. Bundan
dolayr uXt? in pozitif olmasi i¢in (@ — 2R) = 0 kosulunun saglanmasi gereklidir.

a

a
(@-2R)>0oR=—<—-, 0<a<l1

Ax? — 2’
k+1 51 icin k ; k+1 5 -~
Uyt in siirhilign igin ise 0 < uyy, <1 iken 0 < wy™" < 1 oldugunu gostermek
gerekir.
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1 At® g .
0<uk < S VeR = ;7 < %kosullarl saglansin. Bu takdirde;
k+1
|lulit|| = |[R(ukyy + ukiy) + (@ — 2R)uk, — Z wfu T Atk — At (uk,)?
=2

< |[Rkyy + ul )| + (@ — 2R)uk || + + At uk, — At (ul)P |l

a ., k—j+1

j=2

a— 2R
< R+ 2Nl e, — b

k+1

2R
<R +(—) 2Z|wa| + 1At |l |

(@—2R) 1 At®

<R+—~
S R+— 2+

2
yazilabilir. R = e Al o2 >» 0 < a < 1kosulu saglandig1 i¢in At* < % < % elde

edilir. Yukarida yerine yazilirsa;

K+l (a—2R) 1 At a 1
|Ium ”SR+T+Zk+T §+ k+4 k=123 ..

=>Iluk“||sg+i+%, O<a<i

1
= k+1 < ( ) — 1
s 0rnax > +4+4

elde edilir. Boylece R < - ve0<uk < kosullarl saglandiginda uXtt hem pozitif

hem de sinirlidir. Bu kosullar altinda u""'+1 semast tutarhidir.

Bu takdirde R = < ve uk < kosullarl saglandiginda CFL kosulu

2_

saglanmis olur. Teorem 3. 6 1. 1 ve 3.6.1.2 gore SFDM semas1 hem kararli hem de

yakinsaktir.

3.6.3.Kesirli NWS Denklemi I¢cin Newton Tipi Lineerlestirme Metodunun

Yakinsakliginin Incelenmesi

(3.4.1) ifadesinde R = —; ahnarak uk*1 yeniden diizenlenirse;

k—j+1
(0= DA ) = B of wy, '+ (@ = 2R)ugy + Ry + 1)

1—At® + pAt“(ufn)(p

u;cn+1
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seklinde yazilabilir.

Not 3.6.3.1. p 2 2,p €N, 0 <x <~ olmak iizere pxP*! < (p— Dx? esitsizligi

vardir.

<

N |-
winN

<

B w

Ispat: 0<x < % oldugundan x < <. < p7—1 esitsizligi yazilabilir.

Esitsizlik diizenlenirse x < ”7‘1 S px<p—1= pxP*! < (p — 1)xP elde edilir.

1 . EETIor
Sonu¢ 3.632.p=>2,p€eEN, 0<x< 5 olmak tizere PRSI < ppw—— esitsizligi

elde edilir.

NTLM semasinin pozitif ve sinirli olma kosullarini inceleyelim. Bunun igin

0 <uk <1 oldugunu varsayalm. uX'' in pozitif olmasi icin (a — 2R) =0

kosulunun saglanmasi yeterlidir.

(a—2R)20=>R=£SE, 0<a<l1
Ax? 2
Ax yeterince kii¢iik secildiginde % S% = At* < %sz < %, 0<ac<l1
yazilabilir. Dolayisiyla uft! in pozitif olmasi kosulu R = % < %, 0<a<l
kosuluna baglidir.
k+1

uk*l in smirliigr igin ise 0 < uk, <1 iken 0 < vkt <1 oldugunu gdstermek
gerekir. Smirlihign ilk asamasinda (p — 1)At*(uk)P < 1 — At® kosulu saglanmalidir.

(p — DA*(ul)P <1 - At* & (p — DA*(WE)P + At? < 1 © At®
1
<
1+ (- D(uf)P

(p — DAt*(uk)P < 1 — At® kosulunun saglanmasi At% < kosulunun

1+(p-1)(uk)”
saglanmasina denktir.

. a

Ikinci asamada 2<p€N, R= it? < %, 0<a<1 ve uk S% kosullar
saglandiginda

Z< ;p oldugunu tiimevarim yardimiyla ispatlayalim.

2 1+(p-1)(uk)

W)?<1 ve 0<a<1 esitsizliklerini kullanarak 0 < a + a(uX)® < 2 olur.

Buradan diizenleme yapilirsa % < W elde edilir. p = 2 i¢in dogrudur. p =1
1+(uk,

1

————  olsun. Gosterelim ki
1+(r-1)(uf,)

icin verilen esitsizlik dogru olsun. Yani %<

verilen esitsizlik p = r + 1 i¢in de dogrudur.
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> <2 <2< < T esitsizligi kullanlarak uf, <

r—1

N |-

< < %1 oldugundan ruk, <

yazilabilir. Esitsizligin her iki tarafi (ukX,)" ile ¢arpilirsa r(uk)™ < (r — 1) (uk)"
bulunur.

k\r+1 _ k\Tr 1 .y-
=>1+7r(un) <14+ @r—-1DWwy)" olup o) S T elde edilir.

1
1+(r—1)(u’,§1)r 1+r(u;"'n)r-‘-1

O halde ~ < sonucu bulunur. Yani p =7+ 1 i¢in de

dogrudur.

Sonug 3.6.3.2. ye gore asagidaki iliski yazilabilir:

Rt o 1 ! 2,3
SR=—<~— : =23, ..
T2 ST+ ST oDk
bulunur.
k+1
R(uk s +ul_y) + (@ — 2Rk, — Z 0 T = B(a)
j=2

denirse, @ = 1,R = 0.5,u’,; = u¥_; = 0 alindiginda B(a) = 0 bulunur.

k+1
|B(a)| = |R(uky +uf_ )+ (@ — 2R)uk, — Z a)f‘ ufn—jﬂ
=2
k+1
<R+a—2R+1Z| qcpy @R K
= 2 24, W= > 2
]:

= [B@|<2+%, k=123, .yazlabilir. B(a) <5+, 0 < @ < 1 oldugundan
buradan 0 < B(a) < 1 bulunur.

=1 — At + pAt*(ul)PD <1 — At* + pAt* (uk)®P=D + B(a) oldugundan

1 1
Ry = Ry
1— At +pate(ul)” 7 + B(@) 11— Ate + pAta(ul)”

yazilabilir. Bu esitsizligi kullanirsak asagidaki ifade elde edilir.
@ = DA ()" +B@) (= DA (up)” + B(@)
1—-At* + pAt“(ufn)(p_l) + B(a) T 1-Ate 4 pAt“(u,’%)(p_l)

(3.6.3.3)

Son asamada R = 21:? < %, 0<ac<1veuk s% kosullar1 saglandiginda VB(«a)

icin (p — 1)At*(uk)P + B(a) < 1 — At® oldugunu gosterelim. Celiski ile ispat icin
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(p — DAL*(ul)P + B(a) > 1 — At® oldugunu kabul edelim. Bu takdirde VB(a)
icin bu esitsizlik saglanacagindan B(a) = 0 i¢in de saglamak zorundadir.

1

O zaman (p — 1D)At*(uf)P > 1 — At® yazilabilir. Buradan At%® > ———
1+(p-1)(ufy)

bulunur.

Bu ifade At* < 5 < —1+(p ) ile gelisir. Kabul yanlistir. At < = < D)

kosulu saglandiginda VB (a) igin (p — 1)At*(uk)? + B(a) < 1 — At% elde edilir.
(p — DA (W)P + B(a) <1 — At* <1 — At* + pAt*(uk)®P-D
esitsizligi yazilabildiginden dolay1 (3.6.3.3) ifadesi goz oniine alinirsa;

(p — DAL (up)? + B(a)

(» — DA ()P + B(a) el
<u = D =

1—Ate + pAt“(ui‘n)(p_l) + B(a) S v pAte(uk,)

elde edilir. Sonug olarak R < — ve uk, < kosullarl saglandiginda 0 < uf, < 1 iken

0 < ultt < 1 bulunur. Boylece R S = ve uf S = kosullar1 saglandiginda uk;tt

hem pozitif hem de sinirlidir. Bu kosullar altinda uk *+1 semasi tutarlidir.

Bu takdirde R = < S Ve uk < kosullarl saglandiginda CFL kosulu

saglanmig olur. Teorem 3.6. 1 ve 3.6.1.2 gore NTLM semasi hem kararli hem de
yakinsaktir.

3.6.4.Kesirli NWS Denklemi I¢in Standart Olmayan Sonlu-Fark Metodunun
Yakinsakhiginin Incelenmesi
(3.4.1) standart olmayan sonlu-fark metodunun tekrarlama bagintisinda R =

At® .. .
~- yazilarak uk*1 diizenlenirse;

R(ukoq + uk_)) + 20e%0k + (a — 2R)uk, — X¥H1 wf upe 7+

k+1 _ J J
-1
1+ At® + Ao (@k)?

Um

tekrarlama bagintis1 elde edilir. Bu gézﬁm semasinin pozitiflilik ve smirhilik
kosullarmi inceleyelim. Bunun igin 0 < u¥, < 1 oldugunu varsayalim.

uk+1 in pozitif olmas1 i¢in (@ — 2R) > 0 kosulunun saglanmasi yeterlidir.

a
a
(CZ—ZR)ZO'{:)RZA—X_ZSE, 0<a<=<l1
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uktl in smirhihig igin ise 0 < uk <1 iken 0 < uft! <1 oldugunu gdstermek
gerekir. Bunun icin ilk once R(uf,, +uk_;)+ 2At%iK <14 At kosulu

saglanmalidir.

0<uk,. <1, 0<uf_, <1 oldugundan 0 <ukl,, +uk_, <2 yazlabilir
Buradan R(uk +uk_1)<2R<a 0<a<1 oldugundan  R(uf,, +
uk 1) < 1dir.

R(uk +uk,_) + 28c%Tk, < 1+ At® kosulunun saglanmast ile 2At%4ik < At®

kosulunun saglanmasi denktir. O halde At® > 0 oldugundan X, < % olmalidir.

Ayrica R < % kosulu saglandiginda R < ik < % esitsizliginin saglandigini
gosterelim. Bunun i¢in kabul edelim ki R > ¥, olsun. Bu takdirde R > max{iik} =
%oldugundan R >% yazilabilir. Bu ifade R S% olmasiyla ¢eligir. Kabul yanligtir.

R < % kosulu saglandiginda R < @ik, < % kosulu da saglanir.

(a — 2R)uk, — f:zl w/' ufn_jﬂ = A(a) denirse, a=1,R =05 alindiginda
A(a) = 0 bulunur.
k+1 k+1
14(@)] = |(a = 2R)uk, — z OI kT < o — 2R + Z|wf‘| <a—-2R+k
j=2 j=2

= |A(e)|<a—2R+k, k=123,.. vyazlabilir. Bu durum V(a—2R) =0
oldugunda saglanmasi gerektiginden A(a) <k, k =1,2,3,.. olmahdir.

=>{A(a) <k, k=123, ..} =min{A(a) < 1,A(a) <2,A(a) <3,..} =A(a) <
1 bulunur. = 0 < A(a) < 1 elde edilir.

= 1+ At* + At*(TK)P™ < 1+ At® + At*(@ik)P~ + A(a) oldugundan
1 1
p—1 = p-1
14 At* 4+ At* (@) +A(a) 1+ At + Ao (k)

yazilabilir. Bu esitsizligi kullanirsak asagidaki ifade elde edilir.

R(uk, 1 +uk _)+28t%uk +a(@) _ R(uk i +ul_;)+20t%0k +A(a)

1raca+ata(@k) " ra() 1rataata(zk)P

AN

(3.6.4.1)

Son asamada R < 1if, < % kosulu saglandiginda R(u’,;+1 + u,’;_l) +
20t°0% + A(a) <1+ At*  oldugunu  gosterelim.  R(uf, +uk_;) <1
oldugundan 2At%iik, + A(a) < At* oldugunu gostermek yeterlidir. Kabul edelim ki
2At%4E + A(a) > At® olsun.
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Bu takdirde VA(a),a € (0,1] igin 2At%dik, + A(a) > At* saglanacagindan
A(a) = 0 igin de saglanmak zorundadir. O halde 2At%11K, > At® yazilabilir. At* >
0 oldugundan ik, > L pulunur. Bu ifade ik <2 kosulu ile gelisir. Kabul yanlistir.

O halde 2At*%ik, + A(a) < At%esitsizligi saglamr.
R(ukq +uk_)) + 28c%Tk, + A(a) < 1+ At®
oldugundan esitsizlik daha da biiyiitiiliirse;
R(uky +uk 1)+ 28t%TK + A(a) < 1+ At% < 1+ At® + At*(iik)P?

R(umJr1 +uk )+ 28c%ak, + A(a)
14 Ate + Ace (k)P

yazilir. (3.6.4.1) esitsizligi gbz Oniine alinirsa

R(uk . +uk_)+ 2At“ k + A(a) R(ufn+1 +uk )+ 20Tk, + A(a)

< <1
1+ At + At (k)7 + A(a) 1+ At® + Ao (a m)p '
L = R(um+1 +uk_ )+ 28c%ak, + A(a)
" 1+At“+At“( k)P
elde edilir. Sonug olarak R S =, ik S = kosullarr saglandiginda 0 < uff' <1
bulunur. Boylece verilen kosullar sagland1g1nda uk*1 hem pozitif hem de sinirhdir.
Bu kosullar altinda uf'! semasi tutarhidir. Bu takdirde R = < 2 ve

2
A <% kosullar1 saglandiginda CFL kosulu saglanmis olur. Teorem 3 6.1.1 v

3.6.1.2 gére NSFDM semas1 hem kararli hem de yakinsaktir.
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4.BULGULAR VE TARTISMA

Bu boliimde kesirli Newell-Whitehead-Segel denklemleri igin 4 tane 6rnek
alinarak standart sonlu-fark, Newton tipi lineerlestirme ve standart olmayan sonlu-
fark metotlari ile ¢oziimleri yapilmistir. Bu tezdeki biitiin 6rnekler igin, (3.1.1) kesirli
Newell-Whitehead-Segel denkleminde k = 1,c =1,d = 1,y = 2 olarak alinmstir.
Coziimler farkli a degerleri igin tablolar ve grafikler halinde goOsterilmistir.
Programlama Maple 12 programi kullanilarak kodlanmistir.

4.1.0rnek 1
( 0%u 0%u N X
ate ~ox2 4T
1
u(x; 0) =
{ (1+ eﬁ)z 0<a<l1
u0,t) = ———=,u(L,t) = ————5—
\ (1+eT) (1+eve 6)2

seklindeki kesirli NWS denklemi g6z oOniine alalim. Bu denklem (3.1.1) kesirli

Newell-Whitehead-Segel denkleminde p =2, é(x) = %
<1+e7§>
((t) = ﬁ, Y(t) = % alinmasi durumunda elde edilir. Bu problemin
<1+eT> (1+e\/_5_?)2

analitik ¢oziimii

1
u(x,t) = —5—=—

(1+eVe ©)2

seklinde verilir (Zulfigar vd., 2019). Bu problemi sonlu-fark metodu, Newton tipi
lineerlestirme metodu ve standart olmayan sonlu-fark metodu ile ¢dzelim. Ornek 1
igin (3.3.1) standart sonlu-fark semasi (SFDM semasi)

A% g k k k—j+1 2
ud, = £ () (4.1.1)

u§ = q(ty), usg = P(ty)
m=1,2,.....M —1, k=012,..,K—1, 0<a<l1

seklinde elde edilir.

1

(4.1.1) SFDM semasinda t =1, Ax = L , At = —,
10 1000

asagidaki niimerik sonuglar elde edilir.

M =10,K = 1000 alinirsa
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Cizelge 4.1.2.a p = 2 i¢in kesirli NWS denkleminin SFDM ile niimerik ¢6ziimleri

Xm Analitik a=1 a =§ a =09

0 0.4858916457 | 0.4858916457 | 0.4858916457 | 0.4858916457
0.1 0.4738528457 | 0.4738525856 | 0.4724561945 | 0.4723675052
0.2 0.4617820225 | 0.4617814412 | 0.4593319606 | 0.4591764817
0.3 0.4496921627 | 0.4496912543 | 0.4465204545 | 0.4463193077
0.4 0.4375965071 | 0.4375953147 | 0.4340232812 | 0.4337968030
0.5 0.4255085007 | 0.4255071124 | 0.4218417318 | 0.4216094496
0.6 0.4134417432 | 0.4134402827 | 0.4099764778 | 0.4097570693
0.7 0.4014099287 | 0.4014085519 | 0.3984273634 | 0.3982386030
0.8 0.3894267963 | 0.3894256811 | 0.3871933006 | 0.3870520054
0.9 0.3775060651 | 0.3775054065 | 0.3762722631 | 0.3761942406
1.0 0.3656613806 | 0.3656613806 | 0.3656613806 | 0.3656613806

Cizelge 4.1.2.b p = 2 igin kesirli NWS denkleminin SFDM ile niimerik ¢éziimleri

x Analitik _9¢ a=0..8 _T

" “=7 *=y

0 0.4858916457 | 0.4858916457 | 0.4858916457 | 0.4858916457
0.1 0.4738528457 | 0.4711050558 | 0.4709870677 | 0.4707992221
0.2 0.4617820225 | 0.4569680396 | 0.4567621852 | 0.4564335786
0.3 0.4496921627 | 0.4434672503 | 0.4432019869 | 0.4427802986
0.4 0.4375965071 | 0.4305900428 | 0.4302922976 | 0.4298173765
0.5 0.4255085007 | 0.4183237736 | 0.4180190672 | 0.4175350982
0.6 0.4134417432 | 0.4066552761 | 0.4063678150 | 0.4059094798
0.7 0.4014099287 | 0.3955704933 | 0.3953232563 | 0.3949306408
0.8 0.3894267963 | 0.3850542777 | 0.3848690839 | 0.3845738090
0.9 0.3775060651 | 0.3750903443 | 0.3749879137 | 0.3748251679
1.0 0.3656613806 | 0.3656613806 | 0.3656613806 | 0.3656613806
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NWS denklemi (p=2)

0,48

0,46

L)

0,44 1

e

U(x 1) 1
0,42 -

ne
e

0,40 - b

0 02 0,4 0,6 0,2 1
X
x  SFDM gozimi (alpha=Py/4)
¢ SFDM gozimi (alpha=0.8)
- SFDM ¢ozimi (alpha=phi/2)
+ SFDM gozimi (alpha=0.9)
o SFDM gozimi (alpha=exp(1)/3)

= SFDM gozimi (alpha=1)
— analitik ¢ézim

Sekil 4.1.3 p = 2 i¢in kesirli NWS denkleminin SFDM ile niimerik ¢oziimleri

(3.4.1) Newton tipi lineerlestirme metoduyla olusturulan sonlu-fark semasi

( k\2_sk+1
Jukﬂ _ Ac(um) X5 ofum
kt1 —

1-AtZ+2At Uk,

a, k—j+1 A% k k k
taxZ (U1 —2um+Ush 1)

1O = E(xn) (4.1.4)
l ug = {(te), upp = ¥(te)
m=1,2,.....M -1, k=012,..,K—-1, 0<ac<1
seklinde elde edilir. (4.1.4) NTLM semasinda t = 1, Ax = — , At = ——, M =
10, K = 1000 alinirsa asagidaki niimerik sonuclar elde edilir.
Cizelge 4.1.5.a p = 2 icin kesirli NWS denkleminin NTLM ile niimerik ¢éziimleri
Xm Analitik a=1 a =§ a =09
0 0.4858916457 | 0.4858916457 | 0.4858916457 | 0.4858916457
0.1 |0.4738528457 | 0.4738856794 | 0.4732948535 | 0.4732294208
0.2 ]0.4617820225 | 0.4618702204 | 0.4608292604 | 0.4607140288
0.3 | 0.4496921627 | 0.4498464941 | 0.4484921509 | 0.4483423340
0.4 ]0.4375965071 | 0.4378162487 | 0.4362816189 | 0.4361120206
0.5 ]0.4255085007 | 0.4257817550 | 0.4241965144 | 0.4240215394
0.6 |0.4134417432 | 0.4137458037 | 0.4122364145 | 0.4120700663
0.7 ]0.4014099287 | 0.4017117059 | 0.4004015839 | 0.4002574629
0.8 ]0.3894267963 | 0.3896832894 | 0.3886929661 | 0.3885842596
0.9 | 0.3775060651 | 0.3776648965 | 0.3771121514 | 0.3770516284
1.0 | 0.3656613806 | 0.3656613806 | 0.3656613806 | 0.3656613806

35




Cizelge 4.1.5.b p = 2 i¢in kesirli NWS denkleminin NTLM ile niimerik ¢6ziimleri

<

+

=]

X
x  NTLM gozimi (alpha=Pi/4)
NTLM gézimi (alpha=0.8)
NTLM gézimi (alpha=phi/2)
NTLM goziimii (alpha=0.9)
NTLM géziimi (alpha=exp(1)/3)
NTLM ¢ozimi (alpha=1)
— analitik ¢iziim

Xm Analitik _9 a=0.8 _r
=7 7%

0 0.4858916457 | 0.4858916457 | 0.4858916457 | 0.4858916457
0.1 0.4738528457 | 0.4715459108 | 0.4712808496 | 0.4708106577
0.2 0.4617820225 | 0.4577496019 | 0.4572828984 | 0.4564186095
0.3 0.4496921627 | 0.4444893013 | 0.4438827815 | 0.4428103019
0.4 0.4375965071 | 0.4317525740 | 0.4310665139 | 0.4297932698
0.5 0.4255085007 | 0.4195275125 | 0.4188205660 | 0.4175725667
0.6 0.4134417432 | 0.4078023849 | 0.4071314533 | 0.4058857803
0.7 0.4014099287 | 0.3965653812 | 0.3959854221 | 0.3949615516
0.8 0.3894267963 | 0.3858044667 | 0.3853682780 | 0.3845596719
0.9 0.3775060651 | 0.3755073216 | 0.3752653166 | 0.3748373601
1.0 0.3656613806 | 0.3656613806 | 0.3656613806 | 0.3656613806

'_ NWS deniklemi (p=2)
0,43
0,46 3
0,44 1 X
VxR 0,42—- ¥ Y
0,40 -
i b4
0,38
0 0z 04 06 0z 1

Sekil 4.1.6. p = 2 i¢in kesirli NWS denkleminin NTLM ile niimerik ¢dziimleri

(3.5.1) standart olmayan sonlu-fark semasi ; (NSFDM semasi)

e+l %(u,’an—2u,’§1+u,’§1_1)+2At“ﬁ§l—Z;§=+11 w;-"u’,jl_jﬂ
- 1+At@+ALETE,
(4.1.7)
U = &(xp)
ug = q(ty), uxg = W(te)
K Uppq + Uy + Uy
TARES
3
m=12,.....M —1, k=012,..,K—-1, 0<ac<1
seklinde elde edilir. (4.1.7) NSFDM semasinda t =1, Ax = — At = — M =

10, K = 1000 alinirsa asagidaki niimerik sonuclar elde edilir.
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Cizelge 4.1.8.a p = 2 i¢in kesirli NWS denkleminin NSFDM ile niimerik ¢6ziimleri

Xm

Analitik

a=1

a =09

0

0.4858916457

0.4858916457

0.4858916457

0.4858916457

0.1

0.4738528457

0.4738375446

0.4724490351

0.4723608435

0.2

0.4617820225

0.4617550437

0.4593195207

0.4591649222

0.3

0.4496921627

0.4496570317

0.4465044468

0.4463044467

0.4

0.4375965071

0.4375566609

0.4340052821

0.4337801027

0.5

0.4255085007

0.4254672975

0.4218232162

0.4215922725

0.6

0.4134417432

0.4134024664

0.4099588542

0.4097407138

0.7

0.4014099287

0.4013757960

0.3984120116

0.3982243440

0.8

0.3894267963

0.3894009623

0.3871816087

0.3870411313

0.9

0.3775060651

0.3774916270

0.3762656627

0.3761880913

1.0

0.3656613806

0.3656613806

0.3656613806

0.3656613806

Cizelge 4.1.8.b p = 2 igin kesirli NWS denkleminin NSFDM ile niimerik ¢oztimleri

X Analitik _9 a=0.8 _r

" * =3 “=%

0 0.4858916457 | 0.4858916457 | 0.4858916457 | 0.4858916457
0.1 0.4738528457 | 0.4711052172 | 0.4709878449 | 0.4708007417
0.2 0.4617820225 | 0.4569684917 | 0.4567637175 | 0.4564372618
0.3 0.4496921627 | 0.4434679920 | 0.4432041243 | 0.4427840311
04 0.4375965071 | 0.4305909720 | 0.4302947994 | 0.4298230760
0.5 0.4255085007 | 0.4183247315 | 0.4180216387 | 0.4175394637
0.6 0.4134417432 | 0.4066560922 | 0.4063701580 | 0.4059149460
0.7 0.4014099287 | 0.3955710340 | 0.3953251132 | 0.3949339685
0.8 0.3894267963 | 0.3850544952 | 0.3848702903 | 0.3845770150
0.9 0.3775060651 | 0.3750903235 | 0.3749884399 | 0.3748263281
1.0 0.3656613806 | 0.3656613806 | 0.3656613806 | 0.3656613806

0,48 4
0,46 4
0,44 4
Uix, 1) 1
0,42 4

0,40 4

0,38 -

NW3 denklemi (p=2)

o

&

ne

ne

e

] 02 04

0.6 03

X
x  NSFDM gozimi (alpha=Pi/4)
¢ NSFDM ¢oziimi (alpha=0.8)
- NSFDM gozimi (alpha=phi/2)
+ NSFDM goziimi (alpha=0.9)
o NSFDM gozimi (alpha=exp(1)/3)
= NSFDM gozimi (alpha=1)
— analitik ¢éziim

Sekil 4.1.9. p = 2 igin kesirli NWS denkleminin NSFDM ile niimerik ¢oziimleri
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p = 2 durumunda kesirli Newell-Whitehead-Segel denklemini a = 1,2, 0.9, %, 0.8,

% icin sonlu-fark metodu (SFDM), Newton lineerlestirme metoduyla (NTLM) ve

standart olmayan sonlu-fark metodu (NSFDM) ile niimerik olarak ¢ozilmustiir.
Yukaridaki tablolardan ve grafiklerden a = 1 durumunda, analitik ¢éziimler ile
sayisal ¢oziimler arasindaki hata degerlerinin ¢ok az oldugu gozlemlenmistir. Zaman
degeri arttikca hesaplama hacmi artmasina ragmen niimerik degerlerin analitik
degerlerle uyumlu oldugu hem tablolardan hem de grafiklerden yorumlanabilir.

4.2.0rnek 2
( 0%u 9%u 3
5ta —ﬁ+u—u
X
—1+ev2
u(x,0) = ———
) X O0<acx<l1
1+ev2
1 _1
evz —e V2
u(0,t) =0, u(l,t) = 11 3t
\ eV2+e V24 2e 2

seklinde baglangig-sinir deger problemli kesirli NWS denklemini inceleyelim. Bu
denklem (3.1.1) kesirli Newell-Whitehead-Segel denkleminde p =3, é(x) =

X 1 1
C14eE G o .
ei , () =0, Y(t) = %ﬁ alinmasiyla elde edilir. Bu problemin
1+eV2 eV2te VZ42e 2

analitik ¢oziimii

X

X
ez —e V2
ulx,6) = x _x 3t
evZ+e V24 2e 2

bigimindedir (Zulfigar vd., 2019). Ornek 2 i¢in (3.3.1) standart sonlu-fark semasi
(SFDM semasi)

At =J °
uftt = 5 (ufen — 2ufy +ufg) — Kl wf wle T+ Arcuk — At (ul)
7 4.2.1)
U = §(Xm) (

uf = q(ty), ufy = P(ty)
m=12,.....M —1, k=012,..,K—1, 0<a<l1

seklinde elde edilir.(4.2.1) SFDM semasinda t =1, Ax = 11—0 At = ﬁ,M =

10, K = 1000 alinirsa asagidaki niimerik sonuclar elde edilir.
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Cizelge 4.2.2.a p = 3 i¢in kesirli NWS denkleminin SFDM ile niimerik ¢6ziimleri

Xm Analitik a=1 a =§ a =09

0 0 0 0 0

0.1 0.0577413647 | 0.0577862482 | 0.0569/61573 | 0.0569113196
0.2 0.1150659662 | 0.1151515091 | 0.1135792095 | 0.1134538683
0.3 0.1715694731 | 0.1716876301 | 0.1694494539 | 0.1692721766
0.4 0.2268716326 | 0.2270112925 | 0.2242528522 | 0.2240362442
0.5 0.2806264256 | 0.2807744316 | 0.2776913663 | 0.2774517934
0.6 0.3325301859 | 0.3326725003 | 0.3295109292 | 0.3292681962
0.7 0.3823273369 | 0.3824502235 | 0.3795069154 | 0.3792839210
0.8 0.4298136205 | 0.4299047209 | 0.4275271273 | 0.4273495377
0.9 0.4748369009 | 0.4748860980 | 0.4734724930 | 0.4733684669
1.0 0.5172957920 | 0.5172957920 | 0.5172957920 | 0.5172957920

Cizelge 4.2.2.b p = 3 igin kesirli NWS denkleminin SFDM ile niimerik ¢6ziimleri

X Analitik _9 a=0..8 _r

" *=3 *=y

0 0 0 0 0
0.1 0.0577413647 | 0.0559249266 | 0.0558294532 | 0.0556774487
0.2 0.1150659662 | 0.1115480722 | 0.1113636014 | 0.1110672091
0.3 0.1715694731 | 0.1665790538 | 0.1663183484 | 0.1659030896
0.4 0.2268716326 | 0.2207493736 | 0.2204311347 | 0.2199197396
0.5 0.2806264256 | 0.2738213918 | 0.2734697948 | 0.2729092565
0.6 0.3325301859 | 0.3255954955 | 0.3252396563 | 0.3246676790
0.7 0.3823273369 | 0.3759153628 | 0.3755888087 | 0.3750674933
0.8 0.4298136205 | 0.4246713785 | 0.4244115637 | 0.4239937553
0.9 0.4748369009 | 0.4718023511 | 0.4716502793 | 0.4714070780
1.0 0.5172957920 | 0.5172957920 | 0.5172957920 | 0.5172957920
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NWS denklemi (p=3)

0,5
0,4

0,3
u(x 1)

0,2 4

0,1 -

T T T T T L ¥ T T T

0 0,2 04 0.6 02 1

X
x  SFDM gozimi (alpha=Pi/4)
o BFDM gézimi (alpha=0.8)
- SFDM gozimi (alpha=phi/2)
+ BSFDM cézimi (alpha=0.9)
o SFDM cozimi (alpha=exp(1)/3)
= SFDM goziimi (alpha=1)
— analitik ¢éziim

Sekil 4.2.3. p = 3 i¢in kesirli NWS denkleminin SFDM ile niimerik ¢oziimleri

(3.4.1) Newton tipi lineerlestirme metoduyla olusturulan sonlu-fark semasi (NTLM

semast)
(s _ 220 Ch) B ofun G (e —2ubrad )

m - _Ara alk 2

01 At*+3At%(uk)) (4.2.4)
Un = $(Xm)
uf = {(te), upy = ¥(te)
m=1,2,.....M -1, k=012,..,K—-1, 0<ac<1

seklinde elde edilir.(4.2.4) NTLM semasinda t =1, Ax = % At = ﬁ,M =

10, K = 1000 alinirsa asagidaki niimerik sonuclar elde edilir.

Cizelge 4.2.5.a p = 3 icin kesirli NWS denkleminin NTLM ile niimerik ¢éziimleri

Xm Analitik a=1 a=2 a =09
3

0 0 0 0 0

0.1 0.0577413647 | 0.0577882904 | 0.0569782605 | 0.0569134305
0.2 0.1150659662 | 0.1151554103 | 0.1135832318 | 0.1134579061
0.3 0.1715694731 | 0.1716930394 | 0.1694550404 | 0.1692777848
0.4 0.2268716326 | 0.2270177201 | 0.2242595036 | 0.2240429213
0.5 0.2806264256 | 0.2807812879 | 0.2776984746 | 0.2774589298
0.6 0.3325301859 | 0.3326791432 | 0.3295178285 | 0.3292751227
0.7 0.3823273369 | 0.3824560078 | 0.3795129312 | 0.3792899601
0.8 0.4298136205 | 0.4299090461 | 0.4275316295 | 0.4273540568
0.9 0.4748369009 | 0.4748884530 | 0.4734749448 | 0.4733709277
1.0 0.5172957920 | 0.5172957920 | 0.5172957920 | 0.5172957920
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Cizelge 4.2.5.b p = 3 i¢in kesirli NWS denkleminin NTLM ile niimerik ¢6ziimleri

Xm Analitik _9 a=0.8 _T
“T2 “Tq
0 0 0 0 0
0.1 0.0577413647 | 0.0559271748 | 0.0558317182 | 0.0563405527
0.2 0.1150659662 | 0.1115523753 | 0.1113679363 | 0.1098178257
0.3 0.1715694731 | 0.1665850368 | 0.1663243766 | 0.1676337250
0.4 0.2268716326 | 0.2207565039 | 0.2204383200 | 0.2179078096
0.5 0.2806264256 | 0.2738290204 | 0.2734774814 | 0.2750366871
0.6 0.3325301859 | 0.3256029055 | 0.3252471240 | 0.3226690413
0.7 0.3823273369 | 0.3759218266 | 0.3755953236 | 0.3767776209
0.8 0.4298136205 | 0.4246762159 | 0.4244164399 | 0.4227665491
0.9 0.4748369009 | 0.4718049831 | 0.4716529318 | 0.4720570996
1.0 0.5172957920 | 0.5172957920 | 0.5172957920 | 0.5172957920
HWS denklemi (p=3)
0,5
0,4
0,3
U(x, 1)
0,2 H
0,1
D —-'l T .} T 1 T s T
0 0,2 04 0,6 028 1
¢ NTLM gozimi (alpha=0.8)
NTLM gozimi (alpha=phi/2)
x  NTLM gozimii (alpha=Py'4)
+ NTLM gozimi (alpha=0.9)
o NTLM gézimil (alpha=exp(1)/3)
NTLM ¢ozimi (alpha=1)
— analitk ¢ozim
Sekil 4.2.6 p = 3 igin kesirli NWS denkleminin NTLM ile niimerik ¢6ztimleri
(3.5.1) standart olmayan sonlu-fark semasi (NSFDM semasi)
LR = % (u,’f,lH—2u,’§l+u,’§l_1)+2At“ﬁ§l—Z§=+ll w;-"u’,jl_j“
m 1+Ata+ate (i)’ 42.7)
Upm = §(Xm)
ug = ¢(te), uy = P(te)
~k Uppr + U1
Uy =————
2
m=12,.....M —1, k=012,..,K—1, 0<ac<sl1
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seklinde elde edilir. (4.2.7) NSFDM semasinda t = 1, Ax = 1—10 At =

10, K = 1000 alinirsa asagidaki niimerik sonuglar elde edilir.

1

_M=
1000’

Cizelge 4.2.8.a p = 3 i¢in kesirli NWS denkleminin NSFDM ile niimerik ¢6ziimleri

Xom Analitik a=1 P a =09
3

0 0 0 0 0

0.1 0.0577413647 | 0.05772550132 | 0.0569237744 | 0.0568597102
0.2 0.1150659662 | 0.1150347213 | 0.1134785746 | 0.1133547187
0.3 0.1715694731 | 0.1715239435 | 0.1693085684 | 0.1691333689
0.4 0.2268716326 | 0.2268137742 | 0.2240831093 | 0.2238690005
0.5 0.2806264256 | 0.2805593830 | 0.2775069034 | 0.2772700422
0.6 0.3325301859 | 0.3324586604 | 0.3293278989 | 0.3290878520
0.7 0.3823273369 | 0.3822579499 | 0.3793427430 | 0.3791221524
0.8 0.4298136205 | 0.4297552220 | 0.4273998171 | 0.4272240872
0.9 0.4748369009 | 0.4748007858 | 0.4734000503 | 0.4732970798
1.0 0.5172957920 | 0.5172957920 | 0.5172957920 | 0.5172957920

Cizelge 4.2.8.b p = 3 i¢in kesirli NWS denkleminin NSFDM ile niimerik ¢oziimleri

x Analitik _9 a=0..8 _T

" “=7 .

0 0 0 0 0
0.1 0.0577413647 | 0.0558850025 | 0.0557906250 | 0.0561047709
0.2 0.1150659662 | 0.1114713505 | 0.1112889837 | 0.1101133289
0.3 0.1715694731 | 0.1664715961 | 0.1662138341 | 0.1670153282
0.4 0.2268716326 | 0.2206198222 | 0.2203051246 | 0.2183775438
0.5 0.2806264256 | 0.2736804960 | 0.2733327417 | 0.2742683455
0.6 0.3325301859 | 0.3254555682 | 0.3251035368 | 0.3231245037
0.7 0.3823273369 | 0.3757897271 | 0.3754665837 | 0.3761484975
0.8 0.4298136205 | 0.4245738476 | 0.4243166745 | 0.4230349575
0.9 0.4748369009 | 0.4717467910 | 0.4715962197 | 0.4718106723
1.0 0.5172957920 | 0.5172957920 | 0.5172957920 | 0.5172957920
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NWS denklemd (p=3)

0,5 4
0,4 1
0,3 1
Uix, 1)

0,24

0,1 1

1 T T T T T T T T T T
0 02 04 0,6 028 1
X

o NSFDM gizimi (alpha=0.8)
- NSFDM gozimi (alpha=phi/2)
x  NSFDM gozimi (alpha=Pi4)
+ NSFDM gozimi (alpha=0.9)
o NSFDM gizimi (alpha=exp(1)/3)
=  NSFDM gozimi (alpha=1)
— analitik ¢ozim

Sekil 4.2.9. p = 3 igin kesirli NWS denkleminin NSFDM ile niimerik ¢6ziimleri

p = 3 durumunda kesirli Newell-Whitehead-Segel denklemi a = 1,2,0.9, %,0.8, -

i¢in sonlu-fark metodu (SFDM), Newton lineerlestirme metod (NTLM) ve standart
olmayan sonlu-fark metodu (NSFDM) ile niimerik olarak ¢oziilmiistiir. Yukaridaki
tablolardan ve grafiklerden « = 1 durumunda, analitik ¢oziimler ile sayisal ¢oziimler
arasindaki hata degerlerinin ¢ok az oldugu gozlemlenmistir. Niimerik ¢dziimler
analitik ¢oziimlerle karsilastirildiginda sonuglarin analitik degerlerle uyumlu oldugu
hem tablolardan hem de grafiklerden yorumlanabilir.

4.3.0rnek 3
( 0“u 0%u N .
ore x24T H
1
) u(x,0) = T 0<a<l
1+ e\/_)3
(0,t) = (t h(1)+ =3, u(l,t) = (t h(_3 21t>+1)%
u = (—tan u = (—tan -
2\/_

seklindeki baglangig-sinir deger problemiyle verilmis kesirli NWS denklemi
inceleyelim. Bu denklem (3.1.1) kesirli Newell-Whitehead-Segel denkleminde p =

4, €00 = ——, 7(0) = Granh () + 15,

3
<1+e\/_>
21t

Y(t) = (—tanh (2 = —) —)3 seklinde alinarak elde edilir. Bu problemin

analitik ¢oziimii
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u(x,t) = (% tanh(

\/_

(x——=)

)

olarak verilir (Zulfigar vd., 2019). Ornek 3 igin (3.3.1) standart sonlu-fark semasi

(SFDM semasi)
uktl = F (um+1 2uk +uk _ 1) Kl wf ulTI  Areyk — At"‘(ufn)4
= £(xp) (4.3.1)
ug = f(tk), uir = Y(t)
m=12,.....M—1, k=012,..,K-1, 0<ac<l1
seklinde elde edilir.(4.3.1) SFDM semasinda t =1, Ax = — At = 10100
10, K = 1000 alinirsa asagidaki niimerik sonuglar elde edilir.
Cizelge 4.3.2.a p = 4 igin kesirli NWS denkleminin SFDM ile niimerik ¢6ziimleri
Xm Analitik a=1 a =§ a =09
0 0.9258778028 | 0.9258778028 | 0.9258778028 | 0.9258778028
0.1 0.9192365524 | 0.9192433025 | 0.9155358566 | 0.9152970793
0.2 0.9120702733 | 0.9120825191 | 0.9055614096 | 0.9051419344
0.3 0.9043500324 | 0.9043664512 | 0.8958793672 | 0.8953340476
0.4 0.8960475153 | 0.8960666992 | 0.8864295593 | 0.8858110088
0.5 0.8871354786 | 0.8871559196 | 0.8771643483 | 0.8765237050
0.6 0.8775882553 | 0.8776083340 | 0.8680467792 | 0.8674343026
0.7 0.8673823111 | 0.8674002876 | 0.8590491996 | 0.8585147443
0.8 0.8564968414 | 0.8565108512 | 0.8501522907 | 0.8497456817
0.9 0.8449144011 | 0.8449224573 | 0.8413444563 | 0.8411158086
1.0 0.8326215520 | 0.8326215520 | 0.8326215520 | 0.8326215520
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Cizelge 4.3.2.b p = 4 igin kesirli NWS denkleminin SFDM ile niimerik ¢éztimleri

x Analitik _9 a=0.8 _r

" *=3 *=%

0 0.9258778028 | 0.9258778028 | 0.9258778028 | 0.9258778028
0.1 0.9192365524 | 0.9118376067 | 0.9115077789 | 0.9110097234
0.2 0.9120702733 | 0.8990783864 | 0.8985018250 | 0.8975206674
0.3 0.9043500324 | 0.8874664540 | 0.8867199958 | 0.8856046353
04 0.8960475153 | 0.8769005816 | 0.8760566485 | 0.8746134335
0.5 0.8871354786 | 0.8673057816 | 0.8664338370 | 0.8651367348
0.6 0.8775882553 | 0.8586286419 | 0.8577963634 | 0.8563730334
0.7 0.8673823111 | 0.8508339138 | 0.8501081837 | 0.8490261476
0.8 0.8564968414 | 0.8439021789 | 0.8433499508 | 0.8424100304
0.9 0.8449144011 | 0.8378284351 | 0.8375175520 | 0.8370501661
1.0 0.8326215520 | 0.8326215520 | 0.8326215520 | 0.8326215520

NWS denklemi (p=4)

1,0 A

Uix, 1) 0,8+

0,7 -

0,6

09

0.2 0.4

0.8 1

x

<

+

o

X
SFDM gézimii (alpha=Py/4)
SFDM ¢oziimi (alpha=0.8)
SFDM cozimi (alpha=phi/2)
SFDM gozimii (alpha=0.9)
SFDM ¢ozimii (alpha=exp(1)/3)

=  SFDM ¢ézimi (alpha=1)
— analitik ¢ozim

Sekil 4.3.3. p = 4 i¢in kesirli NWS denkleminin SFDM ile niimerik ¢6ziimleri

(3.4.1) Newton tipi lineerlestirme metoduyla olusturulan sonlu-fark semasi1 (NTLM
semast)
300 (k)" B4 wffuk 85 (uk i 2udrudi)
1-Ata+aata(uk)’
Up = §(xm)
ug = 4(te), upy = ¥(te)

m=1,2,.....M — 1,

wert =

(4.3.4)

k=012..,K—-1, 0<ac=<1l

1

seklinde elde edilir.(4.3.4) NTLM semasinda t = 1, Ax = 1—10 LAt = To00

M = 10,K = 1000 alinirsa asagidaki niimerik sonuglar elde edilir.
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Cizelge 4.3.5.a p = 4 icin kesirli NWS denkleminin NTLM ile niimerik ¢éziimleri

Xm Analitik a=1 a="2 a =09
3

0 0.9258778028 | 0.9258778028 | 0.9258778028 | 0.9258778028
0.1 0.9192365524 | 0.9192296090 | 0.9155227292 | 0.9152839901
0.2 0.9120702733 | 0.9120581185 | 0.9055380919 | 0.9051186898
0.3 0.9043500324 | 0.9043342929 | 0.8958487145 | 0.8953034979
0.4 0.8960475153 | 0.8960297316 | 0.8863943913 | 0.8857759632
0.5 0.8871354786 | 0.8871171274 | 0.8771274929 | 0.8764869797
0.6 0.8775882553 | 0.8775707682 | 0.8680111087 | 0.8673987582
0.7 0.8673823111 | 0.8673670925 | 0.8590176680 | 0.8584833228
0.8 0.8564968414 | 0.8564852873 | 0.8501279723 | 0.8497214461
0.9 0.8449144011 | 0.8449079120 | 0.8413305837 | 0.8411019802
1.0 0.8326215520 | 0.8326215520 | 0.8326215520 | 0.8326215520

Cizelge 4.3.5.b p = 4 i¢in kesirli NWS denkleminin NTLM ile niimerik ¢6ziimleri

X Analitik _9 a=0.8 _n

" *=3 “=%

0 0.9258778028 | 0.9258778028 | 0.9258778028 | 0.9258778028
0.1 0.9192365524 | 0.9118251063 | 0.9114953379 | 0.9109675807
0.2 0.9120702733 | 0.8990562619 | 0.8984798127 | 0.8975553992
0.3 0.9043500324 | 0.8874374516 | 0.8866911487 | 0.8854984459
0.4 0.8960475153 | 0.8768673746 | 0.8760236246 | 0.8746716383
0.5 0.8871354786 | 0.8672710195 | 0.8663992705 | 0.8650072299
0.6 0.8775882553 | 0.8585950018 | 0.8577629124 | 0.8564302124
0.7 0.8673823111 | 0.8508041508 | 0.8500785847 | 0.8489202150
0.8 0.8564968414 | 0.8438791776 | 0.8433270704 | 0.8424428886
0.9 0.8449144011 | 0.8378152697 | 0.8375044519 | 0.8370080196
1.0 0.8326215520 | 0.8326215520 | 0.8326215520 | 0.8326215520
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NWS denklemi (p=4)

1,0

0,7 4

0,6 -

0,9
M

Uix 1) 0,2

T T T T T

02 04 0,6

03 1

X

% NTLM gozimi (alpha=Pi/4)
o NTLM gozimi (alpha=0.8)
- NTLM goziimii (alpha=phi/2)
+  NTLM ¢ozimi (alpha=0.9)
o NTLM ¢ozimi (alpha=exp(1)/3)
=  NTLM gozimi (alpha=1)

— analitik ¢zim

Sekil 4.3.6. p = 4 i¢in kesirli NWS denkleminin NTLM ile niimerik ¢6ziimleri

(3.5.1) standart olmayan sonlu-fark semas1 (NSFDM semast)

l

m=1,2,...

k+1 _ ax2

!fu

At®

(uk 1 —2uk +uk _)+2at%uk -

k+1, a, k—j+1

wiu

j=1%j “m

U

1ratatata(zk)’

=§(em)

ug = {(ty), uy = P(ty)

iy,

oM -1,

2

k=012,..,K-1,

k k
Um+1 + Um—1

seklinde elde edilir. (4.3.7) NSFDM semasinda t = 1, Ax = % At =

M = 10,K = 1000 alinirsa asagidaki niimerik sonugclar elde edilir.

(4.3.7)

O<ac<1i

1
1000’

Cizelge 4.3.8.a p = 4 i¢in kesirli NWS denkleminin NSFDM ile niimerik ¢6ziimleri

Xm Analitik a=1 a=2 a =09
3

0 0.9258778028 | 0.9258778028 | 0.9258778028 | 0.9258778028
0.1 0.9192365524 | 0.9192300400 | 0.9155228369 | 0.9152841488
0.2 0.9120702733 | 0.9120579107 | 0.9055383548 | 0.9051191163
0.3 0.9043500324 | 0.9043327657 | 0.8958490175 | 0.8953040993
0.4 0.8960475153 | 0.8960265863 | 0.8863945655 | 0.8857765594
0.5 0.8871354786 | 0.8871124315 | 0.8771273864 | 0.8764873844
0.6 0.8775882553 | 0.8775649396 | 0.8680106453 | 0.8673988448
0.7 0.8673823111 | 0.8673608818 | 0.8590168906 | 0.8584830677
0.8 0.8564968414 | 0.8564797490 | 0.8501270642 | 0.8497209608
0.9 0.8449144011 | 0.8449043697 | 0.8413298835 | 0.8411015298
1.0 0.8326215520 | 0.8326215520 | 0.8326215520 | 0.8326215520
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Cizelge 4.3.8.b p = 4 i¢in kesirli NWS denkleminin NSFDM ile niimerik ¢oéziimleri

x Analitik _9 a=0.8 _n

" “=7 *Ty

0 0.9258778028 | 0.9258778028 | 0.9258778028 | 0.9258778028
0.1 0.9192365524 | 0.9118262403 | 0.9114965780 | 0.9109688674
0.2 0.9120702733 | 0.8990595226 | 0.8984833690 | 0.8975596784
0.3 0.9043500324 | 0.8874429828 | 0.8866971790 | 0.8855049465
0.4 0.8960475153 | 0.8768747568 | 0.8760316860 | 0.8746811895
0.5 0.8871354786 | 0.8672794952 | 0.8664085430 | 0.8650173619
0.6 0.8775882553 | 0.8586036265 | 0.8577723729 | 0.8564414183
0.7 0.8673823111 | 0.8508119248 | 0.8500871394 | 0.8489296830
0.8 0.8564968414 | 0.8438851405 | 0.8433336593 | 0.8424507305
0.9 0.8449144011 | 0.8378185816 | 0.8375081269 | 0.8370121498
1.0 0.8326215520 | 0.8326215520 | 0.8326215520 | 0.8326215520

NWS denklemi (p=4)

1,0

0,7 H

0,6 -

0,9
W\‘

U(x, 1) 0,8

0 0,

T T T T T
2 0.4 0,6
X

03 1

x  NSFDM goziimi (alpha=Pi/4)
¢ NSFDM ¢oziimi (alpha=0.8)

- NSFDM gozimi (alpha=phi/2)
+ NSFDM goziimi (alpha=0.9)

NSFDM ¢éziimii (alpha=1)
— analitik ¢iziim

o NSFDM gozimi (alpha=exp(1)/3)

Sekil 4.3.9. p = 4 i¢in kesirli NWS denkleminin NSFDM ile niimerik ¢6ziimleri

p = 4 durumunda kesirli Newell-Whitehead-Segel denklemi @ =1,=, 0.9, ~,0.8,

g i¢in sayisal ¢oztimleri Cizelge 4.3.2.a-b, 4.3.5.a-b, 4.3.8.a-b ve Sekil 4.3.3, 4.3.6,
4.3.9 ile birlikte verilmistir.
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4.4.0rnek 4

( 0%u 0%u N .
gre ~gxz 4T Y
1
u(x,0) = ——
2V3x 1
X (1_1_467’5)5 0<acgl
1
(1+4e3)2 (1+4e 3+3 )z

seklindeki baslangi¢-sinir deger problemli kesirli NWS denklemi géz oniine alalim.
Bu denklem (3.1.1) kesirli Newell-Whitehead-Segel denkleminde p = 5,

Ex)=———, () =—=5, Y() = ———5= almarak elde edilir.

2v3x\2 (1+4e73 )2 (1+4€3 73 )2
1+4e 3

Bu problemin analitik ¢oziimii

1

—8t+2\/—x 1
(1+4e3 3 )2

u(x,t) =

seklinde verilir ( Polyanin and Zaitsev, 2004). Ornek 4 igin (3.3.1) standart sonlu-
fark semas1 (SFDM semast)

un =15 (um+1 2uk, +uk _ 1) Il o up I+ Atvuk, — At"‘(ui‘n)5
= £(x) (4.4.1)
ug = ((tk)» uy = P(ty)
m=12,....M—-1, k=012.,K-1, O0O<a<l
seklinde elde edilir.(4.4.1) SFDM semasinda ¢t =1, Ax = 1io At = ﬁ,M =

10, K = 1000 alinirsa asagidaki niimerik sonuclar elde edilir.
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Cizelge 4.4.2.a p = 5 i¢in kesirli NWS denkleminin SFDM ile niimerik ¢6ziimleri

Xm Analitik a=1 o= g a =09

0 10.8845977305 | 0.8845977305 | 0.8845977305 | 0.8845977305
0.1 |0.8730534569 0.8730657593 | 0.8698475815 | 0.8696457373
0.2 |0.8606194576 0.8606413122 | 0.8550401261 | 0.8546892644
0.3 |0.8472770659 0.8473057479 | 0.8400902856 | 0.8396388502
0.4 |0.8330163019 0.8330490904 | 0.8249386628 | 0.8244318367
0.5 | 0.8178370596 0.8178712264 | 0.8095480604 | 0.8090285590
0.6 |0.8017501230 0.8017829286 | 0.7939007313 | 0.7934093429
0.7 |0.7847779318 0.7848066293 | 0.7779961644 | 0.7775720998
0.8 | 0.7669550296 0.7669768753 | 0.7618492536 | 0.7615303537
0.9 |0.7483281457 0.7483404142 | 0.7454887417 | 0.7453115954
1.0 | 0.7289558678 0.7289558678 | 0.7289558678 | 0.72895586/8

Cizelge 4.4.2.b p = 5 igin kesirli NWS denkleminin SFDM ile niimerik ¢6ziimleri

X Analitik _9 a=0.8 _n

" *=3 “=%

0 0.8845977305 | 0.8845977305 | 0.8845977305 | 0.8845977305
0.1 0.8730534569 | 0.8667829866 | 0.8665158019 | 0.8660906960
0.2 0.8606194576 | 0.8497245524 | 0.8492624564 | 0.8485240786
0.3 0.8472770659 | 0.8332641221 | 0.8326722207 | 0.8317320445
04 0.8330163019 | 0.8172877674 | 0.8166258159 | 0.8155689328
0.5 0.8178370596 | 0.8017170391 | 0.8010407611 | 0.7999677798
0.6 0.8017501230 | 0.7865022118 | 0.7858642369 | 0.7848463418
0.7 0.7847779318 | 0.7716171239 | 0.7710676688 | 0.7701963800
0.8 0.7669550296 | 0.7570552311 | 0.7566425938 | 0.7559845964
0.9 0.7483281457 | 0.7428266304 | 0.7425975615 | 0.7422343008
1.0 0.7289558678 | 0.7289558678 | 0.7289558678 | 0.7289558678
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NWS denklemi (p=5)

U(x, 1)

X
x  SFDM gozimi (alpha=Pi/4)
o BFDM gézimi (alpha=0.8)
- SFDM gozimi (alpha=phi/2)
+ BSFDM cézimi (alpha=0.9)
o SFDM cozimi (alpha=exp(1)/3)
= SFDM goziimi (alpha=1)
— analitik ¢éziim

Sekil 4.4.3. p = 5 i¢in kesirli NWS denkleminin SFDM ile niimerik ¢oziimleri

(3.4.1) Newton tipi lineerlestirme metoduyla olusturulan sonlu-fark semasi1 (NTLM

semast)

48t %(ufy) 5K oFul T AL (uk —2uf )
1-ata+sata(uk)’

um = §(xm)

(
wert =
(4.4.4)

seklinde elde edilir.(4.4.4) NTLM semasinda t =1, Ax = L ,At =

10, K = 1000 alinirsa asagidaki niimerik sonuclar elde edilir.

l

m=12,....

M =1,

ug = ¢(ty), upy = P(ty)

k=012..,K-1,

0<ac<l1

1
10 " 1000’

Cizelge 4.4.5.a p = 5 i¢in kesirli NWS denkleminin NTLM ile niimerik ¢dziimleri

Xm Analitik a=1 o a =09

0 ]0.8845977305 0.8845977305 0.8845977%05 0.8845977305

0.1 | 0.8730534569 0.8730500198 0.8698327042 0.8696309111
0.2 | 0.8606194576 0.8606145021 0.8550149222 0.8546641565
0.3 | 0.8472770659 0.8472719978 0.8400586972 0.8396073895
0.4 | 0.8330163019 0.8330120576 0.8249041157 0.8243974367
0.5 | 0.8178370596 0.8178341454 0.8095135428 0.8089941929
0.6 | 0.8017501230 0.8017486620 0.7938688641 0.7933776182
0.7 | 0.7847779318 0.7847777161 0.7779692683 0.7775453224
0.8 | 0.7669550296 0.7669555842 0.7618294158 0.7615106021
0.9 | 0.7483281457 | 0.7483288053 | 0.7454778939 | 0.7453007932
1.0 | 0.7289558678 | 0.7289558678 | 0.7289558678 | 0.7289558678
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Cizelge 4.4.5.b p = 5 igin kesirli NWS denkleminin NTLM ile niimerik ¢6ziimleri

X Analitik ¢ a=0..8 _r

" “=3 “T7

0 |0.8845977305 | 0.8845977305 | 0.8845977305 | 0.8845977305
0.1 | 0.8730534569 | 0.8667688756 | 0.8665017542 | 0.8660849709
0.2 | 0.8606194576 | 0.8497007699 | 0.8492387929 | 0.8484849073
0.3 | 0.8472770659 | 0.8332344351 | 0.8326426920 | 0.8317245345
0.4 | 0.8330163019 | 0.8172553946 | 0.8165936230 | 0.8155112721
0.5 | 0.8178370596 | 0.8016847510 | 0.8010086576 | 0.7999632792
0.6 | 0.8017501230 | 0.7864724230 | 0.7858346191 | 0.7847908544
0.7 | 0.7847779318 | 0.7715919673 | 0.7710426543 | 0.7701939916
0.8 | 0.7669550296 | 0.7570366435 | 0.7566241090 | 0.7559499285
0.9 | 0.7483281457 | 0.7428164359 | 0.7425874203 | 0.7422328756
1.0 | 0.7289558678 | 0.7289558678 | 0.7289558678 | 0.7289558678

Uix, 1)

1,0 1

NWS denklemi (p=5)

x  NTLM ¢ozimi (alpha=Pi4)
o NTLM ¢ozimi (alpha=0.8)
- NTLM goziimi (alpha=phi/2)
+ NTLM ¢ozimi (alpha=0.9)
o NTLM ¢ozimi (alpha=exp(1)/3)
=  NTLM gozimi (alpha=1)
— analitik ¢iziim

Sekil 4.4.6. p = 5 i¢in kesirli NWS denkleminin NTLM ile niimerik ¢éziimleri

(3.5.1) standart olmayan sonlu-fark semas1 (NSFDM semasi)

A%

A2
u‘rl%+1 — Ax

~ k+1 k—j+1
(uk, 1 —2uk +u,’f,l_1)+2At“ufn—Zj=1 wum, ]

1+ate+ata(ak,)”
u?n = &(xm)
ug = q(t), ufp = P(ty)

(4.4.7)

k k
o Umir T Uy
Un =—— >

m=1,2,.....M -1, k=012..,K—-1, 0<ac<1

1

seklinde elde edilir. (4.4.7) NSFDM semasindat = 1, Ax = 11—0 LAt = To00
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M = 10,K = 1000 alinirsa asagidaki niimerik sonuglar elde edilir.

Cizelge 4.4.8.a p = 5 i¢in Kesirli NWS denkleminin NSFDM ile niimerik ¢6ztiimleri

Xm Analitik a=1 o a =09

0 | 0.8845977305 | 0.8845977305 0.884597?%305 0.8845977305
0.1 | 0.8730534569 | 0.8730412658 | 0.8698278534 0.8696263340
0.2 | 0.8606194576 | 0.8605954351 | 0.8550045633 0.8546543939
0.3 | 0.8472770659 | 0.8472425320 | 0.8400427245 0.8395923262
0.4 | 0.8330163019 | 0.8329735167 | 0.8248830979 0.8243775848
0.5 | 0.8178370596 | 0.8177891945 | 0.8094887830 0.8089707621
0.6 | 0.8017501230 | 0.8017011983 | 0.7938424079 0.7933525302
0.7 | 0.7847779318 | 0.7847327249 | 0.7779438664 0.7775211870
0.8 | 0.7669550296 | 0.7669189461 | 0.7618084534 0.7614906470
0.9 | 0.7483281457 | 0.7483070482 | 0.7454652757 0.7452887587
1.0 | 0.72895586/8 | 0.7289558678 | 0.7289558678 0.7289558678

Cizelge 4.4.8.b p = 5 i¢in kesirli NWS denkleminin NSFDM ile niimerik ¢éziimleri

X Analitik ¢ a=0.8 T

i “=2 “T7

0 0.8845977305 | 0.8845977305 | 0.8845977305 0.8845977305
0.1 | 0.8730534569 | 0.8667679489 | 0.8665011444 0.8660824723
0.2 | 0.8606194576 | 0.8496990229 | 0.8492377473 0.8484895178
0.3 | 0.8472770659 | 0.8332316047 | 0.8326409316 0.8317181450
0.4 |0.8330163019 | 0.8172512125 | 0.8165908118 0.8155180754
0.5 |0.8178370596 | 0.8016791606 | 0.8010046260 0.7999537910
0.6 | 0.8017501230 | 0.7864657088 | 0.7858295106 0.7847958269
0.7 | 0.7847779318 | 0.7715848275 | 0.7710370010 0.7701841985
0.8 | 0.7669550296 | 0.7570302079 | 0.7566188569 0.7559512582
0.9 | 0.7483281457 | 0.7428122541 | 0.7425839287 0.7422279779
1.0 | 0.7289558678 | 0.7289558678 | 0.7289558678 0.7289558678
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NWS denkleri (p=5)

Uix, 1)

x  NSFDM gozimi (alpha=Py4)

o NSFDM ¢ozimi (alpha=0.8)

- NSFDM goziimil (alpha=phi/2)

+ NSFDM ¢oziimi (alpha=0.9)

o NSFDM gozimi (alpha=exp(1)/3)
=  NSFDM gozimi (alpha=1)
analitik ¢ozim

Sekil 4.4.9 p = 5 igin kesirli NWS denkleminin NSFDM ile niimerik ¢6ziimleri

p =5 durumunda kesirli Newell-Whitehead-Segel denklemi a = 1,§, 0.9, %,0.8,
% igin sayisal ¢oziimler Cizelge 4.4.2.a-b, 4.4.5.a-b, 4.4.8.a-b ve Sekil 4.4.3, 4.4.6,

4.4.9 ile birlikte verilmistir. p = 5 durumu igin literatiirde daha 6nce herhangi bir
calisma bulunmamaktadir. Bu tezde ilk defa bu durum i¢in sayisal ¢oztimler ii¢ farkli
sonlu-fark metoduyla bulunmus ve @ =1 durumunda analitik ¢oziimler ile
karsilastirilmistir.
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5.SONUC VE ONERILER

Bu tez ¢alismasinda, lineer olmayan kesirli kismi diferansiyel denklemlerden
olan kesirli Newell-Whitehead-Segel (NWS) denklemi i¢in p = 2,3,4,5 durumlari
incelenmistir. Kesirli NWS denklemi i¢in sonlu-fark, Newton tipi lineerlestirme
yontemiyle elde edilmis sonlu-fark semalar1 ve standart olmayan sonlu-fark semalari
olusturulmustur.

Daha sonra olusturulan kesirli NWS denklemi icin sonlu-fark semalarinin
pozitiflik, smrlilik, tutarhilik, yakinsaklik ve kararliliklar1 i¢in kosullar elde

. .. .. At® -
edilmistir. Bu kosullar sonlu-fark metodu i¢in R = ﬁ < % ve uk < % Newton tipi

. . .. At®  «a 1
lineerlestirme metodu i¢in R = S5 Ve uk, < b standart olmayan sonlu-fark

metodu i¢in R = % < % ve ik < % seklinde elde edilmistir. Kararlilik kosullarini

saglayacak sekilde zaman ve konum adim biiyiikliikleri segilip Maple ortaminda
sonlu-fark semalar1 programlanmistir. Programlama yardimiyla kesirli NWS
denklemi i¢in sonlu-fark semalar1 niimerik olarak ¢oziilmiistiir ve analitik degerlerle
karsilastirilmistir. Kesirli NWS denklemi i¢in sonlu-fark semalari kesirli, irrasyonel
ve tam mertebeden ¢esitli a degerleri icin sayisal ¢oziimlerin tablo ve grafikleri
olusturulmustur.

p = 2 i¢in;

Kesirli NWS denklemi i¢in SFDM yardimiyla Maple ortaminda cesitli «
degerleri icin niimerik sonu¢ bulan program yaklasik 1231 sn gibi bir siirede ve
13,49 M gibi bir bellek kullanarak tamamlanmistir. @ = 1 oldugunda analitik
¢oziimle farkliliklarinda hizli bir diisiis gergeklesmektedir. a = 1 i¢in maksimum
hata 1.4605x10~° civarindadir.

Kesirli NWS denklemi i¢cin NTLM yardimiyla Maple ortaminda ¢esitli «
degerleri icin nlimerik sonu¢ bulan program yaklasik 1296 sn gibi bir siirede ve
13,37 M gibi bir bellek kullanarak tamamlanmistir. ¢ = 1 i¢in maksimum hata
3,0406x10~* civarindadir.

Kesirli NWS denklemi icin NSFDM yardimiyla Maple ortaminda ¢esitli o
degerleri i¢in niimerik sonu¢ bulan program yaklasik 1317 sn gibi bir siirede ve
14,62 M gibi bir bellek kullanarak tamamlanmistir. a = 1 i¢in maksimum hata
4,1203x107° civarindadir.

Bu degerler goz oniline alindiginda p = 2 i¢in SFDM diger metotlara gore
daha 1yi sonug verdigi gozlemlenmistir.

p = 3 i¢in;

Kesirli NWS denklemi i¢in SFDM yardimiyla Maple ortaminda cesitli «
degerleri icin nlimerik sonu¢ bulan program yaklasik 1211 sn gibi bir siirede ve
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13,06 M gibi bir bellek kullanarak tamamlanmistir. @ =1 oldugunda analitik
¢oziimle tam bir uyum sergilemektedir. @ = 1 i¢in maksimum hata 1.4800x10~*
civarindadir.

Kesirli NWS denklemi i¢cin NTLM yardimiyla Maple ortaminda ¢esitli «
degerleri icin niimerik sonu¢ bulan program yaklasik 1273 sn gibi bir siirede ve
12.93 M gibi bir bellek kullanarak tamamlanmistir. ¢ = 1 i¢in maksimum hata
1.5486x10~* civarindadir.

Kesirli NWS denklemi i¢cin NSFDM yardimiyla Maple ortaminda ¢esitli «
degerleri i¢in niimerik sonu¢ bulan program yaklasik 1301 sn gibi bir siirede ve
14,24 M gibi bir bellek kullanarak tamamlanmistir. ¢ = 1 i¢in maksimum hata
7,1525x10~° civarindadir.

Bu degerler g6z Oniine alindiginda p = 3 i¢in NSFDM diger metotlara gore
daha iyi sonug verdigi gozlemlenmistir.

p = 4 i¢in;

Kesirli NWS denklemi i¢gin SFDM yardimiyla Maple ortaminda ¢esitli «
degerleri icin niimerik sonu¢ bulan program yaklasik 1282 sn gibi bir siirede ve
13,87 M gibi bir bellek kullanarak tamamlanmistir. a =1 oldugunda hata
degerlerinde hizli bir diisiis gerceklesmektedir. a =1 i¢in maksimum hata
2,0441x1075 civarindadir.

Kesirli NWS denklemi icin NTLM yardimiyla Maple ortaminda cesitli «
degerleri icin niimerik sonu¢ bulan program yaklasik 1341 sn gibi bir siirede ve
13,80 M gibi bir bellek kullanarak tamamlanmistir. ¢ = 1 i¢in maksimum hata
1,8351x107° civarmdadir.

Kesirli NWS denklemi icin NSFDM yardimiyla Maple ortaminda ¢esitli o
degerleri icin niimerik sonu¢ bulan program yaklasik 1363 sn gibi bir siirede ve
14,99 M gibi bir bellek kullanarak tamamlanmistir. a = 1 i¢in maksimum hata
2,3315x107° civarmndadir.

Bu degerler goz oniine alindiginda p = 4 i¢in NTLM diger metotlara gore
daha iyi sonug verdigi gozlemlenmistir.

p = 5i¢in;

Kesirli NWS denklemi i¢in SFDM yardimiyla Maple ortaminda cesitli «
degerleri i¢in nlimerik sonu¢ bulan program yaklasik 1285 sn gibi bir siirede ve
13,49 M gibi bir bellek kullanarak tamamlanmistir. « =1 oldugunda hata
degerlerinde ciddi anlamda bir azalma gozlemlenmistir. @ = 1 i¢in maksimum hata
3,4166x10~° civarmdadir.
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Kesirli NWS denklemi i¢cin NTLM yardimiyla Maple ortaminda c¢esitli «
degerleri i¢in niimerik sonu¢ bulan program yaklasik 1313 sn gibi bir siirede ve
13,43 M gibi bir bellek kullanarak tamamlanmistir. a = 1 i¢in maksimum hata
5,0681x10~° civarindadir.

Kesirli NWS denklemi icin NSFDM yardimiyla Maple ortaminda ¢esitli o
degerleri icin niimerik sonu¢ bulan program yaklasik 1338 sn gibi bir siirede ve
14,68 M gibi bir bellek kullanarak tamamlanmistir. ¢« = 1 i¢in maksimum hata
4,8924x107° civarindadir.

Bu degerler goz oniine alindiginda p = 5 i¢in de NTLM diger metotlara gore
daha iyi sonug verdigi gozlemlenmistir.

Sonug olarak elde edilen tablo ve grafiklerden goriildiigii iizere ele alinan ii¢
metot da yakinsak sonuglar vermistir. « = 1 oldugunda; p = 2 i¢in SFDM, p = 3
icin NSFDM, p = 4,5 i¢in de NTLM en iyi sonuglar1 vermis olsa da, genel olarak bu
{ic metodun ortalama hatas1 10~ civarinda oldugu bulunmustur.

Elde edilen kararlilik kosulu zaman adim biiytikliigii, konum adim biiytikligi
ve a degerlerine bagli olup, sayisal sonu¢ elde etmede yeterli esnekligi igeren
kosullardir. a-kesirli tiirev degerlerinin bazi tamsay1, rasyonel ve irrasyonel degerleri
icin sonu¢ alinmis ve a = 1 durumunda sonuglarin literatiirle hem nitelik hem de
nicelik olarak uyumlu oldugu gortilmistiir.

Ilerleyen ¢alismalarda standart olmayan sonlu-fark metodunu gelistirmek i¢in
farkli payda fonksiyonlari kullanarak ¢oziimler iyilestirilebilir. Ayrica daha biiyiik p
degerleri alinarak kararlilik 6zellikleri 6rneklenebilir.
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