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OZET

MODULER A-METRIK UZAYLAR VE OZELLiKLER]
Elif KAPLAN
Ondokuz Mayis Universitesi
Lisansiistii Egitim Enstitiisii
Matematik Ana Bilim Dali
Doktora, Nisan/2021
Danisman: Prof. Dr. Servet KUTUKCU

Bu tez calismasinda, modiiler A-metrik uzaylar kavrami tanimlanmistir, bu
metrik uzaya ait bir takim Ozellikler incelenmistir ve bu uzaylar iizerinde
bagdasabilir, alfa tip bagdasabilir ve beta tip bagdasabilir doniisiimlerin tanimlari
verilerek bu tanimlar yardimiyla bazi ortak sabit nokta teoremleri ispatlanmistir.

Bu tez bes ana boliimden olusmaktadir.

[k boliimde, metrik uzay ve sabit nokta teorisinin tarihsel gelisimi ile ilgili kisa
bir giris verilmistir.

Ikinci bdliimde, tez galismas1 boyunca kullanilacak olan bazi temel kavramlar
on bilgi olarak sunulmustur. Ikinci bdliimiin ilk kisminda, metrik uzaylardan kisaca
bahsedilmistir. Ikinci kisminda, sabit nokta teorisi ile ilgili bazi kavramlar
verilmistir. Son kisminda ise, ortak sabit nokta teoremlerinde kullanilan degismeli,
zayif degismeli ve bagdasabilir doniisim kavramlari verilmistir ve bu doniisiimler
arasindaki iliskiden bahsedilmistir.

Uciincii boliimde, tezin esas kismui igin gerekli olan zemini olusturmak adina
fuzzy metrik uzaylar, A-metrik uzaylar ve modiiler metrik uzaylarla ilgili bazi
tanimlar verilmistir ve bu uzaylara ait bir takim 6zelliklere kisaca deginilmistir. Bu
uzaylar arasindaki iliskiler arastirilmistir.

Tezin orijinal kismini olusturan bulgular ve tartigma bdliimiinde, modiiler
metrik ve A-metrik uzay kavramlarindan daha genel olan modiiler A-metrik uzaylar
tanitilmis ve bu uzayin gesitli 6zellikleri incelenmistir. Daha sonra modiiler A-metrik
uzaylar tizerinde bagdasabilir, alfa tip bagdasabilir ve beta tip bagdasabilir doniisiim
tanimlar1 yapilmistir. Bu tanimlar arasindaki iliskiler incelenmistir. Modiiler A-
metrik uzay tizerinde Banach sabit nokta teoreminin bir genellestirilmesi verilmistir.
Ayrica verilen bagdasabilir doniisiim tanimlar1 yardimiyla cesitli ortak sabit nokta
teoremleri elde edilmistir ve bu sabit noktalarin varlig1 ve tekligi gosterilmistir.

Son boliimde, genellestirilmis metrik uzaylar ve sabit nokta teorisi lizerine
calismalar yapacak arastirmacilar i¢in detayli 6neriler verilmistir.

Anahtar Sozciikler: Genellestirilmis metrik uzaylar, modiiler A-metrik uzaylar,
sabit nokta, bagdasabilir doniistimler.



ABSTRACT

MODULAR A-METRIC SPACES AND THEIR PROPERTIES
Elif KAPLAN
Ondokuz Mayis University
Institute of Graduate Studies
Department of Mathematics
Ph.D., April/2021
Supervisor: Prof. Dr. Servet KUTUKCU

In this thesis the concept of modular A-metric spaces is defined. Some
properties of this metric space are examined and some common fixed point theorems
are proved by giving the definitions of compatible, alpha type compatible and beta
type compatible mappings on these spaces.

This thesis consists of five main chapters.

In the first chapter, a brief introduction to the historical development of metric
space and fixed point theory is given.

In the second chapter, some basic concepts used throughout the thesis are
presented as preliminary information. In the first part of the second chapter, metric
spaces are briefly mentioned. In the second part, some concepts related to fixed point
theory are given. In the last part, the concepts of commuting mappings, weakly
commuting mappings and compatible mappings used in common fixed point
theorems are given and the relationship between these mappings is mentioned.

In the third chapter, some definitions of fuzzy metric spaces, A-metric spaces
and modular metric spaces are given to form the basis for the main part of the thesis,
and some properties of these spaces are briefly mentioned. Finally, the relationships
between these spaces are investigated.

In the findings and discussion section, which constitute the original part of the
thesis, modular A-metric spaces, which are more general than modular metric and A-
metric space concepts, are introduced and various properties of this space are
examined. Later, compatible, alpha type compatible and beta type compatible map
definitions were made on modular A-metric spaces. Relationships between these
definitions have been examined. A generalization of the Banach fixed point theorem
on modular A-metric space is given. In addition, various common fixed point
theorems are obtained with the help of compatible mappings definitions and the
existence and unigueness of these fixed points are shown.

In the last chapter, detailed suggestions are given for researchers who will
study generalized metric spaces and fixed point theory.

Keywords: Generalized metric spaces, modular A-metric spaces, fixed point,
compatible maps.
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1. GIRIS
Bir kiimenin iki eleman1 arasindaki uzaklig1 6lgmeye yarayan metrik kavrami

ilk olarak 20. yiizyiln baslarinda M. R. Frechet tarafindan verilmistir. Kiimenin

elemanlart arasindaki uzaklik, o kiime {izerinde metrik fonksiyonunun nasil

tanimlandigma bagh olarak degismektedir. Ornegin; d, ve d;, R’ iizerinde

sirastyla Oklid metrigi ve taksi-kab metrigi olsun. x=(1,1),y=(4,5)€ R* i¢in bu

noktalar  arasindaki  uzaklik do (X%, y)= \/( X, — y1)2 +(X%, Y, )2 =5 ve

d; (X, Y)=|% — Y| +|X, — ¥,| =7 olup birbirinden farklidur.

Metrik uzaylar ilizerinde tanimli fonksiyonlarla 1ilgili en dikkat cekici
caligmalardan biri sabit nokta teoremleridir. Bir fonksiyonun sabit noktasi, fonksiyon
tarafindan kendisine eslenen noktadir. Yani sabit nokta T : R — R bir fonksiyon
olmak tizere Tx =0 denkleminin bir kokiinii bulmak degil, Tx = x denkleminin bir

¢oziimiini bulmaktir. Geometrik olarak Tx fonksiyonunun sabit noktalari, y=Tx
egrisi ile Y = X dogrusunun kesisiminde bulunan noktalardir.

Sabit nokta teorisi ilk olarak 1886'da, Fransiz matematik¢i H. Poincare
tarafindan calisildi (Poincare, 1886).
20. ylizyilin ilk ¢eyreginde sabit nokta teorisi ilizerine farkl tanimlar yapildi.

1911'de, Alman matematik¢i L. E. Y. Brouwer tarafindan " B, R"'de kapali birim

yuvar ve T :B — B siirekli bir doniisiim olmak tizere T 'nin B'de bir sabit noktasi
vardir." seklinde bir teorem verildi (Brouwer, 1911). R 'de bu teorem ara deger
teoremine doniismektedir. Brouwer'in sabit nokta teoremi i¢in giinliik hayattan 6rnek
verilebilir. iki tane iizerlerinde ayni seyler olan A4 kagidini alin ve birini kiristirip
digerinin tizerine koyun. Kirigmis kagitta dyle bir nokta vardir ki kirigmamais haliyle
aynt yerdedir. Yani kirigmis kagittaki her noktayr kirismamis olandaki yeriyle
esleyen cubuklar gecirirseniz bir ¢cubuk kagida dik olacaktur.

1922'de, S. Banach tarafindan "Banach daralma doniisiimii" olarak bilinen tinli
teorem verildi (Banach, 1922). Bu teorem sabit nokta teorisinde kullanigh ve basit
olmas1 sebebiyle dikkat g¢ekicidir. Ayrica bu teorem, sabit noktanin varhigi ve
tekliginin yan1 sira bu noktanin nasil bulunabilecegi konusunda da bilgi verir.

1927'de, Schauder tarafindan "Bir Banach uzaymim kompakt, konveks bir alt

kiimesi tizerinde tanimh siirekli bir doniistim sabit bir noktaya sahiptir." seklinde



sonsuz boyutlu Banach uzay: lizerinde ilk sabit nokta teoremi verildi (Schauder,
1927).

H. Poincare
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Sekil 1.1. Sabit noktanin tarihsel gelisimi

20. yiizyilin son ¢eyreginde, daralma sartin1 saglayan doniisiimlerin ortak sabit
noktalarin1 bulma problemi oldukg¢a ilgi gérmeye basladi. 1976'da G. Jungck
tarafindan "degismeli doniisim" kavrami kullanilarak Banach daralma doniisiimi
genellestirildi ve ortak sabit nokta teoremi elde edildi (Jungck, 1976). Daha sonra,
1982'de S. Sessa tarafindan degismeli doniistim kavramindan daha genel olan "zayif
degismeli doniisim" kavrami tanitildi (Sessa, 1982). Fakat bu tanim yeteri kadar
genis bir smifi kapsamadigindan, 1986'da Jungck tarafindan daha genel bir kavram
olan "bagdasabilir doniisim™ tanimi verildi (Jungck, 1986). Bu yeni kavram
doniisiimlerin ortak sabit noktalarmi elde etme konusunda oldukca kullanighidir.
1998'de, Jungck ve Rhoades tarafindan "zayif bagdasabilir doniisim” kavrami
tanitild1 ve bagdasabilir doniisiimlerin zayif bagdasabilir doniisiim oldugu fakat ters
durumun saglanmadig gosterildi (Jungck and Rhoades, 1998).

Bir doniisiim verildiginde, onun kendi karakteristik ozellikleri ile iizerinde

tanimli oldugu kiimenin sartlari, doniisiimiin sabit noktasmin varligmi garanti etmede

etkin bir rol dstlenirler. Ornegin; Brouwer sabit nokta teoreminde, B=(-11)c R

X+1 o
acik araliginda tanimli TX:T doniisiimii alinirsa, bu doniisiim stirekli bir

doniisimdiir fakat T'nin B kiimesinde bir sabit noktas: yoktur. Ciinkii B kiimesi
kapali degildir. Bu bakimdan sabit nokta teorisi verilen doniigiimiin 6zelliklerinin
yani sira donlisimiin tanimhi oldugu kiimenin yapist iizerindeki kosullarla da

yakindan ilgilidir.



Metrik  uzaylarin  kosullarinda  degisiklikler — yapilarak ¢ok sayida
genellestirilmis metrik uzay yapilari elde edilmistir. Siirekli olarak aralarina yenileri
eklenen bu yapilara Wilson tarafindan tanitilan "kuasi metrik uzaylar" (Wilson,
1931a) ve "yar1 metrik uzaylar" (Wilson, 1931b), Kurepa tarafindan tanitilan "pseudo
metrik uzaylar" (Kurepa, 1934), Gihler tarafindan tanitilan "2-metrik uzaylar"”
(Géhler, 1963), Dhage tarafindan tanitilan "D-metrik uzaylar" (Dhage, 1992), farkli
yazarlar tarafindan tanitilan farkl "fuzzy metrik uzaylar" (Kramosil and Michalek,
1979; Erceg, 1979; Deng, 1982; Kaleva and Seikkala, 1984; George and Veeramani,
1994), Czerwik tarafindan tanitilan "b-metrik uzaylar" (Czerwik, 1993), Matthews
tarafindan tanitilan "kismi metrik uzaylar” (Matthews, 1994), Mustafa ve Sims
tarafindan tanitilan "G-metrik uzaylar" (Mustafa and Sims, 2006), Huang ve Zhang
tarafindan tanitilan "konik metrik uzaylar" (Huang and Zhang, 2007), Chistyakov
tarafindan tanitilan "modiiler metrik uzaylar" (Chistyakov, 2010a; 2010b), Sedghi,
Shobe ve Aliouche tarafindan tanitilan "S-metrik uzaylar” (Sedghi, et al., 2012),
Abbas, Ali ve Suleiman tarafindan tanitilan "A-metrik uzaylar" (Abbas, et al., 2012)
ve Posul, Kaplan ve Kutukcu tarafindan tanitilan "fuzzy konik b-metrik™ uzaylar

(Posul, et al., 2019) 6rnek olarak verilebilir.



2. KURAMSAL TEMELLER VE KAYNAK OZETLERI

Bu boliimde tez ¢alismasinda kullanilan matematiksel alt yapiya, literatiirde var

olan bazi temel tanim, teorem ve sonuclara yer verilmistir.
2.1. Temel Kavramlar

Fransiz matematik¢i M. R. Fréchet tarafindan 1906 yilinda "Sur Quelques
Points Du Calcul Fonctionnel" adli doktora tezinde ¢ok 6nemli bir kavram olan
metrik yapisi tanitilmistir (Fréchet, 1906). Fakat yaygin olarak kullanilan asagidaki
tanim 1914 yilinda Alman matematik¢i Hausdroff tarafindan verilmistir (Hausdorff,
1914).

Tanim 2.1.1. M bostan farkli bir kiime ve d:M xM — R bir fonksiyon
olsun. Her x,y,ze M igin,

M1) d(x,y) >0,

M2)d(x,y) =0 x=y

M3) d(x,y)=d(y,x),

M4) d(x,y)<d(xz)+d(z,y)
sartlarin1 saglayan d fonksiyonuna M {izerinde bir metrik veya uzaklik fonksiyonu,
(M,d) smrah giftine de bir metrik uzay denir. Burada d(x,y) degerine X ile y

noktalar1 arasindaki uzaklik denir.

Ornek 2.1.2. Reel sayilar kiimesi iizerinde her X,y € R i¢in d(x,y)=|x—y] ile

tanimlanan d : &R x R — /R fonksiyonu bir metriktir. Bu metrige R 'nin alisilmis
metrigi denir.
Ornek 2.1.3. M =R" olmak iizere x=(%,%,,-,%,),¥ = (Y1, Ysses V) €M
icin
: 2
d(xy)=2(%-¥%)
i=1
seklinde tanimlanan d : M x M — R fonksiyonu bir metriktir. Bu metrige R"'nin

alisilmis metrigi veya Oklid metrigi denir.



Ornek 2.1.4. M bostan farkli bir kiime olmak iizere her X,y € M igin,

1, x=zy
d(x,y):{o X=y

ile tanimlanan d : M x M — /R fonksiyonu bir metriktir. Bu metrige ayrik metrik
veya diskret metrik denir.
Ornek 2.1.5. M =R" olmak iizere X=(X1,X2,...,Xn), y =(y1, Yoreens yn) eM

i¢in,

d(X,y)=i|Xi -y

i=1
seklinde tanimlanan d :M xM — R fonksiyonu bir metriktir. Bu metrige taksi-kab
metrigi denir.

Tanim 2.1.6. (M,d) metrik uzaymnda bir {x } dizisi ve bir x e M noktasi
verilsin. Her £>0 igin her k>k; oldugunda d(x,x)<e olacak sekilde bir

ko =ko(¢) €N says1 varsa {x} dizisi d metrifine gdre X noktasina yakinsiyor

denir. Bu durumda X noktasina {x,} dizisinin limiti denir ve bu durum limx, =x
—0
veya x, —2—x seklinde gosterilir.

Tanim 2.1.7. (M,d) metrik uzayinda bir {x} dizisi verilsin. Her &>0 i¢in
her k,m >k, oldugunda d (x,,x,, )< & olacak sekilde en az bir k, =k, (&) e N sayis1

varsa {x,} dizisine bir Cauchy dizisi denir.

Herhangi bir (M,d) metrik uzayinda yakinsak bir dizi tek bir noktaya

yakmsar. Ayrica (I\/I,d) metrik uzayinda yakinsak her dizi bir Cauchy dizisidir.

Fakat her Cauchy dizisinin yakimsak olmasi1 gerekmez. Ornegin, (2 rasyonel sayilar
uzaymda k e &V i¢in
Kk
1
X t=> —
=2
dizisi bir Cauchy dizisi olmasmma ragmen, bu dizi @ 'mun hi¢cbir noktasina

yakmsamaz. Bu dizi e sayisina yakinsar ve bu say1 rasyonel degildir.



Tanim 2.1.8. (M,d) metrik uzayinda her Cauchy dizisi bir xeM noktasina

yakinsak ise (M,d) metrik uzayina tam metrik uzay denir.

Ornek 2.1.9. Her (M, d) ayrik metrik uzay: tamdur.

Coziim: {X.} bir Cauchy dizisi olsun. Bu durumda £=> i¢in bir k, e N
say1s1 k,m >k, ozelligindeki her k,me &V i¢in
1
d (X, X,) < >
olacak sekilde vardir. Bu durumda k >k, 6zelligindeki her k € /V igin
1
d (xk X, ) < >
olur. Diger yandan d (Xk X ) =0 wveya d (Xk X ) =1 olacagindan k >k,

ozelligindeki her k e 2V igin d(x,,%, )=0 olur. Bu durumda x, =, olur ki diger
bir deyisle belirli bir terimden sonra dizi sabittir. Yani dizi
X Xo s Xayeons Xy 1 X s Xy ooe
formundadir. Bu durumda bu dizi yakmsaktir ve limiti x, dir. O halde (M ,d) ayrik
metrik uzay:1 tamdur.
Tanim 2.1.10. (M, d), (N,d*) birer metrik uzay ve bir T:M — N fonksiyonu
verilsin. X, € M olmak iizere her & >0 i¢in d(x,x,) <5 oldugunda
d*(T (x),T (xo)) <
olacak sekilde bir 6 = (¢, X,) >0 sayis1 varsa, T ye X, noktasinda siireklidir denir.
Tanm 2.1.11. (M, d), (N,d*) birer metrik uzay ve bir T:M —> N fonksiyonu
verilsin. Her >0 igin d(x,X,) <& oldugunda
d*(T (x),T (xo)) <e

olacak sekilde yalniz & sayisma bagh bir ¢ >0 sayisi varsa, T fonksiyonuna

diizgiin siireklidir denir.

Tanim 2.1.12. N bir reel vektdr uzayr ve |||| N - R reel degerli bir
fonksiyon olsun. Her x,y e N ve her A € R i¢in,
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N1) |x|=0,
N2) ||| =0 <> x=0,
N3) ] =141,
N4) [x+y| <[x]+]y
sartlart saglanirsa | fonksiyonuna N iizerinde bir norm ve (N,||||) ikilisine de bir

normlu uzay denir.

Her normlu uzay bir metrik uzay iiretir. Gergekten her X,y € M i¢in,

d(xy)=[x-y]

seklinde tanimlanan d fonksiyonu M kiimesi iizerinde bir metriktir. Bu metrige

norm tarafindan turetilen metrik denir.

Her metrik bir norm tarafindan iiretilemez. Ornegin, M bostan farkli bir kiime

olmak tizere d : M xM — R fonksiyonu her x,y e M igin

x-y]
d(xy)=
(x.y) 1+[x—y]|

seklinde tanimlandiginda M {izerinde bir metriktir ancak hi¢bir norm tarafindan

iiretilemez. Eger ( M, [ ) bir normlu uzay ise

x|
1+[x—y]|

d(xy)=[x-y]=

esitligi saglanmalidir. Fakat 4 € R i¢in ||/1X|| = |/1|||X|| olmak tizere

[A(x-y) _ JAlx-y
1+|/1(x— y)| 1+|A||x -]

[2(x=y)]= #[A[x=v]

sart1 saglanmaz. O halde her metrik uzay bir normlu uzaydan elde edilmis olmak

zorunda degildir.



2.2. Sabit Nokta Teorisi Uzerine Baz1 Kavramlar

Bu tez ¢aligmasinin bulgular kisminda, yeni bir genellestirilmis metrik uzay
yapist verildi ve bu yapi lizerinde bazi1 sabit nokta teoremleri ¢alisildi. Bu kisimda

sabit nokta ile ilgili baz1 kavramlar verilmistir.

Tanim 2.2.1. X bostan farkli bir kiime ve T:X — X bir doniisiim olsun.
Eger TX=X olacak sekilde bir Xe X varsa bu X noktasma T 'nin sabit noktasi
denir. Yani T 'nin sabit noktalar1 T altinda degismeyen noktalardan olusur.

Tanim 2.2.2. X bostan farkli bir kiime ve S,T:X — X iki farkli doniistim
olsun. Eger Sx=Tx =X olacak sekilde bir xe X varsa bu X noktasma S ve T
doniisiimlerinin ortak sabit noktas1 denir.

Ornek 2.2.3. X =[0,7] ve Tx= x> —4x ise Xx=0 ve X=5 noktalart T 'nin

sabit noktalaridir.
Ornek 2.2.4. X =R ve Tx=x—70 ise T 'nin higbir sabit noktas1 yoktur.

Ornek 2.2.5. X =R ve Tx=|x| ise T'nin sabit noktalar1 {x:x>0}

kiimesinin elemanlaridir.

Ornek 2.2.6. Tx =e* doniisiimiiniin hicbir sabit noktas1 yoktur.

3
Ornek 2.2.7. X =[0,20] olsun, Sx:% ve Tx =6 —x doniigiimleri igin x =3

ortak sabit noktadur.

Yukaridaki 6rneklerden goriilebilecegi iizere bir doniisiimiin sabit noktasinin
varlig1 hem kiime yapisina hem de doniisiimiin nasil tanimlandigina baglidir. Ayrica
her doniistimiin sabit noktasi olmak zorunda degildir, varsa da tek olmayabilir. Sabit

nokta teorisi caligmalarinda genel olarak

» DoOniisiimiin sabit noktasi var midir?
» DoOniigsiimiin sabit noktasi varsa bu nokta tek midir?

» DoOniisiimiin sabit noktasi var ve tek ise bu sabit nokta nasil bulunabilir?

sorularina yanit aranmaktadir. Sabit nokta teorisinin bir ¢ok alanda uygulamalar1

vardir (Border, 1985; Agarwal, et al., 2004; Farmakis,, 2013; Yeol Je,2017).



Tanim 2.2.8. (M,d) bir metrik uzay ve T:M — M bir doniisiim olsun. Eger

her x,ye M igin
d(Tx,Ty)<kd(x,y)

olacak sekilde 0 <k <1 ozelligine sahip bir k sabiti varsa T 'ye daralma doniisiimii
denir. Her daralma doniigimi siirekli hatta diizgiin stireklidir. Gergekten,

T:M —M bir daralma donisiimii, £>0 keyfi verilmis bir pozitif say1 ve her
x,yeM icin & =E oldugunda d(X,y) <& igin
d(Tx,Ty)<kd(xy)< k.5=k.§=g

saglanir.
Ornek 2.2.9. M = R iizerinde d (X, y) = |X - y| alisilmis mutlak deger metrigi

1.
alinsin ve Tx = Zsm x olsun. Bu durumda

d(Tx,Ty)=

1. 1.
—sinx-—siny
4 4

1 . .
= Z|sm x-siny|

L 2.cos(XJr yjsin[x_ yj

4 2 2

1 sin(—x_yj‘
2

Cos(mj
2 2
‘, ([sinx|<|x|ve-1<cosx<1)

Lixoy
2| 2

1
<—d(x,
20(%Y)

elde edilir ve k = % €(0,1) i¢in T bir daralma déniisiimiidiir.

Asagidaki teorem Banach daralma teoremi olarak bilinir ve bu teorem belli
kosullar1 saglayan fonksiyonlarin sabit noktalarinin varligini ve hatta tekligini garanti

eder.



Teorem 2.2.10. M bostan farkli bir kiime ve (M,d) bir tam metrik uzay

olsun. T:M — M daralma doniisiimii yani her X,y € M igin
d(Tx,Ty)<kd(x,y)

olacak sekilde en az bir k €(0,1) varolsun. Bu durumda, bu déniisiimiin tek bir sabit

noktasi vardir, yani x, € M i¢in Tx, = X, saglanir (Banach, 1922).

Banach daralma teoreminin uygulamadaki giizel bir 6rnegi, bu teoremin

dy
2~ f(x,
i (X,Y)

diferensiyel denkleminin belirli bir baslangic kosulunu saglayan ¢6ziimiiniin

varhigmin ve tekliginin kanitlanmasinda kullanilmasidir (Joshi, 2004).
2.3. Bagdasabilir Déniisiimler Uzerine Baz1 Kavramlar

Bu kisimda, bagdasabilir doniisim kavramiyla ilgili bazi1 tanimlar,
karsilagtirmalar ve 6zellikler verildi. 1976'da, Jungck tarafindan degismeli doniistim
kavrami tanitildi. Jungck, bu yeni kavramla birlikte Teorem 2.3.2 deki ortak sabit

nokta teoremini vererek Banach'in sabit nokta teoremini genellestirdi.

Tanim 2.3.1. M bostan farkl bir kiime ve S,T:M — M doniisiimleri verilsin.

Eger ST=TS ise S ve T'ye degismeli doniisiimler denir. x € M noktasi i¢in
STx =TSx saglanirsa X noktasma S ve T doniisiimlerinin bir degismeli noktasi

denir (Jungck, 1976).
Teorem 2.3.2. (M,d) tam metrik uzay ve T:M — M siirekli bir doniigiim

olsun. Her x,ye M ve ae(O,l) icin S:M — M donilisiimii asagidaki sartlar

saglasin.
(i)  TSx=STx
(i)  S(M)=T(M)
(i d(Sx,Sy)<ad(TxTy)

Bu takdirde, S ve T doniisiimleri i¢in bir tek ortak sabit nokta vardir (Jungck,
1976).
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Eger bu teoremde, T birim doniisim olarak alinirsa Banach daralma
doniigiimil elde edilir. Sabit nokta teorisinde bu tip doniisiimlerin 6nemi, verilen iKi
doniigiim i¢in ortak bir sabit noktanin varligini géstermesidir. (Das and Naik, 1979),
(Chang, 1981), (Fisher, 1981), (Park and Bae, 191) ve birgok matematikgi tarafindan
bu tip doniisimler Kullanilarak ¢esitli genellestirilmis sabit nokta teoremleri

verilmistir.

Metrik uzay yapist iizerindeki sabit nokta teorisinde daha kapsamli sonuglar
elde etme istegi, degismeli doniisiim kavraminin genellestirilmesine yol agmistir. Bu
sebepten, Sessa tarafindan zayif degismeli doniisiim kavrami tanitilmistir (Sessa,
1982).

Tanim 2.3.3. (M,d) bir metrik uzay ve S,T:M — M iki doniisiim olsun.
Eger her xeM igin d(STx,TSx)<d(Sx,Tx) ise S ve T'ye zayif degismeli
dontistimler denir (Sessa, 1982).

S ve T degismeli doniisimii ayn1 zamanda zayif degismelidir fakat bu
durumun tersi her zaman dogru olmak zorunda degildir. Yani Tanim 2.3.3, Tanim
2.3.1'den daha geneldir (Sessa, 1982).

Bu yeni tanim her ne kadar degismeli doniisiimler tanimimnin bir genellestirmesi
ise de bu tir doniisiimlerin yeteri kadar genis bir snifi kapsamadigi agiktir.
Dolayisiyla yapilan ¢alismalar bu kisitlama igerisinde kalmis ve yeteri kadar bir

genigleme saglanamamistir.

Ornek 2.3.4. M = R olmak iizere her x,yeM igin d(x,y)=|x—y| olsun.

S,T:M — M doniistimleri
Sx=x* ve Tx=4x°

olarak tanimlansin. S ve T déniisiimleri i¢in STx = 256x™ = 4x? =TSx olup bu
doniistimler degismeli degildir. Aym1 zamanda x =1 i¢in zayif degismeli doniisiim

de degildir. Fakat x =0 bu iki doniisiimiin ortak sabit noktasidir.

Bu ornekten anlagilacagi lizere, ortak sabit nokta teoremlerinde daha genis bir
smift kapsayacak yeni bir tanima ihtiya¢ duyulmustur. Bu tanim 1986 yilinda Jungck

tarafindan verilmistir.
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Tanim 2.3.5. (M, d) bir metrik uzay ve S,T:M — M iki doniigiim olsun. M '
deki bir {x/} dizisi icin I!im SX, =|!imTXk =zeM kosulu saglandiginda
limd(STxk,TSxk):o oluyorsa S ve T 'ye bagdasabilir doniisim denir (Jungck,
1986).

Sonug olarak, S ve T doniisiimleri verildiginde eger bu iki doniisiim zayif
degismeli doniisiimler ise bagdasabilir doniisiimler olduklar1 da agiktir. Bu durumun
tersi her zaman dogru degildir. Ornek 2.3.4'te verilen Sx=x* ve Tx=4x°

dontistimlerinin degismeli ve zayif degismeli olmadig1 goriilmiistii. Fakat M 'de bir

X zl,keN dizisi i¢in
i) =

limSx, = limek =0eM

k—o0
kosulu saglanip

256 4

K12 kT

limd (STx,,TSx, )= lim =

k—o k—o0

olur. Buise S ve T 'nin bagdasabilir doniisiimler oldugunu gosterir.

Bagdasabilir doniisiim taniminin verilmesinden sonra ¢esitli tipte bagdasabilir
donlisim tanimlar1 verildi. Bunlardan bazilari; A—tip bagdasabilir doniisimler
(Jungck, et al., 1993), B — tip bagdasabilir doniisiimler (Pathak and Khan, 1995), C -
tip bagdasabilir doniisimler (Pathak, et al., 1998), P —tip bagdasabilir doniistimler
(Pathak, et al., 1996) ve zayif bagdasabilir doniisiimler (Jungck, 1996) seklindedir.
Bu doniisiimler yardimiyla metrik uzaylarda ortak sabit nokta teoremi iizerine gesitli

calismalar yapild1

Tanim 2.3.6. M bostan farkli bir kiime ve S,T:M — M iki doniisiim olsun.
Eger Sx=Tx olacak sekilde bir xeM noktas: varsa bu X noktasma S ve T
doniisiimlerinin bir ¢akisik noktasi denir.

Tanim 2.3.7. (M,d) bir metrik uzay ve S,T:M — M iki dniisiim olsun.

Eger S ve T doniisiimlerinin her gakisik noktasi ayn1 zamanda bir degismeli nokta
oluyorsa yani Sx =Tx olan her xe M igin STx=TSx saglaniyorsa S ve T 'ye zayif

bagdasabilir doniisiimler denir (Jungck, 1996).
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Degismeli doniisiimler, zayif degismeli doniisiimler, bagdasabilir doniistimler ve

zayif bagdasabilir doniisiimler arasinda sematik olarak agagidaki iligki vardir:

< s Zay|f & i Zay|f
Degismeal deyi meli B?ggg§ablllr bagdasabilir
dénustmler egsm donugtmler déniistimler
dontstmler $

Sekil 2.1. Bazi dontisiimler arasindaki iligki
Tanim 2.3.8. (M, d) bir metrik uzay ve S,T:M — M iki doniisiim olsun. M

deki bir {x,} dizisi i¢in I!im Sx, = I!imTXk =XeM kosulu saglandiginda

—>0

k—o0

limd (STx,, TTx,)=0
limd (TSx,, S9%,) =0

oluyorsa S ve T doniisiimlerine A—tip bagdasabilir doniisiimler denir (Jungck, et
al., 1993).

Tanim 2.3.9. (I\/I ,d) bir metrik uzay ve S,T:M — M iki doniisiim olsun. M

deki bir {x,} dizisi i¢in I!im Sx, = I!imTXk =XeM kosulu saglandiginda
limd (SSx,,TTx,)=0

k—o0

oluyorsa S ve T doniisiimlerine P —tip bagdasabilir doniisiimler denir (Pathak, et
al., 1996).
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3. MATERYAL VE YONTEM

Sabit nokta teorisi ve metrik uzaylarm farkli genellestirme sekilleri birgok
matematik¢i i¢in en ilgi ¢ekici konulardan biridir. Metrik uzaylar kosullarindaki
licgen esitsizliginin kisitlanmasi ya da genisletilmesiyle, sabit nokta teoremleri de
icerdigi doniisiim sayisinin arttirilmasiyla genellestirilmistir. Bu kisimda sirasiyla
fuzzy metrik uzaylar, A—metrik uzaylar ve son olarak da modiiler metrik uzaylara

yer verilmistir ve bu uzaylar arasindaki iliskiler incelenmistir.
3.1. Fuzzy Metrik Uzaylar

Klasik mantikta bir 6nerme "dogru" veya "yanlig"tir. Fakat gercek diinyadaki
olaylarin ne derecede dogru veya yanlis oldugunun belirlenmesi gerekmektedir.
Ornegin 1.80 cm boy uzunluguna sahip bir birey "uzun" olarak ifade edilirse 1.79 cm
olan bir birey i¢in "uzun degildir" ifadesi bu anlamda dogru olmadig1 gibi yanhs da
degildir. Bu nedenle 6nermelerin yanlis (0) ve dogru (1) degerleri arasindaki degerler
de (kisa boylu, orta boylu vs.) kullanilarak 1965 yilinda Zadeh tarafindan fuzzy
kiime kavrami ortaya atilmistir (Zadeh, 1965). Fuzzy kiime teorisi az, sik, orta,
diistik, ¢ok, bircok gibi kelimeleri kullanarak dereceli veri modellemesini
gerceklestirmektedir. Klasik kiime, kiimeye kesinlikle ait olma ve kesinlikle ait
olmama bi¢iminde iki grubun olusturulmas ile anlamlhidir. Fuzzy kavramu ile birlikte
evrendeki biitiin bireyler, tiyelik derecesi degeri atanarak matematiksel olarak
tanimlanabilir. Boylece bireyler, fuzzy kiime igerisinde iiyelik dereceleri tarafindan

gosterilen daha biiylik ve daha kiigiik degerlere ait olabilirler. Bu iiyelik dereceleri

[0.1] arahiginda gergel degerler ile ifade edilir.

Bu anlamda Zadeh tarafindan fuzzy kiime teori tanimlandiktan sonra, metrik
uzaylarmn bir genellestirmesi olan fuzzy metrik uzaylar da farkl yazarlar tarafindan
farkl yontemlerle verildi (Kramosil and Michalek, 1979; Erceg, 1979; Deng, 1982;
Kaleva and Seikkala, 1984; George and Veeramani, 1994). Bu tanimlarla birlikte
bir¢ok ¢alisma yapildi (Fang, 1992; Mishra, et al., 1994; Sharma, 2002; Imdad and
Ali, 2006; Kutukcu, et al., 2007; Mihet, 2007; Sintunavarat and Kumam, 2011;
Gregori, et al., 2017 Rakic et al., 2020).

Fuzzy metrik uzay tanimina gegmeden Once tanimda kullanilan t—norm ile

ilgili bilgiler verilecektir.



Tanim 3.1.1. | =[0,1] olmak {izere *:1x| —1 fonksiyonu asagidaki sartlar

saglarsa liggensel norm veya t—norm olarak adlandirilir. Bu sartlar her a,b,c €|

icin,
T1) a*b=b=*a (simetri 6zelligi)
T2) a*(b*c)=(a*b)*c (birlesme 6zelligi)
T3) b<c=ax*b<ax*c (monotonluk)
T4) a*l=a (smir kosulu)

seklindedir (Schweizer and Sklar, 1960).
Ornek 3.1.2. Her a,be | icin a*, b=min{a,b} islemi bir t—normdur. Her

a,b,cel igin,
T1) a*, b=min{a,b} =min{b,a} =bx*, a

T2) a*, (b*, c)=ax*, (min{b,c})=min{a,min{b,c}} =min{a,b,c}
=min{min{a,b},c}
=(min{a,b})*, c

:(a*M b)*M c
T3) 1. durum: a<b<c=a*, b=min{a,b} =a<a=min{a,c}=ax, c,
2.durum: b<a<c=ax*, b=min{a,b} =b<a=min{a,c}=ax, c,
3. durum: b<c<a=a*, b=min{a,b} =b<c=min{a,c}=ax, c.
T4) ax, 1=min{al}=a
olup tiim sartlar saglanir. O halde, *,, bir t—normdur.

Ornek 3.1.3. Her a,be | icin a*b= maks{a,b} islemi bir t—norm degildir.

Gergekten, her a[0,1) igin,
a*l=maks{a,l}=1=a

olup T4) sart1 saglanmaz.
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Sayilamaz c¢oklukta t—norm mevcuttur. Bunlardan dort temel t—norm

asagidaki gibidir:
> a#*, b=min{a,b} minimum t —norm
> a*x,b=ab ¢arpim t —norm
> a*_b=maks{a+b—10} Lukasiewicz t —norm
min{a,b}, maks{ab}=1 _
> axyb= N drastik ¢arpim t —norm
0, diger durumlarda

Bu dort temel t —norm arasinda asagidaki bigimde bir siralama iligkisi vardir:

* * * *
D<L<F’<M

(Klement, et al., 2000).

Lemma 3.1.4. Tanim 3.1.1'den, bir t—norm her a<[0,1] i¢cin asagidaki ek

simir kosullarmi saglar:

Oxa=a*0=0
l*a=a

O halde, biitiin t—normlar [0,1]2 birim karesinin sinir1 iizerinde ayni degere
sahiptir.
Ispat: * bir t—normolsun. Her a[0,1] i¢in a<1 oldugundan
0<a*0=0%*a<0x*1=0
olup a*0=0+a=0"dwr. Her a[0,1] i¢in
lxa=axl=a

bulunur (Klement, et al., 2013).

Uyar13.1.5. * bir t—normve a,b,c,d [0,1] olsun. O zaman,
a<c ve b<d=ax*b<cxd

saglanir.

Ispat: a<c ve b<d verilsin. O zaman,
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a*b<a*d=d*a<d*c=c=d
olur (Klement, et al., 2013).
Tanim 3.1.6. *:[0,1]2—>[0,1] bir t—norm olsun. Eger {a,}.{b,} €[0.1]
yakmsak dizileri i¢in
lima, =fimb, = in(a, b,

oluyorsa * siireklidir (Klement, et al., 2013).

[0,1]2 birim karesi, R’ reel diizleminin bir tikiz (kompakt) alt kiimesi

oldugundan bir * t—normunun siirekli olmasi, onun diizgiin siirekli olmasina

denktir.

Tanim 3.1.7. X bostan farkli bir kiime ve * siirekli bir t—norm olsun.

M : X x X x(0,0) —[0,1] fonksiyonu her x,y,ze X ve her t,s>0 i¢in asagidaki

sartlar1 saglasin:
FM1) M (x,y,t)>0,
FM2) M (x, y,t)=1<x=Y,
FM3) M (x,y,t)=M (y,xt),
FM4) M (x,z,t)*M(z,y,s) <M(X,y,t+5),
FM5) M (x,y,-):(0,00) —[0,1] siireklidir.

Bu durumda M fonksiyonuna X iizerinde bir fuzzy metrik, (X, M,*)

ucliisiine bir fuzzy metrik uzay denir (George and Veeramani, 1994). Burada

M (x,y,t) degerine t'ye gére X ile y noktalar1 arasindaki uzaklik denir.
Ornek 3.1.8. (X,d) bir metrik uzay ve her a,b<[0,1] igin a*, b=ab olmak

tizere ¢carpim t —normu olsun. Her x,y € X ve her t>0 i¢in,

Md(x,y,t):m

seklinde tanimlansin. (X,M,,*,) bir fuzzy metrik uzaydir. Bu uzaya standart fuzzy

metrik uzay denir (George and Veeramani, 1994).
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Coziim: Her x,y,z e X ve her t,5s>0 igin,

FM1) d bir metrik fonksiyonu oldugundan her X,y € X i¢ind (X, y) >0 olup tanim

geregi My (x,y,t) >0 olur.

FM2)Md(x,y,t)=1©m=1©t+d(x,y)=t<:>d(x,y)=0<:>x=y
dir.
t t .
FM3) M, (x y’t):t+d(x y) :t+d(y x):Md(y’X’t) .
FM4)
d(x,y)<d(x,z)+d(z,y)
SHTSd(x,z)+H—Sd(z,y)
s
d(x,y)<d(x,z)+d(z,y)
t+s S
_sd(x,2)+td(z,y)
- ts
1+d(x,y)Sl+sd(x,z)+td(z,y)
t+s ts
t+s+d(x,y)<ts+sd(x,z)+td(z,y)
t+s - ts
Sts+sd(x,z)+td(z,y)+d(x,z)d(z,y)
ts
C[t+d(x2)][s+d(zy)]
- ts
olup
t S t+s
<

t+d(x,z) s+d(z,y) t+s+d(xy)

elde edilir ve buradan

Md(X,Z,t) >kP Md(zlyis) < Md(X1 y,t+3)

esitsizliginin saglandig1 goriiliir.
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FM5) t, > 0 igin,

limM, (x, y,t)=lim by =M, (x,y,t,)

t
=t Sht+d(xy) t+d(xy)
O halde M, (x,y,-) fonksiyonunun siirekli oldugu elde edilir.

Sonu¢ 3.1.9. Her metrik uzay bir fuzzy metrik uzay iretir. Fakat her fuzzy

metrik uzay bir metrik uzaydan elde edilmis olmak zorunda degildir.

Ornek 3.1.10. X =Z" olsun. Her a,b €[0,1] i¢in a*, b=ab olmak iizere her

X,y € X ve her t >0 igin,
M(x,y,t) =

seklinde tanimlansm. (X,M,=*) bir fuzzy metrik uzaydir (George and Veeramani,
1994).

Bu durumda, Ornek 3.1.10 i¢in M (X, y,t) fuzzy metrigini iireten X iizerinde

hicbir d metrigi yoktur. Gergekten X<V igin;

M(xy,t)=~ :>xt+xd(x,y)=yt:d(x,y):t(y‘x)

y:t+d(x,y) X

seklinde elde edilen d fonksiyonu metrik uzayin simetrik olma sartin1 saglamaz yani

d(x,y)=d(y,x) olur.

Tanim 3.1.11. (X,M,*) bir fuzzy metrik uzay ve xe X olsun. O0<r<1 ve

t >0 olmak tizere,
B(x,r,t):{ye X 1M (x,y,t) >1—r}

kiimesine X merkezli, r yaricapli bir agik yuvar denir (George and Veeramani,

1994).

Tanim 3.1.12. (X,M,*) fuzzy metrik uzaymda bir {x} dizisi ve bir xe X

noktasi verilsin. Her 86(0,1) ve her t>0 i¢in her k>k;, oldugunda
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M (%, %,t)>1—¢ olacak sekilde en az bir ky(£)>0 saysi varsa {x} dizisi x
noktasina yakimstyor denir (George and Veeramani, 1994).

Tanim 3.1.13. (X,M,*) fuzzy metrik uzayinda bir {x} dizisi verilsin. Her
g€ (0,1) ve her t >0 igin her m,k >k, oldugunda M (x,,x,,t)>1—& olacak sekilde

en az hir k,(¢) >0 saysi varsa {x,} dizisine bir Cauchy dizisi denir (George and

Veeramani, 1994).

Tamim 3.1.14. (X, M, *) fuzzy metrik uzayinda her Cauchy dizisi bir x e X
noktasina yakinsak ise (X, M, *) Ugliisiine tam fuzzy metrik uzay denir (George and

Veeramani, 1994).
3.2. Modiiler Metrik Uzaylar

Foksiyonel analizde modiiler kavrami, lineer uzay {izerinde tanimli olan norm
kavraminin bir genislemesidir. Modiiler teorisi ilk olarak Nakano tarafindan
tanitilmistir (Nakano, 1950). 2008 yilinda, Chistyakov tarafindan F-modiiler ile
iretilen modiiler metrik uzay kavrami tanitilmistir (Chistyakov, 2008) ve daha sonra
bu tanim keyfi bir kiime iizerinde verilerek 2010'da yayimlanan iki makalede
modiiler tarafindan iiretilen ve modiiler metrik uzay olarak adlandirilan yeni bir
metrik uzay teorisi gelistirilmistir (Chistyakov, 2010a; 2010b). Bu yeni kavramin
arkasindaki esas fikir modiilerligin fiziksel yorumudur. Bir kiime iizerinde bir metrik
yapist kiimenin herhangi iki noktasi arasindaki negatif olmayan, sonlu uzakligi
bulmay1 amaglarken bir kiime tizerinde bir modiiler metrik yapisi, herhangi bir 4 >0

parametresiyle birlikte A zaman olarak distiniildiginde x,ye X igin
0 SWA(X, y)Soo olmak tilizere A zamanmda X ile Yy arasindaki hiz olarak

yorumlanir. Bir¢ok arastirmaci tarafindan bu yeni uzayda cesitli sabit nokta
teoremleri tlizerine calisilmis ve bu uzaym diger metrik uzaylarla iligkileri
incelenmistir (Mongkolkeha, et al., 2011; Chaipunya, et al., 2012; Yeol Je, et al.,
2012; Azadifar, et al., 2013; Abdou and Khamsi, 2014; Alfuraidan, 2016).

Bu kisimda, modiiler metrik uzay tanimina ge¢gmeden Once lineer uzay

tuzerinde modiiler kavrami verilecektir.
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Tamim 3.2.1. X bir reel lineer uzay olsun. p:X —[0,00] fonksiyoneli her

X, ¥ € X i¢in asagidaki sartlari saglasin:

p1) p(0)=0,

p2) Her o >0 igin p(ax)=0 ise x=0,

p3) p(—x)=p(x),
p4) Her a, >0 i¢in a + =1 olmak iizere p(ax+BY)< p(X)+p(Y).
Bu durumda, p fonksiyoneline X {izerinde bir modiiler denir (Orlicz, 1961).

Eger p4)'teki esitsizligin yerine her X,y € X ve her «,£>0 i¢in a+ =1

olmak tizere
P(5) p(ax+By)<ap(x)+Bp(Y)
esitsizligi saglanirsa p, X Tlzerinde bir konveks modiiler olarak adlandirilir.

X tizerindeki konveks modiilerligin bir 6rnegi alisilmis normdur. Gergekten,

X reel lineer uzay iizerinde tanimh |{:X — R* {0} normu her x,ye X ve
a € R igin,

N1) X =0 & x =0,
N2) flax] =[]
N3) x+yl<IX|+]y]

ozellikleriyle bir konveks modiilerdir.

Tanim 3.2.2. X bostan farkhi bir kiime olsun. w:(0,00)x X x X —[0,00]
fonksiyonu her 2,u>0 ve her x,y,zeX igin w(Z,x,y)=w,(xy) seklinde
tanimlansin ve asagidaki sartlar1 saglasin:

W1) w,(xy)=0ex=y,

W2) w,(xy)=w,(y,x),

W3) w,,(xy)<w,(x,z)+w,(z,y).
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Bu durumda, w'ya X fiizerinde bir modiiler metrik, ( X,w) sirali ¢iftine de bir

modiiler metrik uzay denir (Chistyakov, 2010a).
Eger W3) kosulu yerine her A4, >0 ve her x,y,ze X igin,

w, (x,z)+ a

W4) w X, ¥)<
) M”( y) A+u A+ u

W#(Z’ y)

kosulu saglanirsa w'ya X {izerinde bir konveks modiiler metrik denir (Chistyakov,
2010a).

Onerme 3.2.3. X bir reel lineer uzay ve p:X —[0,0] fonksiyoneli X

tizerinde tanimli bir modiiler olsun. Her 4 >0 ve her x,y € X igin,

w ()= o(*5Y] (31)

saglanir. O halde p, X {izerinde bir konveks modiilerdir ancak ve ancak w, X
tizerinde bir konveks modiiler metriktir (Chistyakov, 2010a).
Ispat: p5) < W 4) oldugunu gdstermek yeterli olacaktir.

p5) =>W4) Her A,u>0 veher x,y,ze X igin,

=250, gt 0 a+p=1 x X% 2TV
A+ u A+ u A Y7,

almirsa

x-y A X_Z+ H -y

= =aX + fy’
A+u A+u A A+u u Py

elde edilir. Boylece 3.1) ve pb) esitsizligi goz Oniine alinirsa
X—-y
W, (X,y)=p| —=
ﬂ.+,u( y) p[l + ﬂ]
= p(ax* - ﬂy*)
<ap(X)+ Bp(y’)

A X—2 -
il
A+ u A A+ u Y7,

_ H
—/1+ﬂwl(x,z)+/1+ﬂ

w,(z,y)

seklinde W 4) esitsizligi elde edilir.
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W4)= p5) a,>0 ve a+ =1 olsun. Her x,y e X icin 3.1) ve W4) esitsizligi

g0z Oniine alinirsa

plax+py)= p(—ax — (_ﬁy)J
a+pf

=w, ;(ax,-fy)

o B
< oy W, (ax,0)+mwﬂ (0,-8y)

- o

=ap(x)+ fp(Y)

p5) esitsizligi elde edilir.

Onerme 3.2.4. (X ,W) bir modiiler metrik uzay olsun. O halde her X,y e X

igin w, (x,y) fonksiyonu A'ya gore (0,o0) iizerinde artmayandir (Chistyakov,

2010a).
Ispat: Her x,y e X veher A, >0 igineger 0< A < u ise
w, (x,y)< W, (X, X)+wW, (X, y) =W, (X, y)
saglanir (Chistyakov, 2010a).

Omek 3.2.5. (X,d) bir metrik uzay ve w:(0,00)xX xX —>[0,00] bir
fonksiyon olsun. Her A>0 sayisi zaman ve her X,yeX igin d(x,y)=0

fonksiyonu X ile y arasindaki uzaklik olmak tizere,

W, (% y)=———

alinirsa bu deger A zamani boyunca X'ten y'ye yol alan hareketlinin ortalama

hizin1 verir. Bu takdirde (X,w) bir modiler metrik uzaydir ve bu uzaya d metrigi

tarafindan tiretilen modiiler metrik uzay veya standart modiiler metrik uzay adi verilir

(Chistyakov, 2010a).
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Ornek 3.2.6. X =N olsun. w:(0,00)x X x X —[0,00] fonksiyonu her

X,y e X veher A>0 igin,

y—X, X<y
Wﬁ(x’y):{x—y y <X

seklinde tanimlansin. Bu durumda (X, w) bir modiiler metrik uzaydir.

Sonu¢ 3.2.7. Her metrik uzay bir modiiler metrik uzay iretir. Fakat her
modiiler metrik uzay bir metrik uzaydan elde edilmis olmak zorunda degildir.

Gergekten, standart modiiler metrik uzay ile birlikte Ornek 3.2.6'ya gore her x,y e X

ve her 4 >0 igin,

wl(x,y):y—XQ@:y—x<:>d(x,y):i(y—x)¢i(x—y):d(y,x)

elde edilir. Fakat d fonksiyonu metrik tanimmin simetrik olma sartini saglamaz.
Sonu¢ 3.2.8. Her modiiler metrik uzay bir fuzzy metrik uzaydan elde edilmis

olmak zorunda degildir. Gergekten, Ornek 3.2.5'ten Wl(x,y):w idi. R

lizerinde d(x,y)=|x—y| alisilmig metrigi i¢inx=6,y=3 ve A=2 alnsm. Bu

durumda;

3
WA(X'y):—:—:E

olup w, (x, y):g>1 olur ki ge[o,l] dir.

Sonug 3.2.9. Her fuzzy metrik uzay bir modiiler metrik uzaydan elde edilmis
olmak zorunda degildir. Gercekten, Ornek 3.1.8'e gore her X,y € X ve t >0 igin

M, (X,y.t)= ):vvt(x,y)

t+d(x,y

olmak iizere W,(X,y)=0= =0=t=0 elde edilir. Fakat 0¢(0,)

t+d(x,y)

oldugundan her fuzzy metrik uzay bir modiiler metrik uzaydan elde edilemez.

O halde modiiler metrik ve fuzzy metrik arasinda bir iligki yoktur.
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Tanmim 3.2.10. (X,w) modiiler metrik uzaymda bir {x} dizisi ve bir xeX
noktast verilsin. {x,}dizisinin yakmsak olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her 1 >0

igin k — oo iken w, (x,,x) — 0 olmasidir (Chistyakov, 2010a).

Tanim 3.2.11. (X,w) modiiler metrik uzayinda bir {x} dizisi verilsin. Her

&£>0 ve her >0 igin her m,k >k, olduunda w, (x,,x,)<e& olacak sekilde en

az bir k,(¢)>0 sayisi varsa {xk} dizisine bir Cauchy dizisi denir (Chistyakov,

2010a).

Tanim 3.2.12. (X,w) modiiler metrik uzaymda her Cauchy dizisi bir x e X

noktasina yakinsak ise (X,w) ikilisine bir tam modiiler metrik uzay denir

(Chistyakov, 2010a).
3.3. A—Metrik Uzaylar

2015 yilinda Abbas ve arkadaslar1 tarafindan yeni bir genellestirilmis metrik
uzay yapist olarak N—boyutlu A-metrik uzay kavrami tanitilmistir (Abbas, et al.,
2015). Bu yeni yap1 tizerine birgok ¢alisma yapilmustir (Aydin and Kutukcu, 2017;
Fernandez, et al., 2017; Priyobarta, et al., 2018; Yildirim, et al., 2018; Aydin and
Kutukcu, 2020).

Tanim 3.3.1. X bostan farkli bir kiime ve n>2 sonlu bir dogal say1 olsun.
A: X" —[0,) fonksiyonu her i =1,n i¢in X.,a€ X olmak lizere agagidaki sartlari
saglasin:

AL) A(X, Xy X g, X, ) =0,

n

A2) AKXy X s X, ) =0 X =X, =.o= X4 =X,

A3) A(Xp, Xy oo Xy g1 %y ) < iA(xi,xi,...,xi,a)
i=1

Bu durumda, A'ya X iizerinde bir genellestirilmis metrik veya A—metrik,

(X,A) ikilisine de bir genellestirilmis metrik uzay veya A-metrik uzay denir

(Abbas, et al., 2015).
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Ornek 3.3.2. X=R ve A:X" >R asagidaki sekilde tanimli bir fonksiyon

olsun.

A(Xy Xy X0 Xy ) = X0 = Xo| X = Xg| + X, — X |

' -1 n

Xy = Xg| + X, = Xy |+ X, — X |

+|Xn—2 - Xn—1| +|Xn—2 - Xn| +|Xn—1 - Xn|

= Zn:Z|Xi - Xj|

i=1i<j

Bu fonksiyon X iizerinde bir A—metriktir (Abbas, et al., 2015). Gergekten, her

i=1ni¢in x,ae X olmak iizere

Al) A(X,X,,... X1, X, ) = 0 oldugu agiktir.

n

A2) A(xi,xz,...,xn_l,xn):ZZ‘Xi —xj‘ =0

i=1 i<j
<:>‘xi—xj‘=0
S X =X

S X =X, ==X

A3) AKX, Xy X1, X ) =X = X | +]X = Xg| + o +]X = X |
HX, = X H[%, = X, |44 [X, =X |
+|Xn—2 _Xn—1|+|xn—2 _Xn|
Xy =X, |

<|x —a|+|a—x,|+|x —a|+|a—X;|+...+|x —a]+|a—X,|

+|X, —a| +|a— x| +|x, —a|+|a—x,|+...+|x, —a| +]|a—X,|

+|Xn72 —a|+|a—Xn71|+|Xn72 _a|+|a—xn|

+X,, —a|+|a— x|
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=[x —a|+|x, —a|+|x —a|]+|x; —a|+...+|x —a|]+|x, — 3|

+|x, —a|+|x; —a|+|x, —a| +|x, —a| + ...+ |x, —a| + |x, — 3|

+[X,_, —a|+|x,, —a| +|x,_, —a] +|x, — 4]

+|x,, —a|+|x, — 4

=(n-1)|x, —a]+(n-1)|x, —a|+...+(n—-1)|x,, —a|+ (n—-1)|x, — 4|
=(|x1 —x1|+...+|x1—a|)+...+(|xl— xl|+|x1—a|)+(|xl—a|)

+(]% = Xo| + oo X =@ ) oo (X = X |+ [X, — 8] ) +(|%, —a])

([ X0 = Xa |+ oo X =@ ) oo (X0 = Xa| + %0 —2]) + (%0 —2))

= A(X X0 X, 8) + AKXy Xy, X, 8) F oo A(X X gy X, @)

O halde A(xl,xz,...,xn):ZZ‘Xi —xj‘ fonksiyonu R iizerinde bir A—metriktir.

i1 i<
Onerme 3.3.3. (X, A) A-metrik uzaymmda her X,y € X igin,
A(X X, X, Y) = A(Y, Yo V) X)

dir. Yani her A—metrik uzay1 simetriktir (Abbas, et al., 2015).

Ispat: Her x,ye X icin A-metrik uzay tammmm A3) kosulunda a=X

alinirsa,

AX Xy X, Y ) S AKXy X, X) H e A X X, X) + A(YL Y Y X)
<A(Y, Y0 Y0 X)

yazilir. Benzer sekilde A—metrik uzay taniminin A3) kosulunda a = y alinirsa,

ALY s Yo X) S ALY Yoo VoY) F oo F AY Yoo Vo Y )+ AX X, X, Y)

<A
< AX X X, Y)
elde edilir. O halde A(X,X,...X,y)=A(Y,Y,....y,x) dir.
Sonug 3.3.4. (X, A) A-metrik uzaymda her X,y,z € X igin,

A(X,X,.... %, 2) S(N=D)A(X,X,.... % Y)+ A(Z,2,...,2,Y)
ve
A(X Xy X, 2) S(N=D)A(X, Xy X%, Y )+ A(Y Vi Y, Z)
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esitsizlikleri vardir (Abbas, et al., 2015).

Ispat: Her x,y,ze X i¢in A-metrik uzay taniminin A3) kosulunda a=y

alinirsa ve Onerme 3.3.3 gz dniinde bulundurulursa,

A(X Xy X% Z) S AKX Xy X, Y ) + oo AKX 0 X, Y )+ A(2, 2,0, 2, Y)
<(N=1)A(XX,.... X, ¥) + A(Z,2,...,2,Y)
YA(X, X, %, Y )+ A(Y, Y, Y, 2)

saglanir.

Tanim 3.3.5. (X, A) bir A—metrik uzay olsun. xe X ve r >0 olmak iizere,

BA(x,r):{ye X D A(X, X, o0, X, y)<r}
kiimesine x merkezli r yarigapl bir agik yuvar denir (Abbas, et al., 2015).

Tanim 3.3.6. (X,A) A-metrik uzayinda bir {x,} dizisi ve bir x € X noktas
verilsin. Her &>0 icin her k>k, oldugunda A(X,X,X,...,X,X)<é& olacak
sekilde en az bir K, (&) >0 sayisi varsa {X,} dizisine X noktasina yakmsiyor denir
ve bu yakinsama i!m X, =X veyak —>oo i¢inx, — x ile gosterilir (Abbas, et al.,
2015).

Baska bir deyisle k —» o0 igin A(X, X, X, X, X) =0 ise {X} dizisi x e X
noktasina yakinsiyor denir.

Tamm 3.3.7. (X,A) A-metrik uzaymnda bir {x} dizisi verilsin. Her &>0
icin her m,k >k, oldugunda A(X, X, X,...,X.,X,) <& olacak sekilde en az bir

ko (&) >0 saysi varsa {X,} dizisine bir Cauchy dizisi denir (Abbas, et al., 2015).

Bagka bir deyisle m,k — oo igin A(X, X, X,---r X, X,,) = 0 ise {Xk} dizisine
bir Cauchy dizisi denir.
Tanim 3.3.8. (X,A) A-metrik uzaymda her Cauchy dizisi bir xe X

noktasina yakinsak ise (X,A) uzayma tam A-metrik uzay denir (Abbas, et al.,

2015).
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4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1. Modiiler A— Metrik Uzaylar

Metrik uzay kavrami bir¢ok farkli yonden genellestirilmeye ¢aligilmistir. Bu
bolimde hem modiiler metrik uzaylara hem de A-metrik uzaylara yeni bir bakis
acis1 olarak modiiler A-metrik uzaylar tanitilmistir ve bu uzaya ait bazi temel

ozellikler verilmistir.

Tanim 4.1.1. X bostan farkli bir kiitme ve n>2 sonlu bir dogal say1 olsun.
A, :(0,00)x X" —[0,0] fonksiyonu i=1,n olmak tizere her 1,4 >0 ve her
X,ae X iein A(A,X, %y, %, ) = A, (X, %,,..., X, ) seklinde tammlansin ve asagidaki

sartlar1 saglasin.

MAL) A/l(xl,x2 ..... X 1y X

n’

MA2) A, (X, %y, X4, X, ) =0 X =X, =...= X, =X

MA3) Aﬂi+j,z+...+ﬁ.n (Xl’XZ""’Xn—l’ Xn) < A,il(xl’ Xpyeens X1!a)
+A, (X1 X100y X5, @)

+A, (X Xgreenr %, Q)

Bu durumda, A, fonksiyonuna X iizerinde bir modiiler A-metrik, (X,A)

siral1 ¢iftine de bir modiiler A—metrik uzay denir. Bu yeni kavramin fiziksel yorumu

su sekildedir; i = ﬁ olmak tizere x,X,,...,X, € X i¢in bu noktalar arasindaki mesafe
A >0 zamani i¢in negatif olmayan (sonsuz deger de alabilir) A (xi, Xy yees Xn) hizi ile
alinir.

Lemma 4.1.2. (X , A) bir modiiler A-metrik uzay olsun. Eger her
X, Xg 500Xy € X 1610 A(+,X, %, ,..,X, ) 1 (0,00) —[0,00] stirekliyse her X,y e X ve
A >0 i¢in,

AKX X Y) =AY Y en YL X)
esitligi vardur.
Ispat: Her A€(0,0) i¢in 0<(n—1)e <A olacak sekilde en az bir £>0

vardir. O halde modiiler A-metrik uzay tanimmim MA3) kosulunda a = X alinirsa,



(4.1)

+A/1—(n—1)s(y’ Yo ¥, X)
= A ye (VY50 Y X)

elde edilir. £ —0 igin (4.1) esitsizliginin limiti alinirsa,

limA, (X,X,...x,y)
X

A (X Xy X, Y)

ng A/l—(n—l)g ( Yi¥ses ¥y X>

—

l
: (4.2)
A (Y, Y5 ¥ X)

<
<

elde edilir. Benzer sekilde MA3) kosulunda a = y alinirsa,

A (Y Yo Y X)SA(Y Y Y0 Y)
+A (Y, Y, Y, Y)

+A (Y, Y, V0 Y)
: (4.3)

+A (Y, Ysn V1Y)
+Al_(n_1)g(x, X, X, Y)
= Ai_(n_l)g(x,x,..., X,Y)

elde edilir. £ —0 igin (4.3) esitsizliginin limiti alinirsa,

imA, (Y, Y, Y. X) STIMA,_ (o (X XX, Y)

(4.4)
A (Y Y Vi X) S A (X X, X, Y)

esitsizligi elde edilir. Boylece (4.2) ve (4.4)'ten istenilen sonug elde edilir.

Lemma 4.1.3. (X, A) bir modiiler A—metrik uzay ve her x,,X,,....x, € X i¢in

A( X%y 10X, ) 1(0,00) —[0,00] siirekli olsun. O halde her x,y,z e X igin
Aﬁ(x,x,...,x,z)g(n—l)A%(x,x,...,x, y)+A%(z,z,...,z,y)
ve
Ai(x,x,...,x,z)s(n—l)A%(x,x,...,x, y)+A%(y, Y, ¥, 2)
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esitsizlikleri vardir.

Ispat: Modiiler A-metrik uzay tammmin MA3) kosulunda a =y almirsa

asagidaki esitsizlik saglanir:

A (XX X ) S A (X Xy X, Y )+ oo+ AL (X X X Y ) + A (2,2,0,2,Y)

(n-1) tane
=(n-DA (X, X..X,y)+A,(2,2,....2,Y).

Ayrica Lemma 4.1.2'den

A (z.2,...2,y)= A, (.Y, Y, 2)

n n
oldugu gdzoniine alinirsa,
A (XX X%, 2) SN =D A, (XX, X, Y) + A (V1 YY1 Z)
esitsizligi saglanir. Bu durumda istenilen sonug elde edilir.

Lemma 4.1.4. (X, A) bir modiiler A—metrik uzay ve her x,,X,,....x, € X i¢in

A(“ X, X 00X, ) £ (0,00) = [0,00] siirekli olsun. O halde izsig/l icin,
n> n

A, (XX, X, Y) < Ai(x,x,...,x,y) < Ai(x,x,...,x,y)

2

=}

n

saglanir.
Ispat: Modiiler A-metrik uzay taniminm MA3) kosulunda a=X almir ve

Lemma 4.1.3'teki esitsizlik kullanilirsa,

A (%X X Y)  S(M=DA, (XX, X, X) + A, (V) Y50y, X)
= A (Y. Y.y X)
<(n —1)A%(y, Y,.Y.Y)+ Ai(x,x,...,x, y)

r12

elde edilir.
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Ornek 4.1.5. X =R olsun. A, :(0,00)x X" —[0,c0] fonksiyonu her 1>0 ve

A
A, (X, Xy xn_l,xn):ﬁ(|x1—x2|+|x1—x3|+...+|x1—xn|

HX, = X X, = X+ X, = X,

+|Xn—2 - Xn—1| + |Xn—2 - Xn|

o =% )

1d
— X _Xj
~ 32 % x|

i=1i<j

seklinde tanimli bir fonksiyon olsun. Bu durumda (X ,A) bir modiiler A-metrik

uzaydir. Gergekten, her i = ﬁ icin x,,ae X olmak lizere

MAL) A, (X4, %p.es X4, X, ) = 0 oldugu agiktir.

n

/1 n
MAZ) A, (3%, X5y, = 23S [ =0

i=1 i<j

@‘xi—xj‘=0

X=X,
X =X ==X,
A
MA3) A, (X, X, ..., Xn—l’xn):H(|X1_X2|+|X1_X3|+"'+|X1_Xn|

+|X, = X+ X, = Xy |+ X, = Xy

+|Xn—2 - Xn—l| +|Xn—2 - Xn|

%o = %] )

A
SH(|x1—a|+|a—x2|+|x1—a|+|a—x3|...+|x1—a|+|a—xn|

+|%, —a|+]a— x| +|x, —a| +]a—x,|..+|x, —a] +|a—x,|

+|X,_, —a| +]a—X, | +[x,_, —a|+|a—x,|

+|xH—a|+|a—xn|)
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:%[(n—1)|x1—a|+(n—1)|x2 —a|+...+(n-1)x,—a]

:%[(|x1—x1|+|x1—x1|+...+|x1—a|)+...+ (|X1—X1|+|X1—a|)+(|x1—a|)]

A
+H[(|X2 = Xy Xy = Xy | oo X, — @] o (X, = X |+ %, — @) + (X, — a|)]

A
+H[(|X“ = Xo |+ Xy = X[+ X, — @)+ (X, = X[+ [X, — @) + (X, - a|)]

= A (X X X @)+ A (X Xg e X, @) e+ A (Xoy Xy ey X, @)
SA (XX X0 8) + A (X1 X Xpu@) et A (X, X s X, )

O halde, A, (XX, Xgees xnfl,xn):izn:z:‘xi—xj‘ fonksiyonu R iizerinde bir
n "

i=1i<j
modiiler A—metriktir.
Ornek 4.1.6. 1=[0,1] olmak iizere C(1)={f|f:1 > Rsurekli} olsun.

i=1,n icin f e C(1) olmak iizere

n 1

A (Fo o) = D03 ] (%) = £ ()] dx

i=1i<j o
seklinde tanimlanan A, :(0,oo)><(C(I))n —[0,00) fonksiyonu C (1) iizerinde bir
modiiler A-metriktir. Gergekten; i=1n ve i<j i¢in her f,f;,9 eC(I) ve her

X e | olsun.

MAL1) |f,(x)- f;(x)|=0 oldugundan

J

iZﬂ f,(x)— f (x)‘ dx=A,(f,f,,...f_.f)=0

i=1i<j
dir.

MA2) A, (f,f,,..., f.,, f,)=0 olsun. O halde

ithi(X)— f;(X)\dX=0:>i\fi(x)— f,(x)|dx =0

i-1i<j 0

dir. i=1n ve i< J olmak tizere F; i1 = R fonksiyonlar1 her X,tel igin
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X

(0= 110 £ (0]

0

olsun. Integral Hesabm 1. Temel Teoremi'nden F, fonksiyonlarmmn her biri

tirevlenebilirdir ve tiirevi

R () =[ £, ()= ()
dir. Ayrica Integral Hesabim 2. Temel Teoremi'nden

1

1600~ £,(x)]éx = Fy (1)~ (0)

0
olup her xel icin F,(1)-F;(0)=0 dir. Boylece F, artan bir fonksiyon
oldugundan her xel icin F;(1)=F,;(0)=c (csabit) seklinde sabit bir fonksiyon
olur. Bu ise, her xel i¢in Fij'(x)=‘fi(x)— fj(x)‘ =0 ve dolayisiyla her x el igin
f.(x)=f;(x) yani f = f, dir,

Tersine olarak f, = f, olsun. Her t e | igin,

1

f(t)=f,()=f(t)-f,(t)=0 = [|f,(t)-f,(t)dt=0

0

= 33 [[6(6)- £, (] de =0

i=1i<j 0

= A (f, 0, f)=0

dir. Boylece A, (f,, f,,....f, ., f)=0=f=f,=...=f  =f dr

MA3) 33| (x) - fj(x)‘dx:J:|fl(x)— fz(x)|dx+...+;[|fl(x)— £, (x)|dx

i=1i<]j
1

1000~ 0l 16,00~ 1, (0

0

1

|

0

o ()= £, (X)]dx
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+E[| f, . (X)- g(x)|dx+§|g(x)_ £, (x)] dx

=(n=1)[[ 1,00 =g (¥ (n=1) ]|, ()~ g () x

Bu durumda (C (1), A) bir modiiler A—metrik uzaydur.

Ornek 4.1.7. X =[0,6) olmak iizere A, :(0,00)x X" —[0,00] fonksiyonu her

Xy Xy 5.y X € X Ve her 4>0 igin

seklinde tanimlansin. Bu durumda, (X,A) bir modiiler A-metrik uzaydir.

Gergekten, her i =1,n ve i< j i¢in her X, X; € X Ve her 1,4 >0 olmak iizere,

MAL1) [e¥ —e"| >0 oldugundan
o |ef—el
> 7 = A, (X, %y 001X, ) 20
i=1i<]j
dir.
n exi _ Xj
MA2) A, (X, X, .., xn)_zl“z 2 =0 et —exj‘:0<:>eXi =" o X =X
i=1i<]j
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et —e| et —e |+ .. +|et —en
MA3) A Xy 3 X yeens X ) =
) /11+JQ+...+&“( 117%2 n) /’Ll+/12+...+ﬂ,n
et —e® +le" —e|+..+le"t —e?+]e" —e"
<
A+, + .+ A
(n—1)je* —e?| (n-1)fe* —e* (n—1)e* —e*
= + ot
A+ +o+ A A+ 4+ A A+A4,+.+A,
n—1)e* —e* (n-1)e* —¢* n—1)e™ —e?
(-1 L1 -y
ﬂ’l /12 ﬂ’n

= A, (XX, @) F A (X0 X0,@) ot Ay (XX ,8).
Bu durumda, (X ,A) bir modiiler A-metrik uzaydr.
Ornek 4.1.8. (X,d) bir metrik uzay ve A, :(0,00)x X" —[0,0] fonksiyonu

her >0 ve x,X,,..., X, € X igin,

1 n-1
A, (% %00, xn):ZZd(xi,xn)
i=1

seklinde tanimlansim. Bu durumda (X,A) bir modiler A-metrik uzaydr.

Gergekten her i =1,n igin x,ae X ve 1,4 >0 olmak iizere,

17"n

MAL1) d bir metrik uzay oldugundan d(X. X )ZO olup tanim geregi

Ay, (X %g00%,) 2 0 olur.
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n-1

MA3 X e Xy ) = d(x.X,)
) M+ +.. -Mn( 2 ﬂ.-l— +/1 —

Trh +i+/1n [d(%.%,)+d (X %,)+ ot d (X, 4.%,) ]
1
< -
A+ .+ A
_ 1
- A+t A,

[d(x,.a)+d(ax,)+..+d(ax,)]

(n-1)
d(x,a)+..+ PR d(a,x,)

=50 a)+ O a)+ s Hax
<)+ ) e (x,0)

A, (XX, @)+ A (X0 Xg,8) + .+ A, (X

X,,a)

Nt

n-1
Bu durumda, Ald(xl,x2 ..... X, ) :%Zd X, X,) fonksiyonu X iizerinde bir modiiler

A—metriktir. A

,, —metrigine d metrigi tarafindan dretilen modiiler A—metrik

denir.

Her d metrigiigin A, # A, olacak sekilde bir modiiler A—metrik vardur.

Ornek 4.1.9. X bostan farkli bir kiime, n>3 ve A, :(0,00)x X" —[0,00]

|

seklinde tanimli olsun. Bu durumda, (X,A) bir modiiler A—metriktir. MA1) ve

fonksiyonu her 2 >0 ve x;,X,,...,x, € X igin,

A, (X1, % e X, ) {Z|x—xn|+

n-1
Zx—x
i=1

MA2) kosullar1 kolaylikla goriilebilir. Her i =1,n igin x,ae X ve A >0 olmak

lzere,
1 n-1 n-1

MA3 X ) —— o _

) A+ +Aﬂ( X2 Xn) ﬂi+---+ﬂ«n|: |=1|XI Xn|+ i=]_(XI Xn) :|
1 n-1 n-1
S—{ |% = X, + [ xn}
/’Ll+...+ﬂn i=1 i=1

2

sm[ %, —a|+]a—x,|+..+|x,_, —a|+]a=x,| |
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< Mm = +(n—_l)|x2 —a|+ m+(n_—1)|Xn =
A Ay A,
=A, (XpyenXg @) + A, (X yeenXp@) + ot A, (Xq 1o Xy @)

kosulu da saglanir. Fakat bu modiiler A—metrik d metrigi tarafindan elde edilemez.
Bu durumun aksi kabul edilsin ve bir d metrigi bu modiiler A—metrigi iiretsin. O
halde,

olacak sekilde bir d metrigi vardir. Bu takdirde her i=1,n i¢in x, € X ve 1>0

olmak iizere,

A, (%X 1oy xn):%{ fz_l|x,—xn|Jr f‘l(xi -X,) }
=2 (0=1x x|+ (- 1lx x| ] (45)
:E(n—l)|xi—xn|
ve
1 n-1
A (X XX, ) == D d(X,X,)
A (4.6)
:%(n—l)d(xl,xn)

olup (4.5) ve (4.6)'dan

d(x.%) =20 %,

bulunur. Boylece modiiler A—metrik d metriginden iiretildigine gore

n-1
:>|X1 Xt X _(n_l)xn| ZZ|Xi _Xn|
i—1
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olmalidir. Fakat bu son esitlik bir ¢eligskidir. Dolayisiyla verilmis olan modiiler A—

metrik bir metrik tarafindan uiretilemez.

Eger bu ¢eliski ortaya ¢ikmasaydi yani her modiiler A—metrik bir metrik
tarafindan tretilseydi modiiler A—metrik uzaylarim metrik uzaylardan pek bir farki

olmayacakti. Dogal olarak modiiler A—metrik uzay kavrami 6nemini yitirecekti.
Tanim 4.1.10. (X , A) bir modiiler A—metrik uzay olsun. x, € X ve r >0 igin
B, (X, 1) agik yuvari ve B, [%.r] kapali yuvari sirastyla
By (X0, 1) =Hye XA (Y., ¥, %) <T}
ve
By [Xo.F] i={ye X 1 A(Y,, ¥ %) <1}
seklinde tanimlidir.
Tanim 4.1.11. (X, A) bir modiiler A—metrik uzay ve Y < X olsun.

I. Eger her 1>0 ve her xeY i¢in B, (x,r)cY olacak sekilde bir r, >0

sayis1 varsa, Y kiimesine X 'in bir agik alt kiimesi denir.
i 7, ={Y =« X:vxeY i¢in3r >0 vardir syle ki B, (x,r) =Y}

olsun. Bu durumda z,'ya modiiler A-metrigin X {izerinde iirettigi topoloji denir.

Teorem 4.1.12. (X,A) bir modiler A-metrik uzay olsun. Bu durumda,

(X,7,) bir Hausdorff uzaydir.
Ispat: x,yeX igin x#y Ve c=A (X,X,...,x,y) olsun. U =B, (X,z=5) Ve
V =B, (v,3) kiimeleri alnsm. Bu durumda, xeU ve yeV'dir. UnV =4

oldugu gosterilmelidir. Bu durumun aksi kabul edilsin ve zeU NV olsun. Bu

c
2(n-1)

durumda, 7 < B, (X, ) Ve zeB, (y,%) dir. O halde agik yuvar tanimindan,

A (z,2,2,..,2,X) <
n 2(n-1)

AA(Z,Z,Z,...,Z,y)<%
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esitsizlikleri yazilir. Lemma 4.1.3 kullanilarak,

c=A(XX...XY)
<(n-DA(zz..2,X)+A,(z,2,..,2,Y)

c C
+_
2(n=-1) 2

<(n-1)
=c
celiskisi elde edilir. O halde, U nV = &'dir. Boylece (X,z,) bir Hausdorff uzaydir.
Tamim 4.1.13. (X,A) modiiler A-metrik uzaymda {x} dizisi ve xe X
noktasi verilsin. Her £>0 ve her A>0 igin her k2>k, oldugunda
A, (X, X X, X) < & olacak sekilde en az bir K,(&) >0 sayis1 varsa {x} dizisi x

noktasina A, — yakmsaktir denir.

Diger bir ifadeyle, eger her 4 >0 i¢in k—oo iken A, (X, X,..., X, X) >0

oluyorsa {x} dizisi X noktasina A, — yakinsaktir.

Tanim 4.1.14. (X,A) modiiler A-metrik uzayinda {x,} dizisi verilsin. Her
£>0 ve her A>0 icin her m,k >k, oldugunda A, (X, X,,...,X.,X,) <& olacak

sekilde en az bir k(&) >0 sayisi varsa {x,} dizisine bir A, —Cauchy dizisi denir.

Diger bir ifadeyle, eger her A >0 igin mk »> o iken A, (X, X ,..., X, X,,) =0

oluyorsa {x,} dizisine bir A, — Cauchy dizisi denir.

Tanim 4.1.15. (X ,A) modiiler A—metrik uzaymnda her A, — Cauchy dizisi bir

X € X noktasina yakmsak ise (X,A) uzaymna tam modiiler A—metrik uzay denir.
Ornek 4.1.16. X :[0,6) uzayi iizerinde tanimli modiiler A-metrik, Ornek

L 1 .
4.1.7'de tanimlandig gibi verilsin. {x,} dizisi {X}=6 Y olarak alinsin. Bu dizi bu

uzayda
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n e’ —e’
(bt )-S5
i=1i<j A
:(n—l) X _ g
A
:(ngl) e6‘%_ee_% LN

oldugundan bir A, — Cauchy dizisidir fakat
1 K —o0
(s3] s
oldugundan X 'te yakinsak bir dizi degildir. Béylece (X,A) bir tam modiiler A—
metrik uzay degildir.

Teorem 4.1.17. (X ,A) bir modiiler A—metrik uzay ve {x.} bu uzayda bir dizi

olsun. Eger {x } dizisi X 'te bir X noktasma A, —yakinsiyorsa, bu X noktasi tektir.

Ispat: X 'te bir {Xk} dizisi birbirinden farkli X ve Yy noktalarma A, —

yakimsasm. Her £ >0 ve i =1,n igin her A, >0 olmak iizere her k >k, igin,

A (Xes Xsens X5 X) < ,1=1,(n=-1)

ve her k >k, igin,

olacak sekilde k,k, e Nvardr. k, =maks{k,,k,} secilsin. Boylece her k>Kk, icin,
A inein Ko XYY SA (G XX ) + AL (X X X )+t AL (Y5000 %)

= Aﬂi(xk,...,xk,x)+ Aﬂ2 (Xeseenr Xy X) + oo+ Ajﬂ (Xeror X Y)

& & &

< + +...+—

2(n-1) 2(n-1) 2
& &
=02

=&
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elde edilir. Her £>0 i¢in bu esitsizlik saglandigimdan &—0 igin limit alinirsa
A riir, (XX, y) =0 elde edilir. Modiiler A-metrik uzay taniminin MAZ2)

kosulundan x = y'dir.

Teorem 4.1.18. (X, A) bir modiiler A—metrik uzay ve {x.} bu uzayda bir dizi
olsun. Eger {x} dizisi X'te A, —yakmsak bir diziyse, {x .} bir A, —Cauchy
dizisidir.

Ispat: {Xk}, X'te A, —yakimnsak bir dizi olsun. Bu durumda her A >0 i¢in
k—>oo iken A, (X,...,X,X)—>0 olacak sekilde bir x e X vardir. Her £>0 ve

i=1n i¢in A, >0 olmak iizere her k >k, i¢in,

ve her m >k, i¢in,
Aﬂn(xm,...,xm,x)<§

olacak sekilde k;,k, € Nvardir. k, = maks{k,,k,} secilsin. Her m,k >k, i¢in,

Asnyein Koo X0 X0 ) S AL (K X, X) + AL (Xree X, X)

A, (Xres X X)

+Aﬂﬂ (Xyyseees X X)

&

<(n-=-1) 20 1)

&
+_
2
=&
elde edilir. Boylece {x } bir A, — Cauchy dizisidir.
Tanim 4.1.19. (X,A) ve (X',A") birer modiler A-metrik uzay ve

f:X —> X" bir fonksiyon olsun. Eger verilen her &£>0 sayisi igin
A, (X,X,...,x,a)<5 oldugunda A; ( f(X), f (X)), F(X), T (a)) < ¢ olacak bicimde
bir 6 >0 sayisi bulunabiliyorsa f fonksiyonuna a e X noktasinda A, — siireklidir

denir.
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Eger f fonksiyonu X kiimesinin her bir noktasinda A, —siirekli ise f

fonksiyonu X iizerinde A, — siireklidir denir.

Tanim 4.1.20. (X,A) ve (X',A") birer modiler A-metrik uzay ve
f: X — X" bir fonksiyon olsun. X 'teki her {x} dizisi i¢cin x, € X olmak iizere
A (Koo X %) =0 iken AT(F (%), (%), F(%))—>0 oluyorsa  f
fonksiyonuna x, noktasinda A, — dizisel siireklidir denir.

Lemma 4.1.21. (X, A) bir modiiler A-metrik uzay ve her x;,X,,...,.X, € X
icin A(-,Xl,xz,...,xn):(0,00)—>[O,oo] stirekli olsun. Eger x, — X ve y, — y olacak

sekilde {x } ve {y,} dizilerivarsa
A (X X Vi ) = A (X X, )
dir.
Ispat: X, — X ve Yy, —y olacak sekilde {x) ve {y,} dizileri alnsmn. O

zaman her £>0 ve her >0 i¢in her k > k; oldugunda

e
As (X e Xy X) < 201
ve her k >k, oldugunda
e
A N VA
J(yk Yk Y)<2(n_1)

olacak sekilde en az bir k ,k, € NV vardir. k, = maks{k,,k,} alnirsa her k >k igin,

A, ans Ko X0 Vi) S (M=) A (X X X) + (M=) A (Viors Yo ) + AL (X, X, )

yazilir. Buradan

Arvapras (R ) < (n=1)

A/1+2(n—1)5(xk""’xk1 Yk)_ AA(X’--wX, Y) <&

elde edilir. § — 0 i¢in limit alinirsa,
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A, (Xreen X Vi ) = A (XX Y ) < € (4.7)
bulunur. Diger yandan

A, s (X X V) S (M=) Ay (X X, X )+ (M=) AL (Yo Y Vi) + A (X X i)

yazilir. Buradan

Am(n1)5(x,...,x,y)<(n—1)2(ng_1)+(n—1)2(ng_ )+Al(xk,...,xk,yk)
A, ans (X X ¥ ) = Ay (Xyreen Xy ¥y ) < &
elde edilir. 5§ — 0 icin limit alinirsa,
A (X X, Y) = A (Xres s Vi ) < € (4.8)

bulunur. (4.7) ve (4.8) esitsizliklerinden
|A (X X Vi) = A (X X Y| < &

oldugu goriiliir ve buradan da

seklinde istenilen sonug elde edilir.
4.2. Modiiler A—Metrik Uzaylarda Bagdasabilir Doniisiimler

Bu kisimda A-tip ve P-—tip bagdasabilir doniisim kavramlarindan
yararlanilarak daha o©nce tanimlanan modiiler A—metrik uzaylar {izerinde
bagdasabilir, o —tip bagdasabilir ve f —tip bagdasabilir doniistimler tanitildi ve bu
doniisiimler arasindaki iliskiler incelendi.

Tanim 4.2.1. (X,A) bir modiler A- metrik uzay ve S, T:X — X iki
doniisim olsun. X'te bir {x} dizisi igin {Tx,} ve {Sx} dizileri ayn1 zeX
noktasina A, — yakimsasin. Eger

lim A, (STX,,..., STx,,TSx, ) =0

k—o0

saglaniyorsa S ve T 'ye bagdasabilir doniisiimler denir.
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Ornek 4.2.2. X =R olmak iizere A :(0,00)x X" —[0,00] fonksiyonunun her

X)Xy X, € X Ve her >0 dgin A (XXX ZZ‘X X;| seklinde

i=1i<j
tammlandiginda X iizerinde bir modiiler A-metrik oldugu Ornek 4.1.5'te gosterildi.

Her xe X i¢in S,T:X — X donigtimleri S(x)=x* Ve T(x)=x* olacak sekilde

1 . .
tanimlansmm ve R 'de {Xk}ZE,kzl,Z,... seklinde tamimli olan bir (X} dizisi
alinsi. Bu durumda,

lim Sx, = lim— ! =0

k—oo k—o0 k2

.1
limTx, =lim—=0
k—o0 k—o k

olup {Sx} ve {Tx} dizileri 0cR noktasma A, —yakmsar. Ayrica STx, :kis ve

TSx, = kie dir. Boylece

K —o0

lim A, (STX,,...,.5TX,TSX, ) = lim A, (%iij

_4 im0
n k—o0
=0
oldugundan S ve T bagdasabilirdir.

Ornek 4.2.3. X =[0,2] olmak iizere A, :(0,00)x X" —[0,0] fonksiyonu her

X, X%, X, € X ve her A>0 igin A, ( Zz seklinde

i=1i<j
tanimlandiginda X {izerinde bir modiiler A—metriktir. Ayrica her xe X i¢in

S, T: X — X doniisiimleri,

1, Xe[O,l] 2, x=1
S(¥)=1x+1 xe(1,2] T)=9x+3 4
2 ) ) 4 1

olacak sekilde tanimlansm ve X'te {x }=1- % k=1,2,... seklinde taniml1 olan bir

{x} dizisi almsm. Bu durumda,
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imTx, =lim————~=1

k—o0 k—o0
olup {Sx} ve {Tx.} dizileri 1€ X noktasma A, —yakmnsar. Ayrica STx, =1 ve
TSx, =2 dir. Boylece
lim A, (STX,,...,.STX, ,TSxk):i!LngoAl(l,...,l,Z)

k—>ow
. pe—e| e—¢] \e—eﬂ]
=lim +...4 +
k —>o0 1 /1 ﬁ

o<

=lim(n-1)

k—o0

#0
oldugundan S ve T bagdasabilir degildir.
Tamm 4.2.4. (X,A) bir modiiller A-metrik uzay ve S,T:X — X iki
doniisim olsun. X'te bir {x} dizisi i¢in {Tx } ve {Sx.} dizileri ayn1 zeX
noktasina A, — yakimsasm. Eger

lim A, (STX,, TTX,..., TTX,, TTX, ) =0
lim A, (TSX,, SSX,..., SSxX,,SSx, ) =0
saglaniyor ise S ve T'ye a —tip bagdasabilir doniistimler denir.
Ornek 4.2.5. X =[0,6] olmak iizere A, :(0,00)x X" —[0,0] fonksiyonu her

o |e%—el
X, X, X, € X Ve her A>0 igin Aﬂ(xl,xz,...,xn):zzT seklinde
i=1i<j

tanimlandiginda X {izerinde bir modiiler A—metriktir. Ayrica her xe X i¢in

S,T:X —> X doniistimleri,

S(x):{x’ x€[0,3) T(X):{G—x, x[0,3)

6, xe[36] 6, xe[36]

olacak sekilde tanimlansm ve X 'te {x }=3- k_12 Jk =1,2,... seklinde taniml1 olan bir

{x} dizisi almsm. Bu durumda
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lim Sx, = Iim3—i2:3

k—o0 k—o0

limTx, = Iim6—3+k—12=3

k—o0 k—o0

olup {Sx.} ve {Tx} dizileri 3eX noktasma A, —yakinsar. Ayrica

STx, =6, SSx, =3—k—:|'2,TSxk =6—3+k—12=3+k—12, TTx, =6 dir. Boylece

lim A, (ST, TTX,,.. TTX,) = l!im A (6.6,..6)

k—o0

‘ee —e6‘+‘e6 —e6‘+...+‘e6 —e""

= lim
e )
=0
lim A, (TSX,,SSX,,...,SSX, ) = lim Aﬂy(3+i 3L . 3—ij
Koo ' pe Koo K2’ k2T k2
33t 31 3L 31 32t 31
e ¥ —e ¥ltle ¥ —e K¥l4. +le ¥ —e ¥
= lim
o> A
=0

oldugundan S ve T, « —tip bagdasabilirdir.

Ornek 4.2.6. X =R olmak iizere A, :(0,00)x X" —[0,o0] fonksiyonunun her

n
X, Xy, X, € X Ve her A >0 icin Al(xl,xz,...,xn):%ZZ‘Xi—Xj‘ seklinde

i=1 i<j
tanimlandiginda R iizerinde bir modiiler A—metrik oldugu Ornek 4.1.5'te gosterildi.

Ayrica her x e X igin S,T : X — X doniisiimleri

2, x=0
1

S(x)=
3 x#0 ”

olacak seklinde tamimlansin ve X'te {Xk} =k, k=1,2,... seklinde tanimli olan {x}

dizisi almsin. Bu durumda

lim Sx, :Eim%:O

k—0

limTx, = Iimi =0
k—oo k—oo k5
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olup {Sx} ve {Tx.} dizileri 0eX noktasma A, —yakmnsar. Ayrica
STx, =k*, TSx, =k, TTx, =k®, SSx, =k° dir. Boylece,

Hn1A&(STXWHUSTXMTSXk):EHn/y(km,””kﬁ,kﬁ)

k—o0

_ ,!I_TO%Ukls _k15‘ n ”._’_‘le _k15‘ +‘k15 _k15u
-0
olup S ve T bagdasabilirdir. Fakat

!Egly(SwaTwa_”TTxk):EEQA&(k“,k”,_”k%)

:i!m%[ ‘kls _kzs‘+‘k15 —k25‘+...+‘k25 _kzs‘ ]
=I!Lr?0%(n—l)‘k15—k25‘
= 00
1HQA&(TSXWSSXV_WSSXk)=!EQA&(k“,k%"”kg)
:ym%ﬂkﬁ—kﬂ+wﬁ—kﬂ+m+wg—wﬂ
=£m%(n—1)\k15—k9\
= 00

oldugundan dolay1 S ve T, « —tip bagdasabilir degildir.

Onerme 4.2.7. (X,A) bir modiler A-metrik uzay ve S,T:X —>X
dontigtimleri A, — stirekli olsun. Eger S ve T bagdasabilir ise ayni zamanda « — tip
bagdasabilirdir.

Ispat: X 'te bir {Xk} dizisi i¢in {Sx,} ve {Tx,} dizileri ayn1 ze X noktasina
A, —yakmsasin ve S ile T doniisiimleri bagdasabilir olsun. S ve T doniisiimleri
A, —siirekli oldugundan,

kILn; SSx, = I!To]o STx, =Sz
kILr?O TSx, = EmTTXk =Tz
olur. Ayrica S ve T bagdasabilir oldugundan

lim A, (ST, ,....STX,,TSx, ) =0

drr.
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A, (TSX, ..., 58X, SS%, ) = A, (TSX, ..., TSX, ,SSX, )
<A, (TSX s TSX,, STX ) + ..o+ A, (TSX, ..., STX, )+ A, (SSX, ..., SSX, ,STX, )
esitsizliginden
fim A, (TSX, 58X, ,...,85%, ) =0

dir. Benzer sekilde

fim A, (STX T, .., TTX, ) =0

dir. Boylece S ve T, a-tip bagdasabilir doniisiimlerdir.

Onerme 4.2.8. (X,A) bir modiler A-metrik uzay ve ST:X —>X
dontigtimleri « —tip bagdasabilir olsun. Eger S veya T' den en az biri A, — siirekli
ise S ve T bagdasabilirdir.

Ispat: T doniisimii A, —siirekli ve X 'te bir {x,} dizisi i¢in {Sx,} ve {Tx}

aynt Z € X noktasma A, —yakinsak olsun. Bu durumda, T A, — siirekli oldugundan
!imTSxk = I!imTTxk =Tz
dir. Modiiler A-metrik uzay taniminin MA3) kosulundan

A, (STX 1, STX TSX, ) < A, (STX, 1.0, STX TTX, )

n

+A, (STX, 1 STX, TTX, ) (4.9)

n

+A; (TSX ., TSX, TTX, )

n

yazilir. S ve T, a —tip bagdasabilir oldugundan

lim A, (TS, ,SSX ,...,SSX, ) =0

n

imA, (STx, ,TTX,,...TTx, ) =0

I
k—o0 o
dir. Boylece (4.9) esitsizliginden,

lim A, (STX, ,...,5Tx,,TSX, ) =0

k—o0
olup S veT, (X ,A) modiiler A—metrik uzayinda bagdasabilirdir.
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Sonug 4.2.9. (X,A) bir modiler A-metrik uzay ve ST:X —X
doniisiimleri A, — stirekli olsun. S ve T bagdasabilirdir ancak ve ancak S ve T,
a —tip bagdasabilirdir.

Tanim 4.2.10. (X,A) bir modiiler A-metrik uzay ve S,T:X — X iki
doniisiim olsun. X'te bir {x} dizisi i¢in {Tx ) ve {Sx dizileri aym zeX

noktasma A, —yakinsasin. Eger

lim A, (SSX, ..., SS%,, TTx, ) =0

k—o0

saglaniyorsa S ve T'ye, S —tip bagdasabilir doniistimler denir.

Ornek 4.2.11. X =R olmak iizere A, :(0,00)x X" —[0,00] fonksiyonunun her

n
X, %, X, € X Ve her A>0 igin Al(xl,xz,...,xn):%ZZ‘xi—xj‘ seklinde

i=1 i<]
tanimlandiginda X {izerinde bir modiiler A-metrik oldugu Ornek 4.1.5'te gosterildi.

Ayrica her x e X i¢in S, T : X — X doniisiimleri

5, X:0 1)
1 T(x)=11

3!

S(x)=

—, Xx#0 X#0

x? X

seklinde tanimlansm ve X'te {x}=k,k=1,2,.. seklinde tammli olan bir {x,}

dizisi almsin. Bu durumda

lim Sx, = Iimi =0
k= k—w k2

limTx, = Iimi3 =0
k—o0 k—)ook

dir. Ayrica STx, =k®, TSx, =k°, TTx, =k®, SSx, =k* dir. Boylece,

lim A, (STX,.....STx, . TSx, ) = lim A, (K®,... k" k®)

kK —o0

=m%[ KE —k°|+ .t [k = K| ]
-0

olup S ve T bagdasabilirdir. Fakat
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lim A, (SSX,,...,85%, . TTx, ) = lim A, (K*1ek? k)

K —o0

= m%ﬂk“ =k [k = ke[ _k‘ﬂ
=lin 3 (-2 -

= o0
oldugundan dolay1 S ve T, - tip bagdasabilir degildir.

Ornek 4.2.12. Ornek 4.2.3'te verilen modiiler A—metrik fonksiyonu ile S ve
T doniisimleri almsin. Bu doniisimlerin bagdasabilir olmadigi gosterildi. Ayni
zamanda o —tip bagdasabilir doniisim de degildir. Fakat g —tip bagdasabilir

dontisimdiir. Gergekten, her x € X i¢in S,T : X — X asagidaki sekilde verilen

1, Xe[O,l] 2, x=1
S()=1x+1 xe(1,2] T=1x+3 4
2 ) ) 4 1

. 1
donisiimleri ile {Xk} =1- E k=1,2,... seklinde taniml olan {Xk} dizisi i¢in,

ymszl
limTx, = lim =1 _4
k—a0 koo 4k

olup {Sx.} ve ({Tx.} dizileri 1eX noktasma A, —yakinsar. Ayrica

16k -1 .
SSx, =1, STx, =1, TTx, = ?LT’ TSx, =2 dir. Bu donisiimlerin bagdasabilir

olmadig1 Ornek 4.2.3'te gosterilmistir. Burada a —tip bagdasabilir olmadig1 fakat
[ — tip bagdasabilir oldugu gosterilecektir. Tanim 4.2.4'ten,

lim A, (ST, TTx...TTx) = lim A, [1,16k ~1 16k _1J

ke 16k 16k
16k-1 16k-1 16k-1 16k-1
e—e 16k +le—e 16k +.“+e16k —e 16k
= lim
k—a0 /1
n_l ) 16k-1
:ﬁ———lhm e—e ok
/l kK —o0
=0
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l!l_To A, (TSX,,SSX,,....SSX, ) = !Lrg A (21,...1)

‘ez—e‘+‘e2—e‘+...+|e—e|

=lim
k—o /’L
= lim M‘ez —e‘
k— o /I
_ (n_l)‘ez _e‘
A

olup S ve T, a-tip bagdasabilir degildir. Tanim 4.2.10'dan,

. . 16k -1
l!l_)n;A/I(SSXk"“’SSXk’TTXk)=|!T;|OA/1[1""’1’ 16k j
i 16k-1| ]
e—g 16k
| |e—¢| le—e|
=lim +..+ +
k—o0 A A A
n-1 El
:—( )Iim g—e 16
//{/ k—o0
=0

olup S ve T, S —tip bagdasabilirdir.

Onerme 4.2.13. (X,A) bir modiler A-metrik uzay ve ST:X —X
dontigtimleri A, — stirekli iki doniigiim olsun. Eger S ve T bagdasabilir doniisim
ise ayn1 zamanda f—tip bagdasabilirdir.

Ispat: S ile T bagdasabilir doniisiimler ve X 'te bir {x,} dizisii¢in {Sx} ve
{Tx,} aym zeX noktasma A, —yakmsak olsun. Bu durumda, S ve T
doniistimleri A, — stirekli oldugundan,

lim SSx, = !im STx, =Sz

k—o0

limTSx, = Eim TTX, =Tz

k—o0

vardir. Ayrica S ve T bagdasabilir oldugundan

limA, (STX .., STX, . TSX, ) =0
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olur. Boylece
A, (SSX¢ 1SS TTX ) < Ay (SSX 00, SSX, STX ) + oot A (SSX,00, SSX, STX ) + A, (TTX, ..., TTX, STX, )

n n

< A, (SSX, 1, SSX, STX ) + ...t A, (SSX, ..., 88X, , STX, )

AL (T TTXTSX ) ot A (TTX 4 TTXTSX )+ A (STX 0, STX, TS, )

n? n n?

esitsizliginden
l!im A, (8S%,,SSX ... TTx, ) =0

elde edilir. Boylece S ve T, B-tip bagdasabilir doniisiimlerdir.

Onerme 4.2.14. (X,A) bir modiiler A-metrik uzay ve S T:X —>X
dontigtimleri f-tip bagdasabilir olsun. Eger S ve T doniisiimleri A, — siirekli ise
bagdasabilirdir.

Ispat: S ve T, B—tip bagdasabilir dniisiimler ve X' te bir {x} dizisi i¢in
{Sx.} ve {Tx} dizileri ayn1 ze X noktasma A, —yakimnsak olsun. Bu durumda S

ve T A, —siirekli oldugundan

lim SSx, = I!im STx, =Sz

k —o0

limTSx, = !im TTX, =Tz

k—o0
dir. Boylece modiiler A—metrik uzay taniminin MA3) kosulundan

A, (ST, 1o, STXGTSX ) < A, (STX,, ST, SSX, ) + A, (STX,1,SSX, SSX )+ oot A, (TSX,,-.. TSX, S5, )

n n n

<A, (STX, ST, SSX ) + ot A, (STX,.,..., ST, ,SSX, )

n

+ A, (T 1o TSX TTX )+t A (TSX o TSXGTTX )+ A (SSX, 1, S8%, T, )

n? n? n?

yazilir.

lim A, (STx,,...STx, TSx,) =0
clde edilir. Boylece S ve T, (X,A) modiiler A-metrik uzayinda bagdasabilirdir.

Sonu¢ 4.2.15. (X,A) bir modiller A-metrik uzay ve ST:X —>X
doniisimleri A, —siirekli iki doniisiim olsun. S ve T bagdasabilirdir ancak ve

ancak S ve T, f—tip bagdasabilirdir.
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Onerme 4.2.16. (X,A) bir modiiler A-metrik uzay ve S,T:X — X
doniigtimleri A, — siirekli iki doniisiim olsun. Eger S ve T, [ —tip bagdasabilir ise
ayni zamanda « — tip bagdasabilirdir.

Ispat: S ve T, p—tip bagdasabilir doniisiimler ve X' te bir {x } dizisi i¢in
{Sx} ve {Tx} dizileri ayn1 ze X noktasina A, —yakinsak olsun. Bu durumda, S
ve T donisiimleri A, — siirekli oldugundan,

kILn; SSx, = !m STx, =Sz

iimTSxn = 1imTTxk =Tz
olur. Ayrica S ve T, S —tip bagdasabilir oldugundan

lim A, (SSX, ,...,S8%, , TTx, ) =0

dir. Boylece

A, (STX, ..., STX, T, ) < A, (STX, 1., STX,SSX, ) + ...+ A, (TTX,.... TTX,,SSx, )

esitsizliginden

lim A, (STX,..,.STX . TTx, ) =0

k—o0
elde edilir. Benzer sekilde

lim A, (TSX, ,....TSx, ,SSx, ) =0

k—o0

bulunur. Boylece S ve T, a-tip bagdasabilirdir.

Onerme 4.2.17. (X,A) bir modiler A-metrik uzay ve ST:X —X
doniisimleri « —tip bagdasabilir olsun. Eger S ve T doniisiimlerinden en az biri
A, —siirekliise S ve T, f—tip bagdasabilirdir.

Ispat. S doniisimii A, —siirekli bir doniisiim ve X'te bir {x,} dizisi i¢in
{Sx} ve {Tx} dizileri ayn1 ze X noktasma A, —yakimsak olsun. Bu durumda S

dontisiimii A, — stirekli oldugundan

lim SSx, = I!im STx, =Sz

k—00
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dir. Modiiler A-metrik uzay taniminin MA3) kosulundan

A, (SS% -, SSX TTX ) < A, (SSX...,SSX,,STX, )

n

+A, (SSX,,....SSX, ,STX, ) (4.10)

n

+A, (TTX 00 TTX,, STX, )

n

yazilir. S ve T, «a —tip bagdasabilir oldugundan

lim A, (TSX, ,SS%,,....SSx, ) =0

lim A, (STX, . TTX,,... TTx, ) =0

dir. Boylece (4.10) esitsizliginden,

lim A, (SS,,...,S8x, TTx, ) =0
olup S ve T, (X,A) modiiler A-metrik uzaymda /S - tip bagdasabilirdir.

Sonug 4.2.18. (X,A) bir modiller A-metrik uzay ve ST:X —>X
doniisimleri A, — siirekli iki doniigiim olsun. S ve T, « —tip bagdasabilirdir ancak

ve ancak f — tip bagdasabilirdir.
4.3. Modiiler A—Metrik Uzaylarda Baz1 Sabit Nokta Teoremleri

Bu kisimda modiiler A—metrik uzaylarda tarafimizca elde edilen bazi sabit

nokta teoremleri verilecektir.
4.3.1. Modiiler A—Metrik Uzaylar Icin Banach Sabit Nokta Teoremi
Tanim 4.3.1.1. (X,A) bir modiler A—metrik uzay ve T:X —X bir
doniisim olsun. Eger her X,y € X ve her A >0 i¢in
A (TXTX, TXTY) S A (X X X, )
olacak sekilde 0<q<1 varsa T 'ye daralma doniisiimii denir.

Banach sabit nokta teoreminin modiiler A—metrik uzaylar i¢in genellestirmesi

Teorem 4.3.1.2'deki gibidir.
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Teorem 4.3.1.2. (X,A) bir tam modiiler A—metrik uzay ve T:X — X

daralma doniisiimii olsun. Bu durumda T, X'te tek bir sabit noktaya sahiptir. Ayrica

Xe X i¢in {Tkx} iterasyon dizisi bu sabit noktaya A, — yakinsar.
Ispat : x,, X'te keyfi bir nokta olsun. Her k e N igin,
X, =Tx _, =T"%,
ile tammli Picard iterasyonu tarafindan tiretilen {x,} dizisi alinsmn. Her A >0 ve her
k eN igin
A (Xearreo X %) = A (TXe TXG TX )
S OA, (X X Xt )
=0A, (TX_ys o TX 1, T, )

< qu)‘ (Xk—l""’ kal’ Xk72)

<G A (X X0 %o )

yazilir. Her A >0 i¢in l!imAA(XM,...,XM,Xk)S limg“A (X,,.... %, %, ) =0 dir.

k—o

Her k,me N ve m>Kk i¢in,

m-2
A (X XX ) S(M=1) DA, (Ko XX 1) + A, (K g Ko 11X,
i=k  m-k nmk
m-2
S(n_l) qIA A (Xli"'ixllxo)—i_qmilA A (Xl""’xl’xo)
i=k m—k m-k

n n

:(n—l)[qk +qk*1+...+qm‘1]A o (X X0 %)

nmfk

=(n—1)qk[1_qm_ij s (XX %)

1_ q m—k

n

S(n—l)(lqkq]A s (Ko X0 % )

I,]m—k

olup k — oo igin limit alinirsa
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k
. . q
,!I_)rgAﬂ(Xk"“’Xk’Xm)Slm(n_l)[1 q]Ai (Xg e Xg X )
=0
elde edilir. Boylece {x,} bir A, — Cauchy dizisidir. X 'in tam uzay olmasi ile birlikte

bu {x,} dizisi X'te bir X noktasina A, —yakinsar. Modiiler A—metrik ve daralma

doniigiim tanimlar1 birlikte disiiniildiigiinde her A >0 ve her k e N i¢in

A (TX,..., T, X) < A&(Tx,...,Tx,Txk)+...+ A&(Tx,...,Tx,Txk)+ A&(x X, TX,)

S QA (Xreees X X ) o OA, (X X X )+ A (X X X1

n n

olup k — oo igin limit alinirsa AA(TX,...,TX,X)=0 olur ki, buradan Tx=x bulunur.

Yani X, T 'nin sabit noktasidir. Simdi X'in tek sabit nokta oldugu gosterilsin. T 'nin

X'ten farkli olacak sekilde bir diger sabit noktas: z olsun. Her A >0 igin

A (X%, X, 2)= A (TX,TX,..., TX,TZ)
<A (X, X, X,2)

olup
(1-a)A (XX,....x,2) <0

yazilir. 0<q<1 oldugundan A (X,X,...XZ)=0 olur. O halde x=z bulunur.

Boylece X, T 'nin tek bir sabit noktasidir.

4.3.2. Bagdasabilir Doniisiimler icin Ortak Sabit Nokta Teoremleri

Bu kisimda, modiiler A—metrik uzaylarda bagdasabilir olma O6zelliginden
faydalanilarak bir ortak sabit nokta teoremi ispatlandi ve bu teoremin sartlarini

saglayan bir 6rnek verildi.
Teorem 4.3.2.1. (X, A) tam modiiler A—metrik uzay olsun ve T,S:X — X
dontistimleri her x,x,,...,x, € X ve 0<q<1 i¢in asagidaki sartlar1 saglasin:
() T(X)=S(X),
(i) T yada S doniigimi A, — siirekli,

(iii) T ve S bagdasabilir doniigtimler,
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(V) A (T%, Ty, TX, ) < AA, (SX, SXy, ... SX )
Budurumda T ve S, X'tetek bir sabit noktaya sahiptir.

Ispat: x,, X'te keyfi bir nokta olsun. T(X)<S(X) oldugundan Tx, = Sx,
olacak sekilde X 'te bir x, noktasi secilebilir. Bu durum genellenerek k =0,1,2,...
icin

Y =TX, =SX,

olacak sekilde bir {x, .} dizisi olusturabilir. (iv) numaral kosul ile birlikte

A (oo T X1 ) S AA, (SXyrees SX, SX,2)
=0A (TX_ysee TX 1, TX, )
< QA (SXy_gsers SX, 1, SX,)

=q Ax( kv X 2’TXk—1)

<A, (SX, 5%, 5K, )
= A (TXg,.., TXy, TX,)

yazilir. K — o0 i¢in limit alinirsa,

lim A, (Tx ..., TX, TX,,y) < lim QA (TXgy TXo, TX, ) =0

k—o0

elde edilir. Her k,me N ve m>Kk i¢in

m 2
A (T TX TX) A, T T )+ A L (T

=k m—k nm—k
-2

X TX )

ml’

3 —

<(N=1)D a'A , (T T, TX) A" A, (TXg0e T, TX,)

i=k r1m—k nmfk

<(n —1)[qk +0 T+ g™ q'“‘l]A 2 (X TXg, T,

nm—k

T

|_\
_Q

<(n- 1)(

olup k — o0 i¢in limit alinirsa

jA (TXg,0, TX, TX,)



lim A, (T, T, T, ) < lim(n —1)(1qkq]A (MY TX, TX,)

=0
elde edilir. O halde {Tx,} bir A, —Cauchy dizisidir. (X, A) bir tam modiiler A—
metrik uzay oldugundan l!m Y, = lmek = l!m SX,,; =2 olacak sekilde bir z e X
noktasi vardir. T ya da S'den biri A, —siirekli oldugundan (kabul edilsin ki S
A, —siirekli olsun) l!i_TOSTXk =Sz dir. Ayrica S ve T bagdasabilir doniigimler

oldugundan

lim A (STx,,STX,,...,STX,, TSx,) =0

k—oo

olur ve buradan limTSx, = Sz oldugu goriiliir. (iv) numarali kosuldan,

k —o0

A (Sz,..82,2) = A (TSX 1., TSX, TX, ) < GA, (SSX,,..., SSX,, SX, )
elde edilir. kK — oo i¢in limit alinirsa Sz =z elde edilir.Yine (iv) numarali kosuldan,
A (Tx T, TZ) < A.A (SX,, SXy .0, SX, SZ)

olur ve k — oo igin limit alinirsa z=Tz elde edilir. Béylece TZ=Sz =2 oldugu

goriiliir ve z, T ve S'nin ortak sabit noktasidir.

Sabit noktanin tekligini géstermek i¢cin T ve S'nin z #v olacak sekilde farkli

bir ortak sabit noktas1 oldugu kabul edilsin. (iv) numarali kosuldan,

A(z,...zv)=A (Tz,...Tz,Tv) <0A (Sz,...,Sz,5v)
=0A (Z,....2,V)
<A (z,...2,V)

yazilir. Bu bir ¢eliski olup Z =V olur ve ortak sabit nokta tektir.
Ornek 4.3.2.2. X =[-11] olmak {izere A, :(0,00)x X" —[0,%0] fonksiyonu

x, e X ve A>0 i¢in

}\’ n
A6 t) =25 S )

i=1 i<j
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seklinde tanimlandiginda X iizerinde bir modiiler A— metriktir. Ayrica her X € X

icin S,T:X — X doniistimleri Sx:g ve Tx:; olacak sekilde tanimlansin.

Burada T ile S doniisiimleri A, —siireklidir ve T(X)cS(X)'tir. Ayrica her

3 ..
Xy Xgyeeny X, € X V€ 7£q<1 I¢In

A (Tx, TX,,..., TX, ) < 9A, (SX,, SX,, ..., SX,,)

dir. X 'te {x,) :%, k =1,2,3,... seklinde tanml olan bir {x,} dizisi igin

limSx, = Iimi =0
k—o0 k—x 3k

limTx, = Iimi =0
k—>o0 koo Tk

olup {Sx,} ve {Tx} dizileri OeX noktasma A, —yakmsar ve S ile T
doniistimleri bagdasabilirdir. Béylece Teorem 4.3.2.1'in tiim sartlar1 saglanir ve 0,

T ile S nin tek ortak sabit noktasidir.

43.3. a-Tip Bagdasabilir Doéniisiimler I¢in Ortak Sabit Nokta

Teoremleri

Bu bolimde, modiiler A—metrik uzaylarda dort tane donisim ig¢in
bagdasabilir doniisiimlerin bir alt smifi olan « —tip bagdasabilir olma 6zelliginden
faydalanilarak tek degerli doniisiimler i¢in ortak sabit nokta teoremi ispatlandi ve

sonugclar1 incelendi.
Teorem 4.3.3.1. (X,A) bir tam modiler A-metrik uzay olsun ve
P,S,T,Q: X — X doniisiimleri asagidaki sartlar1 saglasin:
(1 PT(X)UQS(X)CST(X),
(ii) Her x,ye X, A>0 ve p+q<1 olacak sekilde 0< p,q<1 i¢in

A (PX,..., PX,QY) +[ A, (SX,.... 5%, PX) A, (TY,... Ty, Qy) |
+A (TY,... Ty, Qy) < pA?(SX,..., 5%, PX) + QA (SX,..., X, Ty),

(iii) S, T doniisimleri A, — stirekli ve ST =TS,
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(iv) (P.S) ve (Q.T) ciftleri & - tip bagdasabilirdir.
Bu takdirde P,S,T ve Q doniisiimlerinin bir tek ortak sabit noktasi vardir.
Ispat: x,, X'in keyfi bir noktast olsun. (i) kosulu ile birlikte
PTX,, =STXys QS =STXy ., k=0,1,2,...
seklinde bir {X,} dizisi insa edilebilir. STx, =z, olsun. x =Tx, Ve y=Sx,,,, icin
(11) kosulundan,

A (PTXgpereees Py, Q%41 ) + [ A (STXgper000 STy, PTXy ) A (TSXgpgyeees TSXp 11, QX1 ) |
A (TSXope 10 TXop 11, QXop 11 ) S PAY (STXopr0r STy, Py ) + AAL (ST STy, TSXy4 1)

elde edilir ve buradan

A (STXai10000s STXpi1, STXgi ) + [Ax (Zaerees Zair SToies2 ) A (Zacoroons Zacons S Xir2 )]
A (Zges Zao STaie2) S PAL (Zatos Zator STuear ) + OAY (Zatr Zates L)

ve

Af(zzkw---' Los1r ZZk+2)+|:AL(22k""' 22k122k+1)Ax(22k+1'---' Lo sz+2)]

+Ax2(22k+1’---’ Lok 41 sz+2) = pA/\Z(sz’---' ZZk’ZZk+l)+ qu(sz’---' ZZk’22k+l)
olup

2N (szw---v Ly 22k+2) + [Ax (Zzw---’ Loy 22k+1)Ak (22k+17"" Ly Lok )J

3(p+Q)Ax2(22ka---’zzk’sz+1)

ZAA (22k+l""' ZZk+l’ sz+2)A)L (22k+1""’ 22k+1’ 22k+2)
+A, (szi---v Zoys sz+1) A, (szw---v Lo sz+2)

< ( p+Q)Af(ng,---,22k,22k+1)

Ah<22k+1""’ Loy sz+2)[2Ax(sz+1v--’ Loy sz+2)+ A, (Zzw---’ Ly 22k+1):|
<(p+ Q)sz(zzka---’ 22k722k+1)

Ah(22k+1""’ Loys1r sz+2)Ax(szv---' ZZk’22k+1)

S(p+Q)Af(sz’---vZZk’22k+1)
elde edilir. t=p+qg<1 i¢in
AA(szﬂ ----- sz+1122k+2)5tAx(sz ----- sz’22k+1)
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yazilir. Benzer sekilde

A (Zairs Zowr Zoan) S (Zaeaeoo Zoas Zak )

dir. Bu durumda

A(Zoer T Zor) S (Zyegieo Zocn k)

<St*A (291120,

bulunur. Her k,m e N ve m>Kk olmak tizere,

A (20020 2,) S(N=D) A (Zgrn 0 Zg )+ A (2 2000 24

=(n—1)A&(zk,...,zk,zk+1)+ A (Zgyros 2 Z)

r

IN

(M=) A (Ze1 202+ (N=D) A (Zegso Zon Zaa ) + A (Zeszron Zia 2y

n2 n?

<S(N-D[A, (Zx 20 Zea) + A (Zigroo Lo Zia )+ A (2 Zo4:2,)

m-17"""* =m-1* ©m

nm—k nm—k nm—K

s(n—l)[t"+tk*1+...+tm‘1]A » (2910 20,2,)

0171

nm—k

(=Dt 1t +t" A, (2900020, 2,)

nmfk

1
<(n-1)t* il (Zgyor 20, 2;)

nm—k

olup k —>oo igin A (. 2,2,) >0 elde edilir. O halde {z} bir A, —Cauchy
dizisidir. (X,A) tam modiiler A—metrik uzay oldugundan {Zk} dizisi X 'te bir z
noktasina A, —yakinsar. PTX,, ve QSX,, ,, {Zk}'mn alt dizileri oldugundan K — oo
i¢in PTx,, — z Ve QSXx,,,, — z dir.

k=12,... i¢in y, =Tx, Ve w,=Sx_ olsun. Bu durumda k-—oo i¢in
Pyy —> 7, SY, —> 2, TWy,, —>z Ve Qw,,, —z'dir. (P,S) ve (Q,T) ciftleri a—
tip bagdasabilir doniisiimler oldugundan

l!iLDOAA(PSyzk’"-v PSY2kaSyzk)= 0
lim A, (SPY,,..., SPY,, PPy, ) =0

Kk —o0

62



ve

l!m A, (QTW2k+1’ Sl QTW2k+1vTTW2k+1) =0
l!!)ro]o A?» (TQW2k+11 "'1TQW2k+l’QQW2k+1) =0

olur. Ayrica T'nin A —siirekli ve (Q,T) ciftinin o —tip bagdasabilir doniisim

olmasindan dolayt K—o i¢in QTw,,, —»Tz Ve TTw,, —Tz'dir. Eger (ii)

kosuluda x =y, Ve y=Tw,, alnirsa,

2k+1

A)% ( I:)y2k 1 Pka ’ QTW2k+1) + I:Ah (Syzk 1 Syzk’ Py2k ) A)\ (TTW2k+l""'TTW2k+1’ QTW2k+1):|
+A)% (TTW2k+l’""TTW2k+l’QTW2k+1)

< PAL(SYarer Yars PYar ) + GAZ (SYaireeer Yo TTW,y ., )
elde edilir. Buradan,

AX(z,... z,Tz)+[AA(z,...,z,z)Ax(Tz,...,Tz,Tz)]+ A} (Tz,..,Tz,Tz)
< pA(z,...2,2)+0A (Z,...,2,T2)

olup sonug olarak

A (z,.,2,Tz)<0A(Z,...,2,Tz)
(1-9)A’(z,....2,72)<0

bulunur. 0<q<ligin A’(Z,2,..,2,T2)=0 olur ki, buradan z=Tz'dir. Benzer
sekilde Sz =z'dir.

Eger (ii) kosulunda x=vy,, ve y =z almirsa,

A (PYieens PY Q2) +[ A (SYapereos Voo PYa ) A, (T2,...,T2,Q2) |+ A (T2,...,T2,Qz)
< PAL(SYapre SYaier PYorc ) + A (SYprer Y s T2)

yazilir. Buradan,

A (2,.,2,Q2)+[ A (2., 2,2) A (2,..,2.Q2) |+ A’ (2,...,2,Q2)
< pAY(Z,...2,2) +0A (2., 2,2)

elde edilir. Sonug olarak 2A’(Z,Z,...,2,Qz)<0 olup Qz =z'dir. Benzer sekilde

Pz =z'dir. Boylece z, P,Q,S ve T 'nin ortak sabit noktasidir.
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ve X noktast P,S,T ve Q doniisiimlerinin z'den farkli olacak sekilde bir

ortak sabit noktasi olsun. Bu durumda (ii) kosulunda X=12 ve y =V yazilirsa,

A (Pz,...,P2,QV) +[ A (Sz,...,52,Pz) A (TV,... Tv,QV) | + AZ(Tv,..., Tv,Qv)
< pA(Sz,...,Sz,Pz) + A} (Sz,...,S2,Tv)

elde edilir ve buradan

Af(z,...,z,v)+[Ah(z,...,z,z)Ah(v,...,v,v)]+ 2 (V.0 V,V)
< pAl(z,...2,2)+0A (Z,...,2,V)

olup bu son esitsizlik diizenlenirse

A} (Z,...2V) <A (Z,...ZV)
(1-9)A}(z,...2v) <0

elde edilir. 0<q<1 i¢in Z=V oldugu goriiliir. Béylece bu dort doniisiimiin ortak
sabit noktasi tektir.
Eger teoremde S =T alinirsa agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 4.3.3.2. (X,A) bir tam modiler A-metrik uzay olsun ve

P,S,Q: X — X doniisiimleri asagidaki sartlar1 saglasin:

(i) P(X)uQ(X)c=S(X),
(ii) Her x,ye X, A>0 ve p+q<1 olacak sekilde 0< p,q<1 i¢in

A (PX,.e, PX,QY) +[ A, (SX,..., SX, PX) A, (SY,... 5y, Qy) |
+A (SY,-.., SY,Qy) < PA? (SX,..., SX, PX) + gA? (SX,..., SX, Sy),

(iii) S donisimi A, — siirekli,
(iv) (P.S) ve (Q,S) ciftleri & - tip bagdasabilirdir.

Bu takdirde P,S ve Q doniisiimlerinin bir tek ortak sabit noktas: vardir.

Eger teoremde S=T ve P=Q alinirsa asagidaki sonug elde edilir:

Sonu¢ 4.3.3.3. (X,A) bir tam modiler A-metrik uzay olsun ve

P,S: X — X doniisiimleri verilen sartlar1 saglasin :
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i) P(X)cs(X),
(i) Her x,ye X, A >0 ve p+q<1 olacak sekilde 0< p,q<1 i¢in
A (PX,.oe, PX,PY) + [ A (SX,..., X, PX) A (SY,... Sy, PY) ]
+A (SY,.... Sy, Py) < pA?(SX,..., SX, PX) + QA (SX,..., SX, Sy ),
(iif) S donisimi A, — siirekli,
(iv) P ve S o —tip bagdasabilirdir.
Bu takdirde, P ve S doniisiimlerinin bir tek ortak sabit noktas1 vardir.

4.3.4. B-Tip Bagdasabilir Déniisiimler Icin Ortak Sabit Nokta

Teoremleri

Bu bolimde, modiiler A—metrik uzaylarda dort tane donisim igin

bagdasabilir doniistimlerin bir alt sinifi olan g —tip bagdasabilir olma 6zelliginden

faydalanilarak tek degerli doniisiimler i¢in ortak sabit nokta teoremi ispatlandi ve

sonuglar1 incelendi.
Teorem 4.3.4.1. (X,A) bir tam modiler A-metrik uzay olsun ve
P,S,T,Q: X — X doniisiimleri asagidaki sartlar1 saglasin:
(i) PT(X)UQS(X)CST(X),
(ii) Her x,ye X, A>0 ve p+q—a=1 olacak sekilde 0< p,q<1 ve

0<ab<1 icin

[ A (QY,... QY PX) A, (SX,....5%,Qy) |+ a.A, (TY,..TY,Qy) A, (SX,....SX,Qy)
<b|[ PA, (SX,..., 5%, PX) + OA, (SX,...,SX,Ty) | A, (SX,...,Sx,Qy),

(iif) S,T doniigiimleri A, — siirekli ve ST =TS,
(iv) (P.,S) ve (Q.T) ciftleri S~ tip bagdasabilirdir.

Bu takdirde P,S,T ve Q doniisiimlerinin bir tek ortak sabit noktas1 vardir.
Ispat: x,, X'in keyfi bir noktasi olsun. (i) kosulu ile birlikte

PTX,, =STXy,;s QX =STXy .., k=0,1,2,...
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seklinde bir {X,} dizisi insa edilebilir. STx, =z, olsun. Ayrica x=Tx, Ve

y = SX,,., 1¢in (ii) kosulundan

[AL (QSXgpe.1r+1 QS%ope 1 Py ) A, (STXppey v STy ,QSxM)]
+aA, (TSXpy 1110 TSXo4,1: QSXp 11 ) A (STXoper e STy, QX411 )
< b[ PA, (STXypesevs STXyp0, Ty, ) + GA, STy, ..., STXy ,TSkaH)] A, (STXppre0r STy, QS 11 )

elde edilir. Buradan,

[ A (ST p0000s ST 50 ST ) A, (ST STy, ST ) |
+8A, (S0 STopi1r STXopes2 ) A (STXoperevr STXyye, STy )
<b[ PA, (ST 1or0s STy, STy 11 )+ AA, (STXypereres STy, STy 1) | A, (STXppe0es ST, STy, )

ve

|:A>»(22k+2""’ 22k+2722k+1)A>»(22k""' 22k122k+2):|+ aA)»(ZZIH-l’""ZZk+1722k+2)A)»(22k""’ Ly sz+2)
< b[ pAA(ZZKV'" 22k722k+1)+qAA<22k7"" sz122k+1)]Ax(sz ----- Zyer Zoxz)

olur. Son esitsizlikte gerekli diizenlemeler yapildiginda

1+ a)[Ax(szuv---’ Zyis2s 22k+l)Ah(22k""' 22k122k+2):|
Sb(p+(:1)'A‘A(Zzl<’---izzki22k+1)AA(sz ----- Zyr Zosz)

elde edilir ve p+q—a=1 oldugu goz 6niine alinirsa

A, (sz+21---1 Lo 22k+1) <bA, (sz reens Lops sz+1)
olur. Benzer sekilde
AA(ZZK ----- ZZk'22k+l) < bAL(sz—l ----- Zokq» sz)

dir. Bu durumda

A)»(ZZk""’ ZZk’ZZk+l) = bAh(Z2k—l""’ ZZk—l' ZZk)

<b*A (29,1 20,2,)

bulunur. Her k,m e N ve m>Kk olmak iizere,
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A (220 2, ) S(N=1) A (200 2, 2 ) + A (Zpyooor Zoyr Ziy)
(-

(Zer 2 Z) + A (Zigroons 2y 2y

:x\>’>

I/\

DA (20020 2en) F (MDA, (Zearonr Zioas Zesa) + A (Zezro Zan Zn)
n n? n?

m—k

o Zen) ot Ay (Zogrn Znos m_1)}+A (Zppgreor Zyas Zy)
nmk

n

nm—k

{
{ T+t A (zm_l,...,zm_l,zm)}
~D[b*+

+b* +bm‘1]AX (Zgyr20,2,)

m—k

1
s(n—l)bkmA » (20020, 7,)

nm—k

k—>oo icin A (z,22,)—>0 elde edilir. O halde {z} bir A, —Cauchy
dizisidir. (X,A) tam modiiler A—metrik uzay oldugundan {Zk} dizisi X 'te bir z
noktasmna A, —yakinsar. PTX,, ve QSX,, ,, {Zk}'mn alt dizileri oldugundan K — oo
i¢in PTx,, — z Ve QSx,,,, — z dir.

k=12,.. igin y =Tx, Ve w,=Sx_ olsun. Bu durumda k—co igin
Py, —> 7, Sy, — 2, TW,,, —2z Ve Qw,,, —z dir. (P,S) ve (Q.T) iftleri g
tip bagdasabilir dontisiimler oldugundan

lim A (PPY,,,..., PPy,,,SSy,, ) =0

k—o0

ve

l!IJIl IA)L (QQW2k+1| ey QQW2k+l’TTW2k+l) =0

dir. Ayrica T'nin A, —siirekli ve (Q,T) ciftinin S —tip bagdasabilir doniisiim
olmasindan dolayr K —o0 i¢in TQw,,,, —>Tz Ve QQw,, —Tz dir. Eger (ii)

kosulunda x=y,, Ve y=Qw,,,, alnirsa,
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|:A)\ (QQW2k+1 ----- QQW2k+1' PYa ) A, (Ska ----- Syzk ! QQWzku):I
+aA)\4 (TQW2k+1’ ""TQW2k+l’ QQW2k+1) A)L (SyZI( 1ty Ska ' QQW2k+1)
<b[ PA, (SYaer-++s SVYaics PYar ) + A (SYar s Vo TQWoi11) [ A, (S SYre» QQ ;)

bulunur ve buradan,

[A)\(TZ,...,TZ,Z)AA(Z,...,Z,TZ):|+aA,\(TZ,...,TZ,TZ)AA(Z ..... 2,Tz)
Sb[pAk(z ..... z,z)+qAx(z,...,z,Tz)]Ax(z ..... 2,Tz)

elde edilir. Sonug olarak

A’ (Tz,..,Tz,2)<bgA’(z,...,2,T2)
(1-bq) AZ(z,...,2,Tz)<0

olur. 0<bq <1 oldugundan Af(z,z,...,z,Tz)zo olur ki, buradan z =Tz'dir. Benzer
sekilde Sz =z'dir.
Eger (i) kosulunda x=vy,, ve y =z almirsa,

[ A (Q2,.Q2,PYy ) A (SYies Y1, QZ) |+ @A, (T2,..,T2,QZ) A, (SYer- Y Q2)
<b[ PA (Varres Varr PYac ) + A, (SYapr-o Y2, TZ) | A, (S Y Q2)

olur ve buradan,

[A(Qz....Qz,2)A (2,..,2,.Qz) | +aA (z,..,2,Q2) A (2,...,2,Q2)
< b[pAA(z,...,z,z)+ qAA(z,...,z,z)]AA(z,...,z,Qz)

elde edilir. Son esitsizlik diizenlenirse
(1+a)A(z,...2,Qz)<0

oldugu gériilir. Ancak bu durum sadece A(Z,Z,...,2,Qz)=0 olmasi ile

miimkiindiir. O halde Qz = z'dir. Benzer sekilde Pz =z'dir. Boylece z, P,Q,S ve

T 'nin ortak sabit noktasidir.

Bu ortak sabit noktanin tekliginin gosterilmesi i¢in z # Vv oOlacak sekilde ve X

alinsin. Bu durumda (ii) kosulunda X=12 ve y=v yazilirsa,
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[ A (Q....Q,Pz)A (Sz....,52,QV) | + @A, (TV,..., Tv,QV) A (SZ,....Qv)
<b[ pA, (Sz,...,S2,Pz) +0A, (Sz,...,52,TV) | A, (SZ,...,52,Qv)

elde edilir ve buradan

[Ak(vi---;v,Z)AK(Z,...,Z,V):|+aA)L(V,...,V,V)AL(Z,...,Z,V)
<b[ PA (2,.,2,2)+ A (2,1, 2.V) | A (2,0 2V)

olup bu esitsizlik diizenlenirse

Al (V,....v,2) <bgA’(z,...,2,v)
(1-bg) AZ(v,...v,2)<0

elde edilir. Burada 0<bq<1 olup A}(V,..,v,z)=0 olur ki, z=V"dir. Bdylece bu
dort doniistimiin ortak sabit noktasi tektir.
Eger teoremde S =T alinirsa asagidaki sonug elde edilir:

Sonu¢ 4.3.4.2. (X,A) bir tam modiiler A-—metrik uzay olsun ve

P,S,Q: X — X doniisiimleri agagidaki sartlar1 saglasin :

(M) P(X)uQ(X)=Ss(X),
(ii) Her x,ye X, A>0 ve p+q—a=1 olacak sekildeki 0 < p,q <1,

0<ab<1icin

[ A (QY,-. QY. PX) A, (SX,....5%,Qy) ]+ aA, (SY....,SY,Qy) A, (SX,....5X,Qy)
<b| pA, (SX,...,5%,PX) + A, (SX,...,SX,Sy) | A, (SX,....5x,Qy),

(iii) S donisimi A, — siirekli,
(iv) (P.S) ve (Q,S) ciftleri S - tip bagdasabilirdir.

Bu takdirde P,S ve Q doniisiimlerinin bir tek ortak sabit noktas: vardir.

Eger teoremde S=T ve P=Q alinirsa asagidaki sonug elde edilir:

Sonu¢ 4.3.4.3. (X,A) bir tam modiler A-metrik uzay olsun ve

P,S: X — X doniisiimleri agagidaki sartlar1 saglasin:
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(M) P(X)c=S(X),
(ii) Her x,ye X, A>0 ve p+q—a=1 olacak sekildeki 0 < p,q <1,

0<a,b<1 igin

[A(QY: QY. Qx) A, (SX....,5x,Qy) | + A, (Sy.....5Y.Qy)
<b|[ pA, (SX..... 5%, Qx) + A, (SX,...,SX,Sy) | A, (SX,...,SX,Qy),

(iif) S donisimi A, — siirekli,
(iv) P ve S p—tip bagdasabilirdir.

Bu takdirde, P ve S doniisiimlerinin bir tek ortak sabit noktas1 vardir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tez kapsaminda, metrik uzaylarin dnemli bir genellestirmesi olan modiiler
A—metrik uzaylar tarafimizca tanitildi, metrik uzaylarda olan birgok ozellik
incelendi ve asil galismalar bu uzay lizerinde yapildi. Banach daralma doniistimiiniin
bu yeni uzay i¢in bir genellestirmesi verildi. Bagdasabilir doniisim, o —tip
bagdasabilir doniisiim ve [ —tip bagdasabilir doniisiim kavramlar1 bu yeni uzay igin
tanitildi, bu doniisiimler arasindaki iliskiler incelendi ve gerekli ters drneklemeler
yapildi. Tanitilan bu doniisiimler yardimiyla modiiler A—metrik uzaylar tizerinde
ortak sabit nokta teoremlerinin varlik ve teklik durumlari incelendi. Bu teoremlerin
0zel durumlar1 da sonug olarak sunuldu.

Bu yeni uzay tzerinde farkli tipte bagdasabilir doniisim kavramlari
tanimlanabilir ve bu tanimlar yardimiyla ortak sabit nokta teoremleri ispatlanabilir.

Modiiler A-metrik uzay taniminda yer alan iiggen esitsizligi sarti
degistirilerek, bu sarttan daha giiglii bir sart olan Archimedean olmayan 6zelligi
kullanilarak ~ Archimedean olmayan modiiller A-—metrik uzaylar yeni bir
genellestirilmis metrik uzay yapisi olarak tanimlanabilir ve bu uzaya ait topolojik
ozellikler arastirilabilir.

Sabit nokta teorisini genellestirmek amaciyla S —metrik uzaylarda elde edilen
sabit gember sonuclar1 kullanilarak, modiiler A—metrik uzaylar iizerinde klasik sabit
nokta teorisinden farkli olacak sekilde sabit ¢cember teorisi ¢alisilabilir. Bu amacla,
modiiler A-metrik uzaylarda bir fonksiyonun sabit ¢emberlerinin var olabilmesi
icin gerekli kosullar arastirilip bu ¢emberlerin tekligi i¢cin uygun kosullar
incelenebilir. Hatta sabit elips, sabit hiperbol, sabit Cassini egrisi ve sabit Apollonius
cemberi kavramlar1 da yeni tanimlanan modiiler A-metrik uzaylarda arastirilip bu
geometrik nesnelerin bu uzayda varlik ve teklik kosullar1 arastirilabilir. Boylelikle
klasik sabit nokta ¢aligmalarinin 6tesinde dzellikle genellestirilmis metrik uzaylarda
geometri yapilmasmin yolu da ac¢ilmis olur.

Sonug olarak, bu tezde elde edilen bulgular genellestirilmis metrik uzaylarda
ve sabit nokta teorisi alaninda ¢aligmalar yiiriliten arastirmacilara farkl bir bakis agis1

katmis olur.
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