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ÖZET 

 

𝑬𝟑 DE VERİLEN REGÜLER BİR YÜZEYİN İNVERSLERİNİN 

FOKALLERİN GEOMETRİSİ 
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Lisansüstü Eğitim Enstitüsü 
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Bu tez dört bölüm ve üç kesimden oluşmaktadır. Birinci bölüm tezimizi konu 

olan problemin ortaya konulduğu, tarihsel ve bilimsel açıdan değerlendirilmelerin 

yapıldığı giriş kısmıdır. İkinci bölüm çalışmamız boyunca referans alacağımız tanım 

ve teoremlerin yer aldığı temel kavramlardan oluşmaktadır. Bu bölüm, sırasıyla 

"Eğriler ve Yüzeyler Teorisine Ait Temel Kavramlar", " Invers Yüzeylere Ait Temel 

Kavramlar" ve " Fokal Yüzeylere Ait Temel Kavramlar" olmak üzere üç kesim halinde 

düzenlenmiştir. Üçüncü bölüm ise tezimizin orijinal kısmıdır.  Bu bölümde regüler 

yüzeyin inversinin fokal yüzeyleri tanımlanarak, destek fonksiyonları, normal 

vektörleri, temel formları ve katsayıları ile asli, Gauss ve ortalama eğrilikleri gibi 

karakterizasyonları invers yüzeyin karakterizasyonlarına bağlı olarak ifade edilmiştir. 

Akabinde iddialarımızı gerçekleyen örnekler vererek, elde edilen yüzeylerin grafikleri 

Maple yazılım programında çizdirilmiştir. Son bölümde ise tezde elde edilen sonuçlara 

yer verilmiştir. 
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ABSTRACT 

 

GEOMETRY OF FOCALS OF THE İNVERSES OF A REGULAR SURFACE İN 

E^3 

Mehmet FIDAN 

Ondokuz Mayıs University 

Institute of Graduate Studies 

Department of Mathematic 

Master, July/2021  

Supervisor: Prof. Dr.  Ayhan SARIOGLUGIL 

This thesis consists of four parts and three segments. The first part is the  

introduction part where the problem subject to our thesis is revealed and historical and 

scientific evaluations are made. The second part consists of basic concepts including 

definitions and theorems that we will reference throughout our study. This section is 

organized into three segments: "Basic Concepts of Curves and Surfaces Theory", 

"Basic Concepts of Invers Surfaces" and "Basic Concepts of Focal Surfaces", 

respectively. The third part is the original part of our thesis. In this section, we have 

identified focal surfaces of the inverse of the regular surface. In this definition, support 

functions, normal vectors, basic forms, and coefficients, , Gauss and mean curvatures 

are expressed depending on the characterizations of the inverse surface. Subsequently, 

the graphics of the obtained surfaces are drawn in the Maple software program by 

giving examples that make our claims. In the last chapter, the results obtained in the 

thesis are included. 
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1. GİRİŞ

 Bu bölüme, tezimizin zemini oluşturan diferensiyel geometri hakkında kısa

bilgiler vererek başlayalım. Geometri dönüşümler altında geometrik nesnelerin (eğri,

yüzey, manifold vb.) değişmeyen (invaryant) özelliklerini inceleyen bir bilim dalıdır.

Diferensiyel geometri ise diferensiyellenebilir dönüşümler altında geometrik

nesnelerin invaryant kalan özelliklerini inceler. Diferensiyel geometri bu işlevini

yerine getirirken, matematiğin reel analiz, diferensiyel denklemler, ölçüm teorisi,

kompleks ve konveks geometri, cebir, analitik geometri, topoloji, varyasyonlar hesabı

vb. gibi bir çok branşından beslenir. Bu kadar zengin materyal ve yönteme sahip olan

diferensiyel geometri matematikçilere olduğu kadar, fizikçilere, mühendislere ve diğer

disiplinlerdeki çok sayıda araştırmacıya önemli olanaklar sunar. Kökleri derinde olan

diferensiyel geometrinin en parlek dönemini en parlak dönemini 18. ve 19. yüzyıllarda

yaşamıştır. Bu dönemlerde G. Monge(1746-1818) , C. F. Gauss(1777-1855) , G. F. B.

Riemann (1826-1866), E. B. Christoffel(1829-1900) , G. R. Curbastro(1853-1925),

vb. gibi çok sayıda bilim adamları çok önemli  katkılar yaparak bize zengin bir miras

bırakmışlardır. Diferensiyel geometride eğriler ve yüzeyler teorisi önemli bir yere

sahiptir. Buna ek olarak invers yüzeyler ve özel bir kongruans yüzeyi olan fokal

yüzeyler de diferensiyel geometri de büyük bir öneme sahip olup, hem teknikte ve

hem de diğer bilim dallarında çok sayıda uygulama alanlarına sahiptir. Bu nedenle çok

sayıda araştırmacı tarafından çalışılmıştır Örneğin; (Alexiou,2001), (Amur,1962),

(Behari, 1934), (Gay, 1978), (Hagen, 19992a,1993b, 1995c), (Hahmann, 1999),

(Röthe, 1912), (Sarıoğlugil, 1994), (Tul, 2021) vb. gibi.

 Biz de bu iki önemli yüzeyi bir arada kullanmak gayesiyle, tezimizin adını

"𝐸3 de Verilen Regüler Yüzeyin Inversinin Fokallerinin Geometrisi" olarak

belirledik ve tezimizi dört bölüm ve üç kesimden oluşacak şekilde düzenledik. Birinci

bölüm tezimizi konu olan problemin ortaya konulduğu,tarihsel ve bilimsel açıdan

değerlendirmelerin yapıldığı giriş kısmıdır. İkinci bölüm çalışmamız boyunca referans

alacağımız tanım ve teoremlerin yer aldığı temel kavramlardan oluşmaktadır. Bu

bölüm, sırasıyla "Eğriler ve Yüzeyler Teorisine  Ait Temel Kavramlar" , "İnvers

Yüzeylere Ait Temel Kavramlar" ve "Fokal Yüzeylere Ait Temel Kavramlar" olmak

üzere üç kesim halinde düzenlenmiştir. Üçüncü bölüm ise tezimizin orijinal kısmıdır.

Bu bölümde regüler yüzeyin inversinin fokal yüzeyleri tanımlanarak, destek

fonksiyonları, normal vektörleri, temel formları ve katsayıları, asli, Gauss ve ortalama
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eğrilikleri gibi karakterizasyonları invers yüzeyin karakterizasyonlarına  bağlı olarak 

ifade edilmiştir. Akabinde  iddialarımızı gerçekleyen örnekler vererek, elde edilen 

yüzeylerin grafikleri Maple yazılım programında çizdirilmiştir. Son bölümde ise tezde 

elde edilen sonuçlar yer verilmiştir. 
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

Bu bölüm, sırasıyla "Eğriler ve Yüzeyler Teorisiine Ait Temel Kavramlar"  

"Invers Yüzeylere Ait Temel Kavramlar" ve " Fokal Yüzeylere Ait Temel Kavramlar" 

olmak üzere üç kesim halinde düzenlenmiştir. 

2. 1. Eğriler ve Yüzeyler Teorisine Ait Temel Kavramlar 

Tanım 2. 1.1 : 𝐴 ≠ ∅ ve 𝑉 bir K cismi üzerinde 𝑛 − boyutlu bir vektör uzayı 

olsun. Aşağıdaki önermeleri doğrulayan bir 

            𝑓: 𝐴 𝑋 𝐴 ⟶  𝑉                    (2. 1. 1) 

fonksiyonu varsa 𝐴 ya 𝑉 ile birleşen bir afin uzay denir (Hacısalihoğlu,1982). 

(A1) ∀ 𝑃, 𝑄, 𝑅 ∈  𝐴 için 𝑓 (𝑃, 𝑄)  +  𝑓 (𝑄, 𝑅)  =  𝑓 (𝑃, 𝑅) 

(A2) ∀ 𝑃 ∈  𝐴 ve  𝛼 ∈  𝑉 için 𝑓 (𝑃, 𝑄)  =  𝛼 olacak şekilde bir tek 𝑄 ∈  𝐴 noktası 

vardır.  

Tanım 2. 1. 2 : 𝑉 reel vektör uzayı ile birleşen afin uzay 𝐴 olsun. 

𝑃0, 𝑃1, 𝑃2, . . . , 𝑃𝑛 ∈ 𝐴 için {𝑃0𝑃1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  , 𝑃0𝑃2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  , … , 𝑃0𝑃𝑛⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  } vektör sistemi 𝑉 reel vektör uzayının 

bir bazı ise 

{𝑃0, 𝑃1, 𝑃2, . . . , 𝑃𝑛}                                                (2. 1. 2) 

kümesine 𝐴 afin uzayında başlangıç noktası 𝑃0 olan bir afin çatı denir (Hacısalihoğlu, 

1982 ). 

Tanım 2. 1. 3 : 𝑛 −boyutlu 𝑉 reel iç çarpım uzayı ile birleşen afin uzaya Öklid uzayı 

denir ve  𝐸𝑛 ile gösterilir(Hacısalihoğlu,1982). 

Tanım 2. 1. 4 : 𝑛 −boyutlu 𝑉 reel iç çarpım uzayı ile birleşen Öklid uzayı 𝐸𝑛 olsun. 

𝑃0, 𝑃1, 𝑃2, . . . , 𝑃𝑛 ∈ 𝐸
𝑛 için {𝑃0𝑃1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  , 𝑃0𝑃2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  , … , 𝑃0𝑃𝑛⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  } vektör sistemi 𝑉 reel iç çarpım 

uzayının bir ortonormal bazı ise 

                                                    {𝑃0, 𝑃1, 𝑃2, . . . , 𝑃𝑛}          (2. 1. 3) 

kümesine, 𝐸𝑛 Öklid uzayında başlangıç noktası 𝑃0 olan bir Öklid çatısı denir 

(Hacısalihoğlu, 1982 ). 

Tanım 2. 1. 5 :  𝑓: 𝐸𝑛 → ℝ  fonksiyonu verilsin. Eğer 

                                  lim
ℎ→0

𝑓(𝑎+ℎ)−𝑓(𝑎)

||ℎ||
                                            (2. 1. 4) 

 limiti varsa bu limit değerine 𝑓’nin 𝑎 ∈ 𝐸𝑛 noktasındaki türevi denir. Bu durumda 

𝑓’ye 𝑎 ∈ 𝐸𝑛’de türevlenebilirdir veya diferensiyellenebilirdir denir. 

𝑎 ∈ 𝐸𝑛 de diferensiyellenebilir fonksiyonların kümesi   

 𝐶(𝑎, ℝ) = {𝑓|𝑓: 𝐸𝑛 → ℝ, 𝑓 𝑎 ∈ 𝐸
 
𝑛 𝑑𝑒 𝑑𝑖𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑠𝑖𝑦𝑒𝑙𝑙𝑒𝑛𝑒𝑏𝑖𝑙𝑖𝑟}  
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ile gösterilir (Hacısalihoğlu, 1982). 

          Ayrıca ∀𝑎 ∈ 𝐸𝑛 için 𝑓 ∈  𝐶(𝑎,ℝ) ise diferensiyellenebilir fonksiyonların 

kümesi 𝐶(𝐸𝑛, ℝ) şeklinde ifade edilir. Eğer 𝑓’nin 𝑘.  mertebeden kısmi türevleri var 

ve sürekli iseler 𝑓 ye 𝐶𝑘 sınıfından diferensiyellenebilir fonksiyon adı verilir ve bu 

fonksiyonların kümesi 𝐶𝑘(𝐸𝑛, ℝ) ile gösterilir. 

 Tanım 2. 1. 6 :  𝑓 ∈ 𝐶(𝐸𝑛, ℝ) ve 𝑉𝑃 ∈ 𝑇𝐸3(𝑃) verilsin. Bu durumda      

  𝑃 = (𝑝1, 𝑝2, … , 𝑝𝑛), 𝑄 = (𝑞1, 𝑞2, … , 𝑞𝑛) ∈ 𝐸
𝑛 ve  𝑉𝑃 = 𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ olmak üzere 

           𝑉𝑃 (𝑓) =
𝑑

𝑑𝑡
[𝑓(𝑝1 + 𝑡(𝑞1 − 𝑝1), … , 𝑝𝑛 + 𝑡(𝑞𝑛 − 𝑝1))] ∣𝑡=0                  (2. 1. 5) 

reel sayısına 𝑓 fonksiyonunun 𝑉𝑃 tanjant vektörü yönündeki türevi denir 

(Hacısalihoğlu, 1982). 

Teorem 2. 1. 1: 𝑉 =  (𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛)ℝ
𝑛, 𝑃 ∈ 𝐸𝑛   olmak üzere,  𝑓:  𝐸𝑛⎯→ℝ 

bir diferensiyellenebilir fonksiyonu verilsin. Bu takdirde, 

                            𝑉𝑃 (𝑓) =  ∑ 𝑣𝑖
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
|
𝑃

𝑛
𝑖=1                          (2. 1. 6) 

dir (Hacısalihoğlu, 1982).   

 Tanım 2. 1. 7:  X 𝜒(𝐸𝑛) ve 𝑓  𝐶(𝐸𝑛, ℝ) olsun.  P𝐸𝑛 

                       (𝑋(𝑓))(𝑃)  =  𝑋𝑃 (𝑓)              (2. 1. 7) 

olmak üzere, 𝑋(𝑓) 𝐶(𝐸𝑛, ℝ) fonksiyonuna 𝑓 fonksiyonunun 𝑋  vektör alanı 

yönündeki türevi denir (Hacısalihoğlu, 1982). 

Tanım 2. 1. 8: 

  𝛼: 𝐼 ⊂  ℝ
𝑑𝑖𝑓.𝑏𝑖𝑙𝑖𝑟
→     𝐸𝑛     

                    t ⟶ 𝛼(𝑡) = (𝛼1(𝑡), 𝛼2(𝑡), … , 𝛼𝑛(𝑡))                                           (2. 1. 8) 

dönüşümü 𝐸𝑛 de bir eğri veya regüler eğri, 𝐼 ⊂  ℝ  parametre aralığı ve 𝑡 ∈ ℝ  

sayısınada parametre adı verilir (Hacısalihoğlu, 1982). 

𝐸𝑛 de lokal koordinat sistemi {𝒙𝟏, 𝒙𝟐, … , 𝒙𝒏} olmak üzere  eğriyi aşağıdaki gibi 

gösterebiliriz. 
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      Şekil 2. 1: 𝐸𝑛 de bir eğri 

Burada      

                                �̇�(𝑡) =
𝑑𝛼

𝑑𝑡
|
𝑃
= (

𝑑𝛼1

𝑑𝑡
,
𝑑𝛼2

𝑑𝑡
, … ,

𝑑𝛼𝑛

𝑑𝑡
) ∈ 𝑇𝐸3(𝑃)        (2. 1. 9) 

vektörüne 𝐶 eğrisinin 𝑃 noktasındaki hız vektörü ve ‖ �̇�(𝑡)‖ ∈ ℝ  değerine de  𝐶 

eğrisinin 𝑃 noktasındaki hızı denir (Hacısalihoğlu, 1982). 

 Diğer taraftan hız vektörünün türevi alınırsa 

                           �̈�(𝑡) =
𝑑2𝛼

𝑑𝑡2
|
𝑃
= (

𝑑2𝛼1

𝑑𝑡2
,
𝑑2𝛼2

𝑑𝑡2
, … ,

𝑑2𝛼𝑛

𝑑𝑡2
) ∈ 𝑇𝐸3(𝑃)             (2. 1. 10) 

bulunur ve 𝐶 eğrisinin 𝑃 noktasında ki ivme vektörü adını alır. 

Eğer ‖ �̇�(𝑡)‖ = 1 ise 𝐶  eğrisine birim hızlı eğri ve 𝑡 ∈ ℝ parametresine de yay 

parametresi adı verilir. 𝐶 eğrisinin yay parametresi 𝑠 ile gösterilir. 𝐶 eğrisinin yer 

vektörünün ardışık türevleri alınırsa { �̇�, 𝛼, …̈ , 𝛼𝑟} lineer bağımsız vektör sistemi 

bulunur.  

Bu sisteme Gram-Schmidt ortonormalleştirme yöntemi uygulanırsa 

         {𝑉1, 𝑉2, . . , 𝑉𝑟}                   (2. 1. 11) 

sistemi elde edilir. Bu vektör sistemine Serret-Frenet 𝑟 −ayaklısı denir  

(Hacısalihoğlu, 1982). 

𝑛 = 3 için, bu vektör sistemi {𝑇, 𝑛, 𝐵} ile gösterilir.     

Teorem 2. 1. 2: 𝐶 …  𝛼 = 𝛼(𝑡), 𝐸3 de bir eğri olsun. Bu durumda herhangi bir 𝑡 ∈ ℝ 

parametresi için 

{

𝑇 =
𝑑𝛼

𝑑𝑡
=  �̇�            

𝑛 = 𝐵Λ𝑇                 

𝐵 =
1

‖ �̇�Λ�̈�‖
 �̇�Λ�̈�        

                           (2. 1. 12) 
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dir. 𝑡 bir yay parametresi, yani 𝑡 = 𝑠 ise 

{

𝑇 =
𝑑𝛼

𝑑𝑠
=  �̇�

𝑛 =
𝑑2𝛼

𝑑𝑠2
= �̈�

𝐵 = 𝑇Λ𝑛         

                                     (2. 1. 13) 

 olarak elde edilir (Blaschke,1945 ) 

Tanım 2. 1. 9: 𝐶 …  𝛼 = 𝛼(𝑠), 𝐸𝑛 de bir eğri olsun. {𝑇, 𝑛, 𝐵} Serret-Frenet çatısının 

ürettiği uzayın, 2 −boyutlu 𝑆𝑝{𝑇, 𝑛}, 𝑆𝑝{𝑇, 𝐵} ve 𝑆𝑝{𝑛, 𝐵} alt uzaylarına, sırasıyla 

oskülatör düzlem, normal düzlem ve rektifyan düzlem adı verilir,  (Abbena, 2017). 

 

Şekil 2. 2: 𝐶 uzay eğrisinin oskülatör,normal ve rektifyan düzlemleri 

Tanım 2. 1. 10 𝐶 …  𝛼 = 𝛼(𝑠), 𝐸𝑛 de bir eğri olsun. Bu takdirde 

𝑘𝑖: 𝐼 ⟶ ℝ 

   𝑠 ⟶ 𝑘𝑖(𝑠) = 〈𝑉𝑖, 𝑉𝑖+1〉                 (2. 1. 14) 

biçiminde tanımlanan 𝑘𝑖 fonksiyonuna  𝑖. eğrilik fonksiyonu, 𝑘𝑖(𝑠) ∈ ℝ de 𝐶 eğrisinin 

𝑖. eğriliği denir (Hacısalihoğlu, 1982). 

𝑛 = 3 için,  𝑘1 = 𝜅 ve 𝑘2 = 𝜏 ile gösterilir ve sırasıyla eğrilik ve burulma adı verilir. 

Teorem 2. 1.  3: 𝐶 …  𝛼 = 𝛼(𝑠), 𝐸3 de bir eğri olsun. Bu takdirde              

                             [
�̇�
�̇�
�̇�

] = [
0 𝜅 0
−𝜅 0 𝜏
0 −𝜏 0

] [
𝑇
𝑛
𝐵
]                  (2. 1. 15)           

 dir. Bu formüllere Serret-Frenet türev formülleri denir (Hacısalihoğlu, 1982). 

Teorem 2. 1. 4: 𝐶 …  𝛼 = 𝛼(𝑡), 𝐸3 de bir eğri olsun. Bu durumda herhangi bir 𝑡 ∈ ℝ 

parametresi için 
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   {

𝜅 =
‖ �̇�Λ�̈�‖

‖ �̇�‖3
            

                 

𝜏 =
det ( �̇�,�̈�  �⃛�)

‖ �̇�Λ�̈�‖2
      
                                         (2. 1. 16) 

dir (Hacısalihoğlu, 1982). 

 Teorem 2. 1. 5:  𝐸3 de bir eğri 𝐶 olsun. 𝐶 nin bir doğru olması için gerek ve yeter şart 

𝜅 = 0 olmasıdır (Hacısalihoğlu, 1982). 

Teorem 2. 1.  6:  𝐸3 de bir eğri 𝐶 olsun. 𝐶 nin düzlemsel bir eğri olması için gerek ve 

yeter şart 𝜏 = 0 olmasıdır (Hacısalihoğlu, 1982). 

Tanım 2. 1. 11:   𝐸𝑛, n-boyutlu Öklid uzayında, ∇𝑓|𝑃 ≠ 0 olmak üzere                    

 𝑓: 𝑈 ⊂ 𝐸𝑛
𝑑𝑖𝑓.𝑏𝑖𝑙𝑖𝑟
→     ℝ       için 

                                        M = {𝑃 ∈ 𝐸𝑛: 𝑓(𝑃) = 𝑐  }                  (2. 1. 17) 

biçiminde tanımlanan kümeye 𝐸𝑛 de (𝑛 − 1) − boyutlu bir yüzey veya kısaca 

 (𝑛 − 1) yüzey adı verilir  (Hacısalihoğlu, 1982). 

Tanım 2. 1. 12 : 𝐸𝑛 de bir hiperyüzey ve lokal koordinat sistemi {𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛}  olsun. 

𝑓 ∈ 𝐶∞(𝐸𝑛, ℝ) olmak üzere, ∀ 𝑃 ∈  𝑀 için 

     𝑓(𝑥1(𝑃), 𝑥2(𝑃), … , 𝑥𝑛(𝑃)) = 𝑐 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡                 (2. 1. 18) 

ise 

   𝑓(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) = 𝑐                  (2. 1. 19) 

veya 

    𝐹(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) = 0                  (2. 1. 20) 

denklemlerine 𝑀 hiperyüzeyinin kapalı formdaki denklemi denir (Abbena, 2017). 

Tanım 2. 1. 13 : 𝐸𝑛 de bir hiperyüzey  ve lokal koordinat sistemi {𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛}  olsun. 

𝑈 ⊂ 𝐸𝑛−1 olmak üzere, 𝑢 = (𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑛) ∈ 𝑈 ⊂ 𝐸
𝑛−1 için                

                 𝜑:𝑈 ⊂ 𝐸𝑛−1
𝑑𝑖𝑓.𝑏𝑖𝑙𝑖𝑟
→     𝐸𝑛                   (2. 1. 21) 

𝑢 ⟶    𝜑(𝑢) = (𝜑1(𝑢), 𝜑2(𝑢),… , 𝜑𝑛(𝑢)) dönüşümüne 𝑀 hiperyüzeyinin 

parametrik gösterimi denir (Abbena, 2017 ). 

Tanım 2. 1.  14 : 𝐸𝑛 de bir 𝑀 hiperyüzeyi   𝐹(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) = 0 denklemi ile verilsin. 

Bu denklemin çözümünden 

                                        𝑥1 = 𝑢1, 𝑥2 = 𝑢2, … , 𝑥𝑛−1 = 𝑢𝑛−1                 (2. 1. 22) 

olmak üzere 

         𝑥𝑛 = ℎ(𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑛−1)                             (2. 1. 23) 

elde edilir. (2. 1. 21), (2. 1. 22) ve (2. 1. 23) den  
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       𝜑:𝑈 ⊂ 𝐸𝑛−1
𝑑𝑖𝑓.𝑏𝑖𝑙𝑖𝑟
→     𝐸𝑛                   (2. 1. 24) 

𝑢  ⟶   𝜑(𝑢) = (𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑛−1, ℎ(𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑛−1)) dönüşümüne de 𝑀 

hiperyüzeyinin Monge gösterimi denir (Abbena, 2017 ).  

Tanım 2. 1.  15: 𝐸𝑛 de 𝐶 eğrisi 

              𝛼: 𝐼 ⊂  ℝ
𝑑𝑖𝑓.𝑏𝑖𝑙𝑖𝑟
→     𝐸𝑛                 

                                            t      ⟶    𝛼(𝑡) = (𝛼1(𝑡), 𝛼2(𝑡),… , 𝛼𝑛(𝑡))  

ile 𝑀 hiperyüzeyi  𝑓(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) = 𝑐 denklemi ile verilsin. ∀ 𝛼(𝑡) ∈ 𝐶 için 

             𝑓(𝛼(𝑡)) = 𝑓(𝛼1(𝑡), 𝛼2(𝑡),… , 𝛼𝑛(𝑡)) = 𝑐                  (2. 1. 25)  

ise 𝐶 ye 𝑀 hiperyüzeyi üzerinde bir eğri denir (Abbena, 2017). 

Şekil 2. 3: 𝐸𝑛 de bir eğri-hiperyüzey çifti 

Tanım 2. 1. 16:  𝑀 hiperyüzeyi üzerinde bir eğri C olsun. C eğrisinin birim teğet 

vektörü 𝑇 ∈ 𝐹𝑀(𝛼(𝑡)) olmak üzere 〈𝑇, 𝛻𝑓〉 = 0 olup, ∇𝑓 ∈ 𝑇𝑀
⊥(𝛼(𝑡)) vektörüne 𝑀 

hiperyüzeyinin normal vektörü ve 

       𝑁 =
1

‖∇𝑓‖
∇𝑓                   (2. 1. 26) 

vektörüne de 𝑀 hiperyüzeyinin birim normal vektörü denir (Abbena, 2017 ). 

Tanım 2. 1. 17: En’de bir M hiperyüzeyi, u = (u1, u2, … , un) olmak üzere 

                  𝜑:𝑈 ⊂ 𝐸𝑛−1
𝑑𝑖𝑓.𝑏𝑖𝑙𝑖𝑟
→     𝐸𝑛     

𝑢         ⟶     𝜑(𝑢) = (𝜑1(𝑢), 𝜑2(𝑢),… , 𝜑𝑛(𝑢)) parametrik ifadesi ile verilsin. 

𝑢𝑖 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, parametresi hariç diğer bütün parametreler sabit tutulduğunda 𝜑 
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fonksiyonu ui değişkenine bağlı olup 𝑀 hiperyüzeyi üzerinde bir eğri tanımlar ve bu 

eğriye 𝑢𝑖 parametre eğrisi adı verilir (Abbena, 2017). 

𝑛 = 3 için, 𝑈 = {(𝑢1, 𝑢2) ∈  ℝ
3: 𝑎 ≤ 𝑢1 ≤ 𝑏, 𝑐 ≤ 𝑢2 ≤ 𝑑} ⊂ 𝐸

2 olmak üzere 

𝜑(𝑢1, 𝑢2) = (𝜑1(𝑢1, 𝑢2), 𝜑2(𝑢1, 𝑢2), 𝜑3(𝑢1, 𝑢2)) yüzey denklemini ele alalım. 

u2 = sabit için, u1 −parametre eğrisinin denklemi 

(u1, u2 = sabit) = (α1(u1), α2(u1), α3(u1)) = α(u1) ve 

 u1 = sabit için, u2 −parametre eğrisinin denklemi 

φ(u1 = sabit, u2) = (β1(u2), β2(u2), β3(u2)) = β(u2) biçiminde yazılabilir. Bu 

eğrilerin teğet vektörleri, sırasıyla 

�̇�(𝑢1) =
𝑑𝛼

𝑑𝑢1
= 𝜑𝑢1 =

𝜕𝜑

𝜕𝑢1
= (
𝜕𝜑1
𝜕𝑢1

,
𝜕𝜑2
𝜕𝑢1

,
𝜕𝜑3
𝜕𝑢1

) ∈ 𝑇𝑀(𝑝) 

ve 

�̇�(𝑢2) =
𝑑𝛽

𝑑𝑢2
= 𝜑𝑢2 =

𝜕𝜑

𝜕𝑢2
= (
𝜕𝜑1
𝜕𝑢2

,
𝜕𝜑2
𝜕𝑢2

,
𝜕𝜑3
𝜕𝑢2

) ∈ 𝑇𝑀(𝑝) 

dir. Buradan 𝜑𝑢1⋀𝜑𝑢2 ⊥ 𝑇𝑀(𝑝) olacağından 𝑀  yüzeyinin birim normal  

                                        𝑁 =
1

‖𝜑𝑢1⋀𝜑𝑢2‖
𝜑𝑢1⋀𝜑𝑢2                                        (2. 1. 27)        

olarak elde edilir.   

 

Şekil 2. 4: Yüzey üzerinde parametre eğrileri 

Tanım 2. 1. 18: 𝑀, 𝐸𝑛’de hiperyüzey olsun. 𝑁 ve 𝑋, sırasıyla 𝑀’nin birim normal ve 

konum vektörleri omak üzere  

ℎ: 𝑀 ⟶ ℝ  

     𝑃 ⟶ ℎ(𝑃) = 〈𝑋𝑃, 𝑁𝑃〉                                                                  (2. 1. 28)    
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biçiminde tanımlanan ℎ fonksiyonuna  𝑀 hiperyüzeyini destek fonksiyonu denir        

 (Sarıoğlugil, 1994). 

Diğer bir ifadeyle, 𝑋 konum vektörünün 𝑁 birim normal vektörü üzerine dik 

izdüşümünün uzunluğudur. 

Tanım 2. 1. 19: 𝑀, 𝐸𝑛’de hiperyüzey olsun. 𝑁 ve 𝐷  sırasıyla 𝑀’nin birim normal 

vektörü ve bir afin konneksiyonu olmak üzere.,∀𝑥 ∈  𝜒(𝑀) için  

𝑆: 𝜒(𝑀) ⟶ 𝜙(𝑀) 

                                𝑋 ⟶ 𝑆(𝑋) = 𝐷𝑋𝑁                  (2. 1. 29)  

dönüşümüne şekil operatörü denir (Hacısalihoğlu,1982). 

Teorem 2. 1. 6 : 𝑀,𝐸𝑛’de hiperyüzey olsun. 𝑆 dönüşümüne 𝑀 üzerinde bir şekil 

operatörü denir (Hacısalihoğlu,1982). 

Şekil operatörü bir lineer ve self adjoint  dönüşümdür (Hacısalihoğlu,1982). 

O halde şekil operatörünün matrisi             

𝑆 = [

−det(𝜑𝑢𝑢,𝜑𝑢,𝜑𝑣)

‖𝜑𝑢‖3‖𝜑𝑣‖
−
det(𝜑𝑢𝑣,𝜑𝑢,𝜑𝑣)

‖𝜑𝑢‖2‖𝜑𝑣‖2

−
det(𝜑𝑢𝑣,𝜑𝑢,𝜑𝑣)

‖𝜑𝑢‖2‖𝜑𝑣‖2
−  

det(𝜑𝑢𝑣,𝜑𝑢,𝜑𝑣)

‖𝜑𝑢‖‖𝜑𝑣‖3

]                     (2. 1. 30) 

dir. 

Tanım 2. 1. 20 : 𝑀, 𝐸𝑛’de bir hiperyüzey ve 𝑆’de 𝑀’nin şekil operatörü olsun. 𝑆 lineer 

dönüşümünün karakteristlik değerlerine 𝑀’nin 𝑂 noktadaki asli eğrilikleri denir. Yani; 

𝑃 ∈ 𝑀 için  

          𝑆𝑃(𝑋𝑃) = 𝑘𝑋𝑃           (2. 1. 31) 

olacak şekilde 𝑋𝑃 ≠ 0 varsa 𝑘’ya 𝑃 ∈ 𝑀’deki asli eğrilik, 𝑋𝑃 ’ye de buna karşılık gelen 

asli eğrilik doğrultusu denir (Hacısalihoğlu, 1982). 

Tanım 2. 1. 21 : 𝑀, 𝐸𝑛’de bir hiperyüzey ve 𝛼’da 𝑀 üzerinde bir eğri olsun. 𝛼 

eğrisinin 𝑇 teğet vektörü bir karakteristlik vektöre karşılık geliyorsa yani; 

  𝑆(𝑇) = 𝑘𝑇                              (2. 1. 32) 

olacak şekilde 𝑘 ∈ ℝ varsa 𝛼 eğrisine M üzerinde bir eğrilik çizgisi denir 

(Hacısalihoğlu, 1982). 

𝑇𝑀(𝑝) = 𝑆𝑝{𝜑𝑢1 , 𝜑𝑢2} uzayının elemanları birer asli doğrultu vektörü ise                  

{
𝑆(𝜑𝑢1) = 𝑁𝑢1 = 𝑘1𝜑𝑢1

 
𝑆(𝜑𝑢2) = 𝑁𝑢2 = 𝑘2𝜑𝑢2

                                  (2. 1. 33) 

elde edilir. Bu eşitliklere Olin de  Rodrigues formülleri denir. (Hacısalihoğlu,1982). 

Bu durumda şekil operatörünün matrisi 
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                   𝑆 = [
𝑘1 0
0 𝑘2

]       (2. 1. 34)    

olarak elde edilir. 

Tanım 2. 1. 22: 𝑀, 𝐸𝑛’de hiperyüzey ve 𝑆: 𝜒(𝑀) →  𝜒(𝑀) 𝑀’nin şekil operatörü olsun. 

O halde, 1 ≤ 𝑞 ≤ 𝑛 olmak üzere; 

            𝐼𝑞: 𝜒(𝑀) × 𝜒(𝑀) ⟶ 𝐶∞(𝑀,ℝ)  

                    (𝑋, 𝑌)      →  𝐼𝑞(𝑋, 𝑌) =< 𝑆𝑞−1(𝑋), 𝑌 >         (2. 1. 35) 

ile tanımlı 𝐼𝑞 fonksiyonuna 𝑀 üzerinde 𝑞-uncu temel form denir (Hacısalihoğlu,   

 1982). 

Özel olarak; 𝑛 = 3 için temel formları açık biçimde yazılırsa, 

• 𝑞 = 1 için  

    𝐼: 𝜒(𝑀) × 𝜒(𝑀) ⟶ 𝐶∞(𝑀,ℝ)  

                  (𝑋, 𝑌)     →   𝐼𝑞(𝑋, 𝑌) = < 𝑋, 𝑌 > 

olup, 𝑀’nin birinci temel formu adını alır. 

• 𝑞 = 2 için  

                    𝐼𝐼: 𝜒(𝑀) × 𝜒(𝑀) ⟶ 𝐶∞(𝑀,ℝ)  

             (𝑋, 𝑌)       →  𝐼𝐼(𝑋, 𝑌) = < 𝑆(𝑋), 𝑌 > 

olup, 𝑀’nin ikinci temel formu adını alır. 

• 𝑞 = 3 için  

                    𝐼𝐼𝐼: 𝜒(𝑀) × 𝜒(𝑀) ⟶ 𝐶∞(𝑀,ℝ)     

              (𝑋, 𝑌)        →  𝐼𝐼𝐼(𝑋, 𝑌) = < 𝑆2(𝑋), 𝑌 > 

olup, 𝑀’nin üçüncü temel formu adını alır. 

𝑛 = 3 için;  birinci, ikinci ve üçüncü temel formların katsayıları, sırasıyla 

{

𝑔11 = 〈𝜑𝑢1 , 𝜑𝑢1〉

𝑔12 = 〈𝜑𝑢1 , 𝜑𝑢2〉

𝑔22 = 〈𝜑𝑢2 , 𝜑𝑢2〉

                                   (2. 1. 36)  

                                           {

𝑏11 = − 〈𝜑𝑢1 , 𝑁𝑢1〉 =  〈𝜑𝑢1𝑢1 , 𝑁〉

𝑏12 = − 〈𝜑𝑢1 , 𝑁𝑢2〉 =  〈𝜑𝑢1𝑢2 , 𝑁〉

𝑏22 = − 〈𝜑𝑢2 , 𝑁𝑢2〉 = 〈𝜑𝑢2𝑢2 , 𝑁〉

                       (2. 1. 37) 

ve            

                                          {

𝑛11 = 〈𝑁𝑢1 , 𝑁𝑢1〉

𝑛12 = 〈𝑁𝑢1 , 𝑁𝑢2〉

𝑛22 = 〈𝑁𝑢2 , 𝑁𝑢2〉

                         (2. 1. 38) 
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olarak yazılabilir. O halde  (2. 1. 36), (2. 1.  37) ve  (2. 1. 38) bağıntılarından 

                                  

{
 
 

 
 
𝐼 = 𝑔11(𝑑𝑢1)

2 + 2𝑔12𝑑𝑢1𝑑𝑢2 + 𝑔22(𝑑𝑢2)
2

 
𝐼𝐼 = 𝑏11(𝑑𝑢1)

2 + 2𝑏12𝑑𝑢1𝑑𝑢2 + 𝑏22(𝑑𝑢2)
2

 
𝐼𝐼𝐼 = 𝑛11(𝑑𝑢1)

2 + 2𝑛12𝑑𝑢1𝑑𝑢2 + 𝑛22(𝑑𝑢2)
2

          (2. 1. 39) 

dir. 

Teorem 2. 1. 7: M, 𝐸3 de yönlendirilmiş bir yüzey olsun. M nin parametre eğrilerinin 

birer eğrilik çizgisi olması için gerek ve yeter şart 𝑔12 = 𝑏12 = 0 olmasıdır (Abbena, 

2017).  

Tanım 2. 1. 23: M, 𝐸𝑛 de yönlendirilmiş bir hiperyüzey ve 𝑁’de 𝑀’nin birim normal 

vektör alanı olsun. 𝑆𝑛−1 birim hiperküre olmak üzere; 

                                             𝜂:𝑀 → 𝑆𝑛−1                           

                                                   𝑃 →  𝜂(𝑃) = 𝑁𝑃       (2. 1. 40) 

diferensiyellenebilir dönüşümüne Gauss dönüşümü denir (Hacısalihoğlu, 1982). 

 

Şekil 2. 5: Gauss dönüşümü 

Tanım 2. 1. 24: 𝑀, 𝐸𝑛’de bir hiperyüzey ve 𝑆’de 𝑀’nin şekil operatörü olsun. 

                                           𝐾:𝑀 → ℝ 

                                                    P→ 𝐾(𝑃) = 𝑑𝑒𝑡𝑆𝑃                              (2. 1. 41) 

fonksiyonuna Gauss eğrilik fonksiyonu, 𝐾(𝑃) ∈ ℝ ye de 𝑃 ∈ 𝑀  noktasındaki Gauss 

eğriliği denir (Abbena,2017) . 

(2. 1. 34) ve (2. 1. 41) eşitliklerinden 

     𝐾(𝑃) = 𝑘1𝑘2                             (2. 1. 42) 

elde  edilir. 

Eğer, 𝑀 yüzeyinin Gauss eğriliği sıfıra eşit ise  𝑀 ye açılabilir yüzey adı verilir. 
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Teorem 2. 1. 8: M, 𝐸3 de yönlendirilmiş bir yüzey olsun. 𝑀 nin Gauss eğriliği  

          𝐾 =
𝑏11𝑏22−(𝑏12)

2

𝑔11𝑔22−(𝑔12)2
                  (2. 1. 43) 

dir (Blaschke, 1945) . 

Tanım 2.1. 25: 𝑀, 𝐸𝑛’de bir hiperyüzey ve 𝑆’de 𝑀’nin şekil operatörü olsun. 

                                     𝐻:𝑀 → ℝ 

                                                      𝑃 → 𝐻(𝑃) = İ𝑧 𝑆𝑃                                (2. 1. 44) 

fonksiyonuna ortalama eğrilik fonksiyonu, 𝐻(𝑃) ∈ ℝ ye de 𝑃 ∈ 𝑀 deki ortalama 

eğriliği denir (Abbena, 2017). 

(2. 1. 34) ve (2. 1. 44) eşitliklerinden 

                                                     𝐻(𝑃) = 𝑘1 + 𝑘2                             (2. 1 .45) 

elde  edilir. 

Teorem 2. 9:  M, 𝐸3 de yönlendirilmiş bir yüzey olsun. 𝑀 nin Gauss eğriliği   

                                            𝐻 =
𝑏11𝑔22−2𝑏12𝑔12+𝑔11𝑏22

2(𝑔11𝑔22−(𝑔12)2)
                                   (2. 1. 46)  

dir (Blaschke, 1945). 

Eğer, 𝑀 yüzeyinin ortalama eğriliği sıfıra eşit ise  𝑀 ye minimal yüzey adı verilir. 

Teorem 2. 1. 10: 𝑀, 𝐸3 te parametrik ifadesi verilmiş yönlendirilmiş bir yüzey 

olsun. 𝑀’ nin parametre eğrilerinin eğrilik çizgisi olması durumunda 𝑀’ nin 𝑘1 ve  𝑘2 

asli eğrilikleri  

                                                    {
𝑘1 =

𝑏11

𝑔11

𝑘2 =
𝑏22

𝑔22

                                                      (2. 1. 47) 

şeklindedir (Şemin, 1987). 

Tanım 2. 1. 26: 𝑀, 𝐸𝑛’de bir hiperyüzey ve 𝑀 üzerinde lokal koordinat sistemi de 

{𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑛−1} olsun.  O halde  𝑀 nin birinci temel formunun (metrik tensörünün) 

katsayıları 𝑔𝑖𝑗, 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛 − 1, olmak üzere 

                     Γ𝑖𝑗
𝑘 =

1

2
𝑔𝑘ℎ (

𝜕𝑔𝑗ℎ

𝜕𝑢𝑖
+
𝜕𝑔𝑖ℎ

𝜕𝑢𝑗
−
𝜕𝑔𝑖𝑗

𝜕𝑢ℎ
) , 1 ≤ ℎ, 𝑘 ≤ 𝑛 − 1,            (2. 1. 48) 

biçiminde tanımlanan Γ𝑖𝑗
𝑘 ∈ 𝐶(𝑀,ℝ) fonksiyonlarına ikinci tipten Christoffel 

sembolleri denir (Abbena, 2017). 

 Burada [𝑔𝑗𝑖] = [𝑔𝑖𝑗]
−1

dir. Benzer şekilde 

                               Γ𝑖𝑗,𝑘 =
1

2
(
𝜕𝑔𝑗ℎ

𝜕𝑢𝑖
+
𝜕𝑔𝑖ℎ

𝜕𝑢𝑗
−
𝜕𝑔𝑖𝑗

𝜕𝑢𝑘
) , 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 − 1,          (2. 1.  48) 
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biçiminde tanımlanan Γ𝑖𝑗,𝑘 ∈ 𝐶(𝑀,ℝ) fonksiyonlarına da birinci tipten Christoffel 

sembolleri denir. Ayrıca Christoffel sembolleri aşağıdaki özelliklere sahiptir. 

1. Γ𝑖𝑗
𝑘 = 𝑔𝑘ℎΓ𝑖𝑗,ℎ veya Γ𝑖𝑗,ℎ = 𝑔ℎ𝑘Γ𝑖𝑗

𝑘. 

2. Γ𝑖𝑗
𝑘 = Γ𝑗𝑖

𝑘 ve Γ𝑖𝑗,ℎ = Γ𝑗𝑖,ℎ. 

Teorem 2. 1. 11: M, 𝐸3 de yönlendirilmiş bir yüzey olsun. 𝑀 nin ikinci tipten 

Christoffel sembolleri 

 

                    

{
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
             Γ11

1 =
𝑔22(𝑔11)𝑢1−2𝑔12(𝑔12)𝑢1+𝑔12(𝑔11)𝑢2

2(𝑔11𝑔22−(𝑔12)2)
   

 

Γ12
1 = Γ21

1 =
𝑔22(𝑔11)𝑢2−𝑔12(𝑔22)𝑢1

2(𝑔11𝑔22−(𝑔12)2)
                       

 

            Γ22
1 = −

𝑔22(𝑔22)𝑢1−2𝑔22(𝑔12)𝑢1+𝑔12(𝑔22)𝑢2

2(𝑔11𝑔22−(𝑔12)2)
 

           Γ11
2 = −

𝑔12(𝑔11)𝑢1−2𝑔11(𝑔12)𝑢1+𝑔11(𝑔11)𝑢2

2(𝑔11𝑔22−(𝑔12)2)
 

  Γ12
2 = Γ21

2 = −
𝑔12(𝑔11)𝑢2−𝑔11(𝑔22)𝑢2

2(𝑔11𝑔22−(𝑔12)2)
                       

 

           Γ22
2 =

𝑔11(𝑔22)𝑢2−2𝑔12(𝑔12)𝑢2+𝑔12(𝑔22)𝑢1

2(𝑔11𝑔22−(𝑔12)2)
       

              (2. 1. 50) 

 

dir (Abbena, 2017).  

Eğer 𝑀 nin parametre eğrileri ortogonal ise, 𝑔12 = 0 olacağından 

             

{
 
 

 
               Γ11

1 =
(𝑔11)𝑢1

2𝑔11
         ,                  Γ11

2 = −
 (𝑔11)𝑢2

2𝑔22
 

Γ12
1 = Γ21

1 =
 (𝑔11)𝑢2

2𝑔11
        , Γ12

2 = Γ21
2 =

(𝑔22)𝑢2

2𝑔22

           Γ22
1 = −

 (𝑔22)𝑢1  

2𝑔11
    ,              Γ22

2 =
 (𝑔22)𝑢2

2𝑔22

                  (2.1.51) 

şeklinde ifade edilir. 

Tanım 2. 1. 27:  𝑀, 𝐸𝑛’de bir hiperyüzey ve 𝑀 nin birim normal vektörü 𝑁 olsun. 𝐸𝑛  

ile  𝑀 nin afin konneksiyonları 𝐷  ve �̃� olmak üzere, ∀𝑋, 𝑌 ∈ 𝑇𝑀(𝑃) için 

                                            𝐷𝑋𝑌 = �̃�𝑋𝑌 − 〈𝑆(𝑋), 𝑌〉𝑁                          (2. 1. 52) 

ifadesine Gauss denklemi denir (Hacısalihoğlu, 1982). 
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Şekil 2. 6: Gauss denklemi 

 𝑛 = 3 için; Gauss denklemleri   𝑇𝑀(𝑝) = 𝑆𝑝{𝜑𝑢1 , 𝜑𝑢2} bazına göre 

                         

{
 
 
 

 
 
 
  𝐷𝜑𝑢1𝜑𝑢1 = 𝜑𝑢1𝑢1 = Γ11

1 𝜑𝑢1 + Γ11
2 𝜑𝑢2 + 𝑏11𝑁

 
 𝐷𝜑𝑢1𝜑𝑢2 = 𝜑𝑢2𝑢1 = Γ21

1 𝜑𝑢1 + Γ21
2 𝜑𝑢2 + 𝑏21𝑁

 
 𝐷𝜑𝑢2𝜑𝑢1 = 𝜑𝑢1𝑢2 = Γ12

1 𝜑𝑢1 + Γ12
2 𝜑𝑢2 + 𝑏12𝑁

 
 𝐷𝜑𝑢2𝜑𝑢2 = 𝜑𝑢1𝑢2 = Γ22

1 𝜑𝑢1 + Γ22
2 𝜑𝑢2 + 𝑏22𝑁

                  (2. 1. 53) 

biçiminde ifade edilir. 

Tanım 2. 1. 28 : 𝑀 , 𝐸𝑛 de bir hiperyüzey ve 𝑀 üzerinde teğet vektörü 𝑇 olan  𝐶∞ 

sınıfından bir eğri (𝛼) olsun. (𝛼) eğrisi üzerinde olan bir 𝑌 ∈ 𝜒(𝑀) vektör alanı için 

eğri boyunca  

           �̅�𝑇𝑌 = 0                                         (2. 1. 54) 

 ise 𝑌 ∈ 𝜒(𝑀) vektör alanına 𝐶 eğrisi boyunca Levi- Civita anlamında paralel vektör 

alanı denir (Abbena, 2017).                       

Eğer 

                                                      �̅�𝑇𝑇 = 0                               (2. 1. 55) 

 ise (𝛼) eğrisine 𝑀 hiperyüzeyi üzerinde bir jeodezik eğri denir  

Teorem 2. 1. 12: M, 𝐸𝑛 de 𝑀 , 𝐸𝑛 de bir hiperyüzey ve 𝑀 üzerinde teğet vektörü 𝑇 

olan 𝐶∞ sınıfından bir eğri      𝐶 …𝛼 = 𝛼(𝑠) olsun.  

Bu takdirde 𝐶 eğrisinin 𝑀 üzerinde jeodezik olması için gerek ve yeter şart            

𝛼𝑖 = 𝑢𝑖(𝑠) olmak üzere              

                      
 𝑑2𝛼𝑘

𝑑𝑠2
+∑ Γ𝑖𝑗

𝑘 𝑑𝛼𝑗

𝑑𝑠

𝑛−1
𝑖,𝑗=1

𝑑𝛼𝑗

𝑑𝑠
, 1 ≤ 𝑖, 𝑗, 𝑘 ≤ 𝑛 − 1,      (2. 1. 56) 
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dır (Abbena, 2017).  

Tanım 2. 1. 29:  𝑀 , 𝐸3 de bir regüler yüzey ve 𝑀 üzerinde 𝐶∞ sınıfından birim teğet 

vektörü 𝑇  olan birim hızlı bir eğri (𝐶) olsun  𝑄 = 𝑇⋀𝑁 olmak üzere,                         

                                                 {𝑇, 𝑄 = 𝑇⋀𝑁,𝑁}         (2. 1. 57) 

vektör sistemi 𝑀 üzerinde bir çatı meydana getirir. Bu çatıya 𝑀 yüzeyi üzerindeki (𝐶) 

eğrisinin 𝑃 = 𝛼(𝑠) noktasındaki Darboux çatısı adı verilir (Weateburn, 1955 ). 

 

Şekil 2. 7: Yüzey üzerindeki bir eğrinin  Darboux çatısı 

∢(𝑛, 𝑄) = 𝜃 olmak üzere, {𝑇, 𝑛, 𝑏} Serret-Frenet çatısı ile {𝑇, 𝑄 = 𝑇⋀𝑁,𝑁} Darboux 

çatısı arasındaki ilişki 

                                             [
𝑇
𝑄
𝑁
] = [

1 0 0
0 𝑐𝑜𝑠𝜗 𝑠𝑖𝑛𝜃
0 −𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑐𝑜𝑠𝜗

] [
𝑇
𝑛
𝑏
]      (2. 1. 58) 

matrisel ifadesiyle verilir.    

Teorem 2. 1. 13: M, 𝐸3 de 𝑀 , 𝐸3 de bir yüzey ve 𝑀 üzerinde 𝐶∞ sınıfından birim 

hızlı bir eğri  (𝑪)…𝛼 = 𝛼(𝑠) olsun. 𝑀 yüzeyi üzerindeki (𝑪) eğrisinin 𝑃 = 𝛼(𝑠) 

noktasındaki {𝑇, 𝑄 = 𝑇⋀𝑁,𝑁}  Darboux çatısı için 

                                             [
�̇�
�̇�
𝑁

] = [

0 𝑘𝑔 𝑘𝑛
−𝑘𝑔 0 𝜏𝑔
−𝑘𝑛 −𝜏𝑔 0

] [
𝑇
𝑄
𝑁
]                            (2. 1. 59) 

dir. Bu formüllere Darboux türev formülleri adı verilir (Blaschke, 1945). 

Burada 

                                            {

𝑘𝑔 = 𝜅𝑐𝑜𝑠𝜃

𝑘𝑛 = 𝜅𝑠𝑖𝑛𝜃
𝜏𝑔 = 𝜏 + 𝜃

                                        (2. 1. 60) 
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olup, sırasıyla 𝑘𝑔, 𝑘𝑛 ve 𝜏𝑔 notasyonları ile (𝑪) eğrisinin jeodezik eğriliğini, normal 

eğriliğini ve jeodezik burulmasını (veya torsiyonunu) göstermektedir.    

Teorem 2. 1. 14: 𝑀…𝑋 = 𝑋(𝑢; 𝑣) , 𝐸3 de bir regüler yüzey ve 𝑇𝑀(𝑝) = 𝑆𝑝{𝑋𝑢, 𝑋𝑣} 

olmak üzere 

        𝑋 = ℎ𝑁 −
𝜌

𝑊2
{(𝜌𝑣𝑔12 − 𝜌𝑢𝑔22)𝑋𝑢 + (𝜌𝑢𝑔12 − 𝜌𝑣𝑔11)𝑋𝑣}        (2. 1. 61) 

dir (Sarıoğlugil, 1994) . 

Burada  𝜌 = ‖𝑋‖, ℎ = 〈𝑋,𝑁〉  ve 𝑊2 = 𝑔11𝑔22 − (𝑔12)
2.    

Tanım 2. 1. 30:  𝑀 regüler yüzeyinin birinci temel formu 

 𝐼 = 𝑔11𝑑𝑢
2 + 2𝑔12𝑑𝑢𝑑𝑣 + 𝑔22𝑑𝑣

2   olmak üzere 

                   (ℎ)∇
𝐼 =

𝑔11ℎ𝑣
2−2𝑔12ℎ𝑢ℎ𝑣+𝑔22ℎ𝑢

2

𝑊2                            (2. 1. 62) 

biçiminde tanımlanan operatöre 𝑀 yüzeyinin birinci Beltrami diferensiyel operatörü 

denir (Blaschke, 1945). 

Teorem 2. 1. 15: 𝑀 , 𝐸3 de bir regüler yüzey olsun. Bu takdirde aşağıdaki özellikler 

mevcuttur (Şemin, 1987).  

1) 𝑁⋀𝑋𝑢 =
1

𝑊
[𝑔11𝑋𝑣 − 𝑔12𝑋𝑢]                                                  (2. 1. 63) 

2) 𝑁⋀𝑋𝑣 =
1

𝑊
[𝑔12𝑋𝑣 − 𝑔22𝑋𝑢]                                        (2. 1. 64) 

3) 𝑁⋀[𝑁⋀𝑋𝑢] = −𝑋𝑢                     (2. 1. 65) 

4) 𝑁⋀[𝑁⋀𝑋𝑣] = −𝑋𝑣                     (2. 1. 66) 

5) 𝑋𝑢⋀[𝑁⋀𝑋𝑢] = 𝑔11𝑁                     (2. 1. 67) 

6) 𝑋𝑣⋀[𝑁⋀𝑋𝑢] = 𝑔12𝑁                     (2. 1. 68) 

7) 𝑋𝑢⋀[𝑁⋀𝑋𝑣] = 𝑔12𝑁                     (2. 1. 69) 

8) 𝑋𝑣⋀[𝑁⋀𝑋𝑣] = 𝑔22𝑁                                                               (2. 1. 70) 

Teorem 2. 1. 16: 𝑀   regüler yüzeyinin yer vektörünün uzunluğu 

                          𝜌2 =
ℎ2

1−

I

 (𝜌)

                                                      (2.1.70) 

 dir (Sarıoğlugil, 1994). 

2.2. İnvers Yüzeylere Ait Kavramlar 

Bu kesimde invers yüzeyler ile ilgili  literatür özeti ile temel kavramlara 

yer verilerektir.  

      Bu kesime ilk olarak inversiyon dönüşümü hakkında bilgiler vererek başlayalım. 

Bilindiği gibi çember ve küre geometride çok önemli geometrik yapıdır. Düzlem 
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geometride bir doğruya göre yansıma kavramının, çember ve küreye göre yeniden 

yorumlanmasıdır. Dolayısı ile inversiyon geometri, çember ve küre bazlı bir 

geometridır. Bu nedenle inversiyon dönüşümüne  çembere (veya küreye) göre yansıma 

dönüşümü de denir. İnversiyon dönüşümünü ilk önce düzlemde tanımlayıp, daha sonra 

3- boyutlu 𝐸3 Öklid uzayına genelleştireceğiz. İnversiyonla ilgili ilk çalışmanın  

Pergeli  Apollinius’a ait olduğunu Rosenfeld 1988 de yayımlanan  ̋  A History of Non-

Euclidean Space ʺ adlı eserinden öğreniyoruz (Rosenfeld, 1988). Çemberin 

inversiyonuna ilişkin bir gelişme de Alman matematikçi ve fizikçi Julius Plücker’ in 

1834 yılında yayımlanan ʺ Analytisch - geometrie Aphorismen ʺ isimli çalışmasında 

verilmiştir (Plücker,1834) .J. Plücker bu çalışmasında inversiyon dönüşümünün 

konformal olduğunu göstermiştir. 1836 da Giusto Bellavitis " Teoria della figure 

inverse, e loro uso nella geometria elementare ̎ adlı eserinde stereografik izdüşümün 

bir inversiyon olduğunu göstermiştir. Inversiyon teorisine J. Steiner, B.  Riemann  ve 

A. Ferdinand Mobius v.b. gibi çok sayıda matematikçinin  çok büyük katkıları 

olmuştur. Günümüzde de çok sayıda geometrici tarafından çalışmalar 

sürdürülmektedir. Örneğin; (Sarıoğlugil,1994), (Tul, 2020), (Röthe, 1912) v.b. gibi. 

Sentetik geometriden  diferensiyel geometriye kadar uzanan tarihsel gelişimine kısaca 

değindiğimiz  inversiyon geometri; matematik tıp, mühendislik, fizik, geometrik 

modelleme ve astronomi v.b bilim dallarında önemli uygulamalara sahiptir. 

 Tanım 2. 2. 1: 𝐸2 de doğrusal üç nokta  𝑂, 𝑃 ve 𝑄 olsun. 𝑘 ∈ ℝ olmak üzere 

    𝑂𝑃̅̅ ̅̅  𝑂𝑄̅̅ ̅̅ = 𝑘 , 𝑘 = sabit ,    (2. 2. 1) 

koşulu sağlanıyorsa, 𝑄 noktasına 𝑃 noktasının 𝑂  ya göre inversi ve 𝑂 noktasına da  

inversiyon  merkezi denir (Gay, 1912). 

Burada 𝑘 ∈ ℝ sayısı için iki durum söz konusudur. 

1. 𝑘 ∈ ℝ+ise, 𝑃 ve  𝑄 noktaları  𝑂 inversiyon merkezine göre aynı tarafta 

bulunurlar. 

2.   𝑘 ∈ ℝ− ise, 𝑃 ve  𝑄 noktaları  𝑂 inversiyon merkezine göre aynı tarafta 

bulunmazlar. 

Tanım 2. 2. 2: 𝐸2 de  𝑂 merkezli 𝑟 ∈ ℝ yarıçaplı bir çember 

                   𝑆𝑟
1 = {𝑋 ∈ 𝐸2: 𝑂𝑋̅̅ ̅̅ = ‖𝑂𝑋⃗⃗ ⃗⃗  ⃗‖ = 𝑟 = √𝑘}        (2. 2. 2) 

olsun.  𝑂, 𝑃, 𝑄 ∉ 𝑆𝑟
1 doğrusal üç nokta olmak üzere 

        𝑂𝑃̅̅ ̅̅  𝑂𝑄̅̅ ̅̅ = 𝑟2                      (2. 2. 3) 
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koşulu sağlanıyorsa 𝑄 noktasına 𝑃 nin 𝑆𝑟
1 çemberine göre inversi, 𝑆𝑟

1 e inversiyon 

çemberi, 𝑂 noktasına inversiyon çemberinin merkezi ve 𝑟 ∈ ℝ sayısına da inversiyon 

çemberinin yarıçapı denir, (Gay, 1912). 

 

Şekil 2. 8: Bir noktanın çembere göre inversi(𝑘 ∈ ℝ+) 

O halde aşağıdaki özellikler verilebilir. 

i. 𝑃 noktası inversiyon çemberinin bir dış (iç) noktası ise, 𝑃 nin 𝑄 invers 

noktası inversiyon çemberinin içinde (dışında) yer alır. 

ii. İnversiyon  çemberi üzerindeki her noktanın inversi kendisidir.  

iii. 𝑃 noktası inversiyon merkezine yaklaştıkça 𝑄 invers noktası sonsuza 

doğru uzaklaşır. Buna göre inversiyon merkezinin inversi 

sonsuzdadır. 

Benzer şekilde bir küreye göre invers nokta tanımı yapılabilir. 

Tanım 2. 2. 3: 𝐸2 de  𝑂 merkezli 𝑟 ∈ ℝ yarıçaplı bir çember 

   𝑆𝑟
1 = {𝑋 ∈ 𝐸2: 𝑂𝑋̅̅ ̅̅ = ‖𝑂𝑋⃗⃗ ⃗⃗  ⃗‖ = 𝑟 = √𝑘}   

olsun.  𝑃 = (𝑥1, 𝑦1) ∈ ℝ
2 − {0} olmak  üzere 

                                     𝑓:ℝ2 − {0} ⟶ ℝ2    

                                        𝑃    ⟶ 𝑓(𝑃) = (
𝑟2𝑥1

𝑥12+𝑦12
,
𝑟2𝑦1

𝑥12+𝑦12
)                       (2. 3. 5) 

biçiminde tanımlanan dönüşüme düzlemde 𝑆𝑟
1 çemberine göre bir inversiyon 

dönüşümü  denir, (Blair,2000): 

 Benzer şekilde   𝑃 = (𝑥1, 𝑦1, 𝑧1) ∈ ℝ
3 − {0} olmak üzere   

                    𝑓:ℝ3 − {0} ⟶ ℝ3     

                                 𝑃    ⟶ 𝑓(𝑃) = (
𝑟2𝑥1

𝑥12+𝑦12+𝑧12
,

𝑟2𝑦1

𝑥12+𝑦12+𝑧12
,

𝑟2𝑧1

𝑥12+𝑦12+𝑧12
)  (2. 3. 4) 

dönüşümüne de ℝ3 de 𝑆𝑟
2 küresine göre inversiyon dönüşümü denir, (Blair,2000). 

Tanım 2. 2. 4: 𝑀,   𝐸3de 

 𝑋:   𝐷 ⊂ 𝐸2    ⟼    𝐸3 

(𝑢, 𝑣)    ⟼   𝑋 = 𝑋(𝑢, 𝑣)     

𝑺𝒓
𝟏 

𝑸 

𝑹 

𝑶 

𝑷 

𝒓 
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parametrizasyonu ile verilen bir regüler yüzey olsun .𝑃 ∈ 𝑀 ve 𝜌 = ‖𝑋‖ olmak üzere  

konum vektörü    

    �̅� =
1

𝜌2
𝑋    (2. 3. 5)  

 olan yüzeye 𝑀 nin 𝑆2 birim küresine göre inversi denir ve �̅� ile gösterilir (Sarıoğlugil, 

1994). 

 

                    Şekil 2. 9: Bir 𝑀 yüzeyinin 𝑆2 birim küresine göre inversi 

Teorem 2. 2. 1: 𝑀,   𝐸3de regüler yüzey olsun. �̅� invers yüzeyinin birim normal 

vektörü 

 �̅� = 2
ℎ

𝜌2
𝑋 − 𝑁                    (2. 2. 6) 

dir. Burada ℎ, 𝑀 yüzeyinin destek fonksiyonudur, (Sarıoğlugil,1994). 

Teorem 2. 2. 2: 𝑀,   𝐸3de regüler yüzey olsun. �̅� invers yüzeyinin asli eğrilikleri 

                                                   �̅�𝑖 = −(2ℎ + 𝜌
2𝑘𝑖)                    (2. 2. 7) 

dir, (Sarıoğlugil, 1994). 

2.3. Fokal Yüzeylere Ait  Kavramlar 

Bu kesimde fokal yüzeyler ile ilgili kısa bir literatür özeti ile bazı 

temel kavramlar yer vericektir. 

Fokal yüzeyler özel  doğrusal kongrüans yüzeyleri olarak bilinrler. Bu 

durumda doğrusal kongruans yüzey kavramının açıklanmsaı zorunluluğu ortaya çıkar. 

Kongruans yüzeyler ilgili ilk çalışmalar G. Monge tarafından yapılmıştır, 

(Monge,1850). Monge tarafından ortaya konan bu yüzeyler bilim dünyasında karşılık 

bulmuş ve (Talıaferro,1901), (Ogura,1918), (Behari, 1934), (Mıshra,1951), 

(Srinivasiengar, 1951), (Amur,1962), (Nirmala, 1963), (Alexiou vd, 2001) ve 

(Papadopoulou, 2003)  v.b. gibi çok sayıda bilim adamı tarafından çalışılmış, 
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günümüzde de halen çalışılmaya devam etmektedir. O halde bu kısa tarihsel bilgiden 

sonra kongruans yüzeyinin tanımını verelim. 

Tanım 2. 2. 1: 𝑀,  E3 de parametrik ifadesi  

                                       𝑋 ∶  𝐷 ⊂  𝐸2  →  𝑋(𝐷)  ⊂  𝐸3         (2. 3. 1) 

                                                (u, v)  →  X(u, v)= (x(u, v),y(u, v),z(u, v))  

olan regüler yüzey olsun. O halde 𝑀 yüzeyinin 𝑃 = 𝑋(𝑢, 𝑣) noktasından geçen 

doğruların ailesini de 

                                              ℱ = { 𝜉𝑃 ∈ 𝑇𝐸3(𝑃): ‖𝜉𝑃‖ = 1} 

 ile gösterelim. O halde 

                            �̃�...𝑅(𝑢, 𝑣, 𝑓) = 𝑅(𝑢, 𝑣)=  𝑋(𝑢, 𝑣) + ƒ(𝑢, 𝑣)𝜉(𝑢, 𝑣)        (2. 2. 2) 

denklemiyle tanımlanan  𝑅(𝑢, 𝑣) noktalarının geometrik yerine  doğrusal kongurans  

denir.  Bu denklem bir yüzey tanımlar ve bu yüzey, iki bağımsız parametreye bağlı 

diferensiyellenebilir doğrular ailesinin (yani ℱ ailesinin) ürettiği yüzeydir. Burada  

                                                              𝑓:𝑀 ⟶ ℝ                     (2. 2. 3) 

 𝑃 ⟶ 𝑓(𝑃) = ‖𝑃𝑅⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ 

biçiminde tanımlanan uzaklık fonksiyonudur. Bu fonksiyona offset fonksiyonu da 

denir, (Hagen, 1992a, 1995c).  

 

                                    Şekil 2. 10:  𝐸3 de bir doğru  kongruansı 

(2. 2. 2) denkleminde  𝜉 yerine yüzeyin 𝑁 birim normali vektörü alınırsa, 

                                 �̃�...𝑅(𝑢, 𝑣)=  𝑋(𝑢, 𝑣) + ƒ(𝑢, 𝑣)𝑁(𝑢, 𝑣)        (2.  3. 4)    

elde edilir. Bu durumda bu kongruansa normaller kongruansı denir (Hagen et al, 

1992a; Hagen et al, 1993b). Eğrilik kavramı diferensiyel geometri  açısından çok 
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önemli bir  kavramdır. Çünkü eğrilikler  sayesinde yüzeyin geometrik yapısı hakkında 

bize net bilgiler verir. Yüzeyin şekil operatörünün karakteristik veya normal eğriliği 

ekstremum değerleri olan 𝑘𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 2,ile gösterilen asli eğrilikler yüzeyin 

geometrisinin ortaya konulmasında büyük rol oynar veayrıca yüzeyin  Gauss ile 

ortalama eğrilikleri ,sırasıyla  𝐾 = 𝑘1𝑘2 ve 𝐻 =
1

2
(𝑘1 + 𝑘2) dir. Hagen ve Hahmann, 

uzaklık(offset) fonksiyonunu 𝑓(𝑢, 𝑣) =
1

𝑘𝑖
 almak suretiyle 

                                     �̃� … �̃�(𝑢, 𝑣) = 𝑋(𝑢, 𝑣) +
1

𝑘𝑖
𝑁(𝑢, 𝑣)                 (2. 3. 5) 

özel normaller kongruansını elde etmişlerdir (Hahmann,1999). (2. 2. 5) denklemiyle 

verilen yüzeye fokal yüzey adı verilir. Akabinde Hagen ve Hahmann , 𝑠 ∈ ℝ olmak 

üzere 

                                     �̃� … �̃�(𝑢, 𝑣) = 𝑋(𝑢, 𝑣) + 𝑠 𝑓(𝑘1, 𝑘2)𝑁(𝑢, 𝑣)              (2. 3. 6) 

normaller kongruansını tanımlayarak, genelleştirilmiş fokal yüzeylerin elde 

etmişlerdir(Hahmann,1999).                           

 

                                       Şekil 2. 11: Fokal yüzeyler 

   Bu yüzeylerin şekil analizi bir yaklaşım yöntemidir. Fokal yüzeyler, optik, 

mimarlık, otomotiv ve bilgisayar destekli tasarım ve imalat sanayi vb. gibi birçok 

alanda yaygın bir biçimde kullanılmaktadır.  Yüzeylere farklı yaklaşım metodları 

da vardır. Örneğin Maekawa ve arkadaşları Monge parametrizasyonuna sahip 

yüzeylerin şekil analizi için, yüzeyin umbilik noktalarında asli eğrilik 

fonksiyonlarının davranışlarını esas alan bir yöntem kullanmışlardır, (Maekawa et 

al,1999). Bu alanda yapılan çalışmalar artarak devam etmektedir. Biz çalışmamızda  

(2. 3. 5) denklemini kullanarak bir yüzeyin inversinin fokallerini araştıracağız. 

 

 

�̃�𝟐 

M 
�̃�𝟏 
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3. REGÜLER YÜZEYİN İNVERSLERİNİN FOKALLERİN 

GEOMETRİSİ  

Tanım 3. 1 : 𝑀. . . 𝑋 = 𝑋(𝑢, 𝑣), 𝐸³ de bir regüler yüzey ve 𝑀 . . . 𝑋 = 𝑋(𝑢, 𝑣) de 𝑀 nin  

bir 𝑆² birim küresine göre inversi olsun . O halde 𝑀 nin  �̃�₁ ve �̃�₂  fokal yüzeyleri 

için 

                                  �̃�₁ ⋅⋅⋅  �̃�₁ (𝑢, 𝑣) = �̅�(𝑢, 𝑣) + (
1

�̅�1
)�̅� (𝑢, 𝑣)                         (3. 1) 

Ve                 

                                  �̃�₂ ⋅⋅⋅  �̃�₂ (𝑢, 𝑣) = �̅�(𝑢, 𝑣) + (
1

�̅�2
)�̅�(𝑢, 𝑣)                           (3. 2) 

yazılır. 𝑀 yüzeyi üzerinde parametre eğrileri birer eğrilik çizgileri olsunlar. Bu 

durumda �̅�₁₂ = �̅�₁₂ = 0 olduğundan 

                                               {
�̅�𝑢 = −�̅�1�̅�𝑢
�̅�𝑣 = −�̅�2�̅�𝑣

                                                  (3. 3) 

elde edilir. 

Teorem 3. 1 : 𝑀. . . 𝑋 = 𝑋(𝑢, 𝑣), 𝐸³ de bir regüler yüzey ve 𝑀 . . . 𝑋 = 𝑋(𝑢, 𝑣) de 𝑀 

nin  bir 𝑆² birim küresine göre inversi olsun . O halde 𝑀 nin  �̃�₁ ve �̃�₂  fokal 

yüzeylerinin birim normal vektörleri 

                                                𝑁1̃(𝑢, 𝑣) =
1

√�̅�11
�̅�𝑢                                                 (3. 4)                

ve 

                                                𝑁2̃(𝑢, 𝑣) =
1

√�̅�22
�̅�𝑣                                                 (3. 5)                

dir. 

İspat: (3. 1) ve (3. 2)  denklemlerinin "𝑢" ve  "𝑣" parametrelerine göre kısmi türevleri 

alınırsa 

                                                 {
(�̃�1)𝑢 = �̅�𝑢 −

(�̅�1)𝑢

(�̅�1)2
�̅� +

1

�̅�1
�̅�𝑢

(�̃�1)𝑣 = �̅�𝑣 −
(�̅�1)𝑣

(�̅�1)2
�̅� +

1

�̅�1
�̅�𝑣

                           (3. 6) 

ve  

                                                 {
(�̃�2)𝑢 = �̅�𝑢 −

(�̅�2)𝑢

(�̅�2)2
�̅� +

1

�̅�2
�̅�𝑢

(�̃�2)𝑣 = �̅�𝑣 −
(�̅�2)𝑣

(�̅�2)2
�̅� +

1

�̅�2
�̅�𝑣

                           (3. 7) 

elde edilir. (3. 3) , (3. 6) ve (3. 7) de yerlerine yazılır ve düzenlenirse 
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                                                 {
(�̃�1)𝑢 = −

(�̅�1)𝑢

(�̅�1)2
�̅�                                       

(�̃�1)𝑣 =
1

(�̅�1)2
[(�̅�1)

2
− �̅�] �̅�𝑣 + (�̅�1)𝑣�̅�

            (3. 8) 

ve 

                                                 {
(�̃�2)𝑢 =

1

(�̅�2)2
[(�̅�2)

2
− �̅�] �̅�𝑣 + (�̅�2)𝑣�̅�

(�̃�2)𝑣 = −
(�̅�2)𝑣

(�̅�2)2
�̅�                                        

           (3. 9) 

elde edilir. Şimdi, sırası ile  (�̃�1)𝑢⋀(�̃�1)𝑣 ve (�̃�2)𝑢⋀(�̃�2)𝑣 vektörleri hesap edilirse 

(�̃�1)𝑢⋀(�̃�1)𝑣 = −
(�̅�1)𝑢

(�̅�1)
4 [1 −

�̅�2

�̅�1
] �̅� ∧ �̅�𝑣 

                                                          = −
(�̅�1)𝑢

(�̅�1)2
[1 −

�̅�2

�̅�1
] �̅�11�̅�𝑣                           (3. 10) 

ve  

(�̃�2)𝑢⋀(�̃�2)𝑣 = −
(�̅�2)𝑣

(�̅�2)
2 [1 −

�̅�1

�̅�2
] �̅� ∧ �̅�𝑣 

                                                          = −
(�̅�2)𝑣

(�̅�2)2
[1 −

�̅�1

�̅�2
]
1

𝑊
𝑔22�̅�𝑢                         (3. 11) 

bulunur. O halde buradan 

                           {
‖(�̃�1)𝑢⋀(�̃�1)𝑣‖ = 𝜆√�̅�11

‖(�̃�2)𝑢⋀(�̃�2)𝑣‖ = 𝜇√�̅�22
                                                     (3. 12)  

elde edilir. Böylece (2. 1. 27)  den 𝑀 nin  �̃�₁ve �̃�₂ fokal yüzeylerinin birim normal 

vektörleri 

                                           𝑁1̃(𝑢, 𝑣) =
1

√�̅�11
�̅�𝑢                                                    (3. 13) 

ve 

                                          𝑁2̃(𝑢, 𝑣) =
1

√�̅�22
�̅�𝑣                                                     (3. 14) 

olarak elde edilir. 

Teorem 3. 2 : 𝑀. . . 𝑋 = 𝑋(𝑢, 𝑣), 𝐸³ de bir regüler yüzey ve 𝑀 . . . 𝑋 = 𝑋(𝑢, 𝑣) de 𝑀 

nin bir 𝑆² birim küresine göre inversi olsun . O halde 𝑀 nin  �̃�₁ ve �̃�₂  fokal  

yüzeylerinin normallerinin türevleri 



25 

 

                       

{
 
 

 
 (�̃�1)𝑢 =

1

√�̅�11
((

−1

2�̅�11
+ Γ̅11

1 ) �̅�𝑢 + Γ̅12
1 �̅�𝑣 + �̅�11�̅�)

 

(�̃�1)𝑣 =
1

√�̅�11
((

−1

2�̅�11
+ Γ̅12

1 ) �̅�𝑢 + Γ̅12
2 �̅�𝑣)                

                   (3. 15) 

                                                              

ve 

                     {

(�̃�2)𝑢 =
1

√�̅�22
(Γ̅12
1 �̅�𝑢 + (

−1

2�̅�22
+ Γ̅12

2 ) �̅�𝑣 + �̅�11�̅�)
 

(�̃�2)𝑢 =
1

√�̅�22
(Γ̅22
1 �̅�𝑢 + (

−1

2�̅�22
+ Γ̅22

2 ) �̅�𝑣 + �̅�22�̅�)
                       (3. 16) 

dir. 

İspat: (3. 3) bağıntısından 𝑀 nin  �̃�₁ normallerinin "𝑢" ve "𝑣"  ye göre türevleri alınır 

ve düzenlenirse 

                                             (�̃�1)𝑢 =
1

√�̅�11
(−

1

2�̅�11
𝑋𝑢 + 𝑋𝑢𝑢)                            (3. 17) 

ve 

                                             (�̃�1)𝑣 =
1

√�̅�11
(−

1

2�̅�11
𝑋𝑢 + 𝑋𝑢𝑣)                             (3. 18) 

bulunur. 

        Gauss denklerinden 𝑋𝑢𝑢 ve 𝑋𝑢𝑣 nin değerleri sırasıyla (3. 17) ve (3. 18) 

denklemlerinde yerine yazılırsa 

   

{
 
 

 
 (�̃�1)𝑢 =

1

√�̅�11
((

−1

2�̅�11
+ Γ̅11

1 ) �̅�𝑢 + Γ̅12
1 �̅�𝑣 + �̅�11�̅�)

 

(�̃�1)𝑣 =
1

√�̅�11
((

−1

2�̅�11
+ Γ̅12

1 ) �̅�𝑢 + Γ̅12
2 �̅�𝑣)                

 

elde edilir.            

�̃�₂  normallerinin "𝑢" ve "𝑣" ye göre türevleri alınır ve gerekli düzenlemeler 

ile 

                                    (�̃�2)𝑢 =
1

√�̅�22
((

−1

2�̅�22
) �̅�𝑣 + �̅�𝑣𝑢)                                     (3. 19) 

ve 

                                    (�̃�2)𝑣 =
1

√�̅�22
((

−1

2�̅�22
) �̅�𝑣 + �̅�𝑣𝑣)                                     (3. 20) 

bulunur.Gauss denklerinden 𝑋𝑢𝑢 ve 𝑋𝑢𝑣 nin değerleri sırasıyla (3. 19) ve (3. 20) 

denklemlerinde yerine yazılırsa  
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  {

(�̃�2)𝑢 =
1

√�̅�22
(Γ̅12
1 �̅�𝑢 + (

−1

2�̅�22
+ Γ̅12

2 ) �̅�𝑣 + �̅�11�̅�)
 

(�̃�2)𝑢 =
1

√�̅�22
(Γ̅22
1 �̅�𝑢 + (

−1

2�̅�22
+ Γ̅22

2 ) �̅�𝑣 + �̅�22�̅�)
                          

elde edilir. 

Teorem 3. 3 : 𝑀. . . 𝑋 = 𝑋(𝑢, 𝑣), 𝐸³ de bir regüler yüzey ve 𝑀 . . . 𝑋 = 𝑋(𝑢, 𝑣) de 𝑀 

nin bir 𝑆² birim küresine göre inversi olsun . O halde 𝑀 nin  �̃�₁ ve �̃�₂  fokal  

yüzeylerinin destek fonksiyonları 

                                                        ℎ̃ 1 =
�̅��̅�𝑣

√�̅�22
                                                     (3. 21)  

ve 

                                                        ℎ̃ 2 =
�̅��̅�𝑢

√�̅�11
                                                     (3. 22) 

dır. 

İspat: (2. 1. 28) bağıntısından 𝑀 nin  �̃�₁ ve �̃�₂  fokal yüzeylerinin destek fonksiyonları 

için 

                                                         ℎ̃ 1 = 〈�̃�1(𝑢, 𝑣), 𝑁1̃(𝑢, 𝑣)〉                           (3. 23) 

ve 

                                                         ℎ̃ 2 = 〈�̃�2(𝑢, 𝑣), 𝑁2̃(𝑢, 𝑣)〉                           (3. 24) 

yazılır. (3. 1), (3. 2), (3. 4) ve (3. 5) eşitlikleri (3. 23) , (3. 24) de yerlerine yazılır ve 

düzenlenirse                                                                                                 

                                                      ℎ̃ 1 =
1

√�̅�22
〈�̅�, 𝑋𝑣〉                                           (3. 25) 

ve 

                                                        ℎ̃ 2 =
1

√�̅�11
〈�̅�, 𝑋𝑈〉                                         (3. 26) 

elde edilir. Diğer taraftan 

                                                    {
�̅��̅�𝑢 = 〈�̅�, �̅�𝑢〉

�̅��̅�𝑉 = 〈�̅�, �̅�𝑣〉
                                                 (3. 27) 

olduğundan  

   ℎ̃ 1 =
�̅��̅�𝑉

√𝑔22
    

ve  

    ℎ̃ 2 =
�̅��̅�𝑢

√𝑔11
    

elde edilir. 
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Teorem 3.4 : 𝑀. . . 𝑋 = 𝑋(𝑢, 𝑣), 𝐸³ de bir regüler yüzey ve 𝑀 . . . 𝑋 = 𝑋(𝑢, 𝑣) de 𝑀 

nin  bir 𝑆² birim küresine göre inversi olsun . O halde 𝑀 nin  �̃�₁ ve �̃�₂  fokal 

yüzeylerinin birinci temel formlarının katsayıları sırasıyla  

                                         

{
 
 

 
 �̃�11

1 =
(�̅�1)

2
𝑢

(�̅�1)4
                                                                     

�̃�12
1 = 

 (�̅�1)
 
𝑢
(�̅�1)

 
𝑣

(�̅�1)4
= �̃�21

1                                                 

�̃�22
1 =

1

(�̅�1)4
[(�̅�1)

2
− ((�̅�1)

2
−𝐾)

2

�̅�22
 + (�̅�1)𝑣

2
]  

 (3. 28) 

ve 

                                         

{
 
 

 
  �̃�11

2 =
1

(�̅�2)4
[(�̅�2)

2
− ((�̅�2)

2
− 𝐾)

2

�̅�11
 + (�̅�1)𝑣

2
] 

�̃�12
2 = 

 (�̅�2)
 
𝑢(�̅�2)

 
𝑣

(�̅�2)4
 = �̃�21

2                                               

 �̃�22
2 =

(�̅�2)
2
𝑢

(�̅�2)4
                                                                  

 (3. 29) 

dir.   

İspat: 𝑀 nin  𝑀₁ ve 𝑀₂  fokal yüzeylerinin birinci temel formlarının katsayıları için 

                                        

{
 

 
�̃�11
1 = 〈(�̃�1)𝑢, (�̃�1)𝑢

〉             

�̃�12
1 = 

 〈(�̃�1)𝑢, (�̃�1)𝑣
〉 = �̃�21

1

  �̃�22
1 = 〈(�̃�1)𝑢, (�̃�1)𝑣

〉               

                                  (3. 30) 

ve 

                                        

{
 

 
�̃�11
2 = 〈(�̃�2)𝑢, (�̃�2)𝑢

〉             

�̃�12
2 = 

 〈(�̃�2)𝑢, (�̃�2)𝑣
〉 = �̃�21

2

  �̃�22
2 = 〈(�̃�2)𝑢, (�̃�2)𝑣

〉               

                                  (3.31) 

yazılır. Buradan (3. 8) ve (3. 9) eşitlikleri (3. 30) ve (3. 31) de yerlerine yazılır ve 

düzenlenirse 

 

{
 
 

 
   �̃�11

1 =
(�̅�2)

2
𝑢

(�̅�1)4
                            

 �̃�12
1 =

(�̅�1)
 
𝑢(�̅�1)

 
𝑣

(�̅�1)4
= �̃�21

2         

�̃�22
1 = [1 −

�̅�2

�̅�1
] �̅�22

 +
(�̅�2)

2
𝑣

(�̅�1)4

                                           

ve 

  

{
 
 

 
 �̃�11

2 = [1 −
�̅�1

�̅�2
] �̅�11

 +
(�̅�2)

2
𝑢

(�̅�1)4

�̃�12
2 =

(�̅�1)
 
𝑢(�̅�1)

 
𝑣

(�̅�2)4
= �̃�21

2        

 �̃�22
2 =

(�̅�2)
2
𝑣

(�̅�1)4
                           

                                                

bulur ve aşağıdaki sonuç verilebilir. 
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Sonuç 3.1: 𝑀. . . 𝑋 = 𝑋(𝑢, 𝑣), 𝐸³ de bir regüler yüzey ve 𝑀 . . . 𝑋 = 𝑋(𝑢, 𝑣) de 𝑀 nin 

bir 𝑆² birim küresine göre inversi olsun . O halde 𝑀 nin  �̃�₁ ve �̃�₂  fokal yüzeylerinin 

birinci temel formları 

                         𝐼1 =
(�̅�1)𝑢

2

(�̅�1)4
𝑑𝑢2 + 2

(�̅�1)
 
𝑢(�̅�1)

 
𝑣

(�̅�1)4
𝑑𝑢𝑑𝑣 

                                 +
1

(�̅�1)4
[(�̅�1)

2
− ((�̅�1)

2
− 𝐾)

2

�̅�22
 + (�̅�1)𝑣

2
] 𝑑𝑣2                (3. 32) 

ve 

                         𝐼2 =
1

(�̅�2)4
[(�̅�2)

2
− ((�̅�2)

2
− 𝐾)

2

�̅�22
  

                              +(�̅�2)𝑣
2]𝑑𝑢2 + 2

(�̅�1)
 
𝑢
(�̅�1)

 
𝑣

(�̅�2)4
𝑑𝑢𝑑𝑣 +

(�̅�1)𝑢
2

(�̅�2)4
𝑑𝑣2                        (3. 33) 

dir. 

Sonuç 3. 2: �̅� nin  �̃�₁ ve �̃�₂  fokal yüzeylerinin parametre eğrilerinin ortogonal olması 

için  �̅� nin  asli eğrilik çizgileri sabit eğrilikli olmasıdır. 

Teorem 3. 5:  𝑀. . . 𝑋 = 𝑋(𝑢, 𝑣), 𝐸³ de bir regüler yüzey ve 𝑀 . . . 𝑋 = 𝑋(𝑢, 𝑣) de 𝑀 

nin  bir 𝑆² birim küresine göre inversi olsun . O halde 𝑀 nin  �̃�₁ ve �̃�₂  fokal 

yüzeylerinin ikinci temel formlarının katsayıları sırasıyla  

                                         

{
 
 

 
 �̃�11

1 =
1

√�̅�11
 �̅�11
                 

�̃�12
1 = 0                             

 �̃�22
1 =

(�̅�11)𝑣[(�̅�1)
2−�̅�]�̃�22

2

2(�̅�1)2(�̅�11)
3
2⁄
   

                                           (3. 34) 

ve 

                                          

{
 
 

 
  �̃�11

2 = −
(𝑔22)𝑢[(�̅�1)

2−�̅�]�̃�11
2

2(�̅�2)2(�̅�22)
3
2⁄
  

 �̃�12
2 = 0                                  

�̃�22
2 =

1

√�̅�22
 �̅�22
                     

                                     (3. 35) 

dir.   

 

İspat: 𝑀 nin  �̃�₁ ve �̃�₂  fokal yüzeylerinin ikinci temel formlarının katsayıları için 

                                         

{
 

 
 �̃�11
1 = 〈(�̃�1)𝑢, (�̃�1)𝑢

〉

 �̃�12
1 = 〈(�̃�1)𝑢, (�̃�1)𝑣

〉

  �̃�22
1 = 〈(�̃�1)𝑣, (�̃�1)𝑣

〉

                                              (3. 36) 

ve 
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{
 

 
 �̃�11
2 = 〈(�̃�2)𝑢, (�̃�2)𝑢

〉

�̃�12
2 = 〈(�̃�2)𝑢, (�̃�2)𝑣

〉

 �̃�22
2 = 〈(�̃�2)𝑣, (�̃�2)𝑣

〉

                                             (3. 37) 

yazılır. (3. 8) ve (3. 9)  denklemleri (3. 36) ve (3. 37) de yerine yazılarak ve gerekli 

düzenlemeler yapılarak 

                                          

{
 
 

 
  �̃�11

1 =
1

√𝑔11
 �̅�11
                

�̃�12
1 = 0                           

 �̃�22
1 =

(𝑔11)𝑣[(�̅�1)
2−�̅�]�̃�22

2

2(�̅�1)2(�̅�11)
3
2⁄

                                          (3 . 38) 

ve 

                                            

{
 
 

 
 �̃�11

2 = −
(𝑔22)𝑢[(�̅�1)

2−�̅�]�̃�11
2

2(�̅�2)2(�̅�22)
3
2⁄

�̃�12
2 = 0                                

�̃�22
2 =

1

√𝑔22
 �̅�22
                    

                                       (3.39) 

 

elde edilir. 

        O halde buradan ikinci temel formlarını için aşağıdaki sonuç verilebilir.  

Sonuç 3. 3:  𝑀. . . 𝑋 = 𝑋(𝑢, 𝑣), 𝐸³ de bir regüler yüzey ve 𝑀 . . . 𝑋 = 𝑋(𝑢, 𝑣) de 𝑀 nin  

bir 𝑆² birim küresine göre inversi olsun . O halde 𝑀 nin  �̃�₁ ve �̃�₂  fokal yüzeylerinin 

ikinci temel formu  

                                           𝐼�̃�1 = [
�̅�11

√�̅�11
] 𝑑𝑢2 +  

(𝑔11)𝑣[(�̅�1)
2−�̅�]�̃�22

2

2(�̅�1)2(�̅�11)
3
2⁄
𝑑𝑣2                (3. 40) 

ve 

                                          𝐼�̃�2 = −
(𝑔22)𝑢[(�̅�1)

2−�̅�]�̃�11
2

2(�̅�2)2(�̅�22)
3
2⁄
 𝑑𝑢2 +  [

�̅�22

√�̅�22
] 𝑑𝑣2            (3. 41) 

elde edilir. 

Teorem 3. 6 : 𝑀. . . 𝑋 = 𝑋(𝑢, 𝑣), 𝐸³ de bir regüler yüzey ve 𝑀 . . . 𝑋 = 𝑋(𝑢, 𝑣) de 𝑀 

nin  bir 𝑆² birim küresine göre inversi olsun . O halde 𝑀 nin  �̃�₁ ve �̃�₂ fokal 

yüzeylerinin Gauss eğriliği  

                                         𝐾1̃ =
(�̅�1)

4

2(�̅�11)2
                                                                 (3. 42) 

ve                                                              

                                         𝐾2̃ =
(�̅�2)

4

2(�̅�22)2
                                                                 (3. 43)                                                              

İspat:  (2 .1. 43) bağıntısında  
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                                       𝑤1
2 = �̃�11

1 �̃�22
1 − (�̃�12

1 )2                                                  (3. 44)   

ifadesini  (3. 28) değerleri yerine yazılarak                                                           

                                       𝑤1
2 =

1

(�̅�1)8
[(�̅�1)

2

𝑢
] ((�̅�1)

2
− �̅�))2�̅�22                        (3. 45) 

bulunur.Aynı şekilde (2. 1. 43) bağıntısında (3. 28) değerleri yazılarak 

                  �̃�11
1 �̃�22

1 − (�̃�12
1 )2 =

1

√𝑔11
 �̅�11
 (𝑔11)𝑣[(�̅�1)

2−�̅�]�̃�22
2

2(�̅�1)2(�̅�11)
3
2⁄

                                    (3. 46) 

elde edilir. (3. 45) ve (3. 51) bu değerler (2. 1. 43) bağıntısında yerine yazılırak gerekli 

işlemler yapılarak 

𝐾1̃ =
(�̅�1)

4

2(�̅�11)2
                                                         

dir. 

          �̃�₂ fokal yüzeyinin Gauss eğriliği  için (2. 1. 43) bağıntısında 

                                     𝑤2
2 = �̃�11

2 �̃�22
2 − (�̃�12

2 )2                                                  (3. 47)      

ifadesinde  (3. 29) değerler  yerilerine yazılarsa 

                               𝑤2
2 =

1

(�̅�2)8
[(�̅�2)

2

𝑢
((�̅�2)

2
− �̅�))2�̅�11]                               (3. 48) 

ve 

                              �̃�11
1 �̃�22

1 − (�̃�12
1 )2 =

1

√𝑔22
 �̅�22
 (𝑔22)𝑢[(�̅�2)

2−�̅�]�̃�22
2

2(�̅�1)2(�̅�11)
3
2⁄

                       (3. 49) 

elde edilir. Benzer şekilde (3. 48) ve (3. 49) eşitlikleri  (2.1.43) bağıntısında yerlerine 

yazılır ve düzenlenirse 

𝐾2̃ =
(�̅�2)

4

2(�̅�22)2
                                                          

dir. 

Teorem 3. 7 :𝑀. . . 𝑋 = 𝑋(𝑢, 𝑣), 𝐸³ de bir regüler yüzey ve 𝑀 . . . 𝑋 = 𝑋(𝑢, 𝑣) de 𝑀 

nin  bir 𝑆² birim küresine göre inversi olsun . O halde 𝑀 nin  �̃�₁ ve �̃�₂ fokal 

yüzeylerinin ortalama eğrilikleri 

                                                    𝐻1̃ =
(�̅�1)

4

2√�̅�11(�̅�11
 )2
[2(�̅�11

 )3 + (�̅�11)𝑣]                (3. 50)     

ve                                                          
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                                                    𝐻2̃ =
(�̅�2)

4

2√�̅�22(�̅�22
 )2
[2(�̅�22

 )3 + (�̅�22)𝑢]              (3. 51) 

dir.                                                              

İspat:  (2.1.46)  bağıntısından �̃�₁ ve �̃�₂ fokal yüzeylerinin ortalama eğrilikleri  

                                                     𝐻1̃ =
�̃�11
1 �̃�22

1 −2�̃�12
1 �̃�12

1 +�̃�11
1 �̃�11

1

2(�̃�11
1 �̃�22

1 −(�̃�12
1 )

2
)

                              (3. 52) 

ve  

                                                    𝐻2̃ =
�̃�11
2 �̃�22

2 −2�̃�12
2 �̃�12

2 +�̃�11
2 �̃�11

2

2(�̃�11
2 �̃�22

2 −(�̃�12
2 )

2
)

                               (3. 53) 

dir.  (3. 28) ile  (3. 34) ve (3. 29) ile  (3. 35)  eşitlikleri sırasıyla (3. 52) ve (3. 53)  

eşitliklerinde yerlerine yazılar ve gerekli düzenlemeler yapılırsa 

 𝐻1̃ =
�̃�11
1 �̃�22

1 +�̃�11
1 �̃�11

1

2(�̃�11
1 �̃�22

1 −(�̃�12
1 )

2
)
                                                      

       =

1

√�̅�11
 �̅�11
   

1

(�̅�1)
4 ([1−

�̅�2
�̅�1
]�̅�22
 +

(�̅�2)
2
𝑣

(�̅�1)
4 )+

(�̅�2)
2
𝑢

(�̅�1)
4 [1−

�̅�1
�̅�2
]�̅�11
 +

(�̅�2)
2
𝑢

(�̅�1)
4

2
1

(�̅�1)
8[((�̅�1)

2
𝑢(�̅�1)

2−�̅�))2�̅�22]
                                            

       =
(�̅�1)

4

2√�̅�11(�̅�11
 )2
[2(�̅�11

 )3 + (�̅�11)𝑣]                     

ve 

  𝐻2̃ =
�̃�11
2 �̃�22

2 +�̃�11
2 �̃�11

2

2(�̃�11
2 �̃�22

2 −(�̃�12
2 )

2
)
 

         =
−
(𝑔22)𝑢[(�̅�1)

2
−�̅�]�̃�11

2

2(�̅�2)
2
(�̅�22)

3
2⁄

(�̅�2)
2
𝑢

(�̅�2)
4 −

1

(�̅�2)
4[(�̅�2)

2−((�̅�2)
2−𝐾)

2
�̅�11
 +(�̅�1)𝑣

2]
(𝑔22)𝑢[(�̅�1)

2
−�̅�]�̃�11

2

2(�̅�2)
2
(�̅�22)

3
2⁄

2(
1

(�̅�2)
4[(�̅�2)

2−((�̅�2)2−𝐾)2�̅�11
 +(�̅�1)𝑣

2]
(�̅�2)

2
𝑢

(�̅�2)
4    −(

(�̅�2)
 
𝑢(�̅�2)

 
𝑣

(�̅�2)
4  )

2

)

 

         =
(�̅�2)

4

2√�̅�22(�̅�22
 )2
[2(�̅�22

 )3 + (�̅�22)𝑢]                    

elde edilir.Bu ise ispatı tamamlar. 

Sonuç 3. 4 : 𝑀. . . 𝑋 = 𝑋(𝑢, 𝑣), 𝐸³ de bir regüler yüzey ve 𝑀 . . . 𝑋 = 𝑋(𝑢, 𝑣) de 𝑀 nin  

bir 𝑆² birim küresine göre inversi olsun . O halde 𝑀 nin  �̃�₁ ve �̃�₂ fokal yüzeylerinin 

asli eğrilikleri sırasıyla �̃�1,2
1  ve �̃�1,2

2  olmak üzere  

                 �̃�1,2
1 = 𝐾1̃([2(�̅�11

 )3 + (�̅�11)𝑣] ∓ √([2(�̅�11
 )3 + (�̅�11)𝑣] )2 −

1

(𝐾1̃)2
    (3. 54) 
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ve  

                  �̃�1,2
2 = 𝐾2̃([2(�̅�22

 )3 + (�̅�22)𝑢] ∓ √([2(�̅�22
 )3 + (�̅�22)𝑢] )2 −

1

(𝐾2̃)2
   (3. 55) 

dır.  

İspat: (2. 1. 46) dan 

                                                  �̃�1,2
1 = 𝐻1̃ ∓ √(𝐻1̃)2 − 𝐾1̃                                  (3. 56)  

için  (3. 42) , (3. 50) bağıntıları yerine yazılarak  

�̃�1,2
1 =

(�̅�1)
4

2√�̅�11(�̅�11
 )2
[2(�̅�11

 )3 + (�̅�11)𝑣] + √(
(�̅�1)

4

2√�̅�11(�̅�11
 )2
[2(�̅�11

 )3 + (�̅�11)𝑣] )
2 −

(�̅�1)
4

2(�̅�11)
2            (3. 57) 

bulunur. (3. 57) ifadesinde (3. 42) eşitliği yerine yazılarak 

                          �̃�1,2
1 = 𝐾1̃ ([2(�̅�11

 
)
3
+ (�̅�11)𝑣]∓

√([2(�̅�11
 
)
3
+ (�̅�11)𝑣] )

2

− 1

(𝐾1
̃ )

2)  

elde edilir.Benzer şekilde (2. 1. 46) dan  �̃�1,2
2 = 𝐻2̃ ∓√(𝐻2̃)2 − 𝐾2̃ için   

(3. 43) , (3. 51)bağıntıları yerine yazılarak  

                      �̃�1,2
2 = 𝐾2̃([2(�̅�22

 )3 + (�̅�22)𝑢] ∓ √([2(�̅�22
 )3 + (�̅�22)𝑢] )2 −

1

(𝐾2̃)2
      

elde edilir. 

 

Örnek 3. 1 : 𝑀. . . 𝑋 = 𝑋(𝑢, 𝑣) = (2 cos 𝑣 , 2 sin 𝑣 , 𝑢), 𝐸³ de bir regüler yüzey ve 

𝑀 . . . 𝑋 = 𝑋(𝑢, 𝑣) de �̅� nin  bir 𝑆² birim küresine göre inversi olsun 𝑀 nin  �̃�₁ ve �̃�₂ 

fokalleri için (2. 3. 5) ifadesinden      

                                       �̅�(𝑢, 𝑣) =
1

𝑢2+4
(2 cos 𝑣 , 2 sin 𝑣 , 𝑢)                            (3. 59)    

   (3. 70)  ifadesi "𝑢" ve "𝑣" parametresine bağlı olarak türev alınırsa 

                                           (�̅�)𝑢 =
1

(𝑢2+4)2
(−4𝑢 cos 𝑣 ,−4𝑢 sin 𝑣 , 4 − 𝑢2)     (3. 60)    

ve 

                                           (�̅�)𝑣 =
1

𝑢2+4
(−2 sin 𝑣 , 2 cos 𝑣 , 0)                           (3. 61)    

bulunur. (3.60) ,(3.72)  ifadelerin vektörel çarpılır ve normu alınırsa 

      (�̅�)𝑢 × (�̅�)𝑣 =
1

(𝑢2+4)3
(−2 (4 − 𝑢2) cos 𝑣  , −2 (4 − 𝑢2)sin 𝑣 , −8𝑢)        (3. 62)    

ve  

                          ‖(�̅�)𝑢 × (�̅�)𝑣‖ =
2√4+15𝑢2

(𝑢2+4)3
                                                        (3. 63)    

elde edilir. (3. 62)  ve (3. 63)   değerleri (2. 1. 27) de yerine yazılırsa 

                            �̅� =
1

√4+15𝑢2
((𝑢2 − 4) cos 𝑣 , (𝑢2 − 4) sin 𝑣 ,−4𝑢)               (3. 64)    
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bulunur. Buradan (3. 28) dan 

                                          

{
 
 

 
 �̃�11

1 =
1

(𝑢2+4)2
       

�̃�12
1 = 0                 

�̃�22
1  =

4

(𝑢2+4)2
        

                                                      (3. 65) 

                                                                                                           

olur. Bu ifadeler (3. 44) de yerine yazılırsa 

                                              𝑤1
2 =

4

(𝑢2+4)4
                                                          (3. 66) 

dır. (3. 64)  "𝑢" ve "𝑣" parametresine bağlı olarak türev alınırsa  

    {
(�̅�)𝑢 =

𝑢

(4+15𝑢2)
3
2⁄
((68 + 15𝑢2)𝑢 cos 𝑣 , (68 + 15𝑢2)𝑢 sin 𝑣 ,−16) 

(�̅�)𝑣 =
1

√4+15𝑢2
(−(68 + 15𝑢2)𝑢 sin 𝑣 , (68 + 15𝑢2)𝑢 cos 𝑣 , 0)

        (3. 67) 

dır. (3. 60)  ve (3. 61)  ifadeleri aşağıdaki ifadelerde yerlerine yazılarak  

                                            

{
 
 

 
 �̅�11

 = −〈�̅�𝑢, �̅�𝑢〉 =
4

(𝑢2+4)√4+15𝑢2
 

�̅�12 = −〈�̅�𝑢, �̅�𝑣〉 = 0                       

�̅�22 = −〈�̅�𝑣, �̅�𝑣〉 =
2(4−𝑢2)

(𝑢2+4)√4+15𝑢2
 

                        (3. 68) 

bulunur. (3. 65) ve (3. 68) değerleri yerlerine yazılır ve gerekli düzenlemeler yapılarak 

                                                �̅�1 =
�̅�11
 

�̅�11
 =

4(𝑢2+4)

√4+15𝑢2 
                                              (3. 69) 

ve  

                                                �̅�2 =
�̅�11
 

�̅�11
 =

16−𝑢4

2√4+15𝑢2
                                             (3. 70) 

dır. Bulduğumuz (3. 59), (3. 64), (3. 69), (3. 70)  ifadeleri (3.1) denkleminde yerlerine 

yazılır ve gerekli işlemler yapılarak 

�̃�1(𝑢, 𝑣) =  (
1

4
𝑐𝑜𝑠𝑣,

1

4
𝑐𝑜𝑠𝑣, 0) 

ve 

�̃�2(𝑢, 𝑣) =
1

𝑢2+4
(cos 𝑣 , sin 𝑣 ,

𝑢3

𝑢2−4
)                                                               

bulunur.  
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Şekil 3. 1: İnverslerinin Fokal yüzeyleri 

Örnek 3. 2 : 𝑀. . . 𝑋 = 𝑋(𝑢, 𝑣) = (cosh𝑢 sin 𝑣 , sinh 𝑣 , cosh 𝑢 cos 𝑣), 𝐸³ de bir 

regüler yüzey ve 𝑀 . . . 𝑋 = 𝑋(𝑢, 𝑣) de �̅� nin  bir 𝑆² birim küresine göre inversi olsun 

𝑀 nin  �̃�₁ ve �̃�₂ fokali için (2. 3. 5) ifadesinden      

                    �̅�: �̅�(𝑢, 𝑣) =
1

2 cosh2𝑢−1
(cosh 𝑢 sin 𝑣 , sinh 𝑣 , cosh 𝑢 cos 𝑣)         (3. 71)    

bulunur. (2. 2. 6) ifadesinden de 

            �̅� = 2
−1

(2cosh2𝑢+1)
3
2⁄
(

(−2cosh2 𝑣 + 3) cosh 𝑢 sin 𝑣

(−2 cosh2 𝑣 + 3) sinh𝑢

−(2 cosh2 𝑣 + 1) cosh 𝑢 cos 𝑣

)                        (3. 72)    

elde edilir. (3. 71) ve (3. 72) ifadeleri gerekli işlemler yapılarak (2. 2. 7) ifadesinde 

yerine yazılır ve düzenlenirse 

                                                       �̅�1 =
2 cosh2 𝑢+1

√2 cosh2 𝑣−1
                                            (3. 73)    

                                                       �̅�2 =
−2cosh2 𝑢+3

√2cosh2𝑢−1
                                            (3. 74)    

elde edilir. (3. 71), (3. 72), (3. 74) ve (3. 75) değerler sırasıyla (3. 1) de yerine yazılırsa  

 �̃�1(𝑢, 𝑣) = �̅� +
1

�̅�1
�̅�(𝑢, 𝑣) 

                  =
1

(2 cosh2 𝑢+1) 
(
2 cosh 𝑢 sin 𝑢

0
2 cosh 𝑢 cos 𝑣

)                                                        (3. 75)    

ve  

�̃�2(𝑢, 𝑣) = �̅� +
1

�̅�2
�̅�(𝑢, 𝑣)  

𝑴 :𝑬𝟑de regüler yüzey 

𝑺𝟏
𝟐: 𝑬𝟑de birim küre 

 
�̅�: 𝑴 nin invers  yüzeyi 

�̃�𝟏: �̅�nin birinci fokali 

�̃�𝟐: �̅�nin ikinci  fokali 
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              =
2

(3−2cosh2𝑢)
(

0,
−2 sinh 𝑢

0
)                                                                    (3. 76) 

 

elde edilir. Şimdi bu yüzeyler (3. 75)  ve (3. 76)  ifadelerine göre çizilerek aşağıdaki 

şekil elde edilir. 

 

Şekil 3. 2 : İnverslerinin Fokal yüzeyleri 

Örnek 3. 3 : 𝑀…𝑋 = 𝑋(𝑢, 𝑣) = (𝑓(𝑢) sin 𝑣 , 𝑢, 𝑓(𝑢) cos 𝑣)                              (3. 77)    

𝐸³ de bir regüler yüzey ve 𝑀 . . . 𝑋 = 𝑋(𝑢, 𝑣) de �̅� nin  bir 𝑆² birim küresine göre 

inversi olsun 𝑀 nin  �̃�₁ ve �̃�₂ fokalleri için 

                                   �̅�: �̅�(𝑢, 𝑣) =
1

(𝑢 2+𝑓 
2)
(𝑓(𝑢) sin 𝑣 , 𝑢, 𝑓(𝑢) cos 𝑣)            (3. 78)    

bulunur. (3. 78)  ifadesi için "𝑢" ve "𝑣" parametresine bağlı olarak türev alınırsa 

                                                      𝑋𝑢 = (𝑓𝑢 sin 𝑣 , 1, 𝑓𝑢 cos 𝑣)                            (3. 79)    

                                                      𝑋𝑣 = 𝑓(cos 𝑣 , 0, − sin 𝑣)                               (3. 80)   

elde edilir. Buradan (3. 79) ve (3. 80) ifadeleri vektörel olarak çarpılır ve normu 

alınırsa      

                                             𝑋𝑢 ∧ 𝑋𝑣 = 𝑓(−sin 𝑣 , 𝑓𝑢, − cos 𝑣)                           (3. 81)    

ve  

                                        ‖𝑋𝑢 ∧ 𝑋𝑣‖ = 𝑓√1 + 𝑓𝑢
2
                                              (3. 82)    

elde edilir. 

                                  𝑁 =
1

√1+𝑓𝑢
2
(−sin 𝑣 , 𝑓𝑢, − cos 𝑣)                              (3. 83) 

Eğer (2. 1. 36) bağıntısında (3. 80) ve (3. 81) ifadelerine (2. 1. 36)  
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bağıntısında yerine yazılarak  

                                                 {

𝑔11 = 1 + 𝑓𝑢
2

𝑔12 = 0            

𝑔22 = 𝑓 
2          

                                                   (3. 84) 

bulunur. (3. 78) ve (3. 79) ifadeleri "𝑢" ve "𝑣" parametrelerine bağlı olarak türev 

alınırsa 

                                                {

𝑋𝑢𝑢 = (𝑓𝑢𝑢 sin 𝑣 , 0, 𝑓𝑢𝑢 cos 𝑣)

𝑋𝑢𝑣 = (𝑓𝑢 cos 𝑣 , 1, −𝑓𝑢 sin 𝑣)

𝑋𝑣𝑣 = −𝑓(sin 𝑣 , 0, cos 𝑣)       

                            (3. 85) 

elde edilir. (3. 85) ifadesi (2. 1. 37) de yerine yazılır ve gerekli işlemler yapılarak 

düzenlenirse     

                                                 

{
 
 

 
 𝑏11 =

−𝑓𝑢𝑢

√1+𝑓𝑢
2

𝑏12 = 0         

𝑏22 =
𝑓

√1+𝑓𝑢
2

                                                     (3. 86)    

bulunur. (2. 1. 37) ifadesinde (3. 84) ve (3. 86) değerleri yerlerine yazılarak 

                                                    𝑘1 = −
𝑓𝑢𝑢

(1+𝑓𝑢
2)
3
2

                                                 (3. 87)    

                                                   𝑘2 =
1

𝑓√1+𝑓𝑢
2
                                                      (3. 88)   

elde edilir. (2. 1. 28)   ifadesinde (3. 78) ve (3. 83) yerine yazılarak gerekli işlemler 

yapılarak 

                                                    ℎ =
𝑢𝑓𝑢−𝑓

√1+𝑓𝑢
2
                                                        (3. 89) 

bulunur.  (2. 1. 60) ifadesinde (3. 78)  yerine yazılarak       

                                                  𝜌2 = 𝑢 
2 + 𝑓 

2
                                                     (3. 90) 

dir. Burada (3. 78), (3. 83), (3.89), (3.90) ifadeleri (2. 3. 5)  yerine yazılarak gerekli 

düzenlemeler yapılırsa    �̅� = 2
ℎ

𝜌2
𝑋 − 𝑁  için                                              

                                       �̅� =
1

(𝑢 2+𝑓 
2)√1+𝑓𝑢

2
(

[2𝑢𝑓 + 𝑢 
2 + 𝑓 

2] sin 𝑣 ,

2𝑢 
2𝑓 − (𝑢 

2 + 𝑓 
2)𝑓𝑢 ,

[2𝑢𝑓 + 𝑢 
2 + 𝑓 

2] cos 𝑣

)          (3. 91)    

elde edilir.  (2. 2. 7) İfadesinde (3. 77), (3. 88) (3.  90), (3. 91) ifadeleri yerine yazılarak 

sırasıyla     
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                                      �̅�1 = −(
2(𝑢𝑓𝑢−𝑓)(1+𝑓𝑢

2)−(𝑢 
2+𝑓 

2)𝑓𝑢𝑢

(1+𝑓𝑢
2)
3
2⁄

)                           (3. 92)    

 

                                     �̅�2 = −
(2𝑢𝑓𝑓𝑢+𝑢 

2−𝑓 
2)

𝑓√1+𝑓𝑢
2

                                                     (3. 93)  

elde edilir. Buradan da bulunan (3.78) ,(3.98), (3.99) ve (3.100)  değerleri (3.1)  

denkleminde yazılarak sırasıyla   

     �̃�₁ (𝑢, 𝑣) =
1

[2(𝑢𝑓𝑢−𝑓)(1+𝑓𝑢
2)−(𝑢 2+𝑓 

2)𝑓𝑢𝑢]

(

 

[−𝑓𝑓𝑢𝑢 − (1 + 𝑓𝑢
2)] sin 𝑣 ,

((1 + 𝑓𝑢
2)𝑓𝑢 − 𝑢𝑓𝑢𝑢) ,

[−𝑓𝑓𝑢𝑢 − (1 + 𝑓𝑢
2)] cos 𝑣)

       (3. 94) 

ve 

    �̃�2 (𝑢, 𝑣) =
1

(2𝑢𝑓𝑓𝑢+𝑢 
2−𝑓 

2)
(

0,
𝑢 + 𝑓𝑓𝑢,
0

)                                                            (3. 95) 

elde edilir.  

  Özel olarak 𝑓(𝑢) = 𝑢2 alınırsa 

                   𝑀…𝑋 = 𝑋(𝑢, 𝑣) = (𝑢2 sin 𝑣 , 𝑢, 𝑢2 cos 𝑣)              (3. 103)    

ve 

                               �̅� … �̅�(𝑢, 𝑣) =
1

𝑢2(1+𝑢2)
(𝑢2 sin 𝑣 , 𝑢, 𝑢2 cos 𝑣 , )                (3. 104)    

elde  edilir.  Bu durumda �̅� invers yüzeyinin �̃�₁ ve �̃�₂ fokallerinin  denklemleri için  

(3. 103) ifadesi (2. 3. 5) , (2. 2. 6) ,(2. 2. 7) denklemlerinde yerine yazılarak gerekli 

düzenlemeler yapılarak, sırasıyla   

  �̃�₁ (𝑢, 𝑣) =
1

[2𝑢2(1+3𝑢2)]
(

(−6𝑢2 − 1) sin 𝑣 ,

(8𝑢3),

(−6𝑢2 − 1) cos 𝑣

)                      

ve 

  �̃�2 (𝑢, 𝑣) =
1

(𝑢 3+𝑢)
(

0,

1 + 2𝑢2,
0

)                                               

bulunur. 
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Şekil 3. 3 : İnverslerinin Fokal yüzeyleri 
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4. SONUÇLAR 

Sonuç olarak  fokal yüzeylerinin , sırasıyla birim normal vektörünü, 

destek fonksiyonu, birinci, ikinci temel formlarının katsayılarını ile bu katsayılara 

karşılık gelen temel formlerı, asli eğrilikleri, Gauss eğrilikleri, ortalama eğrilikleri gibi 

bazı karakteristik özelliklerini diferensiyel geometrinin yöntemlerini kullanarak elde 

edilmiştir. Yani bu özellikler invers yüzeylerin karakteristik özellikleri bağlı olarak 

bulunmuştur ve 𝐸3 de verilen bir yüzeyin inverslerinin fokal yüzeylerin denklemleri 

elde edilmiştir. 
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