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Bu tez dort boliim ve {i¢ kesimden olusmaktadir. Birinci bolim tezimizi konu
olan problemin ortaya konuldugu, tarihsel ve bilimsel agidan degerlendirilmelerin
yapildig1 giris kismudir. Ikinci béliim ¢alismamiz boyunca referans alacagimiz tanim
ve teoremlerin yer aldigi temel kavramlardan olusmaktadir. Bu bdliim, sirasiyla
"Egriler ve Yiizeyler Teorisine Ait Temel Kavramlar”, " Invers Yiizeylere Ait Temel
Kavramlar" ve " Fokal Yiizeylere Ait Temel Kavramlar" olmak tizere {i¢ kesim halinde
diizenlenmistir. Uciincii boliim ise tezimizin orijinal kismuidir. Bu béliimde regiiler
ylizeyin inversinin fokal ylizeyleri tanimlanarak, destek fonksiyonlari, normal
vektorleri, temel formlar1 ve katsayilar ile asli, Gauss ve ortalama egrilikleri gibi
karakterizasyonlar1 invers yiizeyin karakterizasyonlarina bagli olarak ifade edilmistir.
Akabinde iddialarimiz1 gergekleyen 6rnekler vererek, elde edilen yiizeylerin grafikleri
Maple yazilim programinda ¢izdirilmistir. Son boliimde ise tezde elde edilen sonuglara

yer verilmistir.
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ABSTRACT
GEOMETRY OF FOCALS OF THE INVERSES OF A REGULAR SURFACE IN
EN3
Mehmet FIDAN

Ondokuz Mayis University

Institute of Graduate Studies

Department of Mathematic

Master, July/2021
Supervisor: Prof. Dr. Ayhan SARIOGLUGIL
This thesis consists of four parts and three segments. The first part is the

introduction part where the problem subject to our thesis is revealed and historical and
scientific evaluations are made. The second part consists of basic concepts including
definitions and theorems that we will reference throughout our study. This section is
organized into three segments: "Basic Concepts of Curves and Surfaces Theory",
"Basic Concepts of Invers Surfaces” and "Basic Concepts of Focal Surfaces",
respectively. The third part is the original part of our thesis. In this section, we have
identified focal surfaces of the inverse of the regular surface. In this definition, support
functions, normal vectors, basic forms, and coefficients, , Gauss and mean curvatures
are expressed depending on the characterizations of the inverse surface. Subsequently,
the graphics of the obtained surfaces are drawn in the Maple software program by
giving examples that make our claims. In the last chapter, the results obtained in the

thesis are included.
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1. GIRIS

Bu béliime, tezimizin zemini olusturan diferensiyel geometri hakkinda kisa
bilgiler vererek baslayalim. Geometri doniisiimler altinda geometrik nesnelerin (egri,
ylizey, manifold vb.) degismeyen (invaryant) 6zelliklerini inceleyen bir bilim dalidir.
Diferensiyel geometri ise diferensiyellenebilir doniisiimler altinda geometrik
nesnelerin invaryant kalan Ozelliklerini inceler. Diferensiyel geometri bu islevini
yerine getirirken, matematigin reel analiz, diferensiyel denklemler, 6lgiim teorisi,
kompleks ve konveks geometri, cebir, analitik geometri, topoloji, varyasyonlar hesabi
vb. gibi bir ¢ok bransindan beslenir. Bu kadar zengin materyal ve yonteme sahip olan
diferensiyel geometri matematikgilere oldugu kadar, fizikgilere, mithendislere ve diger
disiplinlerdeki ¢ok sayida aragtirmaciya onemli olanaklar sunar. Kokleri derinde olan
diferensiyel geometrinin en parlek donemini en parlak donemini 18. ve 19. yiizyillarda
yagsamistir. Bu donemlerde G. Monge(1746-1818) , C. F. Gauss(1777-1855) , G. F. B.
Riemann (1826-1866), E. B. Christoffel(1829-1900) , G. R. Curbastro(1853-1925),
vb. gibi ¢ok sayida bilim adamlar1 ¢cok 6nemli katkilar yaparak bize zengin bir miras
birakmiglardir. Diferensiyel geometride egriler ve yiizeyler teorisi 6nemli bir yere
sahiptir. Buna ek olarak invers yiizeyler ve 6zel bir kongruans yiizeyi olan fokal
yiizeyler de diferensiyel geometri de biiyiik bir 6neme sahip olup, hem teknikte ve
hem de diger bilim dallarinda ¢ok sayida uygulama alanlarina sahiptir. Bu nedenle ¢ok
sayida arastirmaci tarafindan calisilmistir Ornegin; (Alexiou,2001), (Amur,1962),
(Behari, 1934), (Gay, 1978), (Hagen, 19992a,1993b, 1995c), (Hahmann, 1999),
(Rothe, 1912), (Sarioglugil, 1994), (Tul, 2021) vb. gibi.

Biz de bu iki 6nemli yiizeyi bir arada kullanmak gayesiyle, tezimizin adini
"E3 de Verilen Regiiler Yiizeyin Inversinin Fokallerinin Geometrisi" olarak
belirledik ve tezimizi dort boliim ve ti¢ kesimden olusacak sekilde diizenledik. Birinci
bolim tezimizi konu olan problemin ortaya konuldugu,tarihsel ve bilimsel agidan
degerlendirmelerin yapildig1 giris kismudir. Ikinci boliim ¢aligmamiz boyunca referans
alacagimiz tanim ve teoremlerin yer aldigi temel kavramlardan olusmaktadir. Bu
boliim, sirasiyla "Egriler ve Yiizeyler Teorisine Ait Temel Kavramlar" , "Invers
Yizeylere Ait Temel Kavramlar" ve "Fokal Yiizeylere Ait Temel Kavramlar" olmak
lizere ii¢ kesim halinde diizenlenmistir. Uciincii béliim ise tezimizin orijinal kismdir.
Bu bolimde regiiler yiizeyin inversinin fokal yiizeyleri tanimlanarak, destek

fonksiyonlari, normal vektorleri, temel formlar1 ve katsayilari, asli, Gauss ve ortalama

1



egrilikleri gibi karakterizasyonlar1 invers yiizeyin karakterizasyonlarina bagli olarak
ifade edilmistir. Akabinde iddialarimiz1 gergekleyen Ornekler vererek, elde edilen
ylizeylerin grafikleri Maple yazilim programinda ¢izdirilmistir. Son boliimde ise tezde

elde edilen sonuglar yer verilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliim, sirasiyla "Egriler ve Yiizeyler Teorisiine Ait Temel Kavramlar"
"Invers Yiizeylere Ait Temel Kavramlar" ve " Fokal Yiizeylere Ait Temel Kavramlar"
olmak iizere ii¢ kesim halinde diizenlenmistir.

2. 1. Egriler ve Yiizeyler Teorisine Ait Temel Kavramlar

Tanim 2. 1.1 : A # @ ve V bir K cismi iizerinde n — boyutlu bir vektor uzay1
olsun. Asagidaki 6nermeleri dogrulayan bir

fiAXA >V (2.1.1)
fonksiyonu varsa A ya V ile birlesen bir afin uzay denir (Hacisalihoglu,1982).
(Al)VP,Q,R € Aigin f (P,Q) + f (Q.R) = f (P,R)
(A2) VP € Ave a € Vigin f (P,Q) = a olacak sekilde bir tek Q € A noktasi
vardir.

Tanim 2. 1. 2 : V reel vektor uzayi ile birlesen afin uzay A olsun.

Py, Py, P,,..., Py € Aigin{P Py, PyP;, ..., PyB, } vektdr sistemi V reel vektor uzayinin
bir bazi ise

{Py, Py, P5,...,B,} (2.1.2)
kiimesine A afin uzayinda baslangi¢ noktasi P, olan bir afin ¢at1 denir (Hacisalihoglu,
1982).
Tanim 2. 1. 3 : n —boyutlu V reel i¢ carpim uzay ile birlesen afin uzaya Oklid uzay1
denir ve E™ ile gosterilir(Hacisalihoglu,1982).
Tanim 2. 1. 4 : n —boyutlu V reel i¢ ¢arpim uzay ile birlesen Oklid uzay1 E™ olsun.

Py, Py, P,,..., P, € E™igin {PyPy, PyPy, ..., PyP, } vektor sistemi V reel i¢ garpim
uzayinin bir ortonormal bazi ise

{Py,P1,Ps,..., B} (2.1.3)
kiimesine, E™ Oklid uzayinda baslangi¢ noktas1 P, olan bir Oklid ¢atis1 denir
(Hacisalihoglu, 1982 ).

Tanim 2. 1.5: f:E™ - R fonksiyonu verilsin. Eger

Jim L&/ (@ (2. 1. 4)
h—0 [lAl|

limiti varsa bu limit degerine f’nin a € E™ noktasindaki tirevi denir. Bu durumda
f’ye a € E™ de tiirevlenebilirdir veya diferensiyellenebilirdir denir.
a € E™ de diferensiyellenebilir fonksiyonlarin kiimesi

C(a,R) ={f|f:E™ = R,f a € E"de diferensiyellenebilir}



ile gosterilir (Hacisalihoglu, 1982).

Ayrica Va € E™ igin f € C(a,R) ise diferensiyellenebilir fonksiyonlarin
kiimesi C(E™, R) seklinde ifade edilir. Eger f’nin k. mertebeden kismi tiirevleri var
ve siirekli iseler f ye C* smifindan diferensiyellenebilir fonksiyon ad1 verilir ve bu
fonksiyonlarin kiimesi C*(E™, R) ile gosterilir.

Tanim 2. 1.6 : f € C(E™, R) ve Vp € Tgs(P) verilsin. Bu durumda
P = (py,p2 0n),Q =(q1,92, ., qn) EE™ Ve Vp = P—Q) olmak uizere

Ve (f) = % [f (o1 + t(q1 = P1)s -, Pn + t(@n — P1))] le=0 (2.1.5)
reel sayisina f fonksiyonunun V, tanjant vektorii yoniindeki tiirevi denir
(Hacisalihoglu, 1982).

Teorem2.1.1:V = (v, vy, ..., V) €R™, P € E™ olmak lizere, f: E"—R

bir diferensiyellenebilir fonksiyonu verilsin. Bu takdirde,

Vo (f) = Xfqv; L 2.1.6)

i oxl
dir (Hacisalihoglu, 1982).
Tanim 2. 1. 7: X ex(E™)ve f € C(E™, R) olsun. V PeE™
XUNP) = Xp (f) 2.1.7)
olmak tizere, X(f)e C(E™ R) fonksiyonuna f fonksiyonunun X  vektor alani
yoniindeki tiirevi denir (Hacisalihoglu, 1982).
Tanim 2. 1. 8:

dif .bilir
a:lc R——E™

t — a(t) = (a,(t), az(t), ..., a, (1)) (2.1.8)
donlisimii E™ de bir egri veya regiiler egri,/ € R parametre araligt ve t € R
sayisinada parametre ad1 verilir (Hacisalihoglu, 1982).
E™ de lokal koordinat sistemi {x{, x5, ..., x,} olmak iizere egriyi asagidaki gibi

gosterebiliriz.



dt
I
Sekil 2. 1: E™ de bir egri
Burada
a0t) = 2| = (4% de2  dan
a@®) =] = (G2 ) € T (P) (2.1.9)

vektoriine C egrisinin P noktasindaki hiz vektorii ve || @(t)|| € R degerine de C
egrisinin P noktasindaki hizi denir (Hacisalihoglu, 1982).

Diger taraftan hiz vektoriiniin tiirevi alinirsa

i) = £

_ (dzal d?%a, d?ap
dt?

e B2 ) € Tps(P) (2. 1. 10)

P

bulunur ve C egrisinin P noktasinda ki ivme vektorii adini alir.

Eger || a(t)|| = 1ise C egrisine birim hizli egri ve t € R parametresine de yay
parametresi ad1 verilir. C egrisinin yay parametresi s ile gosterilir. C egrisinin yer
vektortiiniin ardigik tiirevleri alinirsa { &, ..., @} lineer bagimsiz vektor sistemi

bulunur.

Bu sisteme Gram-Schmidt ortonormallestirme yontemi uygulanirsa
Vi, Vs, V) (2.1.11)
sistemi elde edilir. Bu vektdr sistemine Serret-Frenet r —ayaklisi denir

(Hacisalihoglu, 1982).

n = 3 igin, bu vektor sistemi {T, n, B} ile gosterilir.
Teorem 2. 1. 2: C ... a = a(t), E3 de bir egri olsun. Bu durumda herhangi bir t € R

parametresi i¢in

T=2= g
dat
n = BAT (2.1.12)
1 . .
B = anay @A



dir. t bir yay parametresi, yani t = s ise

T=2=4&
ds
_ dPa _ (2.1.13)
T odsz
B =TAn

olarak elde edilir (Blaschke,1945 )
Tanim 2. 1. 9: C ... @ = a(s), E™ de bir egri olsun. {T,n, B} Serret-Frenet ¢atisinin
trettigi uzaymn, 2 —boyutlu Sp{T,n}, Sp{T, B} ve Sp{n, B} alt uzaylarina, sirasiyla

oskiilator diizlem, normal diizlem ve rektifyan diizlem adi verilir, (Abbena, 2017).

Sekil 2. 2: C uzay egrisinin oskiilator,normal ve rektifyan diizlemleri

Tanim 2. 1. 10 C ... @ = a(s), E™ de bir egri olsun. Bu takdirde
ki:l — R
s — ki(s) =(V;, Vigq1) (2.1.14)
bigiminde tanimlanan k; fonksiyonuna i. egrilik fonksiyonu, k;(s) € R de C egrisinin
i. egriligi denir (Hacisalihoglu, 1982).
n = 3i¢in, k; = k ve k, = t ile gosterilir ve sirasiyla egrilik ve burulma adi verilir.

Teorem 2. 1. 3: C ... a = a(s), E® de bir egri olsun. Bu takdirde

T 0 «x O[T
=l-k 0 t||n (2.1.15)
B 0 -t O0lLB

dir. Bu formiillere Serret-Frenet tiirev formiilleri denir (Hacisalihoglu, 1982).
Teorem 2. 1. 4: C ... a = a(t), E3 de bir egri olsun. Bu durumda herhangi bir t € R

parametresi i¢in



_ laaal
Il ll®
(2. 1. 16)
_det(a,d &)
IEZEE
dir (Hacisalihoglu, 1982).
Teorem 2. 1. 5: E3 de bir egri C olsun. C nin bir dogru olmasi i¢in gerek ve yeter sart
Kk = 0 olmasidir (Hacisalihoglu, 1982).
Teorem 2. 1. 6: E3 de bir egri C olsun. € nin diizlemsel bir egri olmast igin gerek ve
yeter sart T = 0 olmasidir (Hacisalihoglu, 1982).
Tanim 2. 1. 11:  E™, n-boyutlu Oklid uzayinda, Vf|p # 0 olmak iizere
dif bilir .
frtUcC E"——R igin
M={PeEE™f(P)=c} (2.1.17)
bigiminde tanimlanan kiimeye E™ de (n — 1) — boyutlu bir yiizey veya kisaca
(n — 1) yiizey adi verilir (Hacisalihoglu, 1982).
Tanim 2. 1. 12 : E™ de bir hiperyiizey ve lokal koordinat sistemi {x, x5, ..., x,,} olsun.

f € C*(E™ R) olmak iizere, V P € M igin

F(x1(P), x5(P), ..., x,(P)) = ¢ = sabit (2.1.18)
ise
f(x1,%9, ., X)) =¢C (2.1.19)
veya
F(x1,%9, e, xp) =0 (2. 1. 20)

denklemlerine M hiperyiizeyinin kapali formdaki denklemi denir (Abbena, 2017).
Tanim 2. 1. 13 : E™ de bir hiperyiizey ve lokal koordinat sistemi {x;, x5, ..., X} olsun.
U c E™ ! olmak iizere, u = (uy, Uy, ..., U,) € U € E" L icgin

0:U c gn-1 L2 2. 1.21)
u— o= ((pl (w), p,(u), ...,<pn(u)) doniisimiine M hiperyiizeyinin
parametrik gosterimi denir (Abbena, 2017 ).
Tanim 2. 1. 14 : E™ de bir M hiperyiizeyi F (x4, x5, ..., x,) = 0 denklemi ile verilsin.
Bu denklemin ¢oziimiinden

X1 = U, Xy = Uy, ey Xppq = Upq (2.1.22)
olmak tizere

Xp = h(uq, Uy, ooy Up_q) (2. 1.23)

elde edilir. (2. 1. 21), (2. 1. 22) ve (2. 1. 23) den



dif bilir
@:Uc Evl —— g™ (2. 1. 24)

u — o) = (uy, Uy, e, Un_g, AUy, U, e, Up 1)) doniistimiine de M
hiperylizeyinin Monge gosterimi denir (Abbena, 2017 ).
Tanim 2. 1. 15: E™ de C egrisi
a:lc R % E
t = al®) = (a1(D), ax(b), ..., an (1))

ile M hiperytizeyi f(xq, x5, ..., x,) = ¢ denklemi ile verilsin. V a(t) € C i¢in

fla@®) = flay(6), az(t), ., an(t)) = c (2. 1. 25)
ise C ye M hiperylizeyi tizerinde bir egri denir (Abbena, 2017).

Sekil 2. 3: E™ de bir egri-hiperyiizey cifti

Tanim 2. 1. 16: M hiperyiizeyi lizerinde bir egri C olsun. C egrisinin birim teget
vektorii T € Fy(a(t)) olmak iizere (T, Vf) = 0 olup, Vf € Ti;(a(t)) vektdriine M
hiperylizeyinin normal vektorii ve

1
N =V (2. 1. 26)

vektoriine de M hiperyiizeyinin birim normal vektorii denir (Abbena, 2017 ).
Tanim 2. 1. 17: E™de bir M hiperyiizeyi, u = (uy, uy, ..., u,) olmak iizere
dif bilir
p:Uc Eml——En

u — o) = (p1(w), (W), ..., p,(w)) parametrik ifadesi ile verilsin.

u;, 1 < i <n, parametresi hari¢ diger biitlin parametreler sabit tutuldugunda ¢



fonksiyonu u; degiskenine bagli olup M hiperyiizeyi tizerinde bir egri tanimlar ve bu
egriye u; parametre egrisi adi verilir (Abbena, 2017).
n = 3icin, U = {(uy,u,) € R3:a <u; <b,c <u, <d} c E? olmak iizere
o(uy,uy) = ((pl(ul, Uy), @, (uq,usy), @3 (uy, uz)) yiizey denklemini ele alalim.
u, = sabit i¢in, u; —parametre egrisinin denklemi
(uy, up = sabit) = (0(1 (uq), oz (uy), 0(3(111)) = a(uy) ve
u; = sabit i¢in, u, —parametre egrisinin denklemi
@(u; = sabit,u,) = (Bl(uz), B,(u,), B3 (uz)) = B(u,) biciminde yazilabilir. Bu

egrilerin teget vektorleri, sirastyla

. da dp  (0p; 0¢, 0<p3>

= — = = = , , € T
@(w) du, Puy ou, (6u1 ou,’ ou, u(p)
ve
: _dap O0p  (0¢p; 09, 6<p3)
uz) = d_uz = Pup T ou, <6u2 "Ou,’ du, € Tu(P)

dir. Buradan ¢, Ag,, L Ty(p) olacagindan M yiizeyinin birim normal

1
N = ool P \Puz (2.1.27)

olarak elde edilir.

u, ~parametre egres

Xy

Sekil 2. 4: Yiizey tizerinde parametre egrileri

Tanim 2. 1. 18: M, E™de hiperylizey olsun. N ve X, sirasiyla M’nin birim normal ve
konum vektorleri omak tizere
h:M — R

P — h(P) = (Xp, Np) (2. 1. 28)



bi¢iminde tanimlanan h fonksiyonuna M hiperyiizeyini destek fonksiyonu denir
(Sar1oglugil, 1994).
Diger bir ifadeyle, X konum vektorinin N birim normal vektorii ilizerine dik
izdiistimiiniin uzunlugudur.
Tanim 2. 1. 19: M, E™de hiperyiizey olsun. N ve D sirasiyla M’ nin birim normal
vektorii ve bir afin konneksiyonu olmak tizere.,Vx € y(M) igin
S:x(M) — ¢(M)

X — S(X) = DyN (2. 1. 29)
dontigiimiine sekil operatorii denir (Hacisalihoglu,1982).
Teorem 2. 1. 6 : M,E™de hiperyiizey olsun. S donilisiimiine M {iizerinde bir sekil
operatorii denir (Hacisalihoglu,1982).
Sekil operatorii bir lineer ve self adjoint doniistimdiir (Hacisalihoglu,1982).

O halde sekil operatoriiniin matrisi

— det(Qyu,Pu.Pv) _ det(Qyp,9u,Pv)
loul®ll@sll lowull?lloyl?
S = 2.1.30
_ det(Qup, Pu,Pv) _ det(Qup, Pu,Pv) ( )
lloull?lloyll? loullllevll®

dir.
Tanim 2. 1. 20 : M, E™’de bir hiperyiizey ve S’de M ’nin sekil operat6rii olsun. S lineer
doniistimiiniin karakteristlik degerlerine M ’nin O noktadaki asli egrilikleri denir. Yani;
P € M i¢in

Sp(Xp) = kXp (2.1.31)
olacak sekilde Xp # 0 varsa k’ya P € M’deki asli egrilik, Xp "ye de buna karsilik gelen
asli egrilik dogrultusu denir (Hacisalihoglu, 1982).
Tanim 2. 1. 21 : M, E™de bir hiperylizey ve a’da M fizerinde bir egri olsun.
egrisinin T teget vektori bir karakteristlik vektore karsilik geliyorsa yani;

S(T) = kT (2.1.32)

olacak sekilde k € R varsa a egrisine M iizerinde bir egrilik c¢izgisi denir
(Hacisalihoglu, 1982).

Tu(p) = Sp{p. o (puz} uzayinin elemanlar1 birer asli dogrultu vektorii ise

S(§0u1) = Ny, = k19,
(2. 1. 33)

S((puz) = N‘U.z = kz(p‘U.z
elde edilir. Bu esitliklere Olin de Rodrigues formiilleri denir. (Hacisalihoglu,1982).

Bu durumda sekil operatoriiniin matrisi
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S = [’Bl ,?2] (2.1.34)

olarak elde edilir.
Tanim 2. 1. 22: M, E™de hiperyiizey ve S: y(M) = x(M) M’nin sekil operatorii olsun.
O halde, 1 < g < n olmak tizere;
19 (M) X (M) — C* (M, R)
X,Y) - I9(X,Y) =< S971(X),Y > (2. 1. 35)
ile taniml1 19 fonksiyonuna M fizerinde g-uncu temel form denir (Hacisalihoglu,
1982).

Ozel olarak; n = 3 i¢in temel formlar1 agik bigimde yazilirsa,
e g=1i¢in
I: x(M) x x(M) — C*(M,R)

X,Y) - IX,Y)=<XY >

olup, M’nin birinci temel formu adin alir.
e g=2igin
II: (M) X y(M) — C*(M,R)

X,Y) - X Y)=<SX),Y >

olup, M’nin ikinci temel formu adin1 alir.
e ¢g=3i¢in

HI: y(M) X (M) — C* (M, R)
X,V - [I(X,Y) =< S?(X),Y >
olup, M’nin ti¢iincii temel formu adini alir.

n = 3 i¢in; birinci, ikinci ve liglincii temel formlarin katsayilari, sirasiyla
911 = (§0u11§0u1)
912 = (Puyr Pu,) (2. 1. 36)
g2z = (Puy» Pu,)
b11 = - <(pu1'Nu1> = (‘puluyN)
b12 = ((Pul, Nu2> = ((puluz; N) (2 1. 37)
b22 = - <(pu2'Nu2> = (‘puzuz'N)
ve
nyp = (Nul: Nul)
Nyz = (Ny,, Ny, ) (2.1.38)
N2 = <Nu2; Nu2>

11



olarak yazilabilir. O halde (2. 1. 36), (2. 1. 37) ve (2. 1. 38) bagintilarindan
I'= gy (duy)? + 2gspdusdu, + gpp(duy)?

II ES bll(dul)z + 2b12du1du2 + bzz(duz)z (2 1 39)

11 = ny1(duy)? + 2ng,duyduy + ny, (duy)?
dir.
Teorem 2. 1. 7: M, E3 de ydnlendirilmis bir yiizey olsun. M nin parametre egrilerinin
birer egrilik ¢izgisi olmasi igin gerek ve yeter sart g,, = by, = 0 olmasidir (Abbena,
2017).
Tanim 2. 1. 23: M, E™ de yonlendirilmis bir hiperylizey ve N’de M ’nin birim normal
vektor alan1 olsun. S™~1 birim hiperkiire olmak iizere;
n:M - St
P - n(P)=Np (2. 1. 40)

diferensiyellenebilir doniisiimiine Gauss doniisiimii denir (Hacisalihoglu, 1982).

" /’?_\A

M

Sekil 2. 5: Gauss dontistimi
Tanim 2. 1. 24: M, E™ de bir hiperyiizey ve S’de M nin sekil operatorii olsun.

K:M->R
P— K(P) = detSp (2.1.41)
fonksiyonuna Gauss egrilik fonksiyonu, K(P) € R ye de P € M noktasindaki Gauss
egriligi denir (Abbena,2017) .
(2. 1.34) ve (2. 1. 41) esitliklerinden
K(P) = kqk, (2.1.42)
elde edilir.

Eger, M yiizeyinin Gauss egriligi sifira esit ise M ye acilabilir yiizey adi verilir.

12



Teorem 2. 1. 8: M, E3 de yénlendirilmis bir yiizey olsun. M nin Gauss egriligi

_ biibap=(b1p)®
K= 911922—(g12)? (2 1. 43)

dir (Blaschke, 1945) .
Tanim 2.1. 25: M, E™ de bir hiperyiizey ve S’de M ’nin sekil operatorii olsun.
H:M - R

P — H(P) =1z Sp (2. 1. 44)
fonksiyonuna ortalama egrilik fonksiyonu, H(P) € R ye de P € M deki ortalama
egriligi denir (Abbena, 2017).

(2. 1.34) ve (2. 1. 44) esitliklerinden

H(P) =k; +k; (2.1 .45)

elde edilir.

Teorem 2. 9: M, E3 de yonlendirilmis bir yiizey olsun. M nin Gauss egriligi

— b11922—2b12912+911b22 (2 1 46)
2(911922—(912)?) T

dir (Blaschke, 1945).

Eger, M ylizeyinin ortalama egriligi sifira esit ise M ye minimal ylizey adi verilir.
Teorem 2. 1. 10: M, E3te parametrik ifadesi verilmis yonlendirilmis bir yiizey
olsun. M’ nin parametre egrilerinin egrilik ¢izgisi olmasi durumunda M’ nin k, ve k,

asli egrilikleri

k. = by
17 g

o _ b (2. 1. 47)
, =2
922

seklindedir (Semin, 1987).

Tanim 2. 1. 26: M, E™de bir hiperyiizey ve M fizerinde lokal koordinat sistemi de
{uy,uy, ..., uy—1} olsun. O halde M nin birinci temel formunun (metrik tensoriiniin)

katsayilar1 g;;,1 < i,j < n — 1, olmak lizere

l-\l];:lgkh(ag_fh+%_ag”>,1Sh'kgn—l, (2. 1. 48)

2 ou;  du;  duy
bigiminde tanimlanan Filj € C(M,R) fonksiyonlarma ikinci tipten Christoffel
sembolleri denir (Abbena, 2017).
Burada [g’f] = [gij]_ldir. Benzer sekilde

[‘ij’kzl(ag—fh-p%—%),lskSn—l, 2. 1. 48)

2\ du; au]- duyg

13



bi¢iminde tamimlanan I};, € C(M,R) fonksiyonlarma da birinci tipten Christoffel

sembolleri denir. Ayrica Christoffel sembolleri asagidaki 6zelliklere sahiptir.
1. Fi’; = g""Ty;p veyaly; ), = ghkril;'
2. T =T ve Ty = Tip.

Teorem 2. 1. 11: M, E3 de yonlendirilmis bir yiizey olsun. M nin ikinci tipten
Christoffel sembolleri

( L — 922(911)u; —2912(g12)u; +912(911)u,
11 2(911922—(912)?)

1—~112 — F211 — 922(911)u2—912(922)u1
2(911922—(912)?)

L — 922(922)uq —2922(g12)us +912(922)u,
22 2(g11922—(912)%)
< 2. 1. 50)
[2 — — 912(911)uy —2911(912)uy +911(911)u,
11 —

2(911922—(912)?)

1—~122 — F221 — _912(911)u2—911(922)u2
2(911922-(912)%)

2 — 911(922)uy—2912(912)uy +912(g22)uy
22 2(g11922—(912)%)

dir (Abbena, 2017).

Eger M nin parametre egrileri ortogonal ise, g1, = 0 olacagindan

(911)u (911)u
l"l — 1 , FZ — _ JilJup
1 2911 1 2022
(911)u (g22)u
M =T =——2 , Th=Tj=-7=2 2.1.51
12 21 2011 12 21 2022 ( )
(922)u (922)u
1'*1 — 1 , FZ — 2
22 2911 22 2022
seklinde ifade edilir.

Tanim 2. 1. 27: M, E™de bir hiperylizey ve M nin birim normal vektorii N olsun. E™
ile M nin afin konneksiyonlar1 D ve D olmak iizere, VX, Y € T),(P) i¢gin
DyY = DyY — (S(X),Y)N (2.1.52)

ifadesine Gauss denklemi denir (Hacisalihoglu, 1982).

14



DyY _ .=} —(S(X),7)

Sekil 2. 6: Gauss denklemi

n = 3 i¢in; Gauss denklemleri Ty (p) = Sp{ey iy gouz} bazina gére

( Do, Puy, = Pujuy, = Y@y, + TA@y, + b1 N

D(pul (puz = (puZul = F211<pu1 + F221(Pu2 + b21N
< 2. 1.53)
D(puz (pul = (puluz = Fllz(pul + F122<pu2 + blZN

\ Dy, Pu, = Pusu, = T220u, + [520u, + b2oN
bigiminde ifade edilir.
Tanim 2. 1. 28 : M , E™ de bir hiperylizey ve M lizerinde teget vektorii T olan C*
siifindan bir egri (a) olsun. (a) egrisi tizerinde olan bir Y € y (M) vektor alani igin
egri boyunca

D;Y =0 (2.1.54)
ise Y € y(M) vektor alanina C egrisi boyunca Levi- Civita anlaminda paralel vektor
alan1 denir (Abbena, 2017).

Eger

DT =0 (2.1.55)
ise () egrisine M hiperyiizeyi lizerinde bir jeodezik egri denir
Teorem 2. 1. 12: M, E™ de M , E™ de bir hiperyiizey ve M lizerinde teget vektori T
olan C* smifindan biregri  C ...a = a(s) olsun.
Bu takdirde C egrisinin M {izerinde jeodezik olmasi i¢in gerek ve yeter sart

a; = u;(s) olmak tizere

dzak + Zn_l Fk da]- daj

ds? i,j=1%ij ds ds’ 1 S i’jlk S n— 1, (2 1 56)
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dir (Abbena, 2017).
Tanim 2. 1. 29: M , E3 de bir regiiler yiizey ve M iizerinde C® sinifindan birim teget
vektorii T olan birim hizli bir egri (C) olsun Q = TAN olmak tizere,

{T,Q =TAN, N} (2.1.57)
vektor sistemi M tizerinde bir ¢ati meydana getirir. Bu ¢atiya M yiizeyi lizerindeki (C)

egrisinin P = a(s) noktasindaki Darboux c¢atis1 ad1 verilir (Weateburn, 1955 ).

Sekil 2. 7: Yiizey iizerindeki bir egrinin Darboux ¢atisi

<(n, Q) = 6 olmak iizere, {T,n, b} Serret-Frenet catisi ile {T,Q = TAN, N} Darboux

catis1 arasindaki iliski

T 1 0 0 1[T
Q=10 cos9 sinf||n (2.1.58)
N 0 —sinf cosdllb

matrisel ifadesiyle verilir.

Teorem 2. 1. 13: M, E3 de M , E3 de bir yiizey ve M iizerinde C* smifindan birim
hizli bir egri (C) ...a = a(s) olsun. M yiizeyi tizerindeki (C) egrisinin P = a(s)
noktasindaki {T, Q = TAN, N} Darboux ¢atis1 i¢in

T 0 kg kn T

ol=|"k 0 14{|0Q (2.1.59)
N -k, -1, O]LN

dir. Bu formiillere Darboux tiirev formiilleri ad1 verilir (Blaschke, 1945).
Burada

kg = Kkcos6

k, = ksin@ (2. 1.60)
Tg=7+86
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olup, sirasiyla kg, k,, Ve T4 notasyonlari ile (C) egrisinin jeodezik egriligini, normal
egriligini ve jeodezik burulmasini (veya torsiyonunu) géstermektedir.
Teorem 2. 1. 14: M ... X = X(u; v) , E3 de bir regiiler yiizey ve Ty, (p) = Sp{X,, X,,}
olmak iizere

X =hN — %{(Pvglz — PuF22)Xu + (Pug12 — Pvg11) X0} (2.1.61)
dir (Sarioglugil, 1994) .
Burada p = ||X|,h = (X,N) ve W? = g,,9,, — (g12)*
Tanim 2. 1. 30: M regiiler ylizeyinin birinci temel formu

I = g;,du? + 2g,,dudv + g,,dv? olmak iizere

2_ 2
é(h) — g11hy Zglljvhzuhv"'gzzhu (2 1. 62)

biciminde tanimlanan operatdre M yiizeyinin birinci Beltrami diferensiyel operatorii
denir (Blaschke, 1945).

Teorem 2. 1. 15: M , E3 de bir regiiler yiizey olsun. Bu takdirde asagidaki 6zellikler
mevcuttur (Semin, 1987).

1) NAX, = %[glle — g12Xu] (2.1.63)
2) NAX, = %[lexv — 22Xl (2.1.64)
3) NAINAX,] = —X, (2.1.65)
4) NAINAX,] = =X, (2. 1. 66)
5) XuAINAXy] = 11N (2.1.67)
6) XyAINAX,] = g12N (2.1.68)
7) XuN[INAX,] = g12N (2.1.69)
8) XyAINAXy] = g22N (2. 1. 70)

Teorem 2.1.16: M regiiler ylizeyinin yer vektoriiniin uzunlugu

2 h?

p2=—" (2.1.70)
1-V (p)

dir (Sarioglugil, 1994).
2.2. Invers Yiizeylere Ait Kavramlar
Bu kesimde invers yiizeyler ile ilgili literatiir 6zeti ile temel kavramlara
yer verilerektir.
Bu kesime ilk olarak inversiyon doniisiimii hakkinda bilgiler vererek baslayalim.

Bilindigi gibi ¢ember ve kiire geometride ¢ok onemli geometrik yapidir. Diizlem
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geometride bir dogruya gore yansima kavraminin, ¢ember ve kiireye gore yeniden
yorumlanmasidir. Dolayist ile inversiyon geometri, ¢ember ve kiire bazli bir
geometridir. Bu nedenle inversiyon doniisiimiine ¢embere (veya kiireye) gore yansima
doniisiimii de denir. Inversiyon doniisiimiinii ilk &nce diizlemde tanimlay1p, daha sonra
3- boyutlu E® Oklid uzayma genellestirecegiz. Inversiyonla ilgili ilk calismanin
Pergeli Apollinius’a ait oldugunu Rosenfeld 1988 de yayimlanan " A History of Non-
Euclidean Space " adli eserinden ogreniyoruz (Rosenfeld, 1988). Cemberin
inversiyonuna iliskin bir gelisme de Alman matematikci ve fizik¢i Julius Pliicker’ in
1834 yilinda yayimlanan ” Analytisch - geometrie Aphorismen " isimli ¢alismasinda
verilmigtir (Pliicker,1834) .J. Pliicker bu ¢alismasinda inversiyon doniigiimiiniin
konformal oldugunu goéstermistir. 1836 da Giusto Bellavitis " Teoria della figure
inverse, e loro uso nella geometria elementare " adli eserinde stereografik izdiistimiin
bir inversiyon oldugunu gostermistir. Inversiyon teorisine J. Steiner, B. Riemann ve
A. Ferdinand Mobius v.b. gibi ¢ok sayida matematik¢inin ¢ok biiyiik katkilari
olmustur. Giiniimiizde de c¢ok sayida geometrici tarafindan calismalar
siirdiiriilmektedir. Ornegin; (Sarioglugil,1994), (Tul, 2020), (Réthe, 1912) v.b. gibi.
Sentetik geometriden diferensiyel geometriye kadar uzanan tarihsel gelisimine kisaca
degindigimiz inversiyon geometri; matematik tip, miihendislik, fizik, geometrik
modelleme ve astronomi v.b bilim dallarinda 6nemli uygulamalara sahiptir.
Tanim 2. 2. 1: E? de dogrusal ii¢ nokta O, P ve Q olsun. k € R olmak tizere
0P 0Q = k , k = sabit, (2.2.1)

kosulu saglaniyorsa, Q noktasina P noktasinin O ya gore inversi ve O noktasina da
inversiyon merkezi denir (Gay, 1912).
Burada k € R sayist i¢in iki durum s6z konusudur.

1. k € R*ise, P ve Q noktalari O inversiyon merkezine gore ayni tarafta

bulunurlar.
2. keR ise, P ve Q noktalari O inversiyon merkezine gore ayni tarafta
bulunmazlar.

Tamim 2. 2. 2: E% de O merkezli r € R yarigaph bir gember
St ={X € E2:0X = ||0X|| = r = Vk} (2.2.2)
olsun. 0,P,Q €& S} dogrusal ii¢ nokta olmak iizere

0P 00 = r? (2.2.3)



kosulu saglaniyorsa Q noktasma P nin S} cemberine gore inversi, S} e inversiyon
cemberi, O noktasina inversiyon ¢cemberinin merkezi ve r € R sayisina da inversiyon

¢emberinin yarigapi denir, (Gay, 1912).

R

Sekil 2. 8: Bir noktanin gembere gore inversi(k € R*)
O halde asagidaki 6zellikler verilebilir.
i. P noktas1 inversiyon ¢gemberinin bir dis (i¢) noktasi ise, P nin Q invers
noktasi inversiyon ¢emberinin i¢inde (disinda) yer alir.
ii. Inversiyon cemberi iizerindeki her noktanin inversi kendisidir.

iii. P noktasi inversiyon merkezine yaklastik¢a Q invers noktasi sonsuza
dogru uzaklasir. Buna gore inversiyon merkezinin inversi
sonsuzdadir.

Benzer sekilde bir kiireye gore invers nokta tanimi yapilabilir.

Tanim 2. 2. 3: E? de O merkezli r € R yaricapl bir gember
S ={X € E20X = |[0X| = r = V)

olsun. P = (x;,y,) € R? — {0} olmak f{izere
f:R? — {0} — R?
r2x, r2y;
P —fP)=( ) (2.3.5)

x124y12 " x12+y,2
biciminde tanimlanan déniisiime diizlemde S} ¢emberine gore bir inversiyon

dontlistimii denir, (Blair,2000):

Benzer sekilde P = (x4,y;,2;) € R® — {0} olmak iizere
F:R3 — {0} — R®

P —>f(P)=( s T )(2. 3. 4)

X12+Y12+212 " x12+Y12+4212 " %124y, 24242
doniisiimiine de R3 de S? kiiresine gdre inversiyon doniisiimii denir, (Blair,2000).
Tanim 2. 2. 4: M, E3de

X: D cE? — E3
(w,v) — X=Xuv)
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parametrizasyonu ile verilen bir regiiler yiizey olsun .P € M ve p = [|X|| olmak iizere

konum vektoru
= 1
X = EX (2.3.5)

olan yiizeye M nin S? birim kiiresine gore inversi denir ve M ile gosterilir (Sarioglugil,

1994).

Sekil 2. 9: Bir M yiizeyinin S? birim kiiresine gore inversi
Teorem 2. 2. 1: M, E3de regiiler yiizey olsun. M invers yiizeyinin birim normal

vektora
— h

dir. Burada h, M yiizeyinin destek fonksiyonudur, (Sarioglugil,1994).
Teorem 2. 2. 2: M, E3de regiiler yiizey olsun. M invers yiizeyinin asli egrilikleri

k; = —(2h + p%k;) (2.2.7)
dir, (Sarioglugil, 1994).

2.3. Fokal Yiizeylere Ait Kavramlar

Bu kesimde fokal yiizeyler ile ilgili kisa bir literatiir 6zeti ile bazi
temel kavramlar yer vericektir.

Fokal ylizeyler 6zel dogrusal kongriians yiizeyleri olarak bilinrler. Bu
durumda dogrusal kongruans yiizey kavraminin agiklanmsai zorunlulugu ortaya ¢ikar.
Kongruans yiizeyler ilgili ilk ¢alismalar G. Monge tarafindan yapilmistir,
(Monge,1850). Monge tarafindan ortaya konan bu yiizeyler bilim diinyasinda karsilik
bulmus ve (Tahaferro,1901), (Ogura,1918), (Behari, 1934), (Mishra,1951),
(Srinivasiengar, 1951), (Amur,1962), (Nirmala, 1963), (Alexiou vd, 2001) ve
(Papadopoulou, 2003) v.b. gibi ¢ok sayida bilim adami tarafindan c¢aligilmis,
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giiniimiizde de halen ¢alisilmaya devam etmektedir. O halde bu kisa tarihsel bilgiden
sonra kongruans ylizeyinin tanimini verelim.

Tanim 2. 2. 1: M, E3 de parametrik ifadesi
X:D c E* > X(D) c E® (2.3.1)
(u, v) = X(u, v)= (x(u, v),y(u, v),z(u, v))
olan regiiler ylizey olsun. O halde M yiizeyinin P = X(u,v) noktasindan gegen
dogrularin ailesini de

F={Sp €Tp(P): lI$pll =1}
ile gosterelim. O halde
M..R(w,v,f) = R(w,v)= X(u,v) +f(u, v)&(u, v) (2.2.2)

denklemiyle tanimlanan R(u,v) noktalarinin geometrik yerine dogrusal kongurans
denir. Bu denklem bir yilizey tanimlar ve bu yiizey, iki bagimsiz parametreye bagl
diferensiyellenebilir dogrular ailesinin (yani F ailesinin) iirettigi yiizeydir. Burada
fiM —> R (2.2.3)
P— 1(P) = PR
bi¢iminde tanimlanan uzaklik fonksiyonudur. Bu fonksiyona offset fonksiyonu da
denir, (Hagen, 1992a, 1995c).

R, v) =X(uv) +f(wv)§,v)

Sekil 2. 10: E3 de bir dogru kongruansi

(2. 2. 2) denkleminde ¢ yerine yilizeyin N birim normali vektorii alinirsa,

M..R(u,v)= X(u,v) +f(u, v)N(u, v) (2. 3.4)
elde edilir. Bu durumda bu kongruansa normaller kongruansi denir (Hagen et al,
1992a; Hagen et al, 1993b). Egrilik kavrami diferensiyel geometri agisindan ¢ok
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onemli bir kavramdir. Ciinkii egrilikler sayesinde yiizeyin geometrik yapisi hakkinda
bize net bilgiler verir. Yiizeyin sekil operatoriiniin karakteristik veya normal egriligi
ekstremum degerleri olan k;, 1 <i < 2,ile gosterilen asli egrilikler ylizeyin

geometrisinin ortaya konulmasinda biiyiik rol oynar veayrica yiizeyin Gauss ile

ortalama egrilikleri ,sirasiyla K = k. k, ve H = %(kl + k) dir. Hagen ve Hahmann,

uzaklik(offset) fonksiyonunu f(u,v) = ki almak suretiyle
M..R(uv) =Xuv)+ %N(u, V) (2.3.5)

6zel normaller kongruansini elde etmislerdir (Hahmann,1999). (2. 2. 5) denklemiyle
verilen yiizeye fokal yiizey adi verilir. Akabinde Hagen ve Hahmann , s € R olmak
uzere

M..R(u,v) = X(u,v) + s f(ky, k)N (u,v) (2.3.6)
normaller kongruansini tanimlayarak, genellestirilmis fokal yiizeylerin elde

etmislerdir(Hahmann,1999).

Sekil 2. 11: Fokal yiizeyler

Bu yiizeylerin sekil analizi bir yaklagim yontemidir. Fokal yiizeyler, optik,
mimarlik, otomotiv ve bilgisayar destekli tasarim ve imalat sanayi vb. gibi birgok
alanda yaygin bir bi¢imde kullanilmaktadir. Yiizeylere farkli yaklasim metodlar
da vardir. Ornegin Maekawa ve arkadaslari Monge parametrizasyonuna sahip
ylizeylerin sekil analizi i¢in, ylizeyin umbilik noktalarinda asli egrilik
fonksiyonlarmin davraniglarini esas alan bir yontem kullanmiglardir, (Maekawa et
al,1999). Bu alanda yapilan ¢alismalar artarak devam etmektedir. Biz ¢alismamizda

(2. 3. 5) denklemini kullanarak bir yiizeyin inversinin fokallerini arastiracagiz.
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3. REGULER YUZEYIN INVERSLERININ FOKALLERIN
GEOMETRISI

Tanim 3.1: M...X = X(u,v), E3de bir regiiler yiizey ve M ... X = X(u, v) de M nin
bir §? birim kiiresine gore inversi olsun . O halde M nin M, ve M, fokal yiizeyleri
i¢in

My - Ry (wv) = X(u,v) + GDN (u,v) (3.1)
Ve

My Ry (w,v) = X(wv) + ()N (u,v) (3.2)
yazilir. M yiizeyi iizerinde parametre egrileri birer egrilik ¢izgileri olsunlar. Bu

durumda by, = g1, = 0 oldugundan
g (3.3)

elde edilir.
Teorem 3. 1: M...X = X(u,v), E® de bir regiiler yiizey ve M ... X = X(u,v) de M
nin bir S? birim kiiresine gére inversi olsun . O halde M nin M, ve M, fokal

yiizeylerinin birim normal vektorleri

1 —

Ny (u,v) = =X, (3.4)
911
ve
Ny(w,v) = —%, (3.5)
922
dir.
Ispat: (3. 1) ve (3. 2) denklemlerinin "u" ve "v" parametrelerine gore kismi tiirevleri
alinirsa
(Rl) :Xu—(l_cl)uN‘l‘_iNu
u (k1)? ky (3 6)
D — Vv _ (kv 1N '
(Rl)v B Xv (k1)? k1 NU
ve
5 -7 _ (k2w 1
(RZ)u = Xy (k)2 N + k, Nu (3 7)
D v (l_f )v 1 '
(Ry), =X, — e N+ Ny

elde edilir. (3. 3), (3. 6) ve (3. 7) de yerlerine yazilir ve diizenlenirse
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(Rl) :—%N
o (3. 8)
(R), = &5 [(kl) - K] X, + (k) N
ve
FQL=G§K@V—QXM4@LN o0

elde edilir. Simdi, sirasi ile (ﬁl)u/\(ﬁl)v ve (ﬁz)u/\(ﬁz)v vektorleri hesap edilirse

D D (El)u EZ — _
(Rl)u/\(Rl)v =- (E1)4 1- E_1 NAX,
- % |1- %] F11%y (3. 10)
ve
D D (EZ) El — _
( Z)u/\( Z)v (EZ)Z kzl A »
- %;Z [1 N %] %gzziu (3.11)

bulunur. O halde buradan
{Il(ﬁl)uA(ﬁJvll = 4G
|®) AR,

elde edilir. Boylece (2. 1. 27) den M nin Mjve M, fokal yiizeylerinin birim normal

(3. 12)

= U\ G22

vektorleri

N (w,v) = ; X, (3. 13)
ve

Ny (u,v) = —%, (3. 14)

olarak elde edilir.
Teorem 3.2 : M...X = X(u,v), E? de bir regiiler yiizey ve M ... X = X(u,v) de M
nin bir % birim kiiresine gore inversi olsun . O halde M nin M, ve M, fokal

ylizeylerinin normallerinin tiirevleri
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(M), =

((Zgn + T ) Ky + TR, + b11N>

(3. 15)
(M), = ((Zgu +Tf) Xy + TRX, )
ve
(W), = (FlzX +( +T%) X, + by N)
(3. 16)
(W2), = 7= (Th&u + (5 + T ) X + BN
dir.

Ispat: (3. 3) bagintisindan M nin M, normallerinin "u" ve "v" ye gore tiirevleri alinir

ve dizenlenirse

(M), = N (

Xt X (3.17)

ve

(W), = ;11( zan +Xu,,) (3. 18)
bulunur.

Gauss denklerinden X,,, ve X,, nin degerleri sirasiyla (3. 17) ve (3. 18)

denklemlerinde yerine yazilirsa

(W), =

<(Zg11 + T ) Xy + TR, + b11N>

(W), = &((Zgn + ) X + TRX, )

elde edilir.

M, normallerinin "u" ve "v" ye gbre tiirevleri alinir ve gerekli diizenlemeler

ile

(NZ) <(2;;) Xv + Xvu) (3.19)

ve

(W), = ((Zgzz) X, + X,,,,) (3. 20)

bulunur.Gauss denklerinden X, ve X, nin degerleri sirasiyla (3. 19) ve (3. 20)

denklemlerinde yerine yazilirsa
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elde edilir.
Teorem 3. 3 : M...X = X(u,v), E* de bir regiiler ylizey ve M ... X = X(u,v) de M
nin bir S? birim kiiresine gore inversi olsun . O halde M nin M, ve M, fokal

ylizeylerinin destek fonksiyonlari

oy =22 (3. 21)
922
ve
T _ PPu
h,= T (3. 22)
dir.

Ispat: (2. 1. 28) bagmtisindan M nin M, ve M, fokal yiizeylerinin destek fonksiyonlar
i¢in

h1 = (R, (u,v), Ny (u,v)) 3.23)
ve

h, = (R, (u,v), Ny(u, v)) (3. 24)
yazilir. (3. 1), (3. 2), (3. 4) ve (3. 5) esitlikleri (3. 23) , (3. 24) de yerlerine yazilir ve

dizenlenirse

hl = \/E(XFXU> (3 25)
ve
hy=—(X Xy) (3. 26)
Jd11
elde edilir. Diger taraftan
{p__u = <)zr)§u) (3 27)
ppv = (X, Xy)
oldugundan
T _ PPy
=
ve
T _ PPu
ho= o
elde edilir.
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Teorem 3.4 : M...X = X(u,v), E* de bir regiiler yiizey ve M ... X = X(u,v) de M
nin bir S? birim kiiresine gore inversi olsun . O halde M nin M, ve M, fokal

ylizeylerinin birinci temel formlarinin katsayilar sirasiyla

1 (kp?,

911 = "@pe

0 R R, -

g1z = # = G2 (3.28)

3t = | ()" = ((R2)* ~ K) aa + ()]

ve
_ — \2 — \2 2 _ — 2
(95 = e | (B)” = ()" = K) g + (R
g7, = 2D = g2, (3. 29)
~2 _ (k)%
922 = "y
dir.

Ispat: M nin M, ve M, fokal yiizeylerinin birinci temel formlarinin katsayilari i¢in
gh = <(§1)u’ (§1)u)
g1z = <(ﬁ1)u, (ﬁ1)v> =21 (3.30)
?%2 = <(§1)u’ (ﬁl)v)

ve
gt = <(ﬁ2)u' (EZ)u)
gtz = ((ﬁz)u: (ﬁz)v) = G (3.31)
G52 = <(ﬁ2)u' (EZ),)

yazilir. Buradan (3. 8) ve (3. 9) esitlikleri (3. 30) ve (3. 31) de yerlerine yazilir ve

dizenlenirse
1 (k)%
gll - (k1)4
- (y) (k1) ,  ~
%z = Tkt 951
1[4 k] 5 (k2)2,
922 = [1 EJ 922 "D
ve
~2 _[41 _Kk] 5 (k2)?,
gi1 = [1 % d11 kD*
2 k)R, o
fz = Tkt 951
<2 _ (k2)2,
922 = G pe

bulur ve asagidaki sonug verilebilir.
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Sonug 3.1: M...X = X(u,v), E* de bir regiiler yiizey ve M ... X = X(u,v) de M nin
bir S birim kiiresine gore inversi olsun . O halde M nin M, ve M, fokal yiizeylerinin

birinci temel formlari

G T RN O PR 2D
I = T du +2—(E1)4 dudv
1 = \2 = \2 2 _ — 2
+@[(k1) —((e)" - k) 922+(k1)v] dv? (3.32)
ve
= 1 = \2 — N2 2 _
12:@[(1‘2) _((kz) _K) 922
> \2 2 (kl)u(kl)v (El)uz 2
+(ky)5]du” + 2 Gt dudv+—@2)4 dv (3.33)
dir.

Sonug 3.2: M nin M, ve M, fokal yiizeylerinin parametre egrilerinin ortogonal olmast
icin M nin asli egrilik ¢izgileri sabit egrilikli olmasidir.

Teorem 3. 5: M...X = X(u,v), E® de bir regiiler yiizey ve M ...X = X(u,v) de M
nin bir S? birim kiiresine gére inversi olsun . O halde M nin M, ve M, fokal

yiizeylerinin ikinci temel formlarinin katsayilari sirasiyla

( bll - 11 bll
bi, =0 (3.34)
1 (g11)v](k1)?—K] g2,
22 2(k1)2(§11)3/2
ve
"Bz - _ (gzz)u[(k1)2—1?]g%1
1 2(k2)?(822) />
52, = 0 (3. 35)
b2, = —— b
22 oz 22
dir.

Ispat: M nin M, ve M, fokal yiizeylerinin ikinci temel formlarinin katsayilari icin
5111 = <(ﬁ1)u, (N1)u>
b, = ((Ry) . (N1),) (3. 36)
7’%2 = <(§1)v, (N1)v)

ve
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Efl = <(ﬁ2)u' (Nz)u>
b, =((R,) . (W>),) (3.37)
E%z = ((ﬁz)v' (Nz)v)

yazilir. (3. 8) ve (3. 9) denklemleri (3. 36) ve (3. 37) de yerine yazilarak ve gerekli

diizenlemeler yapilarak

~ 1 p—
by, = N by,
bi, =0 (3.38)
"61 — (911)1;[(?1)2—1?]&752
22 2(k1)2(g11) /2
ve
fBz - _ (gzz)u[(h)z—i]g%l
1 2(k2)2(g22) /2
15122 =0 (3.39)
~ 1 —_
b%z = E bzz
elde edilir.

O halde buradan ikinci temel formlarini i¢in asagidaki sonug verilebilir.
Sonug 3. 3: M...X = X(u, v), E® de bir regiiler yiizey ve M ... X = X(u,v) de M nin
bir §2 birim kiiresine gére inversi olsun . O halde M nin M, ve M, fokal yiizeylerinin

ikinci temel formu

~ 511 2 (gll)v[(kl)z_l?]g%z 2

I, = |==|d d 3.40

1 Jgn] Wt ke (3.40)
ve

T3 (gzz)u[(k1)2—k]g%1 2 522 ] 2

I, = — d —=|d 3.41

z 2 Gy e M N (3-41)
elde edilir.

Teorem 3.6 : M...X = X(u,v), E® de bir regiiler yiizey ve M ...X = X(u,v) de M
nin bir S? birim kiiresine gore inversi olsun . O halde M nin M, ve M, fokal

ylizeylerinin Gauss egriligi

= (kD*
1™ 2(g41)2 (3.42)
ve
= (k)*
2= 2(G22)? (3 43)

Ispat: (2 .1.43) bagmtisinda
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wi = 11922 — (12)° (3.44)
ifadesini (3. 28) degerleri yerine yazilarak
1 [/ 32 SN2 a2 -
wi = o055 | (k)| ()" = K282 (3. 45)
bulunur.Ayn1 sekilde (2. 1. 43) bagintisinda (3. 28) degerleri yazilarak

LBl _(hLy2 =L} (g10)v[(k1)*-K]g3, 4
bi1b3, — (bi2) mbn Gy (3. 46)

elde edilir. (3. 45) ve (3. 51) bu degerler (2. 1. 43) bagmtisinda yerine yazilirak gerekli

islemler yapilarak

- Gt
1 2(g11)?

dir.
M, fokal yiizeyinin Gauss egriligi icin (2. 1. 43) bagintisinda
wy? = §i1932 — (§12)° (3.47)

ifadesinde (3. 29) degerler yerilerine yazilarsa

1 = \2 = \2 = _
wy? = @[(kz) u((kz) — K))?g11] (3.48)
ve
Bl pL _ (51 )2 _ 1 5 (922)u|(k2)?—K|§3, (3. 49)
11722 12 \/E 2 2(}1)2(g11)3/2 .

elde edilir. Benzer sekilde (3. 48) ve (3. 49) esitlikleri (2.1.43) bagintisinda yerlerine

yazilir ve diizenlenirse

T (k2)*
27 2(gz0)?

dir.
Teorem 3. 7 :M...X = X(u,v), E* de bir regiiler ylizey ve M ... X = X(u,v) de M
nin bir S? birim kiiresine gore inversi olsun . O halde M nin M, ve M, fokal

yiizeylerinin ortalama egrilikleri

—_ k) _ B
Hy = 2\/%()511)2 [2(D11)* + (g11)v] (3.50)

ve
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5 (kz)‘l' _ 3 _
2 7 2 /G22(byp)? [2(b22)° + (G22)u] (3.51)

dir.

ispat: (2.1.46) bagmtisindan M, ve M, fokal yiizeylerinin ortalama egrilikleri

— Bl gl —2b1 a1 gl Bl
Hl — 119;2 1291 g;l i1 (3 52)

ve

7 b3, 95— 512912"'911”11
2(G%195,— (912) )

H, ==

(3. 53)

dir. (3. 28)ile (3.34) ve (3. 29) ile (3.35) esitlikleri sirasiyla (3. 52) ve (3. 53)

esitliklerinde yerlerine yazilar ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

7 _ bi133,+§11bi4
=— =
2(g11932-(912))

1 k2 ()", (R2)’uf, Ha]. (R2)*y,
_ TR J <[1 mlf2t gy ) il M
[((kl)z (k1)2-K))2g22]

2
= L H \3 _
= st 217 + (G1a)y]

ve

7+ _  b}1§3,+9%,1b%,
=— 7
2(g%195,—-(9%,))

(gzz)u[(El)z—R]E%(Ez)zu )2](922)u[(’€1) -K|g%,
2(E2)2(§22)3/2 (k2)" (k) Z(kz) @22) /2

(k2)°,, <(E2)u(k2)v>
2 k2)2—((k2)2-K)? k1)3] -
((_2)4[( 2) ((k 2) ) g11+( 1) (k2)4 (E2)4 )

4[(’(2)2 ((k2)2- K) 11+ (kq

(kp)* T -
= m [2(b22)% + (G22)u]

elde edilir.Bu ise ispat1 tamamlar.

Sonug 3.4: M...X = X(u,v), E? de bir regiiler yiizey ve M ... X = X(u,v) de M nin
bir S? birim kiiresine gore inversi olsun . O halde M nin M, ve M, fokal yiizeylerinin

asli egrilikleri sirastyla Eiz ve Ef,z olmak iizere

kL, = Ri([2(:0)° + (Gu)o] F \/([2(511)3+<g11>v] )2 -1 (3.54)

(K1)?

31



ve

1

l}fz = R;([Z(Bzz)3 + (gzz)u] + \/([2(522)3 + (G22)u] ) — )2 (3.55)

dir.
Ispat: (2. 1. 46) dan

ki, =H F(H)? - K (3. 56)
icin (3. 42), (3. 50) bagintilar1 yerine yazilarak
Ha = 2600 + @] + |Gt 26,7 + 1)u])? — s (3.57)

bulunur. (3. 57) ifadesinde (3. 42) esitligi yerine yazilarak

— _ 2
H.=K(20,)° +(9,0),| F J (2, +(@,0),1) ——)

elde edilir.Benzer sekilde (2. 1. 46) dan k%, = H, T /(H)? — K; igin
(3. 43), (3. 51)bagintilar: yerine yazilarak

1

B2 = Bol(26:)° + @] F [(262)° + @20) ) ~ 5

elde edilir.

Ornek 3. 1 :M...X = X(u,v) = (2cosv,2sinv,u), E® de bir regiiler yiizey ve
M...X = X(u,v) de M nin bir S birim kiiresine gore inversi olsun M nin M, ve M,
fokalleri i¢in (2. 3. 5) ifadesinden

)?(u,v)z%(Zcosv,Zsinv,u) (3.59)

244

(3.70) ifadesi "u" ve "v" parametresine bagli olarak tiirev alinirsa
¥) =—L (— —4usi — 2
X)y = (u2+4)2( 4ucosv,—4usinv,4 —u*) (3.60)
ve
= 1 :
X)), _m(—z sinv,2cosv,0) (3.61)
bulunur. (3.60) ,(3.72) ifadelerin vektorel ¢arpilir ve normu alinirsa

(Xy X (X)), = —— (=2 (4 —u?)cosv ,—2 (4 — u?)sinv, —8u) (3.62)

(u?+4)3
ve
= = 2V4+15u?
100w % Boll = =5 (3. 63)
elde edilir. (3. 62) ve (3. 63) degerleri (2. 1. 27) de yerine yazilirsa
N = ﬁ ((u? —4) cosv, (u? —4)sinv, —4u) (3. 64)
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bulunur. Buradan (3. 28) dan

(911 u2+4ﬂ
g1z =0

~1 _ 4
922 = Gzray?

olur. Bu ifadeler (3. 44) de yerine yazilirsa
2 4
Wi = Garays

dir. (3. 64) "u" ve "v" parametresine bagl olarak tiirev alinirsa

(N), = ((68 + 15u?)u cos v, (68 + 15u?)usinv, —16)

(4+15u 2)

(N, = m (—(68 + 15u®)usinv, (68 + 15u®)ucos v, 0)

dir. (3. 60) ve (3. 61) ifadeleri asagidaki ifadelerde yerlerine yazilarak

- S — 4
(B1r = =X M) = s
! 512 = —(XyN,) =0

= = = 2(4-u?)
Lbzz =X No) = e

(3. 65)

(3. 66)

(3. 67)

(3. 68)

bulunur. (3. 65) ve (3. 68) degerleri yerlerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilarak

= by 4(u?+4)

17 g, Vatisu?

ve

16—u*

Gy 2Va+15u2

(3. 69)

(3. 70)

dir. Buldugumuz (3. 59), (3. 64), (3. 69), (3. 70) ifadeleri (3.1) denkleminde yerlerine

yazilir ve gerekli islemler yapilarak

~ 1 1
R,(u,v) = (Z cosv, I cosv, 0)
ve

u3
R,(u,v) = v (cosv sinv, 4)
bulunur.
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O M :E3de regiiler yiizey

o S%: E3de birim kiire

O M: M nin invers yiizeyi
@ M?*: Mnin birinci fokali
o

M?2: Mnin ikinci fokali
Sekil 3. 1: Inverslerinin Fokal yiizeyleri

Omek 3. 2 :M...X = X(u,v) = (coshusinv,sinhv, coshucosv),E* de bir
regiiler yiizey ve M ... X = X(u,v) de M nin bir S? birim kiiresine gdre inversi olsun
M nin M, ve M, fokali i¢in (2. 3. 5) ifadesinden

M:X(u,v) =

Py I— (coshusin v, sinh v, cosh u cos v) (3.71)

bulunur. (2. 2. 6) ifadesinden de
(=2 cosh?v + 3) coshusinv

(—2 cosh? v + 3) sinhu (3.72)
—(2cosh? v + 1) coshu cos v

elde edilir. (3. 71) ve (3. 72) ifadeleri gerekli islemler yapilarak (2. 2. 7) ifadesinde

— -1
N=2————
(2 coshz u+ 1)3/2

yerine yazilir ve diizenlenirse

¥ _ 2cosh?u+1

" V2coshZv—1

7 _ —2cosh?u+3

kp = V2 cosh?u-1
elde edilir. (3. 71), (3. 72), (3. 74) ve (3. 75) degerler sirastyla (3. 1) de yerine yazilirsa

(3.73)

(3. 74)

Ri(u,v) =M +%1V(u,v)
1

. 2coshusinu
0 (3.75)

" (2coshzu+1)
2 coshucosv

ve
R,(w,v)=M +%1V(u,v)
2
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0,
2 (—2 sinh u) (3. 76)

~ (3-2coshZuw)
Cos u 0

elde edilir. Simdi bu yiizeyler (3. 75) ve (3. 76) ifadelerine gore cizilerek asagidaki
sekil elde edilir.

Sekil 3. 2 : Inverslerinin Fokal yiizeyleri

Omek3.3:M..X = X(u,v) = (f(w) sinv,u, f(u) cosv) (38.77)
E? de bir regiiler yiizey ve M ...X = X(u,v) de M nin bir S? birim kiiresine gore
inversi olsun M nin M, ve M, fokalleri i¢in

M:X(u,v) = m (f(w) sinv,u, f(u) cosv) (3.78)

bulunur. (3. 78) ifadesi i¢in "u" ve "v" parametresine bagli olarak tiirev alinirsa

X, = (fysinv,1, f, cosv) (3.79)
X, = f(cosv,0,—sinv) (3.80)
elde edilir. Buradan (3. 79) ve (3. 80) ifadeleri vektorel olarak ¢arpilir ve normu
alinirsa
Xy ANX, = f(—sinv, f,, —cosv) (3.81)
ve
1Xu AXoll = £ 1+ £° (3. 82)
elde edilir.
N=— (—sinv, f,,, — cos v) (3.83)

}1+fu2

Eger (2. 1. 36) bagintisinda (3. 80) ve (3. 81) ifadelerine (2. 1. 36)
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bagintisinda yerine yazilarak

g =1+ fu2

912 =0 (3. 84)
2

g2z =f

bulunur. (3. 78) ve (3. 79) ifadeleri "u" ve "v" parametrelerine bagli olarak tiirev

alinirsa

Xuy = (fuusinv, 0, fy,, cOS V)
Xy = (fucosv,1,—f, sinv) (3. 85)
Xyp» = —f(sinv, 0, cosv)

elde edilir. (3. 85) ifadesi (2. 1. 37) de yerine yazilir ve gerekli islemler yapilarak

diizenlenirse
(bll — _fuu
/1+fu2
Lb 0y = _r
/1+fu2
bulunur. (2. 1. 37) ifadesinde (3. 84) ve (3. 86) degerleri yerlerine yazilarak
ky = — L (3. 87)
(1+£,%)?
ky = — (3. 88)
f1+f®

elde edilir. (2. 1. 28) ifadesinde (3. 78) ve (3. 83) yerine yazilarak gerekli islemler
yapilarak

h =2l (3. 89)
/1+fu2

bulunur. (2. 1. 60) ifadesinde (3. 78) yerine yazilarak
p2=u?+f*? (3. 90)
dir. Burada (3. 78), (3. 83), (3.89), (3.90) ifadeleri (2. 3. 5) yerine yazilarak gerekli

diizenlemeler yapilirsa N = 2 :—ZX — N igin

[2uf + u? + f*]sinv,
2uf — (u?+ f2)f, (3.91)
[2uf + u? + f*] cosv

elde edilir. (2. 2. 7) Ifadesinde (3. 77), (3. 88) (3. 90), (3. 91) ifadeleri yerine yazilarak

sirastyla

V= 1
(w2+f2%) |1+£,°
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— _ 2\_ (1,24 F2

Fo= <2(ufu Nt )35u +f )fuu> (3.92)
(1+£,2) '*

_ 2_ 42

k, = _ Quffutu®-1%) (3.93)

f4/1+fu2
elde edilir. Buradan da bulunan (3.78) ,(3.98), (3.99) ve (3.100) degerleri (3.1)
denkleminde yazilarak sirasiyla
[ffi — (14 £.2)] sinv,\
R (wv) = 1 (1 + £ — tfo) (3. 94)
1 2Gufu=D 0+ A2~ 472) fua] w ) / '
[—ffuu - (1 + fu )] cosv

ve
~ 1 0,
RZ (u, 17) = m(ll + ffu,> (3 95)
0
elde edilir.
Ozel olarak f(u) = u? almirsa
M..X =X(u,v) = (Wu?sinv,u, u?cosv) (3. 103)
ve
v _ 2 2
M. X(uv)= NETORES) (u”sinv,u,u”cosv,) (3.104)

elde edilir. Bu durumda M invers yiizeyinin M, ve M, fokallerinin denklemleri i¢in
(3. 103) ifadesi (2. 3. 5) , (2. 2. 6) ,(2. 2. 7) denklemlerinde yerine yazilarak gerekli

diizenlemeler yapilarak, sirasiyla

(—6u? — 1) sinv,
1

ﬁl (u, 17) = m (8u3):
(—6u? —1) cosv
ve
~ 1 0,
R, (Wv) = 55 <1 + 2u2,>
0
bulunur.
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4. SONUCLAR

Sonug olarak fokal yiizeylerinin , sirasiyla birim normal vektoriinii,
destek fonksiyonu, birinci, ikinci temel formlarinin katsayilarini ile bu katsayilara
karsilik gelen temel formleri, asli egrilikleri, Gauss egrilikleri, ortalama egrilikleri gibi
bazi karakteristik 6zelliklerini diferensiyel geometrinin yontemlerini kullanarak elde
edilmistir. Yani bu o6zellikler invers ylizeylerin karakteristik 6zellikleri bagl olarak
bulunmustur ve E3 de verilen bir yiizeyin inverslerinin fokal yiizeylerin denklemleri

elde edilmistir.
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