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ÖZET 

FOKAL YÜZEYLERİN İNVERSLERİ 

Beyzanur VİDİNLİ 

Ondokuz Mayıs Üniversitesi 

Lisansüstü Eğitim Enstitüsü 

Matematik Ana Bilim Dalı 

Yüksek Lisans, Şubat / 2021 

Danışman:  Prof. Dr. Ayhan SARIOĞLUGİL 

 

 

Bu yüksek lisans tezi üç bölümden oluşmaktadır. Birinci bölüm giriş kısmına 

ayrılmıştır. İkinci bölümde, 𝐸3 de verilen bir yüzeyin fokal yüzeylerinin birim küreye 

göre invers yüzeylerini tanımlamak için diferansiyel geometri, fokal ve invers 

yüzeylerle ilgili tanımlara yer verilmiştir. Üçüncü bölümde bir yüzeyin fokal 

yüzeylerinin invers yüzeyleri araştırılmıştır ve bazı temel karakteristik özellikleri fokal 

yüzeylere bağlı ifade edilmiştir ve konuya ilişkin örnekler verilmiştir. Dördüncü 

bölümde, tezle ilgili  sonuçlara ve önerilere yer verilmiştir. 

              

 

 

Anahtar Sözcükler: Fokal yüzeyler, İnvers yüzeyler, Diferansiyel geometri 
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ABSTRACT 

INVERSIONS OF FOCAL SURFACES 

Beyzanur VİDİNLİ 

Ondokuz Mayıs University 

Institute of Graduate Studies 

Department of Mathematics 

Master,  February / 2021 

Supervisor: Prof. Dr. Ayhan SARIOĞLUGİL 

 

This master thesis consists of four parts. The first chapter is devoted to the 

introduction. In the second chapter, definitions related to differential geometry, focal 

and inverse surfaces are given in order to define the inverse surfaces of the focal 

surfaces of a surface given in 𝐸3 with respect to the unit sphere. In the third chapter, 

the inverse surfaces of the focal surfaces of a surface were investigaded and some basic 

characteristics were expressed in relation to the focal surfaces. Finally, examples 

related to the subject are given. In fourth chapter, results and suggestions related to the 

thesis are given.         
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1.GİRİŞ 

Bu bölüme geometri tarihine kısaca bir göz atarak başlayalım. Geometri 

kelimesi etimolojik açıdan eski Yunanca da ‘‘yer’’ ve ‘‘ölçüm’’ anlamlarına gelen 

‘‘geo’’ ile ‘‘metron’’ kelimelerinden türetilmiştir. O halde kökleri antik çağa uzanan 

geometri matematiğin, içinde yaşanılan fiziksel evrenin daha iyi kavranılmasına ve 

yorumlanmasına olanak sağlamak amacıyla geometrik nesnelerin fiziksel özelliklerini 

ve nesneler arasındaki ilişkileri inceleyen bir alt dalıdır. Geometride asıl büyük 

gelişmeler 18. ve 19. yüzyıllarda yaşanmıştır. Bu dönemde uzayda eğri ve yüzeylerin 

geometrik özellikleri ile ilgili yapılan çalışmalardan diferansiyel geometri doğmuştur. 

Diferansiyel geometri 19. yüzyılın başlarında G. Monge(1746-1818) ve C. F. 

Gauss(1777-1855) tarafından kurulmuştur.  

19. yüzyılda G. F. B. Rıemann(1826-1866), E. B. Christoffel(1829-1900)  ve G.

R. Curbastro(1853-1925) gibi önemli matematikçiler önemli katkılar yapmışlardır. 19. 

yüzyılın sonunda yapılan çalışmalar J. G. Darboux(1842-1917)  ve L. Bianchi (1856-

1928) tarafından toplandı ve sistemize edildi. Bu dönemde yapılan çalışmalar 

neticesinde yeni geometriler doğmuş ve diğer bilim dallarındaki gelişmelere de 

öncülük etmiştir(Wu, 2016). O halde geometrinin bir alt dalı olarak ortaya çıkan 

diferansiyel geometri ise, diferansiyellenebilir dönüşümler altında geometrik 

nesnelerin özelliklerini inceler. 

Tezimize ‘‘Fokal Yüzeylerin İnversleri’’ isminin verilmesi tesadüf değildir. 

Çünkü hem fokal hem de inversiyon geometrinin her ikisi de, başta matematik olmak 

üzere diğer disiplinler arası bilim dalları ile imalat sanayinde yaygın bir kullanıma 

sahiptiler. Ayrıca kökleri M.S. 3000 yıllarında olan bir fokal geometri ile başlangıcı 

18. yüzyıla dayanan inversiyon teorisini aynı çatı altında buluşturma fikri, sonuçları

itibarı ile beklentilerin test edilmesi açısından ilginç bir deneyim olacaktı.

Bu tespiti yaptıktan sonra bu tezin amacı, ilk olarak üç boyutlu Öklid uzayı 
3E de 

verilen bir yüzeyin fokal yüzeylerinin bir birim küreye göre invers yüzeylerini 

tanımlamak ve denklemlerini elde etmektir.  

İkinci olarak, diferansiyel geometrinin yöntemlerini kullanarak invers 

yüzeylerinin bazı karakteristik özelliklerini fokal yüzeylerinin karakteristik 

özelliklerine bağlı olarak etmektir. Son olarak konuya ilişkin örnekler vererek 

grafiklerini maple yazılım programı ile çizmektir. 
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2. KURAMSAL TEMELLER VE KAYNAK ÖZETLERİ

Bu bölümde çalışmamız boyunca diferansiyel geometrinin yöntemlerini 

kullandığımızdan, hem diferansiyel geometriye hem de tezimizin konusu gereği fokal 

ve invers yüzeylerle ilgili kavramlara yer vereceğiz.

2.1. Diferansiyel Geometriye Ait Temel Kavramlar 

Tanım 2.1.1 : 𝐴 ≠ ∅ ve 𝑉 bir K cismi üzerinde 𝑛 − boyutlu bir vektör uzayı 

olsun. Aşağıdaki önermeleri doğrulayan bir 

𝑓: 𝐴 𝑋 𝐴 ⟶  𝑉                                             (2.1.1) 

fonksiyonu varsa 𝐴 ya 𝑉 ile birleşen bir ‘‘afin uzay’’ denir(Hacısalihoğlu, 1982). 

(A1) ∀ 𝑃, 𝑄, 𝑅 ∈  𝐴 için 𝑓 (𝑃, 𝑄)  +  𝑓 (𝑄, 𝑅)  =  𝑓 (𝑃, 𝑅) 

(A2) ∀ 𝑃 ∈  𝐴 ve  𝛼 ∈  𝑉 için 𝑓 (𝑃, 𝑄)  =  𝛼 olacak şekilde bir tek 𝑄 ∈  𝐴 noktası 

vardır.  

Tanım 2.1.2 : 𝑉 reel vektör uzayı ile birleşen afin uzay 𝐴 olsun. 

𝑃0, 𝑃1, 𝑃2, . . . , 𝑃𝑛 ∈ 𝐴 için 

{𝑃0𝑃1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  , 𝑃0𝑃2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  , … , 𝑃0𝑃𝑛⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  }

vektör sistemi 𝑉 reel vektör uzayının bir bazı ise 

{𝑃0, 𝑃1, 𝑃2, . . . , 𝑃𝑛}                                (2.1.2)

kümesine 𝐴 afin uzayında başlangıç noktası 𝑃0 olan bir ‘‘afin çatı’’ denir 

(Hacısalihoğlu, 1982). 

Tanım 2.1.3 : 𝑛 −boyutlu 𝑉 reel iç çarpım uzayı ile birleşen afin uzaya ‘‘Öklid 

uzayı’’ denir ve  𝐸𝑛 ile gösterilir(Hacısalihoğlu, 1982).

Tanım 2.1.4 : 𝑛 −boyutlu 𝑉 reel iç çarpım uzayı ile birleşen Öklid uzayı 

𝐸𝑛 olsun. 𝑃0, 𝑃1, 𝑃2, . . . , 𝑃𝑛 ∈ 𝐸
𝑛 için

{𝑃0𝑃1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  , 𝑃0𝑃2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  , … , 𝑃0𝑃𝑛⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  }

vektör sistemi 𝑉 reel iç çarpım uzayının bir ortonormal bazı ise 

{𝑃0, 𝑃1, 𝑃2, . . . , 𝑃𝑛}   (2.1.3) 

kümesine, 𝐸𝑛 Öklid uzayında başlangıç noktası 𝑃0 olan bir ‘‘Öklid çatısı’’ denir

(Hacısalihoğlu, 1982). 
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Tanım 2.1.5 :  𝑓: 𝐸𝑛 → ℝ  fonksiyonu verilsin. Eğer

lim
||ℎ||→0

𝑓(𝑎+ℎ)−𝑓(𝑎)

||ℎ||
  (2.1.4) 

limiti varsa bu limit değerine 𝑓’nin 𝑎 ∈ 𝐸𝑛 noktasındaki türevi denir. Bu durumda

𝑓’ye 𝑎 ∈ 𝐸𝑛’de ‘‘türevlenebilirdir’’ veya ‘‘diferansiyellenebilirdir’’ denir.

𝑎 ∈ 𝐸𝑛 de diferensiyellenebilir fonksiyonların kümesi

 𝐶(𝑎, ℝ) = {𝑓|𝑓: 𝐸𝑛 → ℝ, 𝑓 𝑎 ∈ 𝐸𝑛 𝑑𝑒 𝑑𝑖𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑠𝑖𝑦𝑒𝑙𝑙𝑒𝑛𝑒𝑏𝑖𝑙𝑖𝑟} 

ile gösterilir(Hacısalihoğlu, 1982). 

Ayrıca ∀𝑎 ∈ 𝐸𝑛 için 𝑓 ∈  𝐶(𝑎,ℝ) ise diferensiyellenebilir fonksiyonların

kümesi 𝐶(𝐸𝑛, ℝ) şeklinde ifade edilir. Eğer 𝑓’nin 𝑘. yıncı mertebeden kısmi türevleri

var ve sürekli iseler ‘‘𝑓 ye 𝐶𝑘 sınıfından diferansiyellenebilir fonksiyon’’ adı verilir

ve bu fonksiyonların kümesi 𝐶𝑘(𝐸𝑛, ℝ) ile gösterilir.

Tanım 2.1.6 :  𝑓 ∈ 𝐶(𝐸𝑛, ℝ) ve 𝑉𝑃 ∈ 𝑇𝐸3(𝑃) verilsin.

Bu durumda 𝑃 = (𝑝1, 𝑝2, … , 𝑝𝑛), 𝑄 = (𝑞1, 𝑞2, … , 𝑞𝑛) ∈ 𝐸
𝑛  ve 𝑉𝑃 = 𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗

olmak üzere 

𝑉𝑃 (𝑓) =
𝑑

𝑑𝑡
[𝑓(𝑝1 + 𝑡(𝑞1 − 𝑝1), … , 𝑝𝑛 + 𝑡(𝑞𝑛 − 𝑝1))] ∣𝑡=0  (2.1.5) 

reel sayısına ‘‘𝑓 fonksiyonunun 𝑉𝑃 tanjant vektörü yönündeki türevi’’ 

denir(Hacısalihoğlu, 1982). 

Teorem 2.1.1:  𝑉 =  (𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛)ℝ
𝑛, 𝑃 ∈ 𝐸𝑛   olmak üzere

𝑓:  𝐸𝑛⎯→ℝ

bir diferansiyellenebilir fonksiyonu verilsin. 

Bu takdirde, 

𝑉𝑃 (𝑓) =  ∑ 𝑣𝑖
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
|
𝑃

𝑛
𝑖=1    (2.1.6) 

dir(Hacısalihoğlu, 1982). 
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Tanım 2.1.7:  X 𝜒(𝐸𝑛) ve 𝑓  𝐶(𝐸𝒏, ℝ) olsun.  P𝐸𝑛 

           (𝑋(𝑓))(𝑃)  =  𝑋𝑃 (𝑓)        (2.1.7) 

olmak üzere,  

      𝑋(𝑓) 𝐶(𝐸𝑛, ℝ) 

fonksiyonuna ‘‘𝑓 fonksiyonunun X vektör alanı yönündeki türevi’’ denir 

(Hacısalihoğlu, 1982). 

Tanım 2.1.8: 

   𝛼: 𝐼 ⊂  ℝ
𝑑𝑖𝑓.𝑏𝑖𝑙𝑖𝑟
→     𝐸𝑛 

t ⟶ 𝛼(𝑡) = (𝛼1(𝑡), 𝛼2(𝑡), … , 𝛼𝑛(𝑡))             (2.1.8) 

dönüşümü 𝐸𝑛’de bir ‘‘eğri’’ veya ‘‘regüler eğri’’, 𝐼 ⊂  ℝ  ‘‘parametre aralığı’’ ve 

 𝑡 ∈ ℝ  ‘‘parametre’’ adı verilir(Hacısalihoğlu, 1982). 

 𝐸𝑛’de lokal koordinat sistemi {𝒙𝟏, 𝒙𝟐, … , 𝒙𝒏} olmak üzere  eğriyi aşağıdaki gibi 

gösterebiliriz. 

 

Şekil 2.1.1. 𝐸𝑛 de bir eğri 

Burada      

                                𝛼̇(𝑡) =
𝑑𝛼

𝑑𝑡
|
𝑃
= (

𝑑𝛼1

𝑑𝑡
,
𝑑𝛼2

𝑑𝑡
, … ,

𝑑𝛼𝑛

𝑑𝑡
) ∈ 𝑇𝐸3(𝑃)       (2.1.9) 

vektörüne 𝐶 eğrisinin 𝑃 noktasında ki ‘‘hız vektörü’’ ve ‖ 𝛼̇(𝑡)‖ ∈ ℝ  değerine de  𝐶 

eğrisinin 𝑃 noktasında ki ‘‘hızı’’ denir(Hacısalihoğlu, 1982). 

 Diğer taraftan hız vektörünün türevi alınırsa 
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                      𝛼̈(𝑡) =
𝑑2𝛼

𝑑𝑡2
|
𝑃
= (

𝑑2𝛼1

𝑑𝑡2
,
𝑑2𝛼2

𝑑𝑡2
, … ,

𝑑2𝛼𝑛

𝑑𝑡2
) ∈ 𝑇𝐸3(𝑃)        (2.1.10) 

bulunur ve 𝐶 eğrisinin 𝑃 noktasında ki ‘‘ivme vektörü’’ adını alır. 

Eğer ‖ 𝛼̇(𝑡)‖ = 1 ise 𝐶  eğrisine ‘‘birim hızlı eğri’’ ve 𝑡 ∈ ℝ parametresine de 

‘‘yay parametresi’’ adı verilir. 𝐶 eğrisinin yay parametresi ‘‘𝑠’’ ile gösterilir.𝐶 

eğrisinin yer vektörünün ardışık türevleri alınırsa 

  { 𝛼̇, 𝛼, …̈ , 𝛼𝑟} 

lineer bağımsız vektör sistemi bulunur.  

Bu sisteme Gram-Schmidt ortonormalleştirme yöntemi uygulanırsa 

                {𝑉1, 𝑉2, . . , 𝑉𝑟}                                           (2.1.11) 

sistemi elde edilir. Bu vektör sistemine ‘‘Serret-Frenet 𝑟 −ayaklısı’’ 

denir(Hacısalihoğlu, 1982). 

     𝑛 = 3 için, bu vektör sistemi {𝑇, 𝑛, 𝐵} ile gösterilir.    

Teorem 2.1.2: 𝐶 …  𝛼 = 𝛼(𝑡), 𝐸3 de bir eğri olsun. Bu durumda herhangi bir 𝑡 ∈

ℝ parametresi için 

{

𝑇 =
𝑑𝛼

𝑑𝑡
=  𝛼̇               

𝑛 = 𝐵Λ𝑇                    

𝐵 =
1

‖ 𝛼̇Λ𝛼̈‖
 𝛼̇Λ𝛼̈        

                              (2.1.12) 

dir. 

 Aksi takdirde 𝑡 bir yay parametresi, yani 𝑡 = 𝑠 ise 

{

𝑇 =
𝑑𝛼

𝑑𝑠
=  𝛼̇  

𝑛 =
𝑑2𝛼

𝑑𝑠2
= 𝛼̈  

𝐵 = 𝑇Λ𝑛         

                                          (2.1.13) 

 olarak elde edilir(Blaschke, 1945). 

Tanım 2.1.9: 𝐶 …  𝛼 = 𝛼(𝑠), 𝐸𝑛’de bir eğri olsun. {𝑇, 𝑛, 𝐵} Serret-Frenet 

çatısının ürettiği uzayın, 2 −boyutlu 𝑆𝑝{𝑇, 𝑛}, 𝑆𝑝{𝑇, 𝐵} ve 𝑆𝑝{𝑛, 𝐵} alt uzaylarına, 

sırasıyla ‘‘oskülatör düzlem’’, ‘‘normal düzlem’’ ve ‘‘rektifyan düzlem’’ adı verilir 

(Şekil 2.1.2),(Abbena, 2027). 
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Şekil 2.1.2. 𝐶 uzay eğrisinin oskülatör, normal ve rektifyan düzlemleri 

Tanım 2.1.10: 𝐶 …  𝛼 = 𝛼(𝑠), 𝐸𝑛’de bir eğri olsun. Bu takdirde 

𝑘𝑖: 𝐼 ⟶ ℝ  

                                        𝑠 ⟶ 𝑘𝑖(𝑠) = 〈𝑉𝑖̇, 𝑉𝑖+1〉                              (2.1.14) 

biçiminde tanımlanan 𝑘𝑖 fonksiyonuna  ‘‘𝑖.yinci eğrilik fonksiyonu’’, 𝑘𝑖(𝑠) ∈ ℝ de 𝐶 

eğrisinin ‘‘𝑖.yinci eğriliği’’ denir(Hacısalihoğlu, 1982). 

𝑛 = 3 için,  𝑘1 = 𝜅 ve 𝑘2 = 𝜏 ile gösterilir ve sırasıyla ‘‘eğrilik ve burulma’’ adı 

verilir.  

Teorem 2.1.3: 𝐶 …  𝛼 = 𝛼(𝑠), 𝐸3’de bir eğri olsun. Bu takdirde              

                               [
𝑇̇
𝑛̇
𝐵̇

] = [
0 𝜅 0
−𝜅 0 𝜏
0 −𝜏 0

] [
𝑇
𝑛
𝐵
]      (2.1.15)              

 dir. Bu formüllere ‘‘Serret-Frenet türev formülleri’’ denir(Hacısalihoğlu, 1982). 

Teorem 2.1.4: 𝐶 …  𝛼 = 𝛼(𝑡), 𝐸3’de bir eğri olsun. 

 Bu durumda herhangi bir 𝑡 ∈ ℝ parametresi için 

   {

𝜅 =
‖ 𝛼̇Λ𝛼̈‖

‖ 𝛼̇‖3
            

                 

𝜏 =
det ( 𝛼̇,𝛼̈  𝛼⃛)

‖ 𝛼̇Λ𝛼̈‖2
      
                                     (2.1.16) 

dir(Hacısalihoğlu, 1982). 

Teorem 2.1.5:  𝐸3’de bir eğri 𝐶 olsun. 𝐶 nin bir doğru olması için gerek ve yeter 

şart 𝜅 = 0 olmasıdır(Hacısalihoğlu, 1982). 

Teorem 2.1.6:  𝐸3’de bir eğri 𝐶 olsun. 𝐶 nin düzlemsel bir eğri olması için gerek 

ve yeter şart 𝜏 = 0 olmasıdır(Hacısalihoğlu, 1982). 
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Tanım 2.1.11: 𝐸𝑛, n-boyutlu Öklid uzayında, ∇𝑓|𝑃 ≠ 0 olmak üzere

 𝑓: 𝑈 ⊂ 𝐸𝑛
𝑑𝑖𝑓.𝑏𝑖𝑙𝑖𝑟
→     ℝ 

için 

𝑀 = {𝑃 ∈ 𝐸𝑛: 𝑓(𝑃) = 𝑐  }  (2.1.17) 

biçiminde tanımlanan kümeye 𝐸𝑛’de ‘‘(𝑛 − 1) − boyutlu bir yüzey’’ veya kısaca

 ‘‘(𝑛 − 1) − yüzey’’ adı verilir(Hacısalihoğlu, 1982). 

Tanım 2.1.12: 𝐸𝑛’de bir hiperyüzey ve lokal koordinat sistemi {𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛}

olsun. 𝑓 ∈ 𝐶∞(𝐸𝑛, ℝ) olmak üzere, ∀ 𝑃 ∈  𝑀 için

𝑓(𝑥1(𝑃), 𝑥2(𝑃), … , 𝑥𝑛(𝑃)) = 𝑐 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡           (2.1.18)

ise 

𝑓(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) = 𝑐 (2.1.19) 

veya 

𝐹(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) = 0 (2.1.20) 

denklemlerine 𝑀 hiperyüzeyinin ‘‘kapalı formdaki denklemi’’ denir(Abbena, 2017). 

Tanım 2.1.13: 𝐸𝑛’de bir hiperyüzey  ve lokal koordinat sistemi {𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛}

olsun. 𝑈 ⊂ 𝐸𝑛−1 olmak üzere, 𝑢 = (𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑛) ∈ 𝑈 ⊂ 𝐸
𝑛−1 için

𝜑:𝑈 ⊂ 𝐸𝑛−1
𝑑𝑖𝑓.𝑏𝑖𝑙𝑖𝑟
→     𝐸𝑛    (2.1.21) 

𝑢   ⟶     𝜑(𝑢) = (𝜑1(𝑢), 𝜑2(𝑢),… , 𝜑𝑛(𝑢))

dönüşümüne 𝑀 hiperyüzeyinin ‘‘parametrik gösterimi’’ denir(Abbena, 2017). 

Tanım 2.1.14 : 𝐸𝑛’de  bir 𝑀 hiperyüzeyi

𝐹(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) = 0

denklemi ile verilsin. Bu denklemin çözümünden 

𝑥1 = 𝑢1, 𝑥2 = 𝑢2, … , 𝑥𝑛−1 = 𝑢𝑛−1          (2.1.22) 

olmak üzere 

𝑥𝑛 = ℎ(𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑛−1)  (2.1.23) 

elde edilir. (2.1.21), (2.1.22) ve (2.1.23) den 
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        𝜑:𝑈 ⊂ 𝐸𝑛−1
𝑑𝑖𝑓.𝑏𝑖𝑙𝑖𝑟
→     𝐸𝑛               (2.1.24) 

𝑢  ⟶   𝜑(𝑢) = (𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑛−1, ℎ(𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑛−1)) 

dönüşümüne de 𝑀 hiperyüzeyinin ‘‘Monge gösterimi’’ denir(Abbena, 2017).  

Tanım 2.1.15: 𝐸𝑛’de 𝐶 eğrisi 

𝛼: 𝐼 ⊂  ℝ
𝑑𝑖𝑓.𝑏𝑖𝑙𝑖𝑟
→     𝐸𝑛 

t  ⟶ 𝛼(𝑡) = (𝛼1(𝑡), 𝛼2(𝑡), … , 𝛼𝑛(𝑡)) 

ile 𝑀 hiperyüzeyi   

𝑓(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) = 𝑐 

denklemi ile verilsin. ∀ 𝛼(𝑡) ∈ 𝐶 için 

𝑓(𝛼(𝑡)) = 𝑓(𝛼1(𝑡), 𝛼2(𝑡),… , 𝛼𝑛(𝑡)) = 𝑐                  (2.1.25) 

ise 𝐶 ye 𝑀 ‘‘hiperyüzeyi üzerinde bir eğri’’ denir (Şekil 2.1.3), (Abbena, 2017). 

Şekil 2.1.3. 𝐸𝑛 de bir eğri-hiperyüzey çifti 
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Tanım 2.1.16:  𝑀 hiperyüzeyi üzerinde bir eğri 𝐶 olsun. 𝐶 eğrisinin birim teğet 

vektörü 𝑇 ∈ 𝐹𝑀(𝛼(𝑡)) olmak üzere 〈𝑇, ∇𝑓〉 = 0 olup, ∇𝑓 ∈ 𝑇𝑀
⊥(𝛼(𝑡)) vektörüne 𝑀

hiperyüzeyinin ‘‘normal vektörü’’ ve 

       𝑁 =
1

‖∇𝑓‖
∇𝑓 (2.1.26) 

vektörüne de 𝑀 hiperyüzeyinin ‘‘birim normal vektörü’’ denir(Abbena, 2017). 

Tanım 2.1.17: 𝐸𝑛’de bir 𝑀 hiperyüzeyi, 𝑢 = (𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑛) olmak üzere

𝜑:𝑈 ⊂ 𝐸𝑛−1
𝑑𝑖𝑓.𝑏𝑖𝑙𝑖𝑟
→     𝐸𝑛

𝑢 ⟶     𝜑(𝑢) = (𝜑1(𝑢), 𝜑2(𝑢),… , 𝜑𝑛(𝑢))

parametrik ifadesi ile verilsin. 𝑢𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, parametresi hariç diğer bütün 

parametreler sabit tutulduğunda 𝜑 fonksiyonu 𝑢𝑖 değişkenine bağlı olup 𝑀 

hiperyüzeyi üzerinde bir eğri tanımlar ve bu eğriye ‘‘𝑢𝑖 −parametre eğrisi’’ adı 

verilir,(Şekil 2.1.4), (Abbena, 2017). 

𝑛 = 3 için, 𝑈 = {(𝑢1, 𝑢2) ∈  ℝ
3: 𝑎 ≤ 𝑢1 ≤ 𝑏, 𝑐 ≤ 𝑢2 ≤ 𝑑} ⊂ 𝐸

2 olmak üzere

𝜑(𝑢1, 𝑢2) = (𝜑1(𝑢1, 𝑢2), 𝜑2(𝑢1, 𝑢2), 𝜑3(𝑢1, 𝑢2))

yüzey denklemini ele alalım. 

𝑢2 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 için, 𝑢1 −parametre eğrisinin denklemi 

(𝑢1, 𝑢2 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡) = (𝛼1(𝑢1), 𝛼2(𝑢1), 𝛼3(𝑢1, )) = 𝛼(𝑢1)

ve 𝑢1 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 için, 𝑢2 −parametre eğrisinin denklemi 

𝜑(𝑢1 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡, 𝑢2) = (𝛽1(𝑢2), 𝛽2(𝑢2), 𝑓3(𝑢2)) = 𝛽(𝑢2)

biçiminde yazılabilir. Bu eğrilerin teğet vektörleri, sırasıyla 

𝛼̇(𝑢1) =
𝑑𝛼

𝑑𝑢1
= 𝜑𝑢1 =

𝜕𝜑

𝜕𝑢1
= (
𝜕𝜑1
𝜕𝑢1

,
𝜕𝜑2
𝜕𝑢1

,
𝜕𝜑3
𝜕𝑢1

) ∈ 𝑇𝑀(𝑝)

ve 

𝛽̇(𝑢2) =
𝑑𝛽

𝑑𝑢2
= 𝜑𝑢2 =

𝜕𝜑

𝜕𝑢2
= (
𝜕𝜑1
𝜕𝑢2

,
𝜕𝜑2
𝜕𝑢2

,
𝜕𝜑3
𝜕𝑢2

) ∈ 𝑇𝑀(𝑝)

dir. Buradan 

𝜑𝑢1⋀𝜑𝑢2 ⊥ 𝑇𝑀(𝑝)
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olacağından 𝑀  yüzeyinin birim normal vektörü                                                                      

                                                 𝑁 =
1

‖𝜑𝑢1⋀𝜑𝑢2‖
𝜑𝑢1⋀ 𝜑𝑢2                                   (2.1.27) 

olarak elde edilir.  

 

Şekil 2.1.4. Yüzey üzerinde parametre eğrileri 

Tanım 2.1.18: 𝑀, 𝐸𝑛’de hiperyüzey olsun. 𝑁 ve X, sırasıyla 𝑀’nin birim 

normal ve konum vektörleri olmak üzere                                

ℎ: 𝑀 ⟶ ℝ 

                 𝑃 ⟶ ℎ(𝑃) = 〈𝑋𝑃, 𝑁𝑃〉                       (2.1.28) 

biçiminde tanımlanan ℎ fonksiyonuna  𝑀 hiperyüzeyinin ‘‘destek fonksiyonu’’ 

denir(Sarıoğlugil, 1994). 

Diğer bir ifadeyle, X konum vektörünün N birim normal vektörü üzerine dik 

izdüşümünün uzunluğudur. 

Tanım 2.1.19: 𝑀, 𝐸𝑛’de hiperyüzey olsun. 𝑁 ve D  sırasıyla 𝑀’nin birim normal 

vektörü ve bir afin konneksiyonu olmak üzere, ∀𝑥 ∈  𝜒(𝑀) için  

𝑆: 𝜒(𝑀) ⟶ 𝜙(𝑀) 

              𝑋 ⟶ 𝑆(𝑋) = 𝐷𝑋𝑁         (2.1.29) 

dönüşümüne ‘‘şekil operatörü’’ denir(Hacısalihoğlu, 1982). 
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Teorem 2.1.7 : 𝑀,𝐸𝑛’de hiperyüzey olsun. 𝑆 dönüşümüne 𝑀 üzerinde bir

‘‘şekil operatörü’’ denir. Şekil operatörü bir lineer ve self adjoint dönüşümdür 

(Hacısalihoğlu, 1982). 

O halde şekil operatörünün matrisi 

      𝑆 = [

−det(𝜑𝑢𝑢,𝜑𝑢,𝜑𝑣)

‖𝜑𝑢‖3‖𝜑𝑣‖
−
det(𝜑𝑢𝑣,𝜑𝑢,𝜑𝑣)

‖𝜑𝑢‖𝟐‖𝜑𝑣‖𝟐

−
det(𝜑𝑢𝑣,𝜑𝑢,𝜑𝑣)

‖𝜑𝑢‖𝟐‖𝜑𝑣‖𝟐
−
det(𝜑𝑢𝑣,𝜑𝑢,𝜑𝑣)

‖𝜑𝑢‖‖𝜑𝑣‖3

] (2.1.30) 

dir. 

Tanım 2.1.20: 𝑀,  𝐸𝑛’de bir hiperyüzey ve 𝑆’de 𝑀’nin şekil operatörü olsun. 𝑆

lineer dönüşümünün karakteristlik değerlerine 𝑀’nin o noktadaki ‘‘asli eğrilikleri’’ 

denir. Yani; 𝑃 ∈ 𝑀 için  

𝑆𝑃(𝑋𝑃) = 𝑘𝑋𝑃  (2.1.31) 

olacak şekilde 𝑋𝑃 ≠ 0 varsa 𝑘’ya 𝑃 ∈ 𝑀’deki ‘‘asli eğrilik’’, 𝑋𝑃’ ye de buna karşılık 

gelen ‘‘asli eğrilik doğrultusu’’ denir(Hacısalihoğlu, 1982). 

Tanım 2.1.21: 𝑀, 𝐸𝑛’de bir hiperyüzey ve 𝛼’da 𝑀 üzerinde bir eğri olsun.

𝛼 eğrisinin 𝑇 teğet vektörü bir karakteristik vektöre karşılık geliyorsa yani; 

𝑆(𝑇) = 𝑘𝑇  (2.1.32) 

olacak şekilde 𝑘 ∈ ℝ varsa 𝛼 eğrisine M üzerinde bir ‘‘eğrilik çizgisi’’ 

denir(Hacısalihoğlu, 1982). 

𝑇𝑀(𝑝) = 𝑆𝑝{𝜑𝑢1 , 𝜑𝑢2} uzayının elemanları birer asli doğrultu vektörü ise

{
𝑆(𝜑𝑢1) = 𝑁𝑢1 = 𝑘1𝜑𝑢1
𝑆(𝜑𝑢2) = 𝑁𝑢2 = 𝑘2𝜑𝑢2

                                  (2.1.33) 

elde edilir. Bu eşitliklere ‘‘Olin de Rodrigues’’ formülleri denir (Hacısalihoğlu, 1982). 

Bu durumda şekil operatörünün matrisi 

  𝑆 = [
𝑘1 0
0 𝑘2

]   (2.1.34) 

olarak elde edilir. 
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Tanım 2.1.22: 𝑀, 𝐸𝑛’de  hiperyüzey ve 𝑆: 𝜒(𝑀) →  𝜒(𝑀) 𝑀’nin şekil operatörü

olsun. O halde, 1 ≤ 𝑞 ≤ 𝑛 olmak üzere; 

𝐼𝑞: 𝜒(𝑀) × 𝜒(𝑀) ⟶ 𝐶∞(𝑀,ℝ)

(𝑋, 𝑌) →  𝐼𝑞(𝑋, 𝑌) =< 𝑆𝑞−1(𝑋), 𝑌 >       (2.1.35)

ile tanımlı 𝐼𝑞 fonksiyonuna 𝑀 üzerinde ‘‘𝑞-uncu temel form’’ denir

(Hacısalihoğlu, 1982). 

Özel olarak; 𝑛 = 3 için temel formları açık biçimde yazılırsa, 

𝑞 = 1 için 

𝐼: 𝜒(𝑀) × 𝜒(𝑀) ⟶ 𝐶∞(𝑀, ℝ)

(𝑋, 𝑌) →  𝐼𝑞(𝑋, 𝑌) = < 𝑋, 𝑌 >

olup, 𝑀’nin ‘‘birinci temel formu’’ adını alır. 

𝑞 = 2 için 

𝐼𝐼: 𝜒(𝑀) × 𝜒(𝑀) ⟶ 𝐶∞(𝑀,ℝ)

(𝑋, 𝑌) →  𝐼𝐼(𝑋, 𝑌) = < 𝑆(𝑋), 𝑌 > 

olup, 𝑀’nin ‘‘ikinci temel formu’’ adını alır. 

𝑞 = 3 için 

𝐼𝐼𝐼: 𝜒(𝑀) × 𝜒(𝑀) ⟶ 𝐶∞(𝑀,ℝ)

(𝑋, 𝑌) →  𝐼𝐼𝐼(𝑋, 𝑌) = < 𝑆2(𝑋), 𝑌 >

olup, 𝑀’nin ‘‘üçüncü temel formu’’ adını alır. 

𝑛 = 3 için;  birinci, ikinci ve üçüncü temel formların katsayıları, sırasıyla 

 {

𝑔11 = 〈𝜑𝑢1 , 𝜑𝑢1〉

𝑔12 = 〈𝜑𝑢1 , 𝜑𝑢2〉

𝑔22 = 〈𝜑𝑢2 , 𝜑𝑢2〉

(2.1.36) 

  {

𝑏11 = − 〈𝜑𝑢1 , 𝑁𝑢1〉 =  〈𝜑𝑢1𝑢1 , 𝑁〉

𝑏12 = − 〈𝜑𝑢1 , 𝑁𝑢2〉 =  〈𝜑𝑢1𝑢2 , 𝑁〉

𝑏22 = − 〈𝜑𝑢2 , 𝑁𝑢2〉 = 〈𝜑𝑢2𝑢2 , 𝑁〉

(2.1.37) 

ve
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{

𝑛11 = 〈𝑁𝑢1 , 𝑁𝑢1〉

𝑛12 = 〈𝑁𝑢1 , 𝑁𝑢2〉

𝑛22 = 〈𝑁𝑢2 , 𝑁𝑢2〉

                           (2.1.38) 

olarak yazılabilir. O halde (2.1.36), (2.1.37) ve (2.1.38) bağıntılarından 

                              {

𝐼 = 𝑔11(𝑑𝑢1)
2 + 2𝑔12𝑑𝑢1𝑑𝑢2 + 𝑔22(𝑑𝑢2)

2  

𝐼𝐼 = 𝑏11(𝑑𝑢1)
2 + 2𝑏12𝑑𝑢1𝑑𝑢2 + 𝑏22(𝑑𝑢2)

2  

𝐼𝐼𝐼 = 𝑛11(𝑑𝑢1)
2 + 2𝑛12𝑑𝑢1𝑑𝑢2 + 𝑛22(𝑑𝑢2)

2 

              (2.1.39) 

dir. 

Teorem 2.1.8: M, 𝐸3’de yönlendirilmiş bir yüzey olsun. M’nin parametre 

eğrilerinin birer eğrilik çizgisi olması için gerek ve yeter şart 𝑔12 = 𝑏12 = 0 olmasıdır 

(Abbena, 2017). 

Tanım 2.1.23: M, 𝐸𝑛’de yönlendirilmiş bir hiperyüzey ve 𝑁’de 𝑀’nin birim 

normal vektör alanı olsun. 𝑆𝑛−1 birim hiperküre olmak üzere; 

𝜂:𝑀 → 𝑆𝑛−1 

𝑃 →  𝜂(𝑃) = 𝑁𝑃                         (2.1.40) 

diferansiyellenebilir dönüşümüne ‘‘Gauss dönüşümü’’ denir(Hacısalihoğlu, 1982). 

 

Şekil 2.1.5. Gauss dönüşümü 

Tanım 2.1.24: 𝑀, 𝐸𝑛’de bir hiperyüzey ve 𝑆’de 𝑀’nin şekil operatörü olsun. 

𝐾:𝑀 → ℝ 

                                                          P→ 𝐾(𝑃) = 𝑑𝑒𝑡𝑆𝑃                             (2.1.41) 

fonksiyonuna ‘‘Gauss eğrilik fonksiyonu’’, 𝐾(𝑃) ∈ ℝ ye de 𝑃 ∈ 𝑀 noktasındaki 

‘‘Gauss eğriliği’’ denir(Abbena, 2017). 
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(2.1.34) ve (2.1.41) eşitliklerinden 

 𝐾(𝑃) = 𝑘1𝑘2                                 (2.1.42) 

elde  edilir. 

Eğer, 𝑀 yüzeyinin Gauss eğriliği sıfıra eşit ise  𝑀 ye ‘‘açılabilir yüzey’’ adı 

verilir. 

Teorem 2.1.9: M, 𝐸3’de yönlendirilmiş bir yüzey olsun. 𝑀’nin Gauss eğriliği  

𝐾 =
𝑏11𝑏22−(𝑏12)

2

𝑔11𝑔22−(𝑔12)2
               (2.1.43) 

dir(Blaschke, 1945). 

Tanım 2.1.25: 𝑀, 𝐸𝑛’de bir hiperyüzey ve 𝑆’de 𝑀’nin şekil operatörü olsun. 

𝐻:𝑀 → ℝ 

      𝑃 → 𝐻(𝑃) =
1

𝑛−1
İ𝑧 𝑆𝑃                             (2.1.44) 

fonksiyonuna ‘‘ortalama eğrilik fonksiyonu’’,  𝐻(𝑃) ∈ ℝ ye de 𝑃 ∈ 𝑀’deki 

‘‘ortalama eğriliği’’ denir(Spivak, 1999).     

Ayrıca (2.1.34) ve (2.1.44) eşitliklerinden 

                        𝐻(𝑃) =
1

2
(𝑘1 + 𝑘2)                                    (2.1.45) 

elde edilir. 

Teorem 2.1.10: M, 𝐸3’de yönlendirilmiş bir yüzey olsun. 𝑀’nin Ortalama 

eğriliği     

                       𝐻 =
𝑏11𝑔22−2𝑏12𝑔12+𝑔11𝑏22

2(𝑔11𝑔22−(𝑔12)2)
                 (2.1.46) 

dir(Blaschke, 1945). 

Eğer, 𝑀 yüzeyinin ortalama eğriliği sıfıra eşit ise  𝑀 ye ‘‘minimal yüzey’’ adı 

verilir. 

Tanım 2.1.26: 𝑀, 𝐸𝑛’de bir hiperyüzey ve 𝑀 üzerinde lokal koordinat sistemi 

de {𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑛−1} olsun.  O halde  𝑀 nin birinci temel formunun (metrik tensörünün) 

katsayıları 𝑔𝑖𝑗, 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛 − 1, olmak üzere 

                  Γ𝑖𝑗
𝑘 =

1

2
𝑔𝑘ℎ (

𝜕𝑔𝑗ℎ

𝜕𝑢𝑖
+
𝜕𝑔𝑖ℎ

𝜕𝑢𝑗
−
𝜕𝑔𝑖𝑗

𝜕𝑢ℎ
) , 1 ≤ ℎ, 𝑘 ≤ 𝑛 − 1,                (2.1.47) 
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biçiminde tanımlanan Γ𝑖𝑗
𝑘 ∈ 𝐶(𝑀,ℝ) fonksiyonlarına ‘‘ikinci tipten Christoffel 

sembolleri’’ denir(Abbena, 2017). 

Burada [𝑔𝑗𝑖] = [𝑔𝑖𝑗]
−1

dir. 

Benzer şekilde 

Γ𝑖𝑗,𝑘 =
1

2
(
𝜕𝑔𝑗ℎ

𝜕𝑢𝑖
+
𝜕𝑔𝑖ℎ

𝜕𝑢𝑗
−
𝜕𝑔𝑖𝑗

𝜕𝑢𝑘
) , 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 − 1,                 (2.1.48) 

biçiminde tanımlanan Γ𝑖𝑗,𝑘 ∈ 𝐶(𝑀,ℝ) fonksiyonlarına da ‘‘birinci tipten Christoffel 

sembolleri’’ denir. 

 Ayrıca Christoffel sembolleri aşağıdaki özelliklere sahiptir. 

1. Γ𝑖𝑗
𝑘 = 𝑔𝑘ℎΓ𝑖𝑗,ℎ veya Γ𝑖𝑗,ℎ = 𝑔ℎ𝑘Γ𝑖𝑗

𝑘. 

2. Γ𝑖𝑗
𝑘 = Γ𝑗𝑖

𝑘 ve Γ𝑖𝑗,ℎ = Γ𝑗𝑖,ℎ. 

Teorem 2.1.11: M, 𝐸3’de  yönlendirilmiş bir yüzey olsun. 𝑀 nin ikinci tipten 

Christoffel sembolleri 

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
   Γ11

1 =
𝑔22(𝑔11)𝑢1−2𝑔12(𝑔12)𝑢1+𝑔12(𝑔11)𝑢2

2(𝑔11𝑔22−(𝑔12)2)
                    

Γ12
1 =

𝑔22(𝑔11)𝑢2−𝑔12(𝑔22)𝑢1

2(𝑔11𝑔22−(𝑔12)2)
  = Γ21

1                           

Γ22
1 = −

𝑔22(𝑔22)𝑢1−2𝑔22(𝑔12)𝑢1+𝑔12(𝑔22)𝑢2

2(𝑔11𝑔22−(𝑔12)2)
              

Γ11
2 = −

𝑔12(𝑔11)𝑢1−2𝑔11(𝑔12)𝑢1+𝑔11(𝑔11)𝑢2

2(𝑔11𝑔22−(𝑔12)2)
               

Γ12
2 = −

𝑔12(𝑔11)𝑢2−𝑔11(𝑔22)𝑢2

2(𝑔11𝑔22−(𝑔12)2)
 = Γ21

2                        

Γ22
2 =

𝑔11(𝑔22)𝑢2−2𝑔12(𝑔12)𝑢2+𝑔12(𝑔22)𝑢1

2(𝑔11𝑔22−(𝑔12)2)
                    

               (2.1.49) 

dir(Abbena, 2017). 

            Eğer 𝑀’nin parametre eğrileri ortogonal ise, 𝑔12 = 0 olacağından 

               

{
 
 

 
  Γ11

1 =
(𝑔11)𝑢1

2𝑔11
                  ,   Γ11

2 = −
 (𝑔11)𝑢2

2𝑔22
       

Γ12
1 =

 (𝑔11)𝑢2

2𝑔11
= Γ21

1      ,  Γ12
2 =

(𝑔22)𝑢2

2𝑔22
= Γ21

2

   Γ22
1 = −

 (𝑔22)𝑢1  

2𝑔11
              ,   Γ22

2 =
 (𝑔22)𝑢2

2𝑔22
           

                      (2.1.50) 

şeklinde ifade edilir. 
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Tanım 2.1.27:  𝑀, 𝐸𝑛’de bir hiperyüzey ve 𝑀’nin birim normal vektörü 𝑁 olsun. 

𝐸𝑛  ile  𝑀’nin afin konneksiyonları 𝐷  ve 𝐷̃ olmak üzere, ∀𝑋, 𝑌 ∈ 𝑇𝑀(𝑃) için 

                            𝐷𝑋𝑌 = 𝐷̃𝑋𝑌 + 〈𝑆(𝑋), 𝑌〉𝑁                                       (2.1.51) 

ifadesine ‘‘Gauss denklemi’’ denir(Abbena, 2017). 

𝑛 = 3 için; Gauss denklemleri   𝑇𝑀(𝑝) = 𝑆𝑝{𝜑𝑢1 , 𝜑𝑢2} bazına göre 

                      

{
 
 

 
 
  𝐷𝜑𝑢1𝜑𝑢1 = 𝜑𝑢1𝑢1 = Γ11

1 𝜑𝑢1 + Γ11
2 𝜑𝑢2 + 𝑏11𝑁

 𝐷𝜑𝑢1𝜑𝑢2 = 𝜑𝑢2𝑢1 = Γ21
1 𝜑𝑢1 + Γ21

2 𝜑𝑢2 + 𝑏21𝑁

 𝐷𝜑𝑢2𝜑𝑢1 = 𝜑𝑢1𝑢2 = Γ12
1 𝜑𝑢1 + Γ12

2 𝜑𝑢2 + 𝑏12𝑁

 𝐷𝜑𝑢2𝜑𝑢2 = 𝜑𝑢1𝑢2 = Γ22
1 𝜑𝑢1 + Γ22

2 𝜑𝑢2 + 𝑏22𝑁

                  (2.1.52) 

biçiminde ifade edilir. 

Tanım 2.1.28 : 𝑀, 𝐸𝑛’de bir hiperyüzey ve 𝑀 üzerinde teğet vektörü 𝑇 olan  𝐶∞ 

sınıfından bir eğri (𝛼) olsun. (𝛼) eğrisi üzerinde olan bir 𝑌 ∈ 𝜒(𝑀) vektör alanı için 

eğri boyunca  

  𝐷̅𝑇𝑌 = 0                              (2.1.53) 

ise 𝑌 ∈ 𝜒(𝑀) vektör alanına 𝐶 eğrisi boyunca ‘‘Levi- Civita anlamında paralel vektör 

alanı’’ denir(Abbena, 2017).                       

Tanım 2.1.29:  𝑀 , 𝐸𝑛’de bir hiperyüzey ve 𝑀 üzerinde teğet vektörü 𝑇 olan  

𝐶∞ sınıfından bir eğri (𝛼) olsun. Gauss denkleminden 

              𝐷𝑇𝑇 = 𝐷̃𝑇𝑇 + 〈𝑆(𝑇), 𝑇〉𝑁                                                               

veya 

                      𝑘⃗ = 𝑘⃗ 𝑡𝑒ğ𝑒𝑡 + 𝑘⃗ 𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙                                          (2.1.54)                      

elde edilir. (𝛼) eğrisinin 𝑘⃗  eğrilik vektörünün teğetsel bileşeni olan 𝑘⃗ 𝑡𝑒ğ𝑒𝑡 vektörüne  

‘‘jeodezik eğrilik vektörü’’ denir ve 𝑘⃗ 𝑔 ile gösterilir. 𝑘⃗ 𝑔 vektörünün büyüklüğüne de 

‘‘jeodezik eğrilik’’ adı verilir ve 

                                                          𝑘𝑔 = ‖𝑘⃗ 𝑔‖                                               (2.1.55)                                                                                 

biçiminde gösterilir(Aminov, 2001). 

Eğer  

     𝑘𝑔 = 0                                (2.1.56) 



17 

 ise (𝛼) eğrisine 𝑀 hiperyüzeyi üzerinde bir ‘‘jeodezik eğri’’ denir. 

Benzer şekilde (𝛼) eğrisinin 𝑘⃗  eğrilik vektörünün normal bileşeni olan 𝑘⃗ 𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙

vektörüne ‘‘normal eğrilik vektörü’’ denir ve 𝑘⃗ 𝑛 ile gösterilir. 𝑘⃗ 𝑛 vektörünün 

büyüklüğüne de ‘‘normal eğrilik’’ adı verilir ve 

 𝑘𝑛 = ‖𝑘⃗ 𝑛‖  (2.1.57)  

biçiminde gösterilir. 

Teorem 2.1.12: 𝑀, 𝐸𝑛’de bir hiperyüzey ve 𝑀 üzerinde teğet vektörü 𝑇 olan 𝐶∞

sınıfından bir eğri 𝐶 …𝛼 = 𝛼(𝑠) olsun.  

           Bu takdirde   𝐶   eğrisinin  𝑀 üzerinde jeodezik olması için gerek ve yeter şart     

𝛼𝑖 = 𝑢𝑖(𝑠)   olmak üzere

𝑑2𝛼𝑘

𝑑𝑠2
+∑ Γ𝑖𝑗

𝑘 𝑑𝛼𝑗

𝑑𝑠

𝑛−1
𝑖,𝑗=1

𝑑𝛼𝑗

𝑑𝑠
, 1 ≤ 𝑖, 𝑗, 𝑘 ≤ 𝑛 − 1,  (2.1.58) 

dır(Abbena, 2017). 

Tanım 2.1.30:  𝑀, 𝐸𝑛’de bir hiperyüzey ve 𝑀 üzerinde teğet vektörü 𝑋 ∈ 𝑇𝑀(𝑃)

olmak üzere 

𝑘𝑛: 𝑇𝑀(𝑃) ⟶ ℝ   (2.1.59)  

𝑋 ⟶ 𝑘𝑛(𝑋) =
<𝑆(𝑋),𝑋> 

<𝑋𝑋>
=
𝐼𝐼(𝑋,𝑋)

𝐼(𝑋,𝑋)

biçiminde tanımlanan fonksiyona ‘‘asimptotik(veya normal) eğrilik fonksiyonu’’ ve

𝑘𝑛(𝑃) ∈ ℝ değerine de 𝑃 ∈ 𝑀 noktasındaki ‘‘asimptotik veya normal eğrilik’’ denir.

Ayrıca 𝑃 ∈ 𝑀 noktasından geçen ve teğet vektörü 𝑋 ∈ 𝑇𝑀(𝑃) regüler bir 

𝐶 …𝛼: 𝐼 ⟶ 𝑀 eğrisi için 

𝑘𝑛(𝑋) = 0 (2.1.60) 

veya      

< 𝑆(𝑋), 𝑋 > = 𝐼𝐼(𝑋; 𝑋) = 0        (2.1.61) 

ise 𝐶 eğrisine 𝑀 hiperyüzeyi üzerinde bir ‘‘asimptotik eğri’’ adı verilir 

(Guggenheimer, 1977). 
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Normal eğriliğin ekstremum (maksimum ve minimum) değerleri, 𝑀 

hiperyüzeyinin asli eğriliklerini verir. Bunun anlamı  

𝜕𝑘𝑛
𝜕𝑢𝑖

= 0, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1, 

denkleminin çözümleri olan her bir 𝑘𝑖 değeri 𝑘𝑛 normal eğriliğinin ekstremumu olup 

bu değerler arasında maksimum ve minimum olanları 𝑀 hiperyüzeyin asli eğrilikleri 

olması demektir. 

Teorem 2.1.13: 𝑀, 𝐸𝑛’de bir hiperyüzey olsun. 𝑀 hiperyüzeyin asli 

eğriliklerinin karakteristik denklemi 

             𝑑𝑒𝑡[𝑏𝑖𝑗 − 𝑘𝑛𝑔𝑖𝑗] = 0                                        (2.1.62) 

dir(Aminov, 2001). 

𝑛 = 3 için karakteristik denklem 

|
𝑏11 − 𝑘𝑛𝑔11 𝑏12 − 𝑘𝑛𝑔12
𝑏12 − 𝑘𝑛𝑔12 𝑏22 − 𝑘𝑛𝑔22

| = 0 

veya                 

 (𝑘𝑛)
2 −

𝑏11𝑔22−2𝑏12𝑔12+𝑔11𝑏22

𝑔11𝑔22−(𝑔12)2
𝑘𝑛 +

𝑏11𝑏22−(𝑏12)
2

𝑔11𝑔22−(𝑔12)2
= 0              (2.1.63) 

dir. (2.1.43) ve  (2.1.46) eşitlikleri  (2.1.62) de yerlerine yazılırsa 

      (𝑘𝑛)
2 − 2𝐻𝑘𝑛 + 𝐾 = 0                                   (2.1.64) 

elde edilir ve bu denklemin kökleri 

    {
𝑘1 = (𝑘𝑛)𝑚𝑎𝑥 = 𝐻 + √𝐻2 − 𝐾

𝑘2 = (𝑘𝑛)𝑚𝑖𝑛 = 𝐻 − √𝐻2 − 𝐾
                       (2.1.65) 

olarak elde edilir. 

Tanım 2.1.31: 𝑀, 𝐸3’de bir regüler yüzey ve 𝑀 üzerinde 𝐶∞ sınıfından birim 

teğet vektörü 𝑇  olan birim hızlı bir eğri (𝐶) olsun  𝑄 = 𝑇⋀𝑁 olmak üzere,                         

                                                 {𝑇, 𝑄 = 𝑇⋀𝑁,𝑁}        (2.1.66) 

vektör sistemi 𝑀 üzerinde bir çatı meydana getirir. Bu çatıya 𝑀 yüzeyi üzerindeki (𝐶) 

eğrisinin 𝑃 = 𝛼(𝑠) noktasındaki ‘‘Darboux çatısı’’ adı verilir(Blaschke, 1945). 
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Şekil 2.1.6. Yüzey üzerinde Darboux çatısı 

∢(𝑛, 𝑄) = 𝜃 olmak üzere, {𝑇, 𝑛, 𝑏} Serret-Frenet çatısı ile {𝑇, 𝑄 = 𝑇⋀𝑁,𝑁} Darboux 

çatısı arasındaki ilişki 

              [
𝑇
𝑄
𝑁
] = [

1 0 0
0 𝑐𝑜𝑠𝜗 𝑠𝑖𝑛𝜃
0 −𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑐𝑜𝑠𝜗

] [
𝑇
𝑛
𝑏
]       (2.1.67) 

matrisel ifadesiyle verilir.    

Teorem 2.1.14: 𝑀, 𝐸3’de bir yüzey ve 𝑀 üzerinde 𝐶∞ sınıfından birim hızlı bir 

eğri  (𝑪)…𝛼 = 𝛼(𝑠) olsun. 𝑀 yüzeyi üzerindeki (𝑪) eğrisinin 𝑃 = 𝛼(𝑠) noktasındaki 

{𝑇, 𝑄 = 𝑇⋀𝑁,𝑁}  Darboux çatısı için 

                                 [
𝑇̇
𝑄̇
𝑁

] = [

0 𝑘𝑔 𝑘𝑛
−𝑘𝑔 0 𝜏𝑔
−𝑘𝑛 −𝜏𝑔 0

] [
𝑇
𝑄
𝑁
]                  (2.1.68)    

dir. Bu formüllere Darboux türev formülleri adı verilir (Blaschke, 1945). 

Burada 

   {

𝑘𝑔 = 𝜅𝑠𝑖𝑛𝜃

𝑘𝑛 = 𝜅𝑐𝑜𝑠𝜃
𝜏𝑔 = 𝜏 + 𝜃

                     (2.1.69) 

olup, sırasıyla 𝑘𝑔, 𝑘𝑛 ve 𝜏𝑔 notasyonları ile (𝐶) eğrisinin jeodezik eğriliğini, normal 

eğriliğini ve jeodezik burulmasını(veya torsiyonunu) göstermektedir.    
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Teorem 2.1.15: 𝑀…𝑋 = 𝑋(𝑢, 𝑣) , 𝐸3’de bir regüler yüzey ve  

𝑇𝑀(𝑝) = 𝑆𝑝{𝑋𝑢, 𝑋𝑣} olmak üzere 

        𝑋 = ℎ𝑁 −
𝜌

𝑊2
{(𝜌𝑣𝑔12 − 𝜌𝑢𝑔22)𝑋𝑢 + (𝜌𝑢𝑔12 − 𝜌𝑣𝑔11)𝑋𝑣}         (2.1.70)      

dir(Sarıoğlugil, 1994). 

Burada  𝜌 = ‖𝑋‖, ℎ = 〈𝑋,𝑁〉  ve 𝑊2 = 𝑔11𝑔22 − (𝑔12)
2.    

Eğer  𝑀  yüzeyinin parametre eğrileri ortogonal ise, 𝑔12 = 0 olacağından            

                           𝑋 = ℎ𝑁 + 𝜌 {
𝜌𝑢

𝑔11
𝑋𝑢 +

𝜌𝑣

𝑔22
𝑋𝑣}           (2.1.71) 

dir. 

Tanım 2.1.32:  𝑀 regüler yüzeyinin birinci temel formu 

   𝐼 = 𝑔11𝑑𝑢
2 + 2𝑔12𝑑𝑢𝑑𝑣 + 𝑔22𝑑𝑣

2 

olmak üzere 

                   
I

 (ℎ) =
𝑔11ℎ𝑣

2−2𝑔12ℎ𝑢ℎ𝑣+𝑔22ℎ𝑢
2

𝑊2
                               (2.1.72) 

biçiminde tanımlanan operatöre 𝑀 yüzeyinin ‘‘birinci Beltrami diferansiyel 

operatörü’’ denir(Blaschke, 1945). 

Eğer  𝑀  yüzeyinin parametre eğrileri ortogonal ise, 𝑔12 = 0 olacağından  

                         
I

 (ℎ) =  
ℎ𝑢
2

𝑔11
+
ℎ𝑣
2

𝑔22

                                    (2.1.73) 

 dir(Tul, 2020)        

Teorem 2.1.16: 𝑀, 𝐸3’de bir regüler yüzey olsun. Bu takdirde aşağıdaki 

özellikler mevcuttur(Şemin, 1987).  

                                    𝑁⋀𝑋𝑢 =
1

𝑊
[𝑔11𝑋𝑣 − 𝑔12𝑋𝑢]         (2.1.74)  

                                    𝑁⋀𝑋𝑣 =
1

𝑊
[𝑔12𝑋𝑣 − 𝑔22𝑋𝑢]      (2.1.75) 

                                               𝑁⋀[𝑁⋀𝑋𝑢] = −𝑋𝑢    (2.1.76)   

                                         𝑁⋀[𝑁⋀𝑋𝑣] = −𝑋𝑣             (2.1.77) 

                                         𝑋𝑢⋀[𝑁⋀𝑋𝑢] = 𝑔11𝑁  (2.1.78) 

                                              𝑋𝑣⋀[𝑁⋀𝑋𝑢] = 𝑔12𝑁                               (2.1.79) 
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 𝑋𝑢⋀[𝑁⋀𝑋𝑣] = 𝑔12𝑁    (2.1.80)  

 𝑋𝑣⋀[𝑁⋀𝑋𝑣] = 𝑔22𝑁 (2.1.81)

Teorem 2.1.17: 𝑀 regüler yüzeyinin yer vektörünün uzunluğu 

𝜌2 =
ℎ2

1−
I

 (𝜌)

(2.1.82) 

 dir(Sarıoğlugil, 1994). 

2.2. 𝑬𝟑 Öklid Uzayında Fokal Yüzeyler

Bu kesimde ilk olarak, fokal yüzeylerin tarihsel gelişimine göz atalım. Bilindiği 

gibi fokal yüzeyler birer doğrusal kongurans yüzeyleridir.  

Kongurans yüzeyleri ile ilgili çalışmalar G. Monge(1850) ile başlamış olup, bu 

konuda (Talıaferro, 1901), (Eisenhart, 1904), (Ogura, 1918), (Behari, 1934) 

(Mıshra, 1951), (Srinivasiengar, 1951), (Amur, 1962), (Nirmala, 1963) 

(Alexiou vd, 2001) ve (Papadopoulou, 2003)  v.b. gibi çok sayıda geometrici çalışma 

yapmışlardır. Şimdi doğrusal kongurans yüzeylerinin genel bir tanımını verebiliriz  

Tanım 2.2.1: 𝑀,  𝐸3’de parametrik ifadesi

𝑋 ∶  𝐷 ⊂  𝐸2  →  𝑋(𝐷)  ⊂  𝐸3     (2.2.1) 

        (u, v)  →  X(u, v)= (x(u, v),y(u, v),z(u, v))   

olan regüler yüzey olsun. O halde 

ℱ = { ξ ∈ 𝑇𝐸3(𝑃): ‖ξ‖ = 1}

 ve 𝑋(𝑢, 𝑣)  ve 𝑅(𝑢, 𝑣) noktaları arasındaki yönlü uzaklık fonksiyonu

ƒ ∶     𝐷 ⊂  ℝ2   →   ℝ

(𝑢, 𝑣)   →    ƒ(𝑢, 𝑣)  =  ‖𝑋𝑅⃗⃗⃗⃗  ⃗‖

olmak üzere 

 M ̅...R(u, v)  =  X(u, v) + ƒ(u, v)ξ(u,v) (2.2.2) 

denklemiyle tanımlanan yüzeye ‘‘doğrusal kongurans yüzeyi’’ denir(Şekil 2.2.1). 
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Şekil 2.2.1. Kongurans yüzeyi 

M yüzeyinin birim normal vektörü 𝑁 olmak üzere, (2.22) denkleminde ξ birim vektörü 

yerine 𝑁 alınırsa 

                                      𝑀̅. . . 𝑅(𝑢, 𝑣)  =  𝑋(𝑢, 𝑣) + ƒ(𝑢, 𝑣)𝑁(𝑢, 𝑣)                     (2.2.3) 

elde edilir. Bu durumda M ̅ ye normaller kongurans yüzeyi adı verilir 

(Hagen et al, 1992a; Hagen et al, 1992b). Diğer taraftan 𝑘1ve 𝑘2,  𝑀 yüzeyinin asli 

eğrilikleri olmak üzere, 

𝑓(𝑢, 𝑣) = ±
1

𝑘𝑖(𝑢, 𝑣)
, 1 ≤ 𝑖 ≤ 2, 

olarak alınırsa  

   𝑀̅𝑖. . . 𝑅𝑖(𝑢, 𝑣)  =  𝑋(𝑢, 𝑣) ±
1

𝑘𝑖(𝑢,𝑣)
 ) 𝑁(𝑢, 𝑣)            (2.2.4) 

bulunur. Bu durumda  𝑀̅1 ve  𝑀̅2 yüzeyleri 𝑀 nin ‘‘fokal yüzeyleri’’ adını alır 

(Hagen vd, 1992b). Bu klasik kavram Hagen ve arkadaşları tarafından 

      𝑀̅𝑖…𝑅𝑖(𝑢, 𝑣) =  𝑋(𝑢, 𝑣) ± s 𝑓(𝑘1 , 𝑘2)𝑁(u, v), s ∈  ℝ          (2.2.5) 

biçiminde genişletilmiştir (Şekil 2.2.2) (Hagen et al, 1992b; Hagen and Hahmann. 

1992c; Hagen et al, 1995d). 
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Şekil 2.2.2. Genelleştirilmiş fokal yüzeyi 

Bu bir yüzeye yaklaşım yöntemidir. Bilindiği gibi asli eğrilikler bize bir yüzeyin 

bir noktada farklı yönlerde ve farklı miktarlarda nasıl büküldüğü bilgisini verir. Bu 

yöntemle Hagen ve arkadaşları orijinal yüzeyi normalleri doğrultusunda eğip bükerken 

yeni oluşacak olan yüzeydeki değişimleri gözlemleme imkânına kavuşmuştur. Bu bize 

istediğimiz niteliklere sahip bir yüzeyin, bir diğer yüzeyi karakterize eden asli 

eğriliklerini kullanarak elde edilebileceğini ifade eder. Bu yaklaşım metodu ile fokal 

yüzeyler, optik, mimarlık, otomotiv ve bilgisayar destekli tasarım ve imalat sanayi vb. 

gibi birçok alanda yaygın bir biçimde kullanılmaktadır.  

Yüzeylerin geometrisine farklı yaklaşım metotları da vardır. Örneğin Maekawa 

ve arkadaşları Monge parametrizasyonuna sahip yüzeylerin şekil analizi için, yüzeyin 

umbilik noktalarında asli eğrilik fonksiyonlarının davranışlarını esas alan bir yöntem 

kullanmışlardır(Maekawa et al,1006). Bu alanda yapılan çalışmalar artarak devam 

etmektedir.  

Şimdi çalışmamız esnasında yararlanacağımız fokal yüzeylere ait bazı özellikleri 

verelim. 
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Tanım 2.2.2:  𝑀…𝑋 = 𝑋(𝑢, 𝑣),  𝐸3’de regüler yüzey ve 𝑘𝑖 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 2 ile 𝑁 

sırasıyla 𝑀  nin asli eğrilikleri ve birim normal vektörü olsun. Bu takdirde 

𝑀1…𝑅1(𝑢, 𝑣) =  𝑋(𝑢, 𝑣) +
1

𝑘1(𝑢,𝑣)
𝑁(𝑢, 𝑣)                        (2.2.6) 

ve 

                               𝑀2…𝑅2(𝑢, 𝑣) =  𝑋(𝑢, 𝑣) +
1

𝑘2(𝑢,𝑣)
𝑁(𝑢, 𝑣)                        (2.2.7) 

denklemleri ile tanımlı yüzeylere 𝑀’nin ‘‘fokal yüzeyleri’’ denir(Abenna, 2017).  

O halde 

                                                        𝜌1
2 = 〈𝑅1, 𝑅1〉                   (2.2.8) 

ve  

                                        𝜌2
2 = 〈𝑅2, 𝑅2〉                                              (2.2.9) 

eşitliklerinin ‘‘𝑢’’ ve ‘‘v’’  parametrelerine göre kısmi türevleri alınır ve düzenlenirse 

                                            {
〈𝑅1, (𝑅1)𝑢〉 = 𝜌1(𝜌1)𝑢
〈𝑅1, (𝑅1)𝑣〉 = 𝜌1(𝜌1)𝑣

        (2.2.10) 

                                                {
〈𝑅2, (𝑅2)𝑢〉 = 𝜌2(𝜌2)𝑢
〈𝑅2, (𝑅2)𝑣〉 = 𝜌2(𝜌2)𝑣

        (2.2.11) 

elde edilir. 

Diğer taraftan  

𝑇𝑀1(𝑃1) = 𝑆𝑝{(𝑅1)𝑢 , (𝑅1)𝑣} 

ve 

𝑇𝑀2(𝑃2) = 𝑆𝑝{(𝑅2)𝑢 , (𝑅2)𝑣} 

olduğundan 

  𝑁1 =
1

‖(𝑅1)𝑢 ⋀(𝑅1)𝑣‖
((𝑅1)𝑢 ⋀(𝑅1)𝑣)                       (2.2.12)  

ve 

 𝑁2 =
1

‖(𝑅2)𝑢 ⋀(𝑅2)𝑣‖
((𝑅2)𝑢 ⋀(𝑅2)𝑣)                        (2.2.13)                

yazabiliriz.  
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Bu durumda 

𝑇𝐸3(𝑃1) = 𝑆𝑝{(𝑅1)𝑢 , (𝑅1)𝑣, 𝑁
1} (2.2.14) 

ve 

𝑇𝐸3(𝑃2) = 𝑆𝑝{(𝑅2)𝑢 , (𝑅2)𝑣, 𝑁
2}        (2.2.15) 

dir. O halde 𝑅1 ∈ 𝑇𝐸3(𝑃1) ve 𝑅2 ∈ 𝑇𝐸3(𝑃2) olduğundan

𝑅1 = 𝑎1(𝑅1)𝑢 + 𝑏1(𝑅1)𝑣 + 𝑐1𝑁
1           (2.2.16) 

ve 

𝑅2 = 𝑎2(𝑅2)𝑢 + 𝑏2(𝑅2)𝑣 + 𝑐2𝑁
2       (2.2.17) 

olacak şekilde tek türlü yazılırlar. 

İlk olarak (2.2.16) denklemini ele alalım. (2.2.16) denklemi, sırasıyla 

(𝑅1)𝑢 , (𝑅1)𝑣 ve 𝑁1 vektörleri ile çarpılır ve gerekli düzenlemeler yapılırsa,

𝜌1 = ‖𝑅1‖ olmak üzere

 {

𝑔11
1 𝑎1 + 𝑔12

1 𝑏1 = 𝜌1(𝜌1)𝑢
𝑔12
1 𝑎1 + 𝑔22

1 𝑏1 = 𝜌1(𝜌1)𝑣
𝑐1 = ℎ1

  (2.2.18)

elde edilir. Burada  

{

𝑔11
1 = 〈(𝑅1)𝑢, (𝑅1)𝑢〉

𝑔12
1 = 𝑔21

1 = 〈(𝑅1)𝑢, (𝑅1)𝑣〉

𝑔22
1 = 〈(𝑅1)𝑣, (𝑅1)𝑣〉

 (2.2.19) 

olup, 𝑀1  fokal yüzeyinin birinci temel formunun katsayılarıdır.

 O halde 

 {
𝑔11
1 𝑎1 + 𝑔12

1 𝑏1 = 𝜌1(𝜌1)𝑢
𝑔12
1 𝑎1 + 𝑔22

1 𝑏1 = 𝜌1(𝜌1)𝑣

denklem sistemi çözülürse 

(𝑊1)2 = 𝑔11
1 𝑔22

1 − (𝑔12
1 )2 ≠ 0        (2.2.20) 

olmak üzere 
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   {
𝑎1 =

𝜌₁

(𝑊1)2
[(𝜌₁)𝑢g22

1 − (𝜌₁)𝑣g12
1 ]

𝑏1 =
𝜌₁

(𝑊1)2
[(𝜌₁)𝑣g11

1 −(𝜌₁)𝑢g12
1 ]  

                             (2.2.21) 

elde edilir. Böylece (2.2.16), (2.2.18) ve (2.2.21) denklemlerinden 

𝑅1 = ℎ1𝑁
1 +

𝜌₁

(𝑊1)2
[
[(𝜌₁)𝑢g22

1 − (𝜌₁)𝑣g12
1 ](𝑅1)𝑢

+[(𝜌₁)𝑣g11
1 −(𝜌₁)𝑢g12

1 ](𝑅1)𝑣
] 

bulunur.         

Benzer şekilde  

                                      {

             𝑔11
2 = 〈(𝑅2)𝑢, (𝑅2)𝑢〉  

𝑔12
2 = 𝑔21

2 = 〈(𝑅2)𝑢, (𝑅2)𝑣〉 

           𝑔22
2 = 〈(𝑅2)𝑣, (𝑅2)𝑣〉 

                                    (2.2.22) 

 𝑀1 fokal yüzeyinin birinci temel formunun katsayıları olmak üzere 

𝑅2 = ℎ2𝑁
2 +

𝜌2
(𝑊2)2

[
[(𝜌2)𝑢g22

2 − (𝜌2)𝑣g12
2 ](𝑅2)𝑢

+[(𝜌2)𝑣g11
2 −(𝜌2)𝑢g12

2 ](𝑅2)𝑣
] 

olarak elde edilir. 

Böylece aşağıdaki teoremi verebiliriz. 

Teorem 2.2.1: 𝑀, 𝐸3’de regüler yüzey olsun Bu takdirde, 𝑀1 ve 𝑀2 fokal 

yüzeylerinin konum vektörleri 

   𝑅1 = ℎ1𝑁
1 +

𝜌₁

(𝑊1)2
[
[(𝜌₁)𝑢g22

1 − (𝜌₁)𝑣g12
1 ](𝑅1)𝑢

+[(𝜌₁)𝑣g11
1 −(𝜌₁)𝑢g12

1 ](𝑅1)𝑣
]                (2.2.23) 

ve 

                    𝑅2 = ℎ2𝑁
2 +

𝜌2

(𝑊2)2
[
[(𝜌2)𝑢g22

2 − (𝜌2)𝑣g12
2 ](𝑅2)𝑢

+[(𝜌2)𝑣g11
2 −(𝜌2)𝑢g12

2 ](𝑅2)𝑣
]                (2.2.24) 

olacak şekilde  𝐸3  Öklid uzayının {(𝑅1)𝑢 , (𝑅1)𝑣, 𝑁
1} ve {(𝑅2)𝑢 , (𝑅2)𝑣, 𝑁

2} bazları 

cinsinden tek türlü yazılır. 

 Şimdi 𝑅1ve 𝑅2 konum vektörlerinin uzunluklarını bulalım. 

(2.2.23), (2.2.8) de yerlerine yazılır ve düzenlenirse  

𝜌1
2 = (ℎ1)

2 +
𝜌1
2

(𝑊1)4

[
 
 
 

(𝜌1)𝑢
2(g11

1 g22
1 − (g12

1 )2)g22
1

−2(𝜌1)𝑢(𝜌1)𝑣(g11
1 g22

1 − (g12
1 )2)g12

1

+(𝜌1)𝑣
2(g11

1 g22
1 − (g12

1 )2)g11
1

  ]
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bulunur.  Ayrıca              

(𝑊1)2 = 𝑔11
1 𝑔22

1 − (𝑔12
1 )2 

olduğundan 

𝜌1
2 = (ℎ1)

2 +
𝜌1
2

(𝑊1)2
[(𝜌1)𝑢

2 − 2(𝜌1)𝑢(𝜌1)𝑣 + (𝜌1)𝑣
2] 

elde edilir. (2.1.72)  son denklemde yerine yazılır ve gerekli düzenlemeler yapılırsa, 

I

 (𝜌1) ≠ 1 olmak üzere 

            𝜌1
2 =

(ℎ1)
2

1−
I

 (𝜌1)

   

bulunur. 

Benzer şekilde,  
I

 (𝜌2) ≠ 1 olmak üzere 

𝜌2
2 =

(ℎ2)
2

1 −
I

 (𝜌2)

 

olarak elde edilir. 

O halde aşağıdaki teoremi verebiliriz  

Teorem 2.2.2: 𝑀, 𝐸3’de reg1üler yüzey olsun Bu takdirde, 𝑀1 ve 𝑀2 fokal 

yüzeylerinin konum vektörlerinin uzunlukları 

                                                 𝜌1
2 =

(ℎ1)
2

1−
I

 (𝜌1)

                        (2.2.25) 

ve                           

                                                         𝜌2
2 =

(ℎ2)
2

1−
I

 (𝜌2)

                                             (2.2.26) 

dir. 

Ayrıca (2.1.28) den 𝑀1 ve 𝑀2 fokal yüzeylerinin destek fonksiyonları için 

                                                      ℎ1 = 〈𝑅1, 𝑁
1〉          (2.2.27) 

ve 
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ℎ2 = 〈𝑅2, 𝑁
2〉         (2.2.28)

yazılabilir. O halde (2.2.27) ve (2.2.28)   eşitliklerinin ‘‘𝑢’’ ve ‘‘v’’ parametrelerine 

göre kısmi türevleri alınır ve düzenlenirse 

{
(ℎ1)𝑢 = 〈𝑅1, (𝑁

1)𝑢〉

(ℎ1)𝑣 = 〈𝑅1, (𝑁
1)𝑣〉

(2.2.29)     

ve

{
(ℎ2)𝑢 = 〈𝑅2, (𝑁

2)𝑢〉

(ℎ2)𝑣 = 〈𝑅2, (𝑁
2)𝑣〉

 (2.2.30) 

Şimdi tezimizin orijinal kısmında kullanacağımız bazı eşitlikleri elde edelim. 

(2.2.23) eşitliği, sırasıyla (𝑅1)𝑢 ve  (𝑅1)𝑣 vektörleri ile çarpılır ve düzenlenirse

 −(𝜌1)𝑢 =
1

(𝑊1)2
{
((𝜌1)𝑣𝑔12

1 − (𝜌1)𝑢𝑔22
1 )𝑔11

1

+((𝜌1)𝑢𝑔12
1 − (𝜌1)𝑣𝑔11

1 )𝑔12
1 }  (2.2.31) 

ve 

 −(𝜌1)𝑣 =
1

(𝑊1)2
{
((𝜌1)𝑣𝑔12

1 − (𝜌1)𝑢𝑔22
1 )𝑔12

1

+((𝜌1)𝑢𝑔12
1 − (𝜌1)𝑣𝑔11

1 )𝑔22
1 } (2.2.32) 

bulunur. 

Benzer şekilde (2.2.23) eşitliği, sırasıyla (𝑅2)𝑢 ve  (𝑅2)𝑣 vektörleri ile çarpılır

ve düzenlenirse 

 −(𝜌2)𝑢 =
1

(𝑊2)2
{
((𝜌2)𝑣𝑔12

2 − (𝜌2)𝑢𝑔22
2 )𝑔11

2

+((𝜌2)𝑢𝑔12
2 − (𝜌2)𝑣𝑔11

2 )𝑔12
2 }         (2.2.33) 

ve 

 −(𝜌2)𝑣 =
1

(𝑊2)2
{
((𝜌2)𝑣𝑔12

2 − (𝜌2)𝑢𝑔22
2 )𝑔12

2

+((𝜌2)𝑢𝑔12
2 − (𝜌2)𝑣𝑔11

2 )𝑔22
2 }           (2.2.34) 

bulunur. 
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2.3. 𝑬𝟑 Öklid Uzayında İnvers Yüzeyler 

Bu kesimde sentetik geometriden diferansiyel geometriye uzanan oldukça 

karmaşık tarihe sahip olan inversiyon dönüşümü ile ilgili temel kavramlara ve literatür 

bilgilerine yer verilecektir.  

Şimdi bu kesime inversiyon geometrinin kısa bir tarihçesini vererek başlayalım. 

Geometri ile ilgilenenler, çember ve küre gibi iki geometrik nesnenin varlığını ve 

önemini iyi bilirler. Inversiyon geometri ile ilgili çalışmaların izlerine pergelli 

matematikçi Apollonios’un eserlerinde rastlıyoruz.  

Rosenfeld 1988 yılında yayımlanan ‘‘A History of Non-Euclidean Space’’ adlı 

eserinde, Apollonios’ un ‘‘On Plane Loci’’ isimli kayıp olan çalışmasında, çembere 

göre bir inversiyon dönüşümünün çemberleri çemberlere dönüştürdüğünü ispatladığını 

ifade etmektedir(Rosenfeld, 1988). Çemberin inversiyonuna ilişkin bir gelişme de 

Alman matematikçi ve fizikçi Julius Plücker’ in 1834 yılında yayımlanan ‘‘Analytisch 

- geometrie Aphorismen’’ isimli çalışmasında verilmiştir (Plücker, 1834). J. Plücker 

probleme analitik yaklaşmak suretiyle, inversiyon dönüşümünün doğrular ve 

çemberler arasındaki açıların büyüklüğünü koruduğunu, yani inversiyon 

dönüşümünün konformal bir dönüşüm olduğunu gösterdi. Ayrıca İsviçreli 

matematikçi Jacob Steiner göz önüne aldığı noktaları bir noktanın çembere göre 

kuvveti ile ifade etmiştir. Düzlemde  konformal dönüşümler İsviçreli matematikçi 

Leonhard Euler’ in 1770  yılında yayımlanan ‘‘Considerationes  de Trajectoriis 

Orthogonalibus’’ isimli çalışmasında incelenmiştir(Euler, 1770). L. Euler bu 

çalışmasında karmaşık düzlemin lineer kesirsel dönüşümlerini göz önüne almıştır. 

Küresel inversiyon İtalyan matematikçi Giusto Bellavitis in 1836 yılında yayımlanan    

‘‘Teoria della figure inverse, e loro uso nella geometria elementare’’ isimli 

makalesinde ele almış ve stereografik izdüşümün bir küreden bir düzlem üzerine bir 

inversiyon olduğunu göstermiştir. Alman matematikçi B.  Riemann 1857 yılında 

yayımlanan ‘‘Theorie der Abel’schen Functionen’’ isimli çalışmasında Riemann 

küresini araştırmıştır.  

Bir Alman matematikçi olan A. Ferdinand Mobıus 1852 yılında yayımlanan 

 ‘‘Ueber eine neue Verwandtschaft zwischen ebenen Figuren’’ isimli çalışmasında 

düzlemde dört noktanın çifte oranı kavramını kullanmıştır. Akabinde 1955 yılında 
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yayımlanan ‘‘Die Theorie der Kreisverwandtschaft in rein geometrischer 

Darstellung’’ isimli çalışmasında da düzlemin Mobius dönüşümlerini ele almıştır. 

 Kısaca tarihsel gelişiminden bahsettiğimiz dairesel ve küresel inversiyon 

dönüşümleri geometrinin iyi bilinen Apollonius problemi, Steiner porizmi, Feuerbach 

teoremi, Pappus zincir teoremi, Ptolemy teoremi ve konstrüksiyon problemlerine 

uygulanmalarının yanında, tıp, mühendislik, fizik, geometrik modelleme ve astronomi 

v.b. bilim dallarında önemli uygulamalara sahiptir. 

Şimdi de inversiyon dönüşümleri ile ilgili bazı kavramlara göz atalım. 

Tanım 2.3.1: 𝐸2’de doğrusal üç nokta  𝑂, 𝑃 ve 𝑄 olsun. 𝑘 ∈ ℝ sabit olmak üzere 

𝑂𝑃̅̅ ̅̅  𝑂𝑄̅̅ ̅̅ = 𝑘                         (2.3.1) 

koşulu sağlanıyorsa, 𝑄 noktasına 𝑃 noktasının 𝑂  ya göre ‘‘inversi’’ ve 𝑂 noktasına da  

‘‘inversiyon  merkezi’’ denir(Gay, 1912). 

Burada 𝑃 ve 𝑄 noktalarının konumları için iki durum söz konusudur. 

𝑃 ve 𝑄 noktaları 𝑂 noktasına göre aynı tarafta yer alıyorsa  𝑘 ∈ ℝ+ dır. 

 

Şekil 2.3.1. 𝑘 ∈ ℝ+ için invers noktaların konumu 

𝑃 ve 𝑄 noktaları 𝑂 noktasına göre aynı tarafta yer almıyorsa  𝑘 ∈ ℝ− dır. 

Şekil 2.3.2. 𝑘 ∈ ℝ− için invers noktaların konumu 

Tanım 2.3.2: 𝐸2’de doğrusal üç nokta 𝑂, 𝑃 ve 𝑄 olmak üzere, 𝑂 merkezli 𝑟 

yarıçaplı bir çember 

                   𝑆𝑟
1 = {𝑋 ∈ 𝐸2: 𝑂𝑋̅̅ ̅̅ = ‖𝑂𝑋⃗⃗ ⃗⃗  ⃗‖ = 𝑟 = √𝑘}            (2.3.2) 

olsun. 𝑂, 𝑃 ve 𝑄   noktaları için 

  𝑂𝑃̅̅ ̅̅  𝑂𝑄̅̅ ̅̅ = 𝑟2                (2.3.3) 

ℝ 
𝑷 𝑶 

𝑄 

ℝ 
𝑷 𝑶 𝑄 
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koşulu sağlanıyorsa 𝑄 noktasına 𝑃’nin 𝑆𝑟
1 çemberine göre ‘‘inversi’’, 𝑆𝑟

1 e ‘‘inversiyon 

çemberi’’, 𝑂 noktasına ‘‘inversiyon çemberinin merkezi’’ ve 𝑟 ∈ ℝ sayısına da 

‘‘inversiyon çemberinin yarıçapı’’ denir(Şekil 2.3.3), (Gay, 1912). 

Aksi halde  𝑃, 𝑂 ve 𝑄   noktaları için 

                                                𝑃𝑂̅̅ ̅̅  𝑂𝑄̅̅ ̅̅ = −𝑟2              (2.3.4) 

dir(Şekil 2.3.4). 

Burada 𝑃 ve 𝑄 noktalarının konumları için iki durum söz konusudur. 

𝑃 ve 𝑄 noktaları 𝑂 noktasına göre aynı tarafta yer alıyorsa  𝑘 ∈ ℝ+ dır. 

                      

Şekil 2.3.3. 𝑘 ∈ ℝ+ için çembere göre invers noktaların konumu 

𝑃 ve 𝑄 noktaları 𝑂 noktasına göre aynı tarafta yer almıyorsa  𝑘 ∈ ℝ− dır. 

      

Şekil 2.3.4. 𝑘 ∈ ℝ− için çembere göre invers noktaların konumu 

𝑟 

𝑸 

O 

𝑺𝒓
𝟏 

𝑷 

𝑹 

r 

Q 

O 

𝑺𝒓
𝟏 

P R 
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İnversiyon dönüşümünün bazı önemli özelliklerini verebiliriz 

𝑃, 𝑆𝑟
1 çemberinin bir iç noktası ise 𝑃’nin 𝑄 invers noktası çemberin dışındadır.

Tersine 𝑃, 𝑆𝑟
1 çemberinin dışında ise 𝑄 invers noktası çemberin içindedir.𝑆𝑟

1

çemberinin üzerindeki her noktanın inversi kendisidir. 𝑃 noktası inversiyon merkezine 

yaklaştıkça 𝑄 invers noktası sonsuza doğru uzaklaşır. Yani merkezin inversi 

sonsuzdadır. 

Tanım 2.3.3: 𝑃 = (𝑥1, 𝑦1) ∈ ℝ
2 − {0} için

𝑓:ℝ2 − {0} ⟶ ℝ2

𝑃    ⟶ 𝑓(𝑃) = (
𝑟2𝑥1

𝑥12+𝑦12
,
𝑟2𝑦1

𝑥12+𝑦12
)       (2.3.5) 

biçiminde tanımlanan fonksiyona 

𝑆𝑟
1 = {𝑋 = (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐸2: ‖𝑂𝑋⃗⃗ ⃗⃗  ⃗‖ = 𝑟}

çemberine göre ‘‘inversiyon dönüşümü’’ denir(Blair, 2000). 

Benzer şekilde küresel inversiyon aşağıdaki gibi tanımlanabilir. 

Tanım 2.3.4: 𝑃 = (𝑥1, 𝑦1, 𝑧1) ∈ ℝ
3 − {0}için

𝑓:ℝ3 − {0} ⟶ ℝ3

        𝑃 ⟶ 𝑓(𝑃) = (
𝑟2𝑥1

𝑥12+𝑦12+𝑧12
,

𝑟2𝑦1

𝑥12+𝑦12+𝑧12
,

𝑟2𝑧1

𝑥12+𝑦12+𝑧12
)  (2.3.6) 

biçiminde tanımlanan fonksiyona 

𝑆𝑟
2 = {𝑋 = (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐸3: ‖𝑂𝑋⃗⃗ ⃗⃗  ⃗‖ = 𝑟}

küresine göre ‘‘inversiyon dönüşümü’’ denir(Blair, 2000). 
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Şekil 2.3.5. Küresel inversiyon 

Şimdi aşağıdaki tanım verilebilir. 

Tanım 2.3.5: 𝑀,  𝐸3’de 

𝑋:   𝐷 ⊂ 𝐸2    ⟼    𝐸3 

                        (𝑢, 𝑣)    ⟼   𝑋 = 𝑋(𝑢, 𝑣)  

parametrizasyonu ile verilen bir regüler yüzey olsun. 𝑃 ∈ 𝑀 ve 𝜌 = ‖𝑋‖ olmak üzere  

konum vektörü    

                                                         𝑋̅ =
1

𝜌2
𝑋      (2.3.7)       

 olan yüzeye 𝑀’nin 𝑆2 birim küresine göre inversi denir ve 𝑀̅ ile gösterilir. 

(Sarıoğlugil, 1994). 
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Şekil 2.3.6. Bir yüzeyin birim küreye göre inversi 

3. FOKAL YÜZEYLERİN İNVERSLERİNİN GEOMETRİSİ 

Bu bölüm de tezimizin de konusu olan 𝐸3’de regüler bir yüzeyin fokal 

yüzeylerinin invers yüzeylerini araştırdık ve bazı temel karakteristik özelliklerini fokal 

yüzeylere bağlı olarak ifade edilmiştir.  

Şimdi Tanım 2.2.2 ve Tanım 2.3.5 den yararlanarak bir yüzeyin fokal 

yüzeylerinin bir birim küreye göre invers yüzeylerini tanımlayacağız. 

Tanım 3.1:  𝑀, 𝐸3’de 𝑋 = 𝑋(𝑢, 𝑣) parametrizasyonu ile verilen bir regüler 

yüzey olsun.  𝑘𝑖 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 2 ve  𝑁 sırasıyla 𝑀 yüzeyinin asli eğrilikleri ve birim normal 

vektörü olmak üzere 

 𝑀1…𝑅1(𝑢, 𝑣) =  𝑋(𝑢, 𝑣) +
1

𝑘1(𝑢,𝑣)
𝑁(𝑢, 𝑣) 

ve 

  𝑀2…𝑅2(𝑢, 𝑣) =  𝑋(𝑢, 𝑣) +
1

𝑘2(𝑢, 𝑣)
𝑁(𝑢, 𝑣) 

denklemleri ile tanımlı yüzeylere 𝑀’nin ‘‘fokal yüzeyleri’’ denir(Abenna, 2017). 

Tanım 2.3.5 vasıtasıyla, 𝜌1 = ‖𝑂𝑅1‖ = ‖𝑅1‖  ve 𝜌2 = ‖𝑂𝑅2‖ = ‖𝑅2‖ olmak üzere 

konum vektörleri                                       

   𝑅̅1 =
1

𝜌1
2 𝑅1                                                 (3.1) 
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ve 

   𝑅̅2 =
1

𝜌2
2 𝑅2                                                 (3.2) 

olarak verilen yüzeylere  𝑆2 birim küresine göre 𝑀1 ve 𝑀2 fokal yüzeylerinin invers 

yüzeyleri denir, 𝑀̅1ve 𝑀̅2 ile gösterilirler. 

Teorem 3.1: 𝐸3’de bir 𝑀  regüler yüzeyinin fokal yüzeyleri  𝑀1 ve 𝑀2 olsun. 

Bu takdirde  𝑀̅1ve 𝑀̅2 invers yüzeylerinin konum vektörlerinin uzunlukları                                                 

                                               𝜌̅1
2 =

1−
I

 (𝜌1)

(ℎ1)2
                                                     (3.3)                    

ve                           

                                                  

                                                     𝜌̅2
2 =

1−
I

 (𝜌2)

(ℎ2)2
                                                     (3.4) 

dir. 

İspat: 𝑀̅1ve 𝑀̅2 invers yüzeylerinin konum vektörlerinin uzunlukları için 

                                                𝜌̅1
2 = 〈𝑅̅1, 𝑅̅1〉                                                     (3.5) 

ve 

                                                   𝜌̅2
2 = 〈𝑅̅2, 𝑅̅2〉                                                     (3.6) 

yazılabilir. (3.1), (3.5) de yerine yazılırsa 

𝜌̅1
2 = 〈

1

𝜌1
2 𝑅1,

1

𝜌1
2 𝑅1〉   

                                                           =
1

𝜌1
2                                                                                

bulunur. (2.2.25) son eşitlikte yerine yazılırsa 

𝜌̅1
2 =

1 −
I

 (𝜌1)

(ℎ1)
2

 

elde edilir. 

Benzer şekilde 
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𝜌̅2
2 =

1 −
I

 (𝜌2)

(ℎ2)2
 

bulunur. Bu ise ispatı tamamlar. 

Teorem 3.2: 𝐸3’de bir 𝑀  regüler yüzeyinin fokal yüzeyleri  𝑀1 ve 𝑀2 olsun. 

Bu takdirde  𝑀̅1ve 𝑀̅2 invers yüzeylerinin birim normal vektörleri                                             

                                           𝑁̅1 = 2
ℎ1

𝜌1
2 𝑅1 −𝑁

1                                                 (3.7)                     

ve                           

                          𝑁̅2 = 2
ℎ2

𝜌2
2 𝑅2 − 𝑁

2                                                 (3.8) 

dir. 

İspat: 𝑀̅1ve 𝑀̅2 invers yüzeylerinin birim normal vektörleri için 

                                𝑁̅1 =
1

‖ (𝑅̅1)𝑢∧(𝑅̅1)𝑣‖
((𝑅̅1)𝑢 ∧ (𝑅̅1)𝑣)                                  (3.9) 

ve                    

   

   𝑁̅2 =
1

‖ (𝑅̅2)𝑢∧(𝑅̅2)𝑣‖
((𝑅̅2)𝑢 ∧ (𝑅̅2)𝑣)                                (3.10)  

yazılabilir. 

İlk olarak (3.1) ve (3.2) eşitliklerinin  ‘‘𝑢’’ ve ‘‘v’’ parametrelerine göre kısmi 

türevleri alınırsa 

                    {
 (𝑅̅1)𝑢  = −

2(𝜌₁)𝑢

𝜌1
3 𝑅1 +

1

𝜌1
2  (𝑅1)𝑢  

 (𝑅̅1)𝑣  = −
2(𝜌₁)𝑣

𝜌1
3 𝑅1 +

1

𝜌1
2  (𝑅1)𝑣  

          (3.11) 

ve 

                 {
 (𝑅̅2)𝑢  = −

2(𝜌2)𝑢

𝜌2
3 𝑅2 +

1

𝜌2
2  (𝑅2)𝑢  

 (𝑅̅2)𝑣  = −
2(𝜌2)𝑣

𝜌2
3 𝑅2 +

1

𝜌2
2  (𝑅2)𝑣  

        (3.12) 

bulunur. 

Şimdi (𝑅̅1)𝑢 ∧ (𝑅̅1)𝑣 ve (𝑅̅2)𝑢 ∧ (𝑅̅2)𝑣 vektörlerini bulabiliriz. 
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 (3.11) eşitliği (𝑅̅1)𝑢 ∧ (𝑅̅1)𝑣 ifadesinde yerlerine yazılır ve gerekli 

düzenlemeler yapılırsa 

(𝑅̅1)𝑢 ∧ (𝑅̅1)𝑣 = −
2(𝜌1)𝑢

𝜌1
5 𝑅1 ∧ (𝑅1)𝑣 −

2(𝜌1)𝑣

𝜌1
5
(𝑅1)𝑢 ∧ 𝑅1 

                                               +
1

𝜌1
4𝑊

1𝑁1                                                          (3.13) 

elde edilir. 

Şimdi de 𝑅1 ∧ (𝑅1)𝑣 ve  (𝑅1)𝑢 ∧ 𝑅1 vektörlerini bulmalıyız. 

O halde (2.2.23) eşitliği yardımıyla 

𝑅1 ∧ (𝑅1)𝑣 = ℎ1𝑁
1 ∧ (𝑅1)𝑣 +

𝜌₁

(𝑊1)2
[(𝜌₁)𝑢g22

1 − (𝜌₁)𝑣g12
1 ](𝑅1)𝑢 ∧ (𝑅1)𝑣 

ve 

(𝑅1)𝑢 ∧ 𝑅1 = ℎ1(𝑅1)𝑢 ∧ 𝑁
1 +

𝜌₁

(𝑊1)2
[(𝜌₁)𝑣g11

1 −(𝜌₁)𝑢g12
1 ](𝑅1)𝑢 ∧ (𝑅1)𝑣 

olarak elde edilir.  

(2.1.74), (2.1.75) ve (2.2.10) eşitlikleri kullanılarak 

             𝑅1 ∧ (𝑅1)𝑣 =
ℎ1

𝑊1
[𝑔12
1 (𝑅1)𝑣 − 𝑔22

1 (𝑅1)𝑢] 

                                      +
𝜌₁

(𝑊1)2
[(𝜌₁)𝑢g22

1 − (𝜌₁)𝑣g12
1 ]𝑊1𝑁1                            (3.14) 

                      (𝑅1)𝑢 ∧ 𝑅1 =
ℎ1

𝑊1
[𝑔12
1 (𝑅1)𝑢 − 𝑔11

1 (𝑅1)𝑣] 

                                         +
𝜌₁

(𝑊1)2
[(𝜌₁)𝑣g11

1 −(𝜌₁)𝑢g12
1 ]𝑊1𝑁1                       (3.15) 

bulunur. 

(3.14) ve (3.15) eşitlikleri (3.13) de yerlerine yazılır ve düzenlenirse 

                                  (𝑅̅1)𝑢 ∧ (𝑅̅1)𝑣 =
𝑊1

𝜌1
8 [2

ℎ1

𝜌1
2 𝑅1 − 𝑁

1]                              (3.16) 

bulunur. 

Diğer taraftan 
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   ‖(𝑅̅1)𝑢 ∧ (𝑅̅1)𝑣‖ =
𝑊̅1

𝜌1
8                                              (3.17) 

dir. 

(3.16) ve (3.17), (3.9)  da yerlerine yazılırsa 

𝑁̅1 = 2
ℎ1

𝜌1
2 𝑅1 − 𝑁

1 

elde edilir. 

Benzer şekilde 𝑀2 yüzeyinin birim normal vektörü 

𝑁̅2 = 2
ℎ1

𝜌2
2 𝑅2 − 𝑁

2 

olarak elde edilir. 

Teorem 3.3: 𝐸3’de bir 𝑀 regüler yüzeyinin fokal yüzeyleri  𝑀1 ve 𝑀2 olsun. Bu 

takdirde  𝑀̅1ve 𝑀̅2 invers yüzeylerinin destek fonksiyonları                                             

                                           ℎ̅1 =
ℎ1

𝜌1
2                                                     (3.18)                     

ve                            

                                                   ℎ̅2 =
ℎ2

𝜌2
2                                                     (3.19) 

dir. 

İspat: (2.1.18) eşitliği kullanılarak, 𝑀̅1ve 𝑀̅2 invers yüzeylerinin destek 

fonksiyonları için 

                                       ℎ̅1 = 〈𝑅̅1, 𝑁̅
1〉                                     (3.20) 

ve       

                                                   ℎ̅2 = 〈𝑅̅2, 𝑁̅
2〉                                              (3.21)  

yazılabilir.   

(3.1) ve  (3.7) eşitlikleri (3.20) de yerlerine yazılır ve gerekli düzenlemeler yapılırsa 
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ℎ̅1 = 2
ℎ1

𝜌1
4
〈𝑅1, 𝑅1〉 −

1

𝜌1
2
〈𝑅1, 𝑁

1〉 

                                               = 2
ℎ1

𝜌1
4 𝜌1

2 −
1

𝜌1
2 ℎ1  

                                                      =
ℎ1

𝜌1
2              

elde edilir. 

Benzer şekilde, (3.2) ve (3.8) eşitlikleri (3.21) de yerlerine yazılır ve gerekli 

düzenlemeler yapılırsa 

ℎ̅2 =
ℎ2

𝜌2
2 

elde edilir. 

Teorem 3.4: 𝐸3’de bir 𝑀 regüler yüzeyinin fokal yüzeyleri  𝑀1 ve 𝑀2 olsun. Bu 

takdirde  𝑀̅1ve 𝑀̅2 invers yüzeylerinin birinci temel formun katsayıları                                             

                                                    

{
 
 

 
  𝑔̅11

1 =
1

𝜌1
4 g11
1                             

𝑔̅12
1 =

1

𝜌1
4 g12
1                              

𝑔̅22
1 = 

1

𝜌1
4 g22
1                            

                         (3.22) 

ve 

{
 
 

 
  𝑔̅11

2 =
1

𝜌2
4 g11
2                             

𝑔̅12
2 =

1

𝜌2
4 g12
2                             

𝑔̅22
2 = 

1

𝜌2
4 g22
2                            

                         (3.23) 

dir.          

İspat: 𝑀̅1ve 𝑀̅2 invers yüzeylerinin birinci temel formun katsayıları için                                         

                                                  {

 𝑔̅11
1 = 〈(𝑅̅1)𝑢, (𝑅̅1)𝑢〉                            

𝑔̅12
1 = 〈(𝑅̅1)𝑢, (𝑅̅1)𝑣〉                            

𝑔̅22
1 = 〈(𝑅̅1)𝑣, (𝑅̅1)𝑣〉                           

               (3.24) 

ve 
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    {

 𝑔̅11
2 = 〈(𝑅̅2)𝑢, (𝑅̅2)𝑢〉

𝑔̅12
2 = 〈(𝑅̅2)𝑢, (𝑅̅2)𝑣〉

𝑔̅22
2 = 〈(𝑅̅2)𝑣, (𝑅̅2)𝑣〉

(3.25) 

yazılabilir. (3.11) eşitliği (3.24) de yerlerine yazılırsa, sırası ile 

𝑔̅11
1 =

4(𝜌₁)𝑢
2

𝜌1
6 〈𝑅1, 𝑅1〉 −

4(𝜌₁)𝑢

𝜌1
5 〈𝑅1, (𝑅1)𝑢〉 +

1

𝜌1
4 〈(𝑅1)𝑢, (𝑅1)𝑢〉         (3.26)

𝑔̅12
1 =

4(𝜌₁)𝑢(𝜌₁)𝑣

𝜌1
6 〈𝑅1, 𝑅1〉 −

2(𝜌₁)𝑢

𝜌1
5 〈𝑅1, (𝑅1)𝑣〉 −

2(𝜌₁)𝑣

𝜌1
5 〈𝑅1, (𝑅1)𝑢〉 

+ 
1

𝜌1
4 〈(𝑅1)𝑢, (𝑅1)𝑣〉  (3.27)  

ve 

𝑔̅22
1 = 

4(𝜌₁)𝑣
2

𝜌1
6 〈𝑅1, 𝑅1〉 −

4(𝜌₁)𝑣

𝜌1
5 〈𝑅1, (𝑅1)𝑣〉 +

1

𝜌1
4 〈(𝑅1)𝑣, (𝑅1)𝑣〉  (3.28) 

elde edilir. 

(2.2.8), (2.2.10) ve (2.2.19) eşitlikleri (3.26), (3.27)  ve  (3.28)  de yerlerine yazılırsa 

{
 
 

 
  𝑔̅11

1 =
1

𝜌1
4 g11
1

𝑔̅12
1 =

1

𝜌1
4 g12
1

𝑔̅22
1 = 

1

𝜌1
4 g22
1

elde edilir. 

Benzer şekilde 

{
 
 

 
  𝑔̅11

2 =
1

𝜌2
4 g11
2

𝑔̅12
2 =

1

𝜌2
4 g12
2

𝑔̅22
2 = 

1

𝜌2
4 g22
2

 bulunur. Buradan aşağıdaki sonuçları verebiliriz. 
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Sonuç 𝟑. 𝟏: 

                         (𝑊̅1)2 = 𝑔̅11
1 𝑔̅22

1 − (𝑔̅12
1 )2 = 

1

𝜌1
4 (𝑊

1)2                      (3.29) 

ve 

                                         (𝑊̅2)2 = 𝑔̅11
2 𝑔̅22

2 − (𝑔̅12
2 )2 = 

1

𝜌2
4 (𝑊

2)2                     (3.30)    

dir.           

Sonuç 𝟑. 𝟐:   𝑀̅1ve 𝑀̅2 invers yüzeylerinin birinci temel formları sırasıyla           

                                                            𝐼1̅ =
1

𝜌1
4 𝐼
1                                                   (3.31) 

ve 

                                                          𝐼2̅ =
1

𝜌2
4 𝐼
2                                                   (3.32)   

dir. 

Sonuç 𝟑. 𝟑:   𝑀̅1ve 𝑀̅2 invers yüzeylerinin parametre eğrileri ortogonal ise 

                                                       

{
 
 

 
  𝑔̅11

1 =
1

𝜌1
4 g11
1                             

𝑔̅12
1 = 0                                    

𝑔̅22
1 = 

1

𝜌1
4 g22
1                            

                       (3.33)           

ve 

                                                      

{
 
 

 
  𝑔̅11

2 =
1

𝜌2
4 g11
2                             

𝑔̅12
2 = 0                                     

𝑔̅22
2 = 

1

𝜌2
4 g22
2                            

                       (3.34) 

dir. 

Teorem 3.5: 𝐸3’de bir 𝑀 regüler yüzeyinin fokal yüzeyleri  𝑀1 ve 𝑀2 olsun. Bu 

takdirde  𝑀̅1ve 𝑀̅2 invers yüzeylerinin ikinci temel formun katsayıları           

                 

{
 
 

 
  𝑏̅11

1 = −
1

𝜌1
2 [2

ℎ1

𝜌1
2 g11
1 + b11

1 ]                               

𝑏̅12
1 = −

1

𝜌1
2 [2

ℎ1

𝜌1
2 g12
1 + b12

1 ]                              

𝑏̅22
1 = −

1

𝜌1
2 [2

ℎ1

𝜌1
2 g22
1 + b22

1 ]                             

          (3.35) 

ve     
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{
 
 

 
  𝑏̅11

2 = −
1

𝜌2
2 [2

ℎ2

𝜌2
2 g11
2 + b11

2 ]                               

𝑏̅12
2 = −

1

𝜌2
2 [2

ℎ2

𝜌2
2 g12
2 + b12

2 ]                               

𝑏̅22
2 = −

1

𝜌2
2 [2

ℎ2

𝜌2
2 g22
2 + b22

2 ]                              

           (3.36) 

dir. 

İspat: 𝑀̅1ve 𝑀̅2 invers yüzeylerinin ikinci temel formun katsayıları için 

                                        {

𝑏̅11
1 = −〈(𝑅̅1)𝑢, (𝑁̅

1)𝑢〉                                       

𝑏̅12
1 = −〈(𝑅̅1)𝑢, (𝑁̅

1)𝑣〉                                       

 𝑏̅22
1 = −〈(𝑅̅1)𝑣, (𝑁̅

1)𝑣〉                                        

        (3.37) 

ve  

                                       {

𝑏̅11
2 = −〈(𝑅̅2)𝑢, (𝑁̅

2)𝑢〉                                       

 𝑏̅12
2 = −〈(𝑅̅2)𝑢, (𝑁̅

2)𝑣〉                                        

 𝑏̅22
2 = −〈(𝑅̅2)𝑣, (𝑁̅

2)𝑣〉                                        

        (3.38) 

yazılabilir. 

İlk olarak (3.7) ve (3.8) eşitliklerinin  ‘‘𝑢’’ ve ‘‘v’’ parametrelerine göre kısmi türevleri 

alınırsa 

                {
 (𝑁̅1)𝑢 = 2

(ℎ1)𝑢𝜌₁−2ℎ1(𝜌₁)𝑢

𝜌1
3 𝑅1 + 2

ℎ1

𝜌1
2 (𝑅1)𝑢 − (𝑁

1)𝑢  

 (𝑁̅1)𝑣 = 2
(ℎ1)𝑣𝜌₁−2ℎ1(𝜌₁)𝑣

𝜌1
3 𝑅1 + 2

ℎ1

𝜌1
2 (𝑅1)𝑣 − (𝑁

1)𝑣   
                     (3.39) 

ve              

   {
(𝑁̅2)𝑢 = 2

(ℎ2)𝑢𝜌2−2ℎ2(𝜌2)𝑢

𝜌2
3 𝑅2 + 2

ℎ2

𝜌2
2 (𝑅2)𝑢 − (𝑁

2)𝑢  

(𝑁̅2)𝑣 = 2
(ℎ2)𝑣𝜌2−2ℎ2(𝜌2)𝑣

𝜌2
3 𝑅2 + 2

ℎ2

𝜌2
2 (𝑅2)𝑣 − (𝑁

2)𝑣  
                    (3.40) 

bulunur.  

İlk olarak 𝑀̅1 yüzeyinin ikinci temel formunun katsayılarını hesap edelim. 

O halde (3.11) ve (3.39) eşitlikleri (3.35) de yerlerine yazılır ve gerekli 

düzenlemeler yapılırsa, sırasıyla            
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𝑏̅11
1  = 4

(ℎ1)𝑢(𝜌₁)𝑢𝜌₁−2ℎ1(𝜌₁)𝑢
2

𝜌1
6 〈𝑅1, 𝑅1〉+4

ℎ1(𝜌₁)𝑢

𝜌1
5 〈𝑅1, (𝑅1)𝑢〉 

                                −
2(𝜌₁)𝑢

𝜌1
3 〈𝑅1, (𝑁

1)𝑢〉
    −2

(ℎ1)𝑢𝜌₁−2ℎ1(𝜌₁)𝑢

𝜌1
5 〈(𝑅1)𝑢, 𝑅1〉 

                                −2
ℎ1

𝜌1
4 〈(𝑅1)𝑢, (𝑅1)𝑢〉+ 

1

𝜌1
2 〈(𝑅1)𝑢, (𝑁

1)𝑢〉                              (3.41)           

𝑏̅12
1 =4

(ℎ1)𝑣(𝜌₁)𝑢𝜌₁−2ℎ1(𝜌₁)𝑢(𝜌₁)𝑣

𝜌1
6 〈𝑅1, 𝑅1〉+4

ℎ1(𝜌₁)𝑢

𝜌1
5 〈𝑅1, (𝑅1)𝑣〉 

      −
2(𝜌₁)𝑢

𝜌1
3 〈𝑅1, (𝑁

1)𝑣〉
     −2

(ℎ1)𝑣𝜌₁−2ℎ1(𝜌₁)𝑣

𝜌1
5 〈(𝑅1)𝑢, 𝑅1〉 

                            −2
ℎ1

𝜌1
4 〈(𝑅1)𝑢, (𝑅1)𝑣〉+ 

1

𝜌1
2 〈(𝑅1)𝑢, (𝑁

1)𝑣〉                                  (3.42) 

ve 

                     𝑏̅22
1 =4

(ℎ1)𝑣(𝜌₁)𝑣𝜌₁−2ℎ1(𝜌₁)𝑣
2

𝜌1
6 〈𝑅1, 𝑅1〉 +4

ℎ1(𝜌₁)𝑣

𝜌1
5 〈𝑅1, (𝑅1)𝑣〉 

                             −
2(𝜌₁)𝑣

𝜌1
3 〈𝑅1, (𝑁

1)𝑣〉
 −2

(ℎ1)𝑣𝜌₁−2ℎ1(𝜌₁)𝑣

𝜌1
5 〈𝑅1, (𝑅1)𝑣〉 

                               −2
ℎ1

𝜌1
4 〈(𝑅1)𝑣, (𝑅1)𝑣〉+ 

1

𝜌1
2 〈(𝑅1)𝑣, (𝑁

1)𝑣〉                               (3.43) 

elde edilir. 

(2.2.8), (2.2.10), (2.2.19) ve (2.2.29) eşitlikleri ile 𝑀1 fokal yüzeyinin ikinci temel 

formunun katsayılarını veren       

{

b11
1 = −〈(𝑅1)𝑢, (𝑁

1)𝑢〉

b12
1 = −〈(𝑅1)𝑢, (𝑁

1)𝑣〉

b22
1 = −〈(𝑅1)𝑣, (𝑁

1)𝑣〉

 

formülü göz önüne alınırsa (3.39), (3.40) ve (3.41) den 

𝑏̅11
1  =  4

(ℎ1)𝑢(𝜌₁)𝑢𝜌₁−2ℎ1(𝜌₁)𝑢
2

𝜌1
6 𝜌1

2+4
ℎ1(𝜌₁)𝑢

𝜌1
5 𝜌₁(𝜌₁)𝑢 −

2(𝜌₁)𝑢

𝜌1
3 (ℎ1)𝑢

 

                                                  −2
(ℎ1)𝑢𝜌

1−2ℎ1(𝜌₁)𝑢

𝜌1
5 𝜌₁(𝜌₁)𝑢 − 2

ℎ1

𝜌1
4 g11
1 −

1

𝜌1
2 b11
1               

              = −
1

𝜌1
2 [2

ℎ1

𝜌1
2 g11
1 + b11

1 ]                                                           (3.44) 
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𝑏̅12
1  = 4

(ℎ1)𝑣(𝜌₁)𝑢𝜌₁−2ℎ1(𝜌₁)𝑢(𝜌₁)𝑣

𝜌1
6 𝜌1

2+4
ℎ1(𝜌₁)𝑢

𝜌1
5 𝜌₁(𝜌₁)𝑣 −

2(𝜌₁)𝑢

𝜌1
3 (ℎ1)𝑣

 

                                                  −2
(ℎ1)𝑣𝜌₁−2ℎ1(𝜌₁)𝑣

𝜌1
5 𝜌₁(𝜌₁)𝑢 − 2

ℎ1

𝜌1
4 g12
1 − 

1

𝜌1
2 b12
1  

                             = −
1

𝜌1
2 [2

ℎ1

𝜌1
2 g12
1 + b12

1 ]                                                            (3.45)  

ve                  

                 𝑏̅22
1 =4

(ℎ1)𝑣(𝜌₁)𝑣𝜌₁−2ℎ1(𝜌₁)𝑣
2

𝜌1
6 𝜌1

2 +4
ℎ1(𝜌₁)𝑣

𝜌1
5 𝜌₁(𝜌₁)𝑣 −

2(𝜌₁)𝑣

𝜌1
3 (ℎ1)𝑣   

                                             −2
(ℎ1)𝑣𝜌₁−2ℎ1(𝜌₁)𝑣

𝜌1
5 𝜌₁(𝜌₁)𝑣 − 2

ℎ1

𝜌1
4 g22
1 − 

1

𝜌1
2 b22
1  

                            = −
1

𝜌1
2 [2

ℎ1

𝜌1
2 g22
1 + b22

1 ]                                                                (3.46)   

bulunur. 

 Sonuç olarak (3.44), (3.45) ve  (3.46) eşitlikleri birleştirilirse  

{
  
 

  
  𝑏̅11

1 = −
1

𝜌1
2 [2

ℎ1

𝜌1
2 g11

1 + b11
1 ]   

𝑏̅12
1 = −

1

𝜌1
2 [2

ℎ1

𝜌1
2 g12

1 + b12
1  ]  

𝑏̅22
1 = −

1

𝜌1
2 [2

ℎ1

𝜌1
2 g22

1 + b22
1 ] 

 

elde edilir. 

Benzer şekilde  

{
  
 

  
  𝑏̅11

2 = −
1

𝜌2
2 [2

ℎ2

𝜌2
2 g11

2 + b11
2 ]  

𝑏̅12
2 = −

1

𝜌2
2 [2

ℎ2

𝜌2
2 g12

2 + b12
2 ]  

𝑏̅22
2 = −

1

𝜌2
2 [2

ℎ2

𝜌2
2 g22

2 + b22
2 ]  

 

bulunur. 

Böylece aşağıdaki sonuç verilebilir. 
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Sonuç 𝟑. 𝟒:   𝑀̅1ve 𝑀̅2 invers yüzeylerinin ikinci temel formları sırasıyla          

𝐼𝐼̅1 = −
1

𝜌1
2 [2

ℎ1

𝜌1
2 𝐼 + 𝐼𝐼]  (3.47) 

ve 

𝐼𝐼̅2 = −
1

𝜌2
2 [2

ℎ2

𝜌2
2 𝐼 + 𝐼𝐼]   (3.48) 

dir. 

Sonuç 𝟑. 𝟓: 𝑀1 ve 𝑀2  fokal yüzeylerinin parametre eğrileri birer eğrilik çizgisi 

olsunlar. Bu takdirde 𝑀̅1ve 𝑀̅2 invers yüzeylerinin ikinci temel formunun katsayıları  

{
 
 

 
 𝑏̅11

1 = −
1

𝜌1
2 [2

ℎ1

𝜌1
2 g11
1 + b11

1 ] 

𝑏̅12
1 = 0 

𝑏̅22
1 = −

1

𝜌1
2 [2

ℎ1

𝜌1
2 g22
1 + b22

1 ] 

      (3.49) 

ve 

{
 
 

 
 𝑏̅11

2 = −
1

𝜌2
2 [2

ℎ2

𝜌2
2 g11
2 + b11

2 ] 

𝑏̅12
2 = 0 

𝑏̅22
2 = −

1

𝜌2
2 [2

ℎ2

𝜌2
2 g22
2 + b22

2 ] 

 (3.50) 

dir. 

Teorem 3.6: 𝐸3’de bir 𝑀 regüler yüzeyinin fokal yüzeyleri  𝑀1 ve 𝑀2 olsun. Bu

takdirde  𝑀̅1ve 𝑀̅2 invers yüzeylerinin üçüncü temel formun katsayıları       

{
 
 

 
  𝑛̅11

1 = 4
ℎ1

𝜌1
2 (
ℎ1

𝜌1
2 g11
1 + b11

1 ) + n11
1

𝑛̅12
1 = 4

ℎ1

𝜌1
2 (
ℎ1

𝜌1
2 g12
1 + b12

1 ) + n12
1

𝑛̅22
1 = 4

ℎ1

𝜌1
2 (
ℎ1

𝜌1
2 g22
1 + b22

1 ) + n22
1

     (3.51) 

 ve 

{
 
 

 
  𝑛̅11

2 = 4
ℎ2

𝜌2
2 (
ℎ2

𝜌2
2 g11
2 + b11

2 ) + n11
2

𝑛̅12
2 = 4

ℎ2

𝜌2
2 (
ℎ2

𝜌2
2 g12
2 + b12

2 ) + n12
2

𝑛̅22
2 = 4

ℎ2

𝜌2
2 (
ℎ2

𝜌2
2 g22
2 + b22

2 ) + n22
2

 (3.52) 

dir. 
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İspat: 𝑀̅1ve 𝑀̅2 invers yüzeylerinin üçüncü temel formlarının katsayıları için 

                                        {

𝑛̅11
1  = 〈(𝑁̅1)𝑢, (𝑁̅

1)𝑢〉                                         

𝑛̅12
1 = 〈(𝑁̅1)𝑢, (𝑁̅

1)𝑣〉                                          

 𝑛̅22
1  = 〈(𝑁̅1)𝑣, (𝑁̅

1)𝑣〉                                         

         (3.53) 

ve  

                                          {

𝑛̅11
2 = 〈(𝑁̅2)𝑢, (𝑁̅

2)𝑢〉                                         

 𝑛̅12
2  = 〈(𝑁̅2)𝑢, (𝑁̅

2)𝑣〉                                         

 𝑛̅22
2 = 〈(𝑁̅2)𝑣, (𝑁̅

2)𝑣〉                                          

         (3.54) 

yazılabilir. (3.37) eşitliği (3.46) de yerlerine yazılır ve gerekli düzenlemeler yapılırsa,  

sırası ile 

          𝑛̅11
1  = 4 [

(ℎ1)𝑢𝜌₁−2ℎ1(𝜌₁)𝑢

𝜌1
3 ]

2
〈𝑅1, 𝑅1〉 + 8

ℎ1(ℎ1)𝑢𝜌₁−2ℎ1
2(𝜌₁)𝑢

𝜌1
5 〈𝑅1, (𝑅1)𝑢〉 

                  −4
(ℎ1)𝑢𝜌₁−2ℎ1(𝜌₁)𝑢

𝜌1
3 〈𝑅1, (𝑁

1)𝑢〉 +4
ℎ1
2

 𝜌1
4 〈(𝑅1)𝑢, (𝑅1)𝑢〉 

                   +4
ℎ1

𝜌1
2 〈(𝑅1)𝑢, (𝑁

1)𝑢〉 + 〈(𝑁
1)𝑢, (𝑁

1)𝑢〉                                           (3.55)                                                                              

        𝑛̅12
1  =4

(ℎ1)𝑢𝜌₁−2ℎ1(𝜌₁)𝑢

𝜌1
3

(ℎ1)𝑣𝜌₁−2ℎ1(𝜌₁)𝑣

𝜌1
3  〈𝑅1, 𝑅1〉 +8

ℎ1

𝜌1
2

(ℎ1)𝑢𝜌₁−2ℎ1(𝜌₁)𝑢

𝜌1
3  〈𝑅1, (𝑅1)𝑣〉 

              −4
(ℎ1)𝑢𝜌₁−2ℎ1(𝜌₁)𝑢

𝜌1
3 〈𝑅1, (𝑁

1)𝑣〉+4
ℎ1
2

𝜌1
4 〈(𝑅1)𝑢, (𝑅1)𝑣〉 + 4

ℎ1

𝜌1
2 〈(𝑅1)𝑢, (𝑁

1)𝑣〉                                                                                                      

+〈(𝑁1)𝑢, (𝑁
1)𝑣〉                                                 (3.56) 

ve 

           𝑛̅22
1 = 4

((ℎ1)𝑣𝜌₁−2ℎ1(𝜌₁)𝑣)
2

𝜌1
7 〈𝑅1, 𝑅1〉 + 8

ℎ1

𝜌1
2

(ℎ1)𝑣𝜌₁−2ℎ1(𝜌₁)𝑣

𝜌1
3 〈𝑅1, (𝑅1)𝑣〉 

                 −4
(ℎ1)𝑣𝜌₁−2ℎ1(𝜌₁)𝑣

𝜌1
3 〈𝑅1, (𝑁

1)𝑣〉 +4
ℎ1
2

𝜌1
4 〈(𝑅1)𝑣, (𝑅1)𝑣〉 

                  +4
ℎ1

𝜌1
2 〈(𝑅1)𝑣, (𝑁

1)𝑣〉 + 〈(𝑁
1)𝑣, (𝑁

1)𝑣〉                                              (3.57)    

elde edilir. 

 (2.2.8), (2.2.10), (2.2.19) ve (2.2.29) eşitlikleri ile  𝑀1 fokal yüzeyinin üçüncü temel 

formunun katsayılarını veren 

{

n11
1 = 〈(𝑁1)𝑢, (𝑁

1)𝑢〉

n12
1 = 〈(𝑁1)𝑢, (𝑁

1)𝑣〉

n22
1 = 〈(𝑁1)𝑣, (𝑁

1)𝑣〉
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formülü göz önüne alınırsa (3.48), (3.49) ve (3.50) den 

 𝑛̅11
1  = 4 [

(ℎ1)𝑢𝜌₁ − 2ℎ1(𝜌₁)𝑢

𝜌1
3 ]

2

𝜌1
2 + 8

ℎ1(ℎ1)𝑢𝜌₁ − 2ℎ1
2(𝜌₁)𝑢

𝜌1
5 𝜌₁(𝜌₁)𝑢 

−4
(ℎ1)𝑢𝜌₁ − 2ℎ1(𝜌₁)𝑢

𝜌1
3

(ℎ1)𝑢 + 4
ℎ1
2

𝜌1
4 g11

1 + 4
ℎ1

𝜌1
2 b11

1 + n11
1  

                         = 4
ℎ1

𝜌1
2 (
ℎ1

𝜌1
2 g11
1 + b11

1 ) + n11
1                                                          (3.58)                 

 

𝑛̅12
1  =4

(ℎ1)𝑢𝜌₁−2ℎ1(𝜌₁)𝑢

𝜌1
3

(ℎ1)𝑣𝜌₁−2ℎ1(𝜌₁)𝑣

𝜌1
3  𝜌1

2 + 8
ℎ1

𝜌1
2

(ℎ1)𝑢𝜌₁−2ℎ1(𝜌₁)𝑢

𝜌1
3 𝜌₁(𝜌₁)𝑣 

−4
(ℎ1)𝑢𝜌₁−2ℎ1(𝜌₁)𝑢

𝜌1
3 (ℎ1)𝑣 +4

ℎ1
2

𝜌1
4 g12
1 + 4

ℎ1

𝜌1
2 b12
1  + n12

1  

                     =4
ℎ1

𝜌1
2 (
ℎ1

𝜌1
2 g12
1 + b12

1 )+n12
1                                                                 (3.59)                       

ve 

𝑛̅22
1 = 4

((ℎ1)𝑣𝜌₁ − 2ℎ1(𝜌₁)𝑣)
2

𝜌1
7 𝜌1

2 + 8
ℎ1

𝜌1
2

(ℎ1)𝑣𝜌₁ − 2ℎ1(𝜌₁)𝑣

𝜌1
3 𝜌₁(𝜌₁)𝑣 

= 4
(ℎ1)𝑣𝜌1 − 2ℎ1(𝜌₁)𝑣

𝜌1
3

(ℎ1)𝑣 + 4
ℎ1
2

𝜌1
4 g22

1 + 4
ℎ1

𝜌1
2 b22

1 + n22
1  

                       = 4
ℎ1

𝜌1
2 (
ℎ1

𝜌1
2 g22
1 + b22

1 ) + n22
1                                                         (3.60)                              

bulunur. Sonuç olarak (3.58), (3.59) ve (3.60) birleştirilirse 

{
 
 
 

 
 
  𝑛̅11

1 = 4
ℎ1

𝜌1
2 (
ℎ1

𝜌1
2 g11

1 + b11
1 ) + n11

1                             

𝑛̅12
1 = 4

ℎ1

𝜌1
2 (
ℎ1

𝜌1
2 g12

1 + b12
1 ) + n12

1                             

𝑛̅22
1 = 4

ℎ1

𝜌1
2 (
ℎ1

𝜌1
2 g22

1 + b22
1 ) + n22

1                            

 

elde edilir. 

Benzer şekilde  
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{
 
 
 

 
 
  𝑛̅11

2 = 4
ℎ2

𝜌2
2 (
ℎ2

𝜌2
2 g11

2 + b11
2 ) + n11

2                             

𝑛̅12
2 = 4

ℎ2

𝜌2
2 (
ℎ2

𝜌2
2 g12

2 + b12
2 ) + n12

2                             

𝑛̅22
2 = 4

ℎ2

𝜌2
2 (
ℎ2

𝜌2
2 g22

2 + b22
2 ) + n22

2                            

 

bulunur. 

Sonuç 𝟑. 𝟔:   𝑀̅1 ve 𝑀̅2 invers yüzeylerinin parametre eğrileri eğrilik çizgisi ise 

                                

{
 
 

 
  𝑛̅11

1 = 4
ℎ1

𝜌1
2 (
ℎ1

𝜌1
2 g11
1 + b11

1 ) + n11
1    

𝑛̅12
1 = 0                                              

𝑛̅22
1 = 4

ℎ1

𝜌1
2 (
ℎ1

𝜌1
2 g22
1 + b22

1 ) + n22
1  

              (3.61) 

ve 

                           

{
 
 

 
  𝑛̅11

2 = 4
ℎ2

𝜌2
2 (
ℎ2

𝜌2
2 g11
2 + b11

2 ) + n11
2    

𝑛̅12
2 = 0                                              

𝑛̅22
2 = 4

ℎ2

𝜌2
2 (
ℎ2

𝜌2
2 g22
2 + b22

2 ) + n22
2    

          (3.62) 

  dir.                  

Sonuç 𝟑. 𝟕:   𝑀̅1ve 𝑀̅2 invers yüzeylerinin üçüncü temel formları 

                               𝐼𝐼𝐼̅̅̅̅ 1 = 4
ℎ1

𝜌1
2 (
ℎ1

𝜌1
2 𝐼
1 + 𝐼𝐼1) + 𝐼𝐼𝐼1             (3.63) 

ve 

                                     𝐼𝐼𝐼̅̅̅̅ 2 = 4
ℎ2

𝜌2
2 (
ℎ2

𝜌2
2 𝐼
2 + 𝐼𝐼2) + 𝐼𝐼𝐼2                                (3.64) 

dir.                  

Teorem 3.7: 𝐸3’de bir 𝑀 regüler yüzeyinin fokal yüzeyleri  𝑀1 ve 𝑀2 olsun. Bu 

takdirde  𝑀̅1ve 𝑀̅2 invers yüzeylerinin Gauss eğrilikleri sırasıyla 

                              𝐾̅1=4(ℎ1)
2 + 4ℎ1𝜌1

2𝐻1 + 𝜌1
4𝐾1                                      (3.65) 

ve  

                                     𝐾̅2 = 4(ℎ2)
2 + 4ℎ2𝜌2

2𝐻2 + 𝜌2
4𝐾2                                   (3.66) 

dir. 
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İspat: 𝑀̅1ve 𝑀̅2 invers yüzeylerinin Gauss eğrilikleri için 

𝐾̅1 = 
𝑏̅11
1 𝑏̅22

1 −(𝑏̅12
1 )

2

𝑔̅11
1 𝑔̅22

1 −(𝑔̅12
1 )

2                                                  (3.67) 

ve 

                                    𝐾̅2 = 
𝑏̅11
2 𝑏̅22

2 −(𝑏̅12
2 )

2

𝑔̅11
2 𝑔̅22

2 −(𝑔̅12
2 )

2                                                  (3.68) 

yazılabilir. (3.29) ve (3.33) eşitlikleri (3.67) de yerlerine yazılır ve gerekli 

düzenlemeler yapılırsa 

                     𝐾̅1 =
𝜌1
4

(𝑊1)2

[
 
 
 
 4

(ℎ1)
2

𝜌1
4 (g11

1 g22
1 − (g12

1 )2)

+2
ℎ1

𝜌1
2 (g11

1 b22
1 − 2g12

1 b12
1 + 2

ℎ1

𝜌1
2 g22
1 b11

1 )

+b11
1 b22

1 − (b12
1 )2 ]

 
 
 
 

                  (3.69) 

elde edilir. 

(2.2.20) eşitliği ile 𝑀1 fokal yüzeyinin Gauss ve ortalama eğrilik 

                                              𝐾1 = 
b11
1 b22

1 −(b12
1 )

2

g11
1 g22

1 −(g12
1 )

2                           (3.70)  

ve   

 𝐻1 = 
b11
1 g22

1 −2b12
1 g12

1 +g11
1 b22

1

2(g11
1 g22

1 −(g12
1 )

2
)

                                        (3.71) 

formülleri göz önüne alınırsa (3.69) dan 

     𝐾̅1 = 
𝜌1
4

(𝑊1)2
[4
(ℎ1)

2

𝜌1
4 (𝑊

1)2 + 2
ℎ1

𝜌1
2 (𝑊

1)2𝐻1 + 𝐾1(𝑊1)2] 

= 4(ℎ1)
2 + 4ℎ1𝜌1

2𝐻1 + 𝜌1
4𝐾1 

elde edilir.  

Benzer şekilde  

𝐾̅2 = 4(ℎ2)
2 + 4ℎ2𝜌2

2𝐻2 + 𝜌2
4𝐾2 

bulunur.  

Bu ise ispatı tamamlar. 

Sonuç 3.8: 𝑀1 ve 𝑀2  açılabilir fokal yüzeylerin invers yüzeyleri açılabilir 

yüzeyler değildir. Bu önermenin tersi de doğrudur. 
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Teorem 3.8: 𝐸3’de bir 𝑀 regüler yüzeyinin fokal yüzeyleri  𝑀1 ve 𝑀2 olsun. Bu

takdirde  𝑀̅1ve 𝑀̅2 invers yüzeylerinin ortalama eğrilikleri sırasıyla 

𝐻̅1 = −[2ℎ1 + 𝜌1
2𝐻1]                                           (3.72)

ve 

𝐻̅2 = −[2ℎ2 + 𝜌2
2𝐻2]  (3.73)      

dir. 

İspat: 𝑀̅1ve 𝑀̅2 invers yüzeylerinin ortalama eğrilikleri için 

𝐻̅1 = 
𝑔̅11
1 𝑏̅22

1 −2𝑔̅12
1 𝑏̅12

1 +𝑔̅22
1 𝑏̅11

1

2(𝑊̅1)2
(3.74) 

ve 

𝐻̅2 = 
𝑔̅11
2 𝑏̅22

2 −2𝑔̅12
2 𝑏̅12

2 +𝑔̅22
2 𝑏̅11

2

2(𝑊̅2)2
(3.75) 

yazılabilir. (3.22), (3.29) ve (3.33) eşitlikleri (3.74) de yerlerine yazılır ve gerekli 

düzenlemeler yapılırsa 

𝐻̅1= 
−
1

𝜌1
6[4

ℎ1

𝜌1
2[g11

1 g22
1 −(g12

1 )
2
]+b22

1 g11
1 −2b12

1 g12
1 +b11

1 g22
1 ]

2
1

𝜌1
4(𝑊

1)2
 (3.76) 

elde edilir. (2.2.20) ,(3.70) ve (3.71) eşitlikleri göz önüne alınırsa (3.76) dan 

𝐻̅1= 
−
1

𝜌1
6[4

ℎ1

𝜌1
2(𝑊

1)
2
+2𝐻1(𝑊1)

2
]

2
1

𝜌1
8(𝑊

1)2

= − [2ℎ1 + 𝜌1
2𝐻1]

elde edilir. 

Benzer şekilde 

𝐻̅2 = −[2ℎ2 + 𝜌2
2𝐻2]

bulunur. 

Sonuç 3.9: 𝑀1 ve 𝑀2 minimal fokal yüzeylerin invers yüzeyleri minimal  

yüzeyler değildir. Bu önermenin tersi de doğrudur. 
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Teorem 3.9: 𝐸3’de bir 𝑀 regüler yüzeyinin fokal yüzeyleri  𝑀1 ve 𝑀2 olsun. Bu 

takdirde  𝑀̅1ve 𝑀̅2 invers yüzeylerinin asli eğrilikleri sırasıyla 

                                                    {
𝑘̅1
1 = −[2ℎ1 + 𝜌1

2𝑘1
1] 

𝑘̅2
1 = −[2ℎ1 + 𝜌1

2𝑘2
1] 
                                     (3.77) 

ve 

                                                     {
𝑘̅1
2 = −[2ℎ2 + 𝜌2

2𝑘1
2] 

𝑘̅2
2 = −[2ℎ2 + 𝜌2

2𝑘2
2] 

                                     (3.78) 

 dir. 

İspat: (2.1.65)  den 𝑀̅1ve 𝑀̅2 invers yüzeylerinin asli eğrilikleri için, 1≤ 𝑖 ≤ 2 

𝑘̅𝑖
1 = 𝐻̅1 ±√(𝐻̅1)2 − 𝐾̅1                                       (3.79) 

ve 

                                                  

     𝑘̅𝑖
2 = 𝐻̅2 ±√(𝐻̅2)2 − 𝐾̅2                                       (3.80) 

yazılır. (3.65) ve (3.72) eşitlikleri (3.79) da yerlerine yazılır ve düzenlenirse 

𝑘̅1
1 = −[2ℎ1 + 𝜌1

2𝐻1] − √[2ℎ1 + 𝜌1
2𝐻1]2 − 4(ℎ1)2 − 4ℎ1𝜌1

2𝐻1 − 𝜌1
4𝐾1 

= −[2ℎ1 + 𝜌1
2𝐻1] − 𝜌1

2√(𝐻1)2 − 𝐾1 

= −[2ℎ1 + 𝜌1
2 (𝐻1 + √(𝐻1)2 − 𝐾1)] 

= −[2ℎ1 + 𝜌1
2𝑘1
1] 

ve  

𝑘̅2
1 = −[2ℎ1 + 𝜌1

2𝐻1] + √[2ℎ1 + 𝜌1
2𝐻1]2 − 4(ℎ1)2 − 4ℎ1𝜌1

2𝐻1 − 𝜌1
4𝐾1 

= −[2ℎ1 + 𝜌1
2𝐻1] + 𝜌1

2√(𝐻1)2 − 𝐾1 

= −[2ℎ1 + 𝜌1
2 (𝐻1 − √(𝐻1)2 − 𝐾1)] 

= −[2ℎ1 + 𝜌1
2𝑘2
1] 

dir 
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Benzer şekilde (3.66) ve (3.73) eşitlikleri (3.80) de yerlerine yazılır ve 

düzenlenirse 

𝑘̅1
2 = −[2ℎ2 + 𝜌2

2𝐻2] − √[2ℎ2 + 𝜌2
2𝐻2]2 − 4(ℎ2)2 − 4ℎ2𝜌2

2𝐻2 − 𝜌2
4𝐾2 

= −[2ℎ2 + 𝜌2
2𝐻2] − 𝜌3

2√(𝐻2)2 − 𝐾2 

= − [2ℎ2 + 𝜌2
2 (𝐻2 + √(𝐻2)2 − 𝐾2)] 

= −[2ℎ2 + 𝜌2
2𝑘1
2] 

ve  

𝑘̅2
2 = −[2ℎ2 + 𝜌2

2𝐻2] + √[2ℎ2 + 𝜌2
2𝐻2]2 − 4(ℎ2)2 − 4ℎ2𝜌2

2𝐻2 − 𝜌2
4𝐾2 

= −[2ℎ2 + 𝜌2
2𝐻2] + 𝜌3

2√(𝐻2)2 − 𝐾2 

= − [2ℎ2 + 𝜌2
2 (𝐻2 − √(𝐻2)2 − 𝐾2)] 

= −[2ℎ2 + 𝜌2
2𝑘2
2] 

bulunur.  

Bu ise ispatı tamamlar. 

     Eğer 𝑀 regüler yüzeyinin parametre eğrileri, eğrilik çizgisi ise 𝑔12 = 𝑏12 = 0 

yazılır. O halde (3.22) ve (3.23) 

   

{
 
 

 
  𝑔̅11

1 =
1

𝜌1
4 g11
1  

𝑔̅12
1 = 0        

𝑔̅22
1 = 

1

𝜌1
4 g22
1

      ,       

{
 
 

 
  𝑏11

1 = −
1

𝜌1
2 [2

ℎ1

𝜌1
2 g11
1 + b11

1 ]           

𝑏̅12
1 = 0                                              

𝑏̅22
1 = −

1

𝜌1
2 [2

ℎ1

𝜌1
2 g22
1 + b22

1 ]        

 

ve                                

{
 
 

 
  𝑔̅11

2 =
1

𝜌2
4 g11 
2   

𝑔̅12
2 = 0         

𝑔̅22
2 = 

1

𝜌2
4 g22
2   

    ,       

{
 
 

 
  𝑏̅11

2 = −
1

𝜌2
2 [2

ℎ2

𝜌2
2 g11
2 + b11

2 ]      

𝑏̅12
2 = 0                                        

𝑏̅22
2 = −

1

𝜌2
2 [2

ℎ2

𝜌2
2 g22
2 + b22

2 ]     

 

elde edilir. Yukarıdaki eşitlikler Olin de Rodriquez formüllerinde yerlerine yazılırsa 

{
𝑘̅1
1 = −[2ℎ1 + 𝜌1

2𝑘1
1] 

𝑘̅2
1 = −[2ℎ1 + 𝜌1

2𝑘2
1] 
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ve 

                                   {
𝑘̅1
2 = −[2ℎ2 + 𝜌2

2𝑘1
2] 

𝑘̅2
2 = −[2ℎ2 + 𝜌2

2𝑘2
2] 
                                      

 elde edilir. 

Ayrıca burada parametre eğrilerinin birer eğrilik çizgisi olma özelliğinin 

korunduğu söylenebilir. 

Teorem 3.10: 𝐸3’de bir 𝑀 regüler yüzeyinin fokal yüzeyleri  𝑀1 ve 𝑀2 olsun. 

Bu takdirde  𝑀̅1 ve 𝑀̅2 invers yüzeylerinin normal eğrilikleri 

                                          𝑘̅𝑛
1 = −[2ℎ1 + 𝜌1

2𝑘𝑛
1]                   (3.81) 

ve 

                                      𝑘̅𝑛
2 = −[2ℎ2 + 𝜌2

2𝑘𝑛
2]                   (3.82) 

dir. 

İspat: (2.1.59) den 𝑀̅1ve 𝑀̅2 invers yüzeylerinin normal eğrilikleri için 

                                                    𝑘̅𝑛
1 =

𝐼𝐼̅1

𝐼1̅
                   (3.83) 

ve 

                                               𝑘̅𝑛
2 =

𝐼𝐼̅2

𝐼2̅
                   (3.84) 

yazılır. (3.31), (3.32), (3.47) ve (3.48) eşitlikleri (3.83) ve (3.84) de yerlerine yazılır 

ve gerekli düzenlemeler yapılırsa 

 𝑘̅𝑛
1 = −[2ℎ1 + 𝜌1

2𝑘𝑛
1] 

ve 

𝑘̅𝑛
2 = −[2ℎ2 + 𝜌2

2𝑘𝑛
2] 

elde edilir. 

Teorem 3.11: 𝐸3’de bir 𝑀 regüler yüzeyinin fokal yüzeyleri  𝑀1 ve 𝑀2 olsun. 

Bu takdirde 

{
𝜎1
1 = 𝑔12

1 (𝜌1)𝑢 − 𝑔11
1 (𝜌1)𝑣    

𝜎2
1 = 𝑔12

1 (𝜌1)𝑣 − 𝑔22
1 (𝜌1)𝑢    

                                  (3.85) 

ve 
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                             {
𝛿1
2 = 𝑔12

2 (𝜌2)𝑢 − 𝑔11
1 (𝜌2)𝑣    

𝛿2
2 = 𝑔12

2 (𝜌2)𝑣 − 𝑔22
2 (𝜌2)𝑢    

                                (3.86) 

olmak üzere,  𝑀̅1 ve 𝑀̅2 invers yüzeylerinin ikinci tipten Christoffel sembolleri     

      

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 

(Γ̅11
1 )1 =

1

(𝜌1)4
{(Γ11

1 )1 −
2

𝜌1
[(𝜌1)𝑢 −

𝜎1
1

(𝑊1)2
𝑔12
1 ]}                    

  (Γ̅12
1 )1 =

1

(𝜌1)4
{(Γ12

1 )1 −
2

𝜌1
[(𝜌1)𝑣 +

𝜎2
1

(𝑊1)2
𝑔12
1 ]}                     

(Γ̅22
1 )1 =

1

(𝜌1)4
{(Γ22

1 )1 −
2𝜎2
1

𝜌1(𝑊1)2
𝑔22
1 }                                        

(Γ̅11
2 )1 =

1

(𝜌1)4
{(Γ11

2 )1 −
2𝜎1
1

𝜌1(𝑊1)2
𝑔11
1 }                                        

(Γ̅12
2 )1 =

1

(𝜌1)4
{(Γ12

2 )1 −
2

𝜌1
[(𝜌1)𝑢 +

𝜎1
1

(𝑊1)2
𝑔12
1 ]}                    

(Γ̅22
2 )1 =

1

(𝜌1)4
{(Γ22

2 )1 −
2

𝜌1
[(𝜌1)𝑣 −

𝜎2
1

(𝑊1)2
𝑔12
1 ]}                     

       

   (3.87) 

ve 

                

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 

(Γ̅11
1 )2 =

1

(𝜌2)4
{(Γ11

1 )2 −
2

𝜌2
[(𝜌2)𝑢 −

𝛿1
2

(𝑊2)2
𝑔12
2 ]}                  

  (Γ̅12
1 )2 =

1

(𝜌2)4
{(Γ12

1 )2 −
2

𝜌2
[(𝜌2)𝑣 +

𝛿2
2

(𝑊2)2
𝑔12
2 ]}                     

(Γ̅22
1 )2 =

1

(𝜌2)4
{(Γ22

1 )2 −
2𝛿2
2

𝜌2(𝑊2)2
𝑔22
2 }                                       

(Γ̅11
2 )2 =

1

(𝜌2)4
{(Γ11

2 )2 −
2𝛿1
2

𝜌2(𝑊2)2
𝑔11
2 }                                        

(Γ̅12
2 )2 =

1

(𝜌2)4
{(Γ12

2 )2 −
2

𝜌2
[(𝜌2)𝑢 +

𝛿1
2

(𝑊2)2
𝑔12
2 ]}                    

(Γ̅22
2 )2 =

1

(𝜌2)4
{(Γ22

2 )2 −
2

𝜌2
[(𝜌2)𝑣 −

𝛿2
2

(𝑊2)2
𝑔12
2 ]}                     

       

   (3.88)  

dir.     

 İspat: 𝑀̅1ve 𝑀̅2 invers yüzeylerinin ikinci tipten Christoffel sembolleri için 

                  

{
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 

(Γ̅11
1 )1 =

𝑔̅22
1 (𝑔̅11

1 )
𝑢
−2𝑔̅12

1 (𝑔̅12
1 )

𝑢
+𝑔̅12

1 (𝑔̅11
1 )

𝑣

2(𝑊̅1)2
          

(Γ̅12
1 )1 =

𝑔̅22
1 (𝑔̅11

1 )
𝑣
−𝑔̅12

1 (𝑔̅22
1 )

𝑢

2(𝑊̅1)2
                              

  (Γ̅22
1 )1 = −

𝑔̅22
1 (𝑔̅22

1 )
𝑢
−2𝑔̅22

1 (𝑔̅12
1 )

𝑣
+𝑔̅12

1 (𝑔̅22
1 )

𝑣

2(𝑊̅1)2
         

 (Γ̅11
2 )1 = −

𝑔̅11
1 (𝑔̅11

1 )
𝑣
−2𝑔̅11

1 (𝑔̅12
1 )

𝑢
+𝑔̅12

1 (𝑔̅11
1 )

𝑢

2(𝑊̅1)2
         

(Γ̅12
2 )1 =

𝑔̅11
1 (𝑔̅22

1 )
𝑢
−𝑔̅12

1 (𝑔̅11
1 )

𝑣

2(𝑊̅1)2
                               

(Γ̅22
2 )1 =

𝑔̅11
1 (𝑔̅22

1 )
𝑣
−2𝑔̅12

1 (𝑔̅12
1 )

𝑣
+𝑔̅12

1 (𝑔̅22
1 )

𝑢

2(𝑊̅1)2
            

       

                       (3.89) 
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ve 

                         

{
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 

(Γ̅11
1 )2 =

𝑔̅22
2 (𝑔̅11

2 )
𝑢
−2𝑔̅12

2 (𝑔̅12
2 )

𝑢
+𝑔̅12

2 (𝑔̅11
2 )

𝑣

2(𝑊̅2)2
           

(Γ̅12
1 )2 =

𝑔̅22
2 (𝑔̅11

2 )
𝑣
−𝑔̅12

2 (𝑔̅22
2 )

𝑢

2(𝑊̅2)2
                               

  (Γ̅22
1 )2 = −

𝑔̅22
2 (𝑔̅22

2 )
𝑢
−2𝑔̅22

2 (𝑔̅12
2 )

𝑣
+𝑔̅12

2 (𝑔̅22
2 )

𝑣

2(𝑊̅2)2
         

 (Γ̅11
2 )2 = −

𝑔̅11
2 (𝑔̅11

2 )
𝑣
−2𝑔̅11

2 (𝑔̅12
2 )

𝑢
+𝑔̅12

2 (𝑔̅11
2 )

𝑢

2(𝑊̅2)2
         

(Γ̅12
2 )2 =

𝑔̅11
2 (𝑔̅22

2 )
𝑢
−𝑔̅12

2 (𝑔̅11
2 )

𝑣

2(𝑊̅2)2
                                

(Γ̅22
2 )2 =

𝑔̅11
2 (𝑔̅22

2 )
𝑣
−2𝑔̅12

2 (𝑔̅12
2 )

𝑣
+𝑔̅12

2 (𝑔̅22
2 )

𝑢

2(𝑊̅2)2
            

       

                     (3.90) 

yazılabilir.  

İlk olarak (3.22) ve (3.23) eşitliklerinin  ‘‘𝑢’’ ve ‘‘v’’  parametrelerine göre kısmi 

türevleri alınırsa 

                          

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 

 (𝑔̅11
1 )𝑢 = −4

(𝜌1)𝑢

(𝜌1)5
g11
1 +

1

(𝜌1)4
(g11
1 )𝑢   

(𝑔̅11
1 )𝑣 = −4

(𝜌1)𝑣

(𝜌1)4
g11
1 +

1

(𝜌1)4
(g11
1 )𝑣    

(𝑔̅12
1 )𝑢 = −4

(𝜌1)𝑢

(𝜌1)4
g12
1 +

1

(𝜌1)4
(g11
1 )𝑢   

(𝑔̅12
1 )𝑣 = −4

(𝜌1)𝑣

(𝜌1)4
g12
1 +

1

(𝜌1)4
(g11
1 )𝑣   

(𝑔̅22
1 )𝑢 = −4

(𝜌1)𝑢

(𝜌1)4
g22
1 +

1

(𝜌1)4
(g22
1 )𝑢    

(𝑔̅22
1 )𝑣 = −4

(𝜌1)𝑣

(𝜌1)4
g22
1 +

1

(𝜌1)4
(g22
1 )𝑣   

       

                              (3.91) 

ve 

                          

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 

 (𝑔̅11
2 )𝑢 = −4

(𝜌2)𝑢

(𝜌2)5
g11
2 +

1

(𝜌2)4
(g11
2 )𝑢  

(𝑔̅11
2 )𝑣 = −4

(𝜌2)𝑣

(𝜌2)5
g11
2 +

1

(𝜌2)4
(g11
2 )𝑣  

(𝑔̅12
2 )𝑢 = −4

(𝜌2)𝑢

(𝜌2)5
g12
2 +

1

(𝜌2)4
(g11
2 )𝑢 

(𝑔̅12
2 )𝑣 = −4

(𝜌2)𝑣

(𝜌2)5
g12
2 +

1

(𝜌2)4
(g11
2 )𝑣   

(𝑔̅22
2 )𝑢 = −4

(𝜌2)𝑢

(𝜌2)5
g22
2 +

1

(𝜌2)4
(g22
2 )𝑢  

(𝑔̅22
2 )𝑣 = −4

(𝜌2)𝑣

(𝜌2)5
g22
2 +

1

(𝜌2)4
(g22
2 )𝑣  

       

                              (3.92) 

 bulunur. (3.22) ve (3.91) eşitlikleri (3.89) de yerlerine yazılır ve gerekli 

düzenlemeler yapılırsa 
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(Γ̅11
1 )1 =

1

2(𝑊1)2
[
−
4(𝜌1)𝑢

(𝜌1)5
(𝑊1)2 +

4

(𝜌1)5
[((𝜌1)𝑢𝑔12

1 − (𝜌1)𝑣𝑔11
1 )𝑔12

1 ]

+
2

(𝜌1)4
(𝑊1)2(Γ11

1 )1
]      

bulunur. 

Bu eşitlikte 

𝜎2
1 = 𝑔12

1 (𝜌1)𝑢 − 𝑔11
1 (𝜌1)𝑣

olarak alınır ve gerekli düzenlemeler yapılırsa 

(Γ̅11
1 )1 =

1

(𝜌1)4
{(Γ11

1 )1 −
2

𝜌1
[(𝜌1)𝑢 −

𝜎1
1

(𝑊1)2
𝑔12
1 ]}     (3.93) 

elde edilir. 

Benzer yol izlenerek      

(Γ̅12
1 )1 =

1

(𝜌1)4
{(Γ12

1 )1 −
2

𝜌1
[(𝜌1)𝑣 +

𝜎2
1

(𝑊1)2
𝑔12
1 ]}  (3.94) 

(Γ̅22
1 )1 =

1

(𝜌1)4
{(Γ22

1 )1 −
2𝜎2
1

𝜌1(𝑊1)2
𝑔22
1 }  (3.95)    

(Γ̅11
2 )1 =

1

(𝜌1)4
{(Γ11

2 )1 −
2𝜎1
1

𝜌1(𝑊1)2
𝑔11
1 }  (3.96) 

(Γ̅12
2 )1 =

1

(𝜌1)4
{(Γ12

2 )1 −
2

𝜌1
[(𝜌1)𝑢 +

𝜎1
1

(𝑊1)2
𝑔12
1 ]}  (3.97) 

(Γ̅22
2 )1 =

1

(𝜌1)4
{(Γ22

2 )1 −
2

𝜌1
[(𝜌1)𝑣 −

𝜎2
1

(𝑊1)2
𝑔12
1 ]}   (3.98) 

elde edilir. Burada 

𝜎2
1 = 𝑔12

1 (𝜌1)𝑣 − 𝑔22
1 (𝜌1)𝑢

dir. 

Böylece 

{
𝜎1
1 = 𝑔12

1 (𝜌1)𝑢 − 𝑔11
1 (𝜌1)𝑣

𝜎2
1 = 𝑔12

1 (𝜌1)𝑣 − 𝑔22
1 (𝜌1)𝑢

 olmak üzere (3.93), (3.94), (3.95), (3.96), (3.97) ve (3.98) eşitlikleri birleştirilirse 
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{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 

(Γ̅11
1 )1 =

1

(𝜌1)4
{(Γ11

1 )1 −
2

𝜌1
[(𝜌1)𝑢 −

𝜎1
1

(𝑊1)2
𝑔12
1 ]}                   

  (Γ̅12
1 )1 =

1

(𝜌1)4
{(Γ12

1 )1 −
2

𝜌1
[(𝜌1)𝑣 +

𝜎2
1

(𝑊1)2
𝑔12
1 ]}                     

(Γ̅22
1 )1 =

1

(𝜌1)4
{(Γ22

1 )1 −
2𝜎2
1

𝜌1(𝑊1)2
𝑔22
1 }                                        

(Γ̅11
2 )1 =

1

(𝜌1)4
{(Γ11

2 )1 −
2𝜎1
1

𝜌1(𝑊1)2
𝑔11
1 }                                        

(Γ̅12
2 )1 =

1

(𝜌1)4
{(Γ12

2 )1 −
2

𝜌1
[(𝜌1)𝑢 +

𝜎1
1

(𝑊1)2
𝑔12
1 ]}                    

(Γ̅22
2 )1 =

1

(𝜌1)4
{(Γ22

2 )1 −
2

𝜌1
[(𝜌1)𝑣 −

𝜎2
1

(𝑊1)2
𝑔12
1 ]}                     

       

          

elde edilir.  

Benzer şekilde (3.23) ve (3.92) eşitlikleri (3.90) da yerlerine yazılır ve 

gerekli düzenlemeler yapılırsa 

                (Γ̅11
1 )2 =

1

2(𝑊2)2
[
−
4(𝜌2)𝑢

(𝜌2)5
(𝑊2)2 +

4

(𝜌2)5
[((𝜌2)𝑢𝑔12

2 − (𝜌2)𝑣𝑔11
2 )𝑔12

2 ]

+
2

(𝜌2)4
(𝑊2)2(Γ11

2 )1
]            

bulunur. 

Bu eşitlikte  

                                               𝛿1
2 = 𝑔12

2 (𝜌2)𝑢 − 𝑔11
2 (𝜌2)𝑣 

alınır ve gerekli düzenlemeler yapılırsa 

                   (Γ̅11
1 )2 =

1

(𝜌2)4
{(Γ11

1 )2 −
2

𝜌2
[(𝜌2)𝑢 −

𝛿1
2

(𝑊2)2
𝑔12
2 ]}       (3.99) 

elde edilir. 

Benzer düşünce ile 

(Γ̅12
1 )2 =

1

(𝜌2)4
{(Γ12

1 )2 −
2

𝜌2
[(𝜌2)𝑣 +

𝛿2
2

(𝑊2)2
𝑔12
2 ]}                                  (3.100) 

                       (Γ̅22
1 )2 =

1

(𝜌2)4
{(Γ22

1 )2 −
2𝛿2
2

𝜌2(𝑊2)2
𝑔22
2 }                                          (3.101)                                          

                      (Γ̅11
2 )2 =

1

(𝜌2)4
{(Γ11

2 )2 −
2𝛿1
2

𝜌2(𝑊2)2
𝑔11
2 }                                          (3.102) 

                  (Γ̅12
2 )2 =

1

(𝜌2)4
{(Γ12

2 )2 −
2

𝜌2
[(𝜌2)𝑢 +

𝛿1
2

(𝑊2)2
𝑔12
2 ]}                         (3.103) 

                 (Γ̅22
2 )2 =

1

(𝜌2)4
{(Γ22

2 )2 −
2

𝜌2
[(𝜌2)𝑣 −

𝛿2
2

(𝑊2)2
𝑔12
2 ]}                            (3.104) 



 

58 

 

elde edilir. Burada                     

𝛿2
2 = 𝑔12

2 (𝜌2)𝑣 − 𝑔22
2 (𝜌2)𝑢 

dır. Bu durumda                                     

{
𝛿1
2 = 𝑔12

2 (𝜌2)𝑢 − 𝑔11
2 (𝜌2)𝑣    

𝛿2
2 = 𝑔12

2 (𝜌2)𝑣 − 𝑔22
2 (𝜌2)𝑢    

 

olmak üzere (3.99), (3.100), (3.101), (3.102), (3.103) ve (3.104) eşitlikleri 

birleştirilirse 

{
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

 

(Γ̅11
1 )2 =

1

(𝜌2)4
{(Γ11

1 )2 −
2

𝜌2
[(𝜌2)𝑢 −

𝜎1
2

(𝑊2)2
𝑔12
2 ]}                  

  (Γ̅12
1 )2 =

1

(𝜌2)4
{(Γ12

1 )2 −
2

𝜌2
[(𝜌2)𝑣 +

𝜎2
2

(𝑊2)2
𝑔12
2 ]}                    

(Γ̅22
1 )2 =

1

(𝜌2)4
{(Γ22

1 )2 −
2𝜎2

2

𝜌2(𝑊2)2
𝑔22
2 }                                      

(Γ̅11
2 )2 =

1

(𝜌2)4
{(Γ11

2 )2 −
2𝜎1

2

𝜌2(𝑊2)2
𝑔11
2 }                                        

(Γ̅12
2 )2 =

1

(𝜌2)4
{(Γ12

2 )2 −
2

𝜌2
[(𝜌2)𝑢 +

𝜎1
2

(𝑊2)2
𝑔12
2 ]}                    

(Γ̅22
2 )2 =

1

(𝜌2)4
{(Γ22

2 )2 −
2

𝜌2
[(𝜌2)𝑣 −

𝜎2
2

(𝑊2)2
𝑔12
2 ]}                     

       

   

 

bulunur.               

Eğer   𝑀1 ve 𝑀2 fokal yüzeylerin parametre eğrileri ortogonal iseler  𝑔12
1 = 0 ve 

𝑔12
2 = 0 olacağından 

                                 {
𝜎1
1 = −𝑔11

1 (𝜌1)𝑣 

𝜎2
1 = −𝑔22

1 (𝜌1)𝑢  
                                                  (3.105) 

ve 

                                     {
𝛿1
2 = −𝑔11

1 (𝜌2)𝑣   

𝛿2
2 = −𝑔22

2 (𝜌2)𝑢   
                                                 (3.106) 

elde edilir.  

O halde buradan 𝑀̅1 ve 𝑀̅2 invers yüzeylerinin ikinci tipten Christoffel 

sembolleri sırasıyla 
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{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 

(Γ̅11
1 )1 =

1

(𝜌1)4
{(Γ11

1 )1 −
2(𝜌1)𝑢

𝜌1
}                  

  (Γ̅12
1 )1 =

1

(𝜌1)4
{(Γ12

1 )1 −
2(𝜌1)𝑣

𝜌1
}                    

(Γ̅22
1 )1 =

1

(𝜌1)4
{(Γ22

1 )1 −
2(𝜌1)𝑢  

𝜌1

𝑔22
1

𝑔11
1 }            

(Γ̅11
2 )1 =

1

(𝜌1)4
{(Γ11

2 )1 −
2(𝜌1)𝑣  

𝜌1

𝑔11
1

𝑔22
1 }            

(Γ̅12
2 )1 =

1

(𝜌1)4
{(Γ12

2 )1 −
2(𝜌1)𝑢

𝜌1
}                    

(Γ̅22
2 )1 =

1

(𝜌1)4
{(Γ22

2 )1 −
2(𝜌1)𝑣

𝜌1
}                     

       

                          (3.107) 

ve 

                        

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 

(Γ̅11
1 )2 =

1

(𝜌2)4
{(Γ11

1 )2 −
2(𝜌2)𝑢

𝜌2
}                     

  (Γ̅12
1 )2 =

1

(𝜌2)4
{(Γ12

1 )2 −
2(𝜌2)𝑣

𝜌2
}                      

(Γ̅22
1 )2 =

1

(𝜌2)4
{(Γ22

1 )2 +
2(𝜌2)𝑣

𝜌22
𝑔22
2

𝑔11
2 }               

(Γ̅11
2 )2 =

1

(𝜌2)4
{(Γ11

2 )2 +
2(𝜌2)𝑣

𝜌2

𝑔11
2

𝑔22
2 }               

(Γ̅12
2 )2 =

1

(𝜌2)4
{(Γ12

2 )2 −
2(𝜌2)𝑣

𝜌2
}                    

(Γ̅22
2 )2 =

1

(𝜌2)4
{(Γ22

2 )2 −
2(𝜌2)𝑣

𝜌2
 }                     

       

                         (3.108)  

bulunur.    

 Şimdi iddialarımızı gerçekleyen örnekler verelim. 

Örnek 3.1:   𝐸3’de   

    X(u, v)= (ucosv, usinv, v)                                             (3.109)                                 

parametrizasyonu ile verilen bir 𝑀 yüzeyinin fokal yüzeylerinin invers yüzeylerini 

araştıralım. İlk olarak  (3.109) denkleminin ‘‘𝑢’’ ve ‘‘v’’ parametrelerine göre kısmi 

türevleri alınırsa                 

                                             {  
 𝑋𝑢 = (𝑐𝑜𝑠𝑣 , 𝑠𝑖𝑛𝑣  ,0)       

𝑋𝑣 = (−usinv, ucosv, 1) 
                                 (3.110) 

bulunur. O halde M yüzeyinin birinci temel formunun katsayıları  

{  

𝑔11 =  1               
𝑔12 =  0               

𝑔22 = 1 + u
2      

                                             (3.111) 
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bulunur. M yüzeyinin birim normal vektörü  

                             𝑋𝑢 ⋀𝑋𝑣 = |
𝑒1 𝑒2 𝑒3
𝑐𝑜𝑠𝑣 𝑠𝑖𝑛𝑣 0
−𝑢𝑠𝑖𝑛𝑣 −𝑢𝑐𝑜𝑠𝑣 1

|  

                   = (𝑠𝑖𝑛𝑣,−𝑐𝑜𝑠𝑣, 𝑢) 

ve 

‖  𝑋𝑢 ⋀𝑋𝑣‖ = √1 + 𝑢2  

olmak üzere 

                                        𝑁 =
1

√1+𝑢2 
(𝑠𝑖𝑛𝑣,−𝑐𝑜𝑠𝑣, 𝑢)                                       (3.112) 

dir. (3.110) denkleminin u ve v parametrelerine göre kısmi türevleri alınırsa                                                      

                                                  {

 𝑋𝑢𝑢 = (0, 0, 0)                         

𝑋𝑢𝑣 = (−𝑠𝑖𝑛𝑣, 𝑐𝑜𝑠𝑣, 0)        

𝑋𝑣𝑣 = (−𝑢𝑐𝑜𝑠𝑣,−𝑢𝑠𝑖𝑛𝑣, 0)
                          (3.113)       

dir. Böylece M yüzeyinin ikinci temel formunun katsayıları  

                                                   {

𝑏11 = 0                        

𝑏12 = − 
1

√1+𝑢2 
             

𝑏22 =  0                        

                                   (3.114) 

dir. (2.1.43) ve (2.1.46) eşitlikleri kullanılarak M yüzeyinin Gauss ve ortalama 

eğrilikleri, sırasıyla 

            𝐾 = − 
1

(1+𝑢2)2
                     (3.115) 

ve 

                                                              𝐻 = 0                                                  (3.116) 

bulunur. 

 Bu durumda asli eğrilikler                                                                            

                                                        {
𝑘1 =

1

1+𝑢2
  

𝑘2 = −
1

1+𝑢2

                                            (3.117)      

olarak elde edilir.  
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M yüzeyinin fokal yüzeylerinin denklemleri, sırasıyla                          

                           𝑀1… 𝑅1(𝑢, 𝑣)  = [
𝑢𝑐𝑜𝑠𝑣 + √1 + 𝑢2 𝑠𝑖𝑛𝑣

𝑢𝑠𝑖𝑛𝑣 − √1 + 𝑢2 𝑐𝑜𝑠𝑣

𝑣 + 𝑢√1 + 𝑢2 

]                          (3.118) 

ve 

    

𝑀2. . . 𝑅2(𝑢, 𝑣)  = [
𝑢𝑐𝑜𝑠𝑣 − √1 + 𝑢2 𝑠𝑖𝑛𝑣

𝑢𝑠𝑖𝑛𝑣 + √1 + 𝑢2 𝑐𝑜𝑠𝑣

𝑣 − 𝑢√1 + 𝑢2 

]                            (3.119) 

 

 dir(Şekil 3.1).  

Şekil 3.1. 𝑀 regüler yüzeyi ve fokal yüzeyleri 

M yüzeyinin fokal yüzeylerinin yer vektörünün uzunlukları, sırasıyla 

                                 𝜌1
2 = ‖𝑅1‖

2 = 1 + 2𝑢2 + (𝑣 + 𝑢√1 + 𝑢2 )
2
                 (3.120) 

ve            

                                 𝜌2
2 = ‖𝑅2‖

2 = 1 + 2𝑢2 + (𝑣 − 𝑢√1 + 𝑢2 )
2
                 (3.121)                                               

olmak üzere,  𝑀 yüzeyinin fokal yüzeylerinin invers yüzeylerinin denklemleri                

       
𝑀 regüler yüzeyi 

 𝑀1 fokal yüzeyi     

        𝑀2 fokal yüzeyi 
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𝑀̅1. . . 𝑅̅1(𝑢, 𝑣)  =
1

1+2𝑢2+(𝑣+𝑢√1+𝑢2 )
2 [
𝑢𝑐𝑜𝑠𝑣 + √1 + 𝑢2 𝑠𝑖𝑛𝑣

𝑢𝑠𝑖𝑛𝑣 − √1 + 𝑢2 𝑐𝑜𝑠𝑣

𝑣 + 𝑢√1 + 𝑢2 

]     (3.122) 

ve 

𝑀̅2. . . 𝑅̅2(𝑢, 𝑣)  =
1

1+2𝑢2+(𝑣−𝑢√1+𝑢2 )
2 [
𝑢𝑐𝑜𝑠𝑣 − √1 + 𝑢2 𝑠𝑖𝑛𝑣

𝑢𝑠𝑖𝑛𝑣 + √1 + 𝑢2 𝑐𝑜𝑠𝑣

𝑣 − 𝑢√1 + 𝑢2 

]        (3.123) 

 dir(Şekil 3.2). 

Şekil 3.2. 𝑀1 ve 𝑀2 fokal yüzeyleri ve invers yüzeyleri

𝑀1 fokal yüzeyi 

𝑀2 fokal yüzeyi 

𝑀̅1 invers yüzeyi 

𝑀̅2 invers yüzeyi 
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Örnek 3.2:   𝐸3’de   

 𝑋(𝑢, 𝑣) =  (𝑢 −
1

3
𝑢3 + 𝑢𝑣2, 𝑣 −

1

3
𝑣3 + 𝑢2𝑣, 𝑢2 − 𝑣2)            (3.124)                                                          

parametrizasyonu ile verilen bir 𝑀 yüzeyinin fokal yüzeylerinin invers yüzeylerini 

araştıralım. Bu yüzey ‘‘Enneper minimal yüzeyi’’ olarak bilinir. 

İlk olarak  (3.124) denkleminin ‘‘𝑢’’ ve ‘‘v’’ parametrelerine göre kısmi 

türevleri alınırsa                 

                                   {  
 𝑋𝑢 = (1 − 𝑢

2 + 𝑣2 , 2𝑢𝑣 , 2𝑢)          

𝑋𝑣 = (2uv, 1 − 𝑣
2 + 𝑢2  , −2v)        

                         (3.125) 

bulunur. O halde M yüzeyinin birinci temel formunun katsayıları  

                                   {  

𝑔11 = (1 + u
2 + 𝑣2) 2        

𝑔12 =  0                                  

𝑔22 = (1 + u
2 + 𝑣2) 2        

                                       (3.126)     

bulunur.  

M yüzeyinin birim normal vektörü 

𝑋𝑢 ⋀𝑋𝑣 = |

𝑒1 𝑒2 𝑒3
1 − 𝑢2 + 𝑣2 2𝑢𝑣 2𝑢

2𝑢𝑣 1 − 𝑣2 + 𝑢2 −2𝑣
| 

= (1 + 𝑢2 + 𝑣2 ) (−2𝑢, 2𝑣, 1 − (𝑢2 + 𝑣2) ) 

ve 

‖  𝑋𝑢 ⋀𝑋𝑣‖ = 1 + 𝑢
2 + 𝑣2  

olmak üzere 

                         𝑁 = 
1

1+𝑢2+𝑣2
(−2𝑢, 2𝑣, 1 − (𝑢2 + 𝑣2))                                   (3.127) 

dir. (3.125) denkleminin ‘‘𝑢’’ ve ‘‘v’’ parametrelerine göre kısmi türevleri alınırsa                                                      

                                 {

 𝑋𝑢𝑢 = (−2𝑢 , 2𝑣 , 2)                
𝑋𝑢𝑣 = (2𝑣, 2𝑢 ,0)                     

𝑋𝑣𝑣 = (2v,−2𝑣,−2)               
                 (3.128)       
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dir. Böylece M yüzeyinin ikinci temel formunun katsayıları  

                                        {

𝑏11 = 2                                 
𝑏12 = 0                                 
𝑏22 = − 2                              

                                        (3.129) 

dir. O halde (3.126) ve (3.129) eşitliklerinden M yüzeyinin parametre eğrilerinin birer 

eğrilik çizgisi olduğu söylenebilir. Bu durumda M yüzeyinin asli eğrilikleri 

                                      {
𝑘1 =

2

(1+𝑢2+𝑣2)2
      

 𝑘2 = −
2

(1+𝑢2+𝑣2)2
   

                                                   (3.130)      

olarak elde edilir. 

 M yüzeyinin fokal yüzeylerinin denklemleri, sırasıyla 

               𝑀1…𝑅1(𝑢, 𝑣) = (
−
4

3
𝑢3,

2

3
𝑣3 + 2𝑣 + 2𝑢2𝑣,

1

2
 [ 2 [𝑢2 − 𝑣2] + [1 − (𝑢2 + 𝑣2)2]]

)         (3.131) 

ve                                                   

                  𝑀2…𝑅2(𝑢, 𝑣) = (
 
2

3
𝑢3 + 2𝑢 + 2𝑢𝑣2, −

4

3
𝑣3  

1

2
 [ 2 [𝑢2 − 𝑣2] − [1 − (𝑢2 + 𝑣2)2]]

)          (3.132)   

 dir(Şekil 3.3).  
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Şekil 3.3. 𝑀 regüler yüzeyi ve fokal yüzeyleri 

 

M yüzeyinin fokal yüzeylerinin yer vektörünün uzunlukları, sırasıyla 

‖𝑅1‖
2 = 𝜌1

2 =
16

9
𝑢6 + (

2

3
𝑣3 + 2𝑣 + 2𝑢2𝑣)

2

 

+
1

4
[ 2 [𝑢2 − 𝑣2] + [(𝑢2 + 𝑣2)2 − 1]]

2
                               (3.133) 

ve            

     ‖𝑅2‖
2 = 𝜌2

2 = (
4

3
𝑢3 + 2𝑢 + 2𝑢𝑣2)

2

+
16

9
𝑣6                                                                           

                                   +
1

4
 [ 2 [𝑢2 − 𝑣2] − [(𝑢2 + 𝑣2)2 − 1]]

2
                   (3.134)                                                                       

 olmak üzere  𝑀 yüzeyinin fokal yüzeylerinin invers yüzeylerinin denklemleri sırasıyla 

              

 

𝑀 regüler yüzeyi    

 𝑀2fokal yüzeyi  

𝑀1 fokal yüzeyi 
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     𝑅̅1(𝑢, 𝑣) =
1

𝜌1
2(

−
4

3
𝑢3,

2

3
𝑣3 + 2𝑣 + 2𝑢2𝑣,

1

2
 [ 2 [𝑢2 − 𝑣2] + [1 − (𝑢2 + 𝑣2)2]]

)              (3.135) 

ve  

                   𝑅̅2(𝑢, 𝑣) =
1

𝜌2
2(

 
2

3
𝑢3 + 2𝑢 + 2𝑢𝑣2, −

4

3
𝑣3  

1

2
 [ 2 [𝑢2 − 𝑣2] − [1 − (𝑢2 + 𝑣2)2]]

)               (3.136)   

dir(Şekil 3.4). 

 

Şekil 3.4. 𝑀1 ve 𝑀2 fokal yüzeyleri ve invers yüzeyleri 

 

 

 

 

 

𝑀1 fokal yüzeyi 

𝑀2 fokal yüzeyi 

𝑀̅1 invers yüzeyi   

𝑀̅2 invers yüzeyi 
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Örnek 3.3:  𝐸3   de   

𝑋(𝑢, 𝑣) =  (𝑢, 𝑣, 𝑢𝑣)                                             (3.137) 

parametrizasyonu  ile verilen bir 𝑀 yüzeyinin fokal yüzeylerinin invers yüzeylerini 

araştıralım. İlk olarak  (3.137) denkleminin  ‘‘𝑢’’ ve ‘‘v’’ parametrelerine göre kısmi 

türevleri alınırsa                                 

                     { 
 𝑋𝑢 = (1,0, 𝑣)                
𝑋𝑣 = (0,1, 𝑢)                

                              (3.138) 

bulunur. O halde 𝑀 yüzeyinin birinci temel formunun katsayıları                                

                                   { 

𝑔11 = 1 + v
2         

𝑔12 =  𝑢𝑣                

𝑔22 = 1 + 𝑢
2         

                                          (3.139)     

bulunur. M yüzeyinin birim normal vektörü 

𝑋𝑢 ⋀𝑋𝑣 = |
𝑒1 𝑒2 𝑒3
1 0 𝑣
0 1 𝑢

|  

        = (−𝑣,−𝑢, 1)                      

  ve 

‖  𝑋𝑢 ⋀𝑋𝑣‖ = √1 + u2 +𝑣2  

olmak üzere 

                               𝑁 =
1

√1+u2+𝑣2
(−𝑣, −𝑢, 1)                                      (3.140) 

dir.  

(3.138) denkleminin ‘‘𝑢’’ ve ‘‘v’’ parametrelerine göre kısmi türevleri alınırsa                 

{ 

 𝑋𝑢𝑢 = (0, 0, 0) 

 𝑋𝑢𝑣 = (0, 0, 1)  

𝑋𝑣𝑣 = (0, 0, 0)  

                                          (3.141) 

dir. Böylece M yüzeyinin ikinci temel formunun katsayıları 

                                                    {  

𝑏11 =  0                

𝑏12 = 
1

√1+u2+𝑣2
  

𝑏22 = 0                 

                                       (3.142) 



68 

dir. (2.1.43) ve (2.1.46) eşitlikleri kullanılarak M yüzeyinin Gauss ve ortalama 

eğrilikleri, sırasıyla 

  𝐾 = − 
1

(1+𝑢2+𝑣2)2
  (3.143) 

ve 

 𝐻 = 
−𝑢𝑣

(1+𝑢2+𝑣2)
3
2

 (3.144) 

bulunur. 

Bu durumda asli eğrilikler

{
 
 

 
 𝑘1 = 

−𝑢𝑣 + √(1+𝑢2)(1+𝑣2)

(1+𝑢2+𝑣2)
3
2

𝑘2 = 
−𝑢𝑣− √(1+𝑢2)(1+𝑣2)

(1+𝑢2+𝑣2)
3
2

(3.145)     

olarak elde edilir. 

 Böylece  M yüzeyinin fokal yüzeylerinin denklemleri, sırasıyla

𝑀1... 𝑅1(𝑢, 𝑣) =

[
 
 
 
 
 𝑢 −

𝑣+𝑢2𝑣+𝑣3

−𝑢𝑣+√(1+𝑢2)(1+𝑣2)

𝑣 −
𝑢+𝑢3+𝑢𝑣2

−𝑢𝑣+√(1+𝑢2)(1+𝑣2)

𝑢𝑣 +
1+𝑢2+𝑣2

−𝑢𝑣+√(1+𝑢2)(1+𝑣2)]
 
 
 
 
 

(3.146)   

ve 

 𝑀2... 𝑅2(𝑢. 𝑣) =

[
 
 
 
 
 𝑢 +

𝑣+𝑢2𝑣+𝑣3

𝑢𝑣+√(1+𝑢2)(1+𝑣2)

𝑣 +
𝑢+𝑢3+𝑢𝑣2

𝑢𝑣+√(1+𝑢2)(1+𝑣2)

𝑢𝑣 −
1+𝑢2+𝑣2

𝑢𝑣+√(1+𝑢2)(1+𝑣2)]
 
 
 
 
 

        (3.147)   

dir(Şekil 3.5).      
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Şekil 3.5. 𝑀 regüler yüzeyi ve fokal yüzeyleri 

 𝑀 yüzeyinin fokal yüzeylerinin yer vektörünün uzunlukları, sırasıyla 

              𝜌1
2 = [𝑢 −

𝑣+𝑢2𝑣+𝑣3

𝑢𝑣+√(1+𝑢2)(1+𝑣2)
]
2

+ [𝑣 −
𝑢+𝑢3+𝑢𝑣2

−𝑢𝑣+√(1+𝑢2)(1+𝑣2)
]
2

 

+[𝑢𝑣 +
1+𝑢2+𝑣2

−𝑢𝑣+√(1+𝑢2)(1+𝑣2)
]
2

                                              (3.148)        

                                                                       

ve  

              𝜌2
2 = [𝑢 +

𝑣+𝑢2𝑣+𝑣3

𝑢𝑣+√(1+𝑢2)(1+𝑣2)
]
2

+ [𝑣 +
𝑢+𝑢3+𝑢𝑣2

𝑢𝑣+√(1+𝑢2)(1+𝑣2)
]
2

 

                    +[𝑢𝑣 −
1+𝑢2+𝑣2

𝑢𝑣+√(1+𝑢2)(1+𝑣2)
]
2

                                                        (3.149)                               

olmak üzere, 𝑀 yüzeyinin fokal yüzeylerinin invers yüzeylerinin denklemleri  

sırasıyla 

 
𝑀 regüler yüzeyi 

𝑀1 fokal yüzeyi 

𝑀2 fokal yüzeyi 
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           𝑀̅1…𝑅̅1 =
1

𝜌1
2

[
 
 
 
 
 𝑢 −

𝑣+𝑢2𝑣+𝑣3

−𝑢𝑣+√(1+𝑢2)(1+𝑣2)

𝑣 −
𝑢+𝑢3+𝑢𝑣2

−𝑢𝑣+√(1+𝑢2)(1+𝑣2)

𝑢𝑣 +
1+𝑢2+𝑣2

−𝑢𝑣+√(1+𝑢2)(1+𝑣2)]
 
 
 
 
 

                               (3.150)     

ve  

       𝑀̅2… 𝑅̅2 =
1

𝜌2
2

[
 
 
 
 
 𝑢 +

𝑣+𝑢2𝑣+𝑣3

𝑢𝑣+√(1+𝑢2)(1+𝑣2)

𝑣 +
𝑢+𝑢3+𝑢𝑣2

𝑢𝑣+√(1+𝑢2)(1+𝑣2)

𝑢𝑣 −
1+𝑢2+𝑣2

𝑢𝑣+√(1+𝑢2)(1+𝑣2)]
 
 
 
 
 

                                (3.151)                          

dir(Şekil 3.6).

 

Şekil 3.6. 𝑀1 ve 𝑀2 fokal yüzeyleri ve invers yüzeyleri 

 

 

 

   𝑀1 fokal yüzeyi 

𝑀2 fokal yüzeyi 

𝑀̅1 invers yüzeyi   

𝑀̅2 invers yüzeyi   
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                                       SONUÇ 

 

     Fokal yüzeyler ve invers yüzeyler; özellikle yüzeyler teorisinin kökleri eskide 

olmasına karşın, son zamanlarda çok sayıda bilim adamı tarafından çalışılan ve birçok 

bilim dalında önemli uygulamalara sahip iki güzide konusudur.  

      Bu önemli geometrik yapıyı, tezimizde çalışma konusu olarak ele aldık ve tezde 

𝐸3 de verilen bir regüler yüzeyin fokal yüzeylerinin 𝑆2 birim küresine göre invers 

yüzeylerinin tanımı verildi ve bazı karakteristik özellikleri fokal yüzeylerin konum 

vektörlerinin uzunlukları ve destek fonksiyonlarına bağlı olarak ifade edildi. 

Akabinde, bazı özel yüzeylerin fokal yüzeylerinin invers yüzeyleri elde edilerek 

bilgisayar ortamında Maple yazılım programı yardımıyla grafikleri çizdirildi. Ayrıca 

tezimize koyamadığımız yüzeyler üzerindeki eğrilere ait birçok geometrik özellikte 

makale formatında hazırlanarak, değerlendirilmek üzere dergilere gönderilmiştir. 

Ayrıca bu tez de elde edilen sonuçlar tarafımızdan Lorentz ve Galilei uzaylarına da 

aktarılmıştır. 

       Bu tezde elde edilen bir çok sonuç bu alanda yapılacak olan  çalışmalara da esin 

kaynağı olacak niteliktedir.  
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