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1GIRIS

Bu boliime geometri tarihine kisaca bir gbéz atarak baslayalim. Geometri
kelimesi etimolojik agidan eski Yunanca da ‘‘yer’” ve ‘‘6l¢iim’” anlamlarina gelen
‘‘geo”’ ile “‘metron’’ kelimelerinden tiiretilmistir. O halde kokleri antik ¢aga uzanan
geometri matematigin, iginde yasanilan fiziksel evrenin daha iyi kavranilmasina ve
yorumlanmasina olanak saglamak amaciyla geometrik nesnelerin fiziksel 6zelliklerini
ve nesneler arasindaki iliskileri inceleyen bir alt dalidir. Geometride asil biiyiik
geligsmeler 18. ve 19. yiizyillarda yasanmistir. Bu donemde uzayda egri ve ylizeylerin
geometrik ozellikleri ile ilgili yapilan ¢alismalardan diferansiyel geometri dogmustur.
Diferansiyel geometri 19. yiizyilin baslarinda G. Monge(1746-1818) ve C. F.
Gauss(1777-1855) tarafindan kurulmustur.

19. yiizyilda G. F. B. Riemann(1826-1866), E. B. Christoffel(1829-1900) ve G.
R. Curbastro(1853-1925) gibi 6nemli matematik¢iler 6nemli katkilar yapmislardir. 19.
yiizy1lin sonunda yapilan ¢alismalar J. G. Darboux(1842-1917) ve L. Bianchi (1856-
1928) tarafindan toplandi ve sistemize edildi. Bu donemde yapilan calismalar
neticesinde yeni geometriler dogmus ve diger bilim dallarindaki gelismelere de
onciiliik etmistir(Wu, 2016). O halde geometrinin bir alt dali olarak ortaya ¢ikan
diferansiyel geometri ise, diferansiyellenebilir donisiimler altinda geometrik

nesnelerin 6zelliklerini inceler.

Tezimize ‘‘Fokal Yiizeylerin Inversleri’’ isminin verilmesi tesadiif degildir.
Ciinkii hem fokal hem de inversiyon geometrinin her ikisi de, basta matematik olmak
tizere diger disiplinler arasi bilim dallar1 ile imalat sanayinde yaygin bir kullanima
sahiptiler. Ayrica kokleri M.S. 3000 yillarinda olan bir fokal geometri ile baslangici

18. yiizyila dayanan inversiyon teorisini ayni ¢att altinda bulusturma fikri, sonuglari

itibar1 ile beklentilerin test edilmesi ag¢isindan ilging bir deneyim olacakti.
Bu tespiti yaptiktan sonra bu tezin amaci, ilk olarak ii¢ boyutlu Oklid uzay: E® de
verilen bir ylizeyin fokal ylizeylerinin bir birim kiireye gore invers yiizeylerini
tanimlamak ve denklemlerini elde etmektir.

Ikinci olarak, diferansiyel geometrinin yontemlerini kullanarak invers
yiizeylerinin bazi karakteristik Ozelliklerini  fokal yiizeylerinin karakteristik

ozelliklerine bagli olarak etmektir. Son olarak konuya iligkin ornekler vererek

grafiklerini maple yazilim programu ile ¢izmektir.

1



2. KURAMSAL TEMELLER VE KAYNAK OZETLERI

Bu bolimde c¢alismamiz boyunca diferansiyel geometrinin yontemlerini
kullandigimizdan, hem diferansiyel geometriye hem de tezimizin konusu geregi fokal

ve invers ylizeylerle ilgili kavramlara yer verecegiz.
2.1. Diferansiyel Geometriye Ait Temel Kavramlar

Tanmmm 2.1.1 : A # @ ve V bir K cismi {izerinde n — boyutlu bir vektor uzayi

olsun. Asagidaki 6nermeleri dogrulayan bir

fiAXA >V (2.1.1)
fonksiyonu varsa A ya V ile birlesen bir ‘“afin uzay’’ denir(Hacisalihoglu, 1982).
(AL)VP,Q,R € Aiginf (P,Q) + f (Q.R) = f (P.R)

(A2) VP € Ave a € Vigin f (P,Q) = a olacak sekilde bir tek Q € A noktasi

vardir.
Tanim 2.1.2 : V reel vektor uzayi ile birlesen afin uzay A olsun.

Py, Py, Py, ..., B, € Aigin

{PoPy, PoP;, ..., PoPy }
vektor sistemi V reel vektor uzaymin bir bazi ise
{Py, Py, P,,..., P} (2.1.2)

kiimesine A afin uzayinda baslangic noktasi P, olan bir “afin c¢ati” denir

(Hacisalihoglu, 1982).

Tamim 2.1.3 : n —boyutlu V reel i¢ carpim uzay: ile birlesen afin uzaya “Oklid

uzay1” denir ve E™ ile gosterilir(Hacisalihoglu, 1982).

Tamim 2.1.4 : n —boyutlu V reel i¢c carpim uzayi ile birlesen Oklid uzay:
E™ olsun. Py, Py, P,,..., P, € E™ igin

{PoPy, PyP;, ..., PyP,}
vektor sistemi V reel i¢ carpim uzayinin bir ortonormal bazi ise
{Py, Py, P,,..., P} (2.1.3)

kiimesine, E™ Oklid uzayinda baslangi¢ noktas1 P, olan bir “Oklid catis1” denir
(Hacisalihoglu, 1982).



Tamim 2.1.5: f:E™ - R fonksiyonu verilsin. Eger

f(a+h)—f(a)
e (1Al (2.14)

limiti varsa bu limit degerine f’nin a € E™ noktasindaki tiirevi denir. Bu durumda

f’ye a € E™de “‘tiirevlenebilirdir’’ veya ‘‘diferansiyellenebilirdir’’ denir.
a € E™ de diferensiyellenebilir fonksiyonlarin kiimesi
C(a,R) ={f|f:E™ - R,f a € E"de diferensiyellenebilir}
ile gosterilir(Hacisalihoglu, 1982).

Ayrica Va € E™ i¢in f € C(a,R) ise diferensiyellenebilir fonksiyonlarin
kiimesi C(E™, R) seklinde ifade edilir. Eger f’nin k. yinc1t mertebeden kismi tiirevleri
var ve siirekli iseler “‘f ye C* smifindan diferansiyellenebilir fonksiyon®> adi verilir

ve bu fonksiyonlarin kiimesi C*(E™, R) ile gosterilir.
Tanmm 2.1.6 : f € C(E™, R) ve Vp € Tgs(P) verilsin.

Bu durumda P = (p1,p2 -Pn), Q =(q1,92, -, qn) EE™ ve Vp= PQ

olmak tizere

Vo (f) = [f (1 + t(q1 = 1)y s Pn + (@ — p))] leo (2.1.5)

reel saywisina “‘f fonksiyonunun Vp tanjant vektorii yoOnitindeki tiirevi’’
denir(Hacisalihoglu, 1982).

Teorem 2.1.1: V = (vq4,Vy,...,,) €R™, P € E™ olmak lizere
f: E"—R
bir diferansiyellenebilir fonksiyonu verilsin.

Bu takdirde,

Ve () = Y2, v L 2.1.6)

iaxip

dir(Hacisalihoglu, 1982).



Tamm 2.1.7: X ex(E™) ve f e C(E™,R) olsun. ¥ PeE™
XUNP) = Xp () (2.1.7)
olmak iizere,
X(f)eC(E™R)

fonksiyonuna ‘f fonksiyonunun X vektor alani yoniindeki tirevi’® denir
(Hacisalihoglu, 1982).

Tanim 2.1.8:

dif .bilir
a:lc R——E"

t— a(t) = (@ (), @(6), ., @ (L) (2.1.8)
dontigtimii E™’de bir “‘egri’’ veya ‘‘regiiler egri’’, I € R ‘‘parametre aralig1’’ ve
t € R ‘““parametre’’ adi verilir(Hacisalihoglu, 1982).

E™de lokal koordinat sistemi {x1, x5, ..., X, } olmak iizere egriyi asagidaki gibi

gosterebiliriz.
=
!
1y
Sekil 2.1.1. E™ de bir egri
Burada
w(e) = 29| = (o da | don)
a®) =% = (dt 22 ) € Tpa(P) (2.1.9)

vektoriine C egrisinin P noktasinda ki “‘hiz vektorii’” ve || a(t)|| € R degerine de C

egrisinin P noktasinda ki ‘‘hiz1’” denir(Hacisalihoglu, 1982).

Diger taraftan hiz vektoriiniin tlirevi alinirsa



. d%a
Cl(t) = el

_ (d%a; d?a, d?ay
T \de2’ dez ' de2

JeTm(P)  (2110)

P

bulunur ve C egrisinin P noktasinda ki ‘‘ivme vektorii’” adini alir.

Eger || a(t)|| = 1 ise C egrisine ‘‘birim hizli egri’’ ve t € R parametresine de
‘‘yay parametresi’’ adi verilir. C egrisinin yay parametresi ‘‘s’’ ile gosterilir.C

egrisinin yer vektorliniin ardigik tiirevleri alinirsa
{a,a...,a"}
lineer bagimsiz vektor sistemi bulunur.
Bu sisteme Gram-Schmidt ortonormallestirme yontemi uygulanirsa
v, ...V} (2.1.11)

sistemi elde edilir. Bu vektor sistemine ‘‘Serret-Frenet r —ayaklis1”’

denir(Hacisalihoglu, 1982).
n = 3 igin, bu vektor sistemi {T, n, B} ile gosterilir.

Teorem 2.1.2: C ... a = a(t), E? de bir egri olsun. Bu durumda herhangi bir t €

R parametresi i¢in

T=%= 4
dt
n = BAT (2.1.12)
1, .
= —— alAd
[l aAa|

dir.
Aksi takdirde t bir yay parametresi, yani t = s ise

=—=
_ d*a
T ds?

B =TAn

(2.1.13)

olarak elde edilir(Blaschke, 1945).

Tamm 2.1.9: C .. a = a(s), E™de bir egri olsun. {T,n, B} Serret-Frenet
catisinin urettigi uzayin, 2 —boyutlu Sp{T, n}, Sp{T, B} ve Sp{n, B} alt uzaylarina,

29 (X3

sirastyla “‘oskiilator diizlem’’, ““normal diizlem’’ ve “‘rektifyan diizlem’’ ad1 verilir

(Sekil 2.1.2),(Abbena, 2027).



Sekil 2.1.2. C uzay egrisinin oskiilatér, normal ve rektifyan diizlemleri

Tamm 2.1.10: C ... @ = a(s), E™’de bir egri olsun. Bu takdirde
ki:I — R
s — ki(s) =V, Viyq) (2.1.14)

bigiminde tanimlanan k; fonksiyonuna ‘‘i.yinci egrilik fonksiyonu’’, k;(s) € R de C

egrisinin ‘‘i.yinci egriligi’’ denir(Hacisalihoglu, 1982).

n = 3icin, k; = k ve k, = 1 ile gosterilir ve sirastyla “‘egrilik ve burulma’’ adi

verilir.

Teorem 2.1.3: C ... @ = a(s), E3’de bir egri olsun. Bu takdirde

T 0 «k O[T
=|l-k 0 T||n (2.1.15)
B 0 -7 O0ILB

dir. Bu formiillere ‘‘Serret-Frenet tiirev formiilleri’” denir(Hacisalihoglu, 1982).
Teorem 2.1.4: C ... a = a(t), E>’de bir egri olsun.

Bu durumda herhangi bir t € R parametresi igin

Il anall
Il all®

2.1.16
_ det (o, @) ( )
T Jlaaal?

dir(Hacisalihoglu, 1982).

Teorem 2.1.5: E3’de bir egri C olsun. € nin bir dogru olmasi igin gerek ve yeter

sart k = 0 olmasidir(Hacisalihoglu, 1982).

Teorem 2.1.6: E3’de bir egri C olsun. C nin diizlemsel bir egri olmast i¢in gerek

ve yeter sart T = 0 olmasidir(Hacisalihoglu, 1982).



Tamm 2.1.11: E™, n-boyutlu Oklid uzayinda, Vf|p # 0 olmak iizere
dif bilir
fitUcE"——R
icin
M={PeEE™f(P)=c} (2.1.17)
bi¢iminde tanimlanan kiimeye E™’de ‘(n — 1) — boyutlu bir yiizey’’ veya kisaca

“(n—1) — yiizey’’ adi1 verilir(Hacisalihoglu, 1982).

Tanmm 2.1.12: E™de bir hiperyiizey ve lokal koordinat sistemi {x;, x5, ..., X,,}

olsun. f € C*(E™ R) olmak iizere, V P € M i¢in

f(x1(P), x,(P), ..., x,(P)) = ¢ = sabit (2.1.18)
ise
f s, %, o %) = € (2.1.19)
veya
F(x1, X3, ., Xp) = 0 (2.1.20)

denklemlerine M hiperyiizeyinin ‘‘kapali formdaki denklemi’” denir(Abbena, 2017).

Tanmm 2.1.13: E™’de bir hiperylizey ve lokal koordinat sistemi {x;, x5, ..., X, }
olsun. U c¢ E™ 1 olmak iizere, u = (uy, Uy, ..., u,) € U € E" 1 i¢gin

dif.bilir
@:U c En"1 Z S En (2.1.21)

u = oW = (91 (W), P2 (W), .., pn (W)
doniistimiine M hiperyiizeyinin ‘‘parametrik gosterimi’’ denir(Abbena, 2017).
Tamim 2.1.14 : E™’de bir M hiperyiizeyi

F(xq1,%5, ., Xp) =0

denklemi ile verilsin. Bu denklemin ¢6ziimiinden
Xq = U, Xy = Uy, e, Xppq = Up_q (2.1.22)

olmak iizere

Xn = h(uq, Uy, oo, Up_q) (2.1.23)
elde edilir. (2.1.21), (2.1.22) ve (2.1.23) den

7



_, dif bilir
@:U c Emt—— En (2.1.24)

u — o) = (uy, Uy, e, Up_1, AUy, U, o, Up 1))
doniisiimiine de M hiperyiizeyinin ‘‘Monge gosterimi’” denir(Abbena, 2017).

Tamm 2.1.15: E™de C egrisi

dif.bilir
a:lc R——F

t — a(t) = (a1 (t), az(t), ..., a, (1))
ile M hiperyiizeyi
Fxy, %, e, xp) = C
denklemi ile verilsin. V a(t) € C igin
fa®) = flay (@), az(t), ..., an () = ¢ (2.1.25)

ise C ye M “‘hiperyiizeyi iizerinde bir egri’’ denir (Sekil 2.1.3), (Abbena, 2017).

X2

X1

Sekil 2.1.3. E™ de bir egri-hiperyiizey ¢ifti



Tamim 2.1.16: M hiperylizeyi lizerinde bir egri C olsun. C egrisinin birim teget
vektorii T € FM(a(t)) olmak tizere (T,Vf) = 0 olup, Vf € T,\j(a(t)) vektoriine M
hiperylizeyinin ‘normal vektorii’” ve

1

N =1

(2.1.26)

vektoriine de M hiperyiizeyinin ‘‘birim normal vektorii’” denir(Abbena, 2017).
Tamm 2.1.17: E™de bir M hiperylizeyi, u = (uq, Uy, ..., U,) olmak lizere

| dif bilir
p:Uc E"t ——E

u = ) = (o1 (W), P (W), ..., P (W)

parametrik ifadesi ile wverilsin. wu;, 1 <i <n, parametresi hari¢ diger biitiin
parametreler sabit tutuldugunda ¢ fonksiyonu wu; degiskenine bagli olup M
hiperyiizeyi lizerinde bir egri tanimlar ve bu egriye ‘‘u; —parametre egrisi’’ adi

verilir,(Sekil 2.1.4), (Abbena, 2017).
n=3icin, U = {(uy,u,) € R3:a <u; <b,c <u, <d} c E? olmak iizere
o(ug,uy) = (‘.01 (ug, uz), @2 (uq, uz), @3(uy, uz))
yiizey denklemini ele alalim.
u, = sabit igin, u; —parametre egrisinin denklemi
(uy, u; = sabit) = (“1(“1)' az(ul),a3(u1,)) = a(u,)
Ve u; = sabit i¢in, u, —parametre egrisinin denklemi
@(uy = sabit,uy) = (B1(uz), B, (uz), (1)) = B(uy)

biciminde yazilabilir. Bu egrilerin teget vektorleri, sirasiyla

. da dp  (0p; 0, 0(/)3)
@(u) du, Puy ou, <6u1 “ouy duy u(P)
ve
. dp op 0@, 09, 6(p3)
= —= = = y ) E T
Bu2) du, Pus ou, (auz ou,’ du, m(p)
dir. Buradan

(pul/\(puz 1 TM (P)
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olacagindan M ylizeyinin birim normal vektorii

N [P\ Pu, (2.1.27)

- ” (Pul /\<Pu2 |

olarak elde edilir.

Sekil 2.1.4. Yiizey iizerinde parametre egrileri

Tammm 2.1.18: M, E™’de hiperyiizey olsun. N ve X, sirasiyla M’nin birim

normal ve konum vektorleri olmak tlizere
h:M —> R

P — h(P) = (Xp, Np) (2.1.28)

bigiminde tanimlanan h fonksiyonuna M hiperyiizeyinin ‘‘destek fonksiyonu’’
denir(Sarioglugil, 1994).

Diger bir ifadeyle, X konum vektoriiniin N birim normal vektorii tizerine dik

1zdlistimiiniin uzunlugudur.

Tanim 2.1.19: M, E™’de hiperyiizey olsun. N ve D sirasiyla M ’nin birim normal

vektori ve bir afin konneksiyonu olmak {izere, Vx € y(M) igin

S: x(M) — ¢(M)
X — S(X) = DyN (2.1.29)

doniistimiine “sekil operatorii’” denir(Hacisalihoglu, 1982).
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Teorem 2.1.7 : M, E™ de hiperylizey olsun. S doniisiimiine M iizerinde bir
““sekil operatorii’” denir. Sekil operatorii bir lineer ve self adjoint doniistimdiir
(Hacisalihoglu, 1982).

O halde sekil operatoriiniin matrisi

— det(Puu,PuPv) _ det(Puv,Pu,Pv)
low I3yl ||(Pu||2||(Pv||2
S = 2.1.30
_ det(Qyp,0u,9v) _ det(Puv,Pu,Pv) ( )
loulllloyll? loullllesll®

dir.

Tamm 2.1.20: M, E™’de bir hiperyiizey ve S’de M nin sekil operatorii olsun. S
lineer doniisiimiiniin karakteristlik degerlerine M’nin 0 noktadaki ‘asli egrilikleri’’

denir. Yani; P € M igin

olacak sekilde Xp # 0 varsa k’ya P € M’deki “‘asli egrilik’’, Xp’ ye de buna karsilik
gelen ““asli egrilik dogrultusu’’ denir(Hacisalihoglu, 1982).

Tammm 2.1.21: M, E™’de bir hiperylizey ve a’da M {izerinde bir egri olsun.

a egrisinin T teget vektori bir karakteristik vektore karsilik geliyorsa yani;
S(T) = kT (2.1.32)

olacak sekilde k € R varsa «a egrisine M {izerinde bir ‘‘egrilik c¢izgisi”’
denir(Hacisalihoglu, 1982).

Ty(p) = Sp{gou ¥ gouz} uzayiin elemanlari birer asli dogrultu vektori ise

{S(goul) = Ny, = kipy, (2.1.33)

S(‘/’uz) = Nuz = k2<pu2
elde edilir. Bu esitliklere ‘‘Olin de Rodrigues’’ formiilleri denir (Hacisalihoglu, 1982).

Bu durumda sekil operatoriiniin matrisi
_[k1 O
s= [o kz] (2.1.34)

olarak elde edilir.
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Tamim 2.1.22: M, E™’de hiperyiizey ve S: y(M) — x(M) M’nin sekil operatorii

olsun. O halde, 1 < g < n olmak {izere;
19: (M) x x(M) — C*(M,R)
(X,Y) - I19X,Y) =< ST Y(X),Y > (2.1.35)
ile taniml1 /9 fonksiyonuna M iizerinde ‘‘q-uncu temel form’’ denir
(Hacisalihoglu, 1982).
Ozel olarak; n = 3 i¢in temel formlar1 agik bigimde yazilirsa,

q = 1igin
I: x(M) x x(M) — C*(M, R)

X,Y)- 1MX,Y) =< XY >
olup, M’nin ““birinci temel formu’’ adin1 alir.

q = 2 i¢in
II: y(M) X (M) — C*(M,R)

X,Y) = (X, Y) =< SX),Y >
olup, M’nin ““ikinci temel formu’’ adin1 alir.

q = 3 i¢in
HI:x(M) X (M) — C* (M, R)

(X,Y) - [I(X,Y) =< S2(X),Y >
olup, M’nin ““iigiincii temel formu’’ adini alir.

n = 3 i¢in; birinci, ikinci ve liglincii temel formlarin katsayilari, sirasiyla

911 = (‘Pul'(PuJ
912 = Puy, Pu,) (2.1.36)
922 = <(Pu2'<Pu2>

by, = — <§0u1»Nu1) = <§0u1u1’N>
b12 == <(pu1; Nuz) = <(pu1u2’N> (2137)
by, = — <§0u2»Nu2) = <§0u2u2’N>

ve
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Ny = (NultNu1>
n12 = (Nu_l; Nuz) (2138)
Ny = (Nuz;Nu2>

olarak yazilabilir. O halde (2.1.36), (2.1.37) ve (2.1.38) bagmtilarindan

I'=gy;(duy)? + 2gspdusdu, + gpp(duy)?
II = byy (dwy)? + 2byydugduy + by, (duy)? (2.1.39)
III = nll(dul)z + anzdulduz + nzz(duz)z

dir.

Teorem 2.1.8: M, E3’de yonlendirilmis bir yiizey olsun. M’nin parametre

egrilerinin birer egrilik ¢izgisi olmasi i¢in gerek ve yeter sart g, = by, = 0 olmasidir
(Abbena, 2017).

Tamm 2.1.23: M, E™’de yonlendirilmis bir hiperylizey ve N’de M’ nin birim

normal vektdr alani olsun. ™1 birim hiperkiire olmak iizere;
M - St
P - n(P)=Np (2.1.40)

diferansiyellenebilir doniigiimiine ‘‘Gauss doniigiimii’” denir(Hacisalihoglu, 1982).

Sekil 2.1.5. Gauss doniistimii

Tamim 2.1.24: M, E™ de bir hiperyiizey ve S’de M nin sekil operatorii olsun.
K:M->R
P— K(P) = detSp (2.1.41)

fonksiyonuna ‘‘Gauss egrilik fonksiyonu’’, K(P) € R ye de P € M noktasindaki
““‘Gauss egriligi’’ denir(Abbena, 2017).
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(2.1.34) ve (2.1.41) esitliklerinden
K(P) = kqk, (2.1.42)
elde edilir.

Eger, M ylizeyinin Gauss egriligi sifira esit ise M ye ‘‘agilabilir yiizey’’ adi

verilir.

Teorem 2.1.9: M, E3°de yonlendirilmis bir yiizey olsun. M’nin Gauss egriligi

_ biibaa=(b1p)®
K= 911922—(g12)? (2143)

dir(Blaschke, 1945).
Tamim 2.1.25: M, E™’de bir hiperyiizey ve S’de M nin sekil operatorii olsun.
H:M - R
P—H(P)=—Iz5, (2.1.44)

fonksiyonuna ‘‘ortalama egrilik fonksiyonu’’, H(P) € R ye de P € M’deki
“‘ortalama egriligi’’ denir(Spivak, 1999).
Ayrica (2.1.34) ve (2.1.44) esitliklerinden
H(P) = %(k1 +k,) (2.1.45)
elde edilir.

Teorem 2.1.10: M, E3’de yonlendirilmis bir yiizey olsun. M’nin Ortalama
egriligi

b11922—2b12912+7g11b22
H = 214
2(911922—(912)?%) ( 6)

dir(Blaschke, 1945).

Eger, M yiizeyinin ortalama egriligi sifira esit ise M ye ‘‘minimal yiizey’’ adi
verilir.

Tamm 2.1.26: M, E™de bir hiperyiizey ve M iizerinde lokal koordinat sistemi

de {uq, uy, ..., u,_1} 0lsun. O halde M nin birinci temel formunun (metrik tensoriiniin)

katsayilar1 g;;,1 < i,j < n — 1, olmak tlizere

[k = 1 gk (ag_,h 499 _ "’9”’) l<hk<n-1, (2.1.47)

2 ou; au]- dup
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bi¢iminde tanimlanan Fi’j € C(M,R) fonksiyonlarma <‘ikinci tipten Christoffel

sembolleri’’ denir(Abbena, 2017).
Burada [g/!] = [g;,] " dir.

Benzer sekilde

l(ag,-th@_%),lngn_L (2.1.48)

Fij’k - 2\ ou; auj duy
bigiminde tanimlanan I;;, € C(M,R) fonksiyonlarina da “‘birinci tipten Christoffel
sembolleri’’ denir.
Ayrica Christoffel sembolleri asagidaki 6zelliklere sahiptir.
1. TS = g""Ty;p veya Ty = gnieT.
2. T =T veTyjp = Tin.
Teorem 2.1.11: M, E3°de yonlendirilmis bir yiizey olsun. M nin ikinci tipten
Christoffel sembolleri

92209114, -2912(912)u; +912(911)u,

( 1"1 —
11 2(911922—(912)%)
1 gzz(gll)uz—g12(g22)u1 1
i, = 2 =I5
2(911922—(g12)?)
L — — 922(922)u; —2922(g12)u; +912(922)u,
) 22 2(911922—(912)?) (2.1.49)
[2 — _912(911)u1—2911(912)u1+g11(.911)u2 o
1 2(911922—(g912)?)
2 912(911)u; —911(g22)u, _ P2
1—‘12 - 2 - l—‘21
2(911922—(g12)%)
r2 — 911(922)uy—2912(g12)u, +912(922)u,
\ "22 2(911922—(912)?)

dir(Abbena, 2017).

Eger M’ nin parametre egrileri ortogonal ise, g;, = 0 olacagindan

(911)u 2 (911)u
rl =—=—"= rz — — 2
1 2911 ’ 1 2922
1 _ (g11)u, 1 2 _ (g22)u, _r2
Mh=——"=Ix o T =———=T15 (2.1.50)
2911 2922
rL — — (g22)uy Fz _ (g22)u,
22 2911 ’ 22 2922

seklinde ifade edilir.
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Tamim 2.1.27: M, E™ de bir hiperyiizey ve M ’nin birim normal vektorii N olsun.

E™ ile M’nin afin konneksiyonlar1 D ve D olmak iizere, VX,Y € Ty, (P) igin
DxY = DyY 4+ (S(X),Y)N (2.1.51)
ifadesine ‘‘Gauss denklemi’’ denir(Abbena, 2017).

n = 3 i¢in; Gauss denklemleri Ty (p) = Sp{p, i (puz} bazina gore

( Dy, Pu, = Puju, = Iy, + THey, + by N
Dy, Pu, = Puyu, = I @u, + T30y, + by N
Dy, Puy = Puyu, = Ti2@u, + Ty, + b1oN
Dy, Pu, = Puju, = F212<,0u1 + I“Zzz(pu2 + by, N

(2.1.52)

bi¢iminde ifade edilir.

Tamim 2.1.28 : M, E™de bir hiperylizey ve M {izerinde teget vektorii T olan C*
smifindan bir egri (a) olsun. (a) egrisi lizerinde olan bir Y € y (M) vektor alani igin

egri boyunca
D;Y =0 (2.1.53)

ise Y € y(M) vektor alanina C egrisi boyunca ‘‘Levi- Civita anlaminda paralel vektor
alan1’’ denir(Abbena, 2017).

Tamm 2.1.29: M , E™de bir hiperyiizey ve M lizerinde teget vektorii T olan

C* smifindan bir egri () olsun. Gauss denkleminden

D;T = D;T + (S(T),T)N

Veya

k = kteget + Knorma (2.1.54)
elde edilir. () egrisinin k egrilik vektoriiniin tegetsel bileseni olan Ete{get vektoriine
“‘jeodezik egrilik vektorii’” denir ve Eg ile gosterilir. Eg vektoriiniin biiylikligiine de

“‘jeodezik egrilik’’ adi verilir ve

-

kg = ||| (2.1.55)

bi¢iminde gosterilir(Aminov, 2001).
Eger

k, =0 (2.1.56)



ise () egrisine M hiperyiizeyi lizerinde bir ‘‘jeodezik egri’” denir.

Benzer sekilde (a) egrisinin k egrilik vektoriinlin normal bileseni olan Enormal

vektoriine ‘‘normal egrilik vektori’” denir ve En ile gosterilir. En vektoriiniin

biiyiikliigiine de ‘‘normal egrilik’’ adi verilir ve

kn = ||knl| (2.1.57)

bi¢iminde gosterilir.

Teorem 2.1.12: M, E™de bir hiperyiizey ve M tizerinde teget vektorii T olan C*

smifindan bir egri C ...a = a(s) olsun.
Bu takdirde C egrisinin M {izerinde jeodezik olmasi i¢in gerek ve yeter sart

a; = u;(s) olmak lizere

d?ay -1 pkda;da; ;o
d52 +ZZ’1=1 FUEE' 1 S ll]lk S n-— 11 (2158)

dir(Abbena, 2017).

Tamim 2.1.30: M, E™ de bir hiperyiizey ve M tizerinde teget vektorii X € Ty, (P)
olmak tizere
k,:Ty(P) — R (2.1.59)

<S(X),X> _ I(X,X)
<xx>  1(X,X)

X —k,(X) =
bi¢ciminde tanimlanan fonksiyona ‘‘asimptotik(veya normal) egrilik fonksiyonu’’ ve
k,(P) € R degerine de P € M noktasindaki ‘‘asimptotik veya normal egrilik’’ denir.

Ayrica P € M noktasindan gecen ve teget vektorii X € Ty, (P) regiiler bir
C..a:1 — M egrisi igin
k,(X) =0 (2.1.60)
veya
<SX),X>=1X;X)=0 (2.1.61)
ise C egrisine M hiperyiizeyi iizerinde bir ‘‘asimptotik egri’’ ad1 verilir

(Guggenheimer, 1977).
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Normal egriligin ekstremum (maksimum ve minimum) degerleri, M
hiperylizeyinin asli egriliklerini verir. Bunun anlami1

ok,
aui

=0,1<i<n-—-1,

denkleminin ¢6ziimleri olan her bir k; degeri k,, normal egriliginin ekstremumu olup
bu degerler arasinda maksimum ve minimum olanlar1 M hiperyiizeyin asli egrilikleri

olmasi1 demektir.

Teorem 2.1.13: M, E™de bir hiperylizey olsun. M hiperyiizeyin asli

egriliklerinin karakteristik denklemi
det[b;j — kngij] =0 (2.1.62)
dir(Aminov, 2001).

n = 3 i¢in karakteristik denklem

bi1 —kng11 b1z — kngi2 -0
bi; — kng12 b2z — knga2
veya
(ky)? — b11922—2b12912+g11b22 , by1b25—(b12)? —0 (2.1.63)

911922—(g12)? 911922—(g12)?

dir. (2.1.43) ve (2.1.46) esitlikleri (2.1.62) de yerlerine yazilirsa
(k,)? —2Hk, + K =0 (2.1.64)
elde edilir ve bu denklemin kokleri

{kl = (kn)max = H +VH?* - K

(2.1.65)
kz = (kn)min =H-VH?-K
olarak elde edilir.

Tamm 2.1.31: M, E*’de bir regiiler yiizey ve M lizerinde C* simfindan birim

teget vektorlii T olan birim hizli bir egri (C) olsun Q = TAN olmak {izere,
{T,Q =TAN, N} (2.1.66)

vektor sistemi M tizerinde bir ¢cati meydana getirir. Bu gatiya M yiizeyi tizerindeki (C)

egrisinin P = a(s) noktasindaki ‘‘Darboux ¢atisi’” ad1 verilir(Blaschke, 1945).
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Sekil 2.1.6. Yiizey tizerinde Darboux ¢atisi

<(n, Q) = 6 olmak tizere, {T,n, b} Serret-Frenet catisi ile {T, Q = TAN, N} Darboux

catis1 arasindaki iligki

T 1 0 0 1[T
Q=10 cosd sinb||n (2.1.67)
N 0 —sin@ cosdllb

matrisel ifadesiyle verilir.

Teorem 2.1.14: M, E3’de bir yiizey ve M iizerinde C* smifindan birim hizl bir
egri (C) ...a = a(s) olsun. M yiizeyi tizerindeki (C) egrisinin P = a(s) noktasindaki
{T,Q = TAN, N} Darboux ¢atisi i¢in

T 0 kg kn T

ol=1"k 0 14]|0 (2.1.68)

N —k, —-t4 O]LN

dir. Bu formiillere Darboux tiirev formiilleri ad1 verilir (Blaschke, 1945).
Burada

kg = Kksinf
k,, = kcos0 (2.1.69)
Tg=7+86

olup, sirastyla kg, k,, ve 7, notasyonlari ile (C) egrisinin jeodezik egriligini, normal

egriligini ve jeodezik burulmasini(veya torsiyonunu) gostermektedir.
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Teorem 2.1.15: M ... X = X(u, v) , E3’de bir regiiler yiizey ve

Ty (p) = Sp{X,, X, } olmak lizere

X =hN— %{(Pvgn — Pug22)Xu + (Pug12 — Pvg11) X0} (2.1.70)
dir(Sarioglugil, 1994).
Burada p = [IX|l,h = (X,N) ve W? = g119,, — (g12)*.

Eger M yiizeyinin parametre egrileri ortogonal ise, g;, = 0 olacagindan

_ Puy L Py
X=hN+p {guXu L X,} (2.1.71)

dir.
Tanmm 2.1.32: M regiiler yiizeyinin birinci temel formu
I = gi,du? + 2g,,dudv + g,,dv?

olmak tuzere

%(h) — gllhvz—z.gnhzuhv"'gzzhuz (2.1.72)
w

bi¢giminde tanimlanan operatore M yilizeyinin ‘‘birinci Beltrami diferansiyel

operatorii’” denir(Blaschke, 1945).

Eger M yiizeyinin parametre egrileri ortogonal ise, g, = 0 olacagindan

V(h) = Ml et (2.1.73)

dir(Tul, 2020)

Teorem 2.1.16: M, E3’de bir regiiler yiizey olsun. Bu takdirde asagidaki

ozellikler mevcuttur(Semin, 1987).

NAX, = %[guxv — J12Xul (2.1.74)
NAX, = %[912)(17 — g22Xu] (2.1.75)
NA[INAX,] = —X, (2.1.76)
NAINAX,] = =X, (2.1.77)
X AINAX,] = g11N (2.1.78)
XoNINAXY] = g12N (2.1.79)
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Xu/\[N/\Xv] = 912N
Xv/\[N/\Xv] = g22N

Teorem 2.1.17: M regiiler yiizeyinin yer vektoriiniin uzunlugu

h2
2 —
p* =

|
1-V (p)
dir(Sarioglugil, 1994).

2.2. E3 Oklid Uzayinda Fokal Yiizeyler

(2.1.80)
(2.1.81)

(2.1.82)

Bu kesimde ilk olarak, fokal yilizeylerin tarihsel gelisimine goz atalim. Bilindigi

gibi fokal yiizeyler birer dogrusal kongurans yiizeyleridir.

Kongurans yiizeyleri ile ilgili ¢aligmalar G. Monge(1850) ile baslamis olup, bu

konuda (Taliaferro, 1901), (Eisenhart, 1904), (Ogura, 1918), (Behari, 1934)

(Mishra, 1951), (Srinivasiengar, 1951), (Amur, 1962), (Nirmala, 1963)

(Alexiou vd, 2001) ve (Papadopoulou, 2003) v.b. gibi ¢ok sayida geometrici ¢alisma

yapmiglardir. Simdi dogrusal kongurans yiizeylerinin genel bir tanimin1 verebiliriz

Tamm 2.2.1: M, E3°de parametrik ifadesi
X:D cE? - X(D) c E3
(U, v) = X(u, v)= (x(u, v),y(u, v),z(u, v))

olan regiiler yiizey olsun. O halde

F={8€Tg(P):IEll =1}
ve X(u,v) ve R(u,v) noktalar1 arasindaki yonlii uzaklik fonksiyonu

f: DcR?® - R

wv) - fwv) = |XE||

olmak iizere

M..R(u,v) = X(u, V) + f(u, v)EU,V)

(2.2.1)

(2.2.2)

denklemiyle tanimlanan yiizeye ‘‘dogrusal kongurans yiizeyi’’ denir(Sekil 2.2.1).
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Sekil 2.2.1. Kongurans yiizeyi

M yiizeyinin birim normal vektorii N olmak iizere, (2.22) denkleminde & birim vektori

yerine N alinirsa
M...R(u,v) = X(u,v) +f(u,v)N(u,v) (2.2.3)
elde edilir. Bu durumda M ye normaller kongurans yiizeyi ad1 verilir

(Hagen et al, 1992a; Hagen et al, 1992b). Diger taraftan k,ve k,, M yiizeyinin asli

egrilikleri olmak {izere,

) = + ) 1 S [ S 2;
olarak alinirsa
_ 1
M;...R;(w,v) = X(u,v) £ ) )N(u,v) (2.2.4)

bulunur. Bu durumda M; ve M, yiizeyleri M nin “‘fokal yiizeyleri’* adin1 alir
(Hagen vd, 1992b). Bu klasik kavram Hagen ve arkadaslari tarafindan
M; ..R;(u,v) = X(u,v) +s f(ky,k,)N(u,v),s € R (2.2.5)

bi¢iminde genisletilmistir (Sekil 2.2.2) (Hagen et al, 1992b; Hagen and Hahmann.
1992c; Hagen et al, 1995d).
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Sekil 2.2.2. Genellestirilmis fokal yiizeyi

Bu bir yiizeye yaklasim yontemidir. Bilindigi gibi asli egrilikler bize bir ylizeyin
bir noktada farkli yonlerde ve farkli miktarlarda nasil biikiildiigii bilgisini verir. Bu
yontemle Hagen ve arkadaslari orijinal ylizeyi normalleri dogrultusunda egip biikerken
yeni olusacak olan yiizeydeki degisimleri gozlemleme imkanina kavusmustur. Bu bize
istedigimiz niteliklere sahip bir yiizeyin, bir diger yiizeyi karakterize eden asli
egriliklerini kullanarak elde edilebilecegini ifade eder. Bu yaklagim metodu ile fokal
ylizeyler, optik, mimarlik, otomotiv ve bilgisayar destekli tasarim ve imalat sanayi vb.

gibi bir¢ok alanda yaygin bir bicimde kullanilmaktadir.

Yiizeylerin geometrisine farkli yaklasim metotlar1 da vardir. Ornegin Maekawa
ve arkadaglar1 Monge parametrizasyonuna sahip yiizeylerin sekil analizi i¢in, yiizeyin
umbilik noktalarinda asli egrilik fonksiyonlarinin davraniglarini esas alan bir yontem
kullanmislardir(Maekawa et al,1006). Bu alanda yapilan ¢alismalar artarak devam
etmektedir.

Simdi ¢caligmamiz esnasinda yararlanacagimiz fokal ylizeylere ait bazi1 6zellikleri

verelim.
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Tamm 2.2.2: M ..X = X(u,v), E®de regiiler yiizey ve k;,1<i<2ile N

sirastyla M nin asli egrilikleri ve birim normal vektorii olsun. Bu takdirde

M; ..R,(u,v) = X(u,v) + ﬁN(u, V) (2.2.6)
ve
M, ..R,(u,v) = X(u,v) + kz(jw) N(u,v) (2.2.7)

denklemleri ile tanmimli yiizeylere M’nin “‘fokal yiizeyleri’’ denir(Abenna, 2017).
O halde
pi = (Ry,Ry) (2.2.8)
ve
p7 = (R, Ry) (2.2.9)

esitliklerinin “‘u’’ ve “‘v’’ parametrelerine gore kismi tiirevleri alinir ve diizenlenirse

(R, (RDw) = p1(p1)u
{<R1, (Rl)v) = .01(,01)v (2210)
(R2, (R2)w) = p2(p2)y
{(RZ, (Rz)v) = pZ(pZ)v (2211)
elde edilir.
Diger taraftan
TM1 (Pl) = Sp{(Rl)u , (R]_)y}
ve
Tn, (P2) = Sp{(R2)w, (R2)}
oldugundan
N' = m ((R1)u A(R1)y) (2.2.12)
ve
N* = m ((R2)u A(R2)y) (2.2.13)
yazabiliriz.
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Bu durumda

Tgs(Py) = Sp{(RDw, (R)v, N1} (2.2.14)
ve

Tg3(Py) = Sp{(R2)y , (R2)y, N?} (2.2.15)
dir. O halde R, € Tgz(P;) ve R, € T3 (P,) oldugundan

Ry = a;(Ry)y + by (Ry), + ¢ N* (2.2.16)
ve

R, = a3(Ry)y + by(Ry), + ¢, N? (2.2.17)
olacak sekilde tek tiirlii yazilirlar.

Ik olarak (2.2.16) denklemini ele alalim. (2.2.16) denklemi, sirasiyla

(R, (Ry)y ve N1 vektorleri ile garpilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa,

p1 = ||R;|| olmak iizere

9%1“1 + 9%2171 = p1(p1)u
9%2“1 + 9%2b1 = p1(p1)y (2.2.18)
¢ =hy

elde edilir. Burada

g%l = <(R1)ur (Rl)u)
912 = 921 = ((RDw, (R1)y) (22.19)
9%2 = <(R1)vr (Rl)v)

olup, M; fokal yiizeyinin birinci temel formunun katsayilaridir.

O halde

{9%1511 + 912b1 = p1(p)u
91201 + 93,b1 = p1(p1)y

denklem sistemi ¢oziiliirse

WH? = 91193, — (g12)* # 0 (2.2.20)

olmak lizere
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a; = (ij [(P1)ug%2 - (P1)vg%2]

(2.2.21)

by = G5z [(P1)ugli— (P1)ughs]
elde edilir. Boylece (2.2.16), (2.2.18) ve (2.2.21) denklemlerinden

P1 [[(pl)ug%z - (pl)vgiz](Rl)u

= h,N?
= N 7 [ (01)ughi— (0wl (R,

bulunur.

Benzer sekilde

gfl = <(R2)u: (Rz)u)
952 = 951 = (R w, (R)y) (2.2.22)
952 = {(R2)y, (R2)y)

M; fokal yiizeyinin birinci temel formunun katsayilar1 olmak tizere

P2 [(Pz)uggz - (Pz)vgiz](Rz)u

= h, N2
R = N 2 | 11000 82— (02)ugla] (R,

olarak elde edilir.
Boylece asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 2.2.1: M, E3’de regiiler yiizey olsun Bu takdirde, M, ve M, fokal

ylizeylerinin konum vektdrleri

— 1, _P1 [(pl)ugéz - (pl)vg%z](Rl)u
Ru= e (2.223)
ve
_ 2, P2 [(Pz)uggz - (Pz)vgiz](Rz)ul
R = haN"F o [+[(pz)vgil—mz)ug%z]mz)v (2.2:24)

olacak sekilde E3 Oklid uzaymin {(R;), ,(R1)y, N1} ve {(Ry), , (R,),, N?} bazlan

cinsinden tek tiirli yazilir.
Simdi R;Vve R, konum vektorlerinin uzunluklarini bulalim.

(2.2.23), (2.2.8) de yerlerine yazilir ve diizenlenirse
(p1)7 (811832 — (812)7)8%2

p? =(h)?% + % —2(p1)u(p1)v (811852 — (812)°)81,
W +(p1)3(gl1852 — (812)7)eh
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bulunur. Ayrica
Wh? = g11932 — (912)*
oldugundan

2
pi = (h)? + (ml/)—i)z [(p1)7 — 2(p1)u(p1)v + (P1)7]

elde edilir. (2.1.72) son denklemde yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa,

| .
Vv (p;) # 1 olmak tizere

(h1)?
pi =—1—
1-V (p1)

bulunur.

Benzer sekilde, v (p,) # 1 olmak iizere

2 _ (hZ)Z
p2 = -,
1-v(p2)
olarak elde edilir.

O halde asagidaki teoremi verebiliriz

Teorem 2.2.2: M, E*’de regliiler yiizey olsun Bu takdirde, M; ve M, fokal

ylizeylerinin konum vektorlerinin uzunluklar

(h1)?
pr = (2.2.25)
1-V (p1)
ve
(h2)?
p3 = (2.2.26)
1-V(p2)
dir.

Ayrica (2.1.28) den M, ve M, fokal yiizeylerinin destek fonksiyonlari igin

h, = (Ry, N1) (2.2.27)

ve
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h, = (Ry,N?) (2.2.28)
yazilabilir. O halde (2.2.27) ve (2.2.28) esitliklerinin “‘u’’ ve ‘v’ parametrelerine

gore kismi tiirevleri alinir ve diizenlenirse

(R = (Ry, (N

{(hav = (R, (ND),) (2.2.29)
ve

(o) = (Roy (VD))

t — R vy (2.2:30)

Simdi tezimizin orijinal kisminda kullanacagimiz baz esitlikleri elde edelim.

(2.2.23) esitligi, sirasiyla (Ry),, Ve (R;), vektorleri ile carpilir ve diizenlenirse

((P1)v9%2 - (P1)u9%2)9%1
~(p)u = 112{ } 2.2.31
Prow = wn +((p1)ug1z — (P1)v911) 912 ( )
ve
((P1)vg%2 - (P1)ug%2)g%2
~(p)y = —= 2{ } 2.2.32
Prov = twn +((p1)ugiz — (P1)v911)932 ( )
bulunur.

Benzer sekilde (2.2.23) esitligi, sirastyla (R,), ve (R,), vektorleri ile ¢arpilir

ve duzenlenirse

2 2\ 2
=T G- oot 2%
ve
1 [ ((p2)vgt2 — (p2)u932) 912
6Dy =G s (st — (ot 0k (2239
bulunur.
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2.3. E3 OKlid Uzayinda Invers Yiizeyler

Bu kesimde sentetik geometriden diferansiyel geometriye uzanan oldukga
karmasgik tarihe sahip olan inversiyon doniisiimii ile ilgili temel kavramlara ve literatiir

bilgilerine yer verilecektir.

Simdi bu kesime inversiyon geometrinin kisa bir tarihgesini vererek baslayalim.
Geometri ile ilgilenenler, ¢ember ve kiire gibi iki geometrik nesnenin varligini ve
Oonemini iyi bilirler. Inversiyon geometri ile ilgili ¢alismalarin izlerine pergelli

matematik¢i Apollonios’un eserlerinde rastliyoruz.

Rosenfeld 1988 yilinda yayimlanan ‘A History of Non-Euclidean Space’’ adli
eserinde, Apollonios’ un “‘On Plane Loci’’ isimli kayip olan ¢alismasinda, ¢cembere
gore bir inversiyon doniisiimiiniin cemberleri cemberlere doniistiirdiigiinii ispatladigini
ifade etmektedir(Rosenfeld, 1988). Cemberin inversiyonuna iligkin bir gelisme de
Alman matematikg¢i ve fizik¢i Julius Pliicker’ in 1834 yilinda yayimlanan <*Analytisch
- geometrie Aphorismen’’ isimli ¢aligmasinda verilmistir (Pliicker, 1834). J. Pliicker
probleme analitik yaklasmak suretiyle, inversiyon doniisiimiiniin dogrular ve
cemberler arasindaki agilarin  biyikligini  korudugunu, Yyani inversiyon
doniisiimiiniin  konformal bir déniisim oldugunu gdsterdi. Ayrica Isvigreli
matematik¢i Jacob Steiner goz Oniine aldigi noktalari bir noktanin gembere gore
kuvveti ile ifade etmistir. Diizlemde konformal déniisiimler Isvigreli matematikgi
Leonhard Euler’ in 1770 yilinda yayimlanan ‘‘Considerationes de Trajectoriis
Orthogonalibus’’ isimli ¢aligmasinda incelenmistir(Euler, 1770). L. Euler bu
calismasinda karmasik diizlemin lineer kesirsel doniisiimlerini gbz Oniine almistir.
Kiiresel inversiyon Italyan matematik¢i Giusto Bellavitis in 1836 yilinda yayimlanan
““Teoria della figure inverse, e loro uso nella geometria elementare’” isimli
makalesinde ele almis ve stereografik izdiisiimiin bir kiireden bir diizlem iizerine bir
inversiyon oldugunu gostermistir. Alman matematik¢i B. Riemann 1857 yilinda
yayimlanan ‘‘Theorie der Abel’schen Functionen’’ isimli ¢alismasinda Riemann

kiiresini aragtirmistir.
Bir Alman matematik¢i olan A. Ferdinand Mobius 1852 yilinda yayimlanan

““Ueber eine neue Verwandtschaft zwischen ebenen Figuren’’ isimli ¢alismasinda

diizlemde dort noktanin ¢ifte oran1 kavramini kullanmistir. Akabinde 1955 yilinda
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yayimlanan ‘‘Die Theorie der Kreisverwandtschaft in rein geometrischer

Darstellung’’ isimli ¢alismasinda da diizlemin Mobius doniisiimlerini ele almistir.

Kisaca tarihsel gelisiminden bahsettigimiz dairesel ve kiiresel inversiyon
doniistimleri geometrinin iyi bilinen Apollonius problemi, Steiner porizmi, Feuerbach
teoremi, Pappus zincir teoremi, Ptolemy teoremi ve konstriiksiyon problemlerine
uygulanmalarmin yaninda, tip, mithendislik, fizik, geometrik modelleme ve astronomi
v.b. bilim dallarinda 6nemli uygulamalara sahiptir.

Simdi de inversiyon doniisiimleri ile ilgili baz1 kavramlara géz atalim.

Tamim 2.3.1: E?’de dogrusal ii¢ nokta 0, P ve Q olsun. k € R sabit olmak iizere

0P0Q =k (2.3.1)

kosulu saglaniyorsa, Q noktasina P noktasinin O ya gore ‘‘inversi’’ ve O noktasina da

“inversiyon merkezi’’ denir(Gay, 1912).
Burada P ve Q noktalarinin konumlari i¢in iki durum s6z konusudur.

P ve Q noktalar1 O noktasina gore ayni tarafta yer aliyorsa k € R* dir.

. ® ® ® _—
0 P 0

Sekil 2.3.1. k € R igin invers noktalarm konumu

P ve Q noktalar1 O noktasina gore ayni tarafta yer almiyorsa k € R~ dir.

~—-= ® @ ® -

P 0 Q
Sekil 2.3.2. k € R™ igin invers noktalarin konumu

Tamm 2.3.2: E?’de dogrusal ii¢ nokta O, P ve Q olmak iizere, O merkezli r

yarigapli bir gember
St ={X € E2:0X = ||0X|| = r = Vk} (2.3.2)

olsun. 0, P ve Q noktalari igin

3
o
3
O
Il
<
N}

(2.3.3)



kosulu saglaniyorsa Q noktasina P’nin S} ¢emberine gore “‘inversi’’, St e ““inversiyon
¢emberi’’, O noktasina ‘‘inversiyon ¢emberinin merkezi’’ ve r € R sayisina da
““inversiyon ¢gemberinin yarigap1’’ denir(Sekil 2.3.3), (Gay, 1912).
Aksi halde P,0 ve Q noktalar i¢in
PO 0Q = —r* (2.3.4)
dir(Sekil 2.3.4).

Burada P ve Q noktalarinin konumlari i¢in iki durum s6z konusudur.

P ve Q noktalar1 O noktasina gore ayni tarafta yer aliyorsa k € R™ dir.

4
&

Q

Sekil 2.3.3. k € R* i¢in gembere gore invers noktalarin konumu

P ve Q noktalar1 O noktasina gore ayni tarafta yer almiyorsa k € R™ dir.

V4
v

Sekil 2.3.4. k € R™ igin gembere goére invers noktalarin konumu
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Inversiyon déniisiimiiniin baz1 énemli dzelliklerini verebiliriz

P, S} ¢emberinin bir i¢ noktasi ise P’nin Q invers noktasi ¢emberin digindadir.
Tersine P, S} ¢emberinin disinda ise Q invers noktasi ¢emberin icindedir.S}
¢emberinin tizerindeki her noktanin inversi kendisidir. P noktas1 inversiyon merkezine
yaklasttkca Q invers noktasi sonsuza dogru uzaklasir. Yani merkezin inversi

sonsuzdadir.
Tamm 2.3.3: P = (x4, y,) € R? — {0} icin

f:R? — {0} > R?

Po—f(P) = (52, 52) (2.3.5)

x124y12 " x12+y,2
biciminde tanimlanan fonksiyona
St={X=(xy) e E%: ||W|| =r}
¢emberine gore ‘ ‘inversiyon doniisiimii’” denir(Blair, 2000).
Benzer sekilde kiiresel inversiyon agagidaki gibi tanimlanabilir.
Tamm 2.3.4: P = (x4,y4,2;) € R3 — {0}i¢in

f:R3-{0} > R3

P —>f(P)=( T Ty ) (2.3.6)

x124+y124212 " x124y124212 " 2124y, 24242
bi¢iminde tanimlanan fonksiyona

S2 = {X = (x,y,z) € E3: ||W(>|| = r}

kiiresine gore ‘‘inversiyon dontigiimii’” denir(Blair, 2000).
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Sekil 2.3.5. Kiiresel inversiyon

Simdi asagidaki tanim verilebilir.
Tamm 2.3.5: M, E3’de
X: D cE? — E3
(w,v) — X=Xuv)

parametrizasyonu ile verilen bir regiiler yiizey olsun. P € M ve p = ||X|| olmak tizere

konum vektori

= 1
olan yiizeye M’nin S birim kiiresine gore inversi denir ve M ile gosterilir.

(Sarioglugil, 1994).
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Sekil 2.3.6. Bir yiizeyin birim kiireye gore inversi

3. FOKAL YUZEYLERIN INVERSLERININ GEOMETRISI

Bu béliim de tezimizin de konusu olan E3’de regiiler bir yiizeyin fokal
yiizeylerinin invers yiizeylerini aragtirdik ve bazi temel karakteristik 6zelliklerini fokal

ylizeylere bagli olarak ifade edilmistir.

Simdi Tanim 2.2.2 ve Tamim 2.3.5 den yararlanarak bir yiizeyin fokal

ylizeylerinin bir birim kiireye gore invers ylizeylerini tanimlayacagiz.

Tamm 3.1: M, E3’de X = X(u,v) parametrizasyonu ile verilen bir regiiler
yiizey olsun. k;,1 < i < 2ve N sirastyla M yiizeyinin asli egrilikleri ve birim normal

vektori olmak lizere

1
kq1(u,v)

M; ..R,(u,v) = X(u,v) + N(u,v)

ve

M, ..R,(u,v) = X(u,v) +

1
) N(u,v)

denklemleri ile tanimli yiizeylere M’nin “‘fokal ytizeyleri’’ denir(Abenna, 2017).

Tanim 2.3.5 vasitasiyla, p; = [|OR,|| = [|R1l] ve p, = ||OR;|| = ||R;|| olmak iizere

konum vektorleri

R, = Lle (3.1)
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ve

1
R, ==R; (3.2)
olarak verilen yiizeylere S birim kiiresine gore M; ve M, fokal yiizeylerinin invers
yiizeyleri denir, M,ve M, ile gosterilirler.

Teorem 3.1: E3°de bir M regiiler yiizeyinin fokal yiizeyleri M, ve M, olsun.

Bu takdirde M;ve M, invers yiizeylerinin konum vektdrlerinin uzunluklart

[
2 1-V (p1)

pP1 = (hy)? (3.3)

ve
|

08

dir.
Ispat: M,ve M, invers yiizeylerinin konum vektdrlerinin uzunluklari i¢in

ﬁf = <R1,R1> (3.5)
ve

.5% = (R, Ry) (3.6)

yazilabilir. (3.1), (3.5) de yerine yazilirsa
_ 1 1
p% = <p_%R1'ER1>

i)
Sy R

bulunur. (2.2.25) son esitlikte yerine yazilirsa

L, 1= ¢(P1)
PL= T (hy)

elde edilir.

Benzer sekilde
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L, 1= 6(Pz)
P2 = " hy)?

bulunur. Bu ise ispat1 tamamlar.

Teorem 3.2: E3°de bir M regiiler yiizeyinin fokal yiizeyleri M, ve M, olsun.

Bu takdirde M,;ve M, invers yiizeylerinin birim normal vektorleri

N'=223R, ~ N

ve
N2 =2 h—iRz — N2
)
dir.
Ispat: M,ve M, invers yiizeylerinin birim normal vektdrleri igin
1 _ 1 = _
N"= Il RD)urRDl ((Ry A (R1)y)
ve
T2__ 1 o _
N = T m@a (R2u A (R2)y)
yazilabilir.

(3.7)

(3.8)

3.9

(3.10)

Ik olarak (3.1) ve (3.2) esitliklerinin “‘u’> ve ‘v’ parametrelerine gdre kismi

tirevleri alinirsa

= 2(py 1
(Rl)u = _p_3R1 +—= (Rl)u
P1 P1

5 2(py) 1
(Rl)v = - p3 1JRl +—= (Rl)v
Pi P1
ve
5] _ 2(p2)u 1
(Rz)u - = 3 RZ + 2 (Rz)u
P2 p2
= 2(py) 1
(Rz)v = _#RZ +—= (Rz)v
P2 P2
bulunur.

Simdi (Ry),, A (Ry),, Ve (Ry)y A (R,),, vektorlerini bulabiliriz.
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(38.11) esitligi  (R;)y A (Ry), ifadesinde yerlerine yazilir ve gerekli

diizenlemeler yapilirsa

_ _ 2(py) 2(p1)
(R)u ARy = — ; =Ry A(Ry)y — # (R1)u ARy
P1 P1
+—WIN? (3.13)
pP1

elde edilir.
Simdi de R; A (Ry), Ve (Ry)y A R; vektorlerini bulmaliyiz.

O halde (2.2.23) esitligi yardimiyla

P1

Ry A (Ry)y = hyN* A (Ry), + w2 [(p1)ug22 — (P82l (R A (R1)y

ve
(RDu ARy =hi(R)y AN + % [(p1)v811— (P w812l (R A (R1)y

olarak elde edilir.

(2.1.74), (2.1.75) ve (2.2.10) esitlikleri kullanilarak
h
Ry A(Ry)y = W_11 [912(R1)v — 922(R1)u]

+ Gz [(P0)ugle — (p1)ugl W' N (3.14)

h
(R1)y ARy = W_11 [9%2(R1)u - 9%1(R1)v]
+ Gz [(P)vgli—(P)ugh, IW'N? (3.15)

bulunur.

(3.14) ve (3.15) esitlikleri (3.13) de yerlerine yazilir ve diizenlenirse

— — 1 h
R)u A (R, = T 225 Ry — N7 (3.16)
1 P1

bulunur.

Diger taraftan
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Wl

”(El)u A (Rl)v” = 8

(3.17)
dir.

(3.16) ve (3.17), (3.9) da yerlerine yazilirsa

. h
N'=2—R,—N!
1

elde edilir.

Benzer sekilde M, yiizeyinin birim normal vektorii

. h
N?=2—R, - N?
2

olarak elde edilir.

Teorem 3.3: E3°de bir M regiiler yiizeyinin fokal yiizeyleri M, ve M, olsun. Bu

takdirde M,ve M, invers yiizeylerinin destek fonksiyonlart

R = 5 (3.18)
ve
h, =2 (3.19)
P2
dir.

Ispat: (2.1.18) esitligi kullanilarak, M;ve M, invers yiizeylerinin destek

fonksiyonlar1 i¢in

hy = (Ry,N*') (3.20)
ve

h, = (R, N?) (3.21)
yazilabilir.

(3.1) ve (3.7) esitlikleri (3.20) de yerlerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa
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_ hq 1 1
h, = 2_4(R1;R1) __Z(Rl;N )

Pq P
o hy o 1
=2=pi =M
1 P1
_h
pi

elde edilir.
Benzer sekilde, (3.2) ve (3.8) esitlikleri (3.21) de yerlerine yazilir ve gerekli

diizenlemeler yapilirsa

elde edilir.
Teorem 3.4: E3°de bir M regiiler yiizeyinin fokal yiizeyleri M, ve M, olsun. Bu

takdirde M,ve M, invers yiizeylerinin birinci temel formun katsayilar

I( 1= 811
_ 1
4 12 = 27 812 (3.22)
1
_ 1
Lg%z = p_‘ll'g%Z
ve
_ 1
gh = p_ggi
_ 1
gtz = 7812 (3.23)
2
_ 1
J32 = p_ggiz
dir.
Ispat: M,ve M, invers yiizeylerinin birinci temel formun katsayilari igin
g_%l = <(I§1)u; (1_?1)11)
Gl = (R (Ry)y) (3.24)
g%z = ((Rl)v: (Rl)v>
ve
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g_%l = ((}Ez)w (}Ez)u)
G2, = ((R2)w, (R2)y) (3.25)
ggz = <(R2)v' (Ez)v)

yazilabilir. (3.11) esitligi (3.24) de yerlerine yazilirsa, sirasti ile

2
gh = "B Ry R) = L2 Ry, (R + o (RO (R (3:26)

— 4(p1)u(p1)v 2(p1)u 2(p1)v
9%2 = %(Rl;Rl) - %(Rl, (R1)y) — %(Rl, (Rw)

1

o (R (Ry)y) (3.27)
ve
—1 4(p)3 4(p1v 1
922 = p; (Ry,Ry) — p_f(Rl' (R1)y) + o ((Ry, (Ry)y) (3.28)
elde edilir.

(2.2.8), (2.2.10) ve (2.2.19) esitlikleri (3.26), (3.27) ve (3.28) de yerlerine yazilirsa

-1 _ 1 1
gi1 = 2811
P1

-1 _ 1 1

g1z = 2812
P1

-1 _ 1 1

kgzz = 1822
P1

elde edilir.
Benzer sekilde
-2 _ 1 5
d11 = 2811
P2
-2 _ 1
9gdi2 = Egu
2
-2 _ 1 o
922 = 5822
P2

bulunur. Buradan asagidaki sonuglari verebiliriz.
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Sonuc¢ 3.1:
(W) = gt — (1) = (W) (3.29)
ve
W?)? = §113, = (8)* = 5 W?)? (3:30)
dir.

Sonug¢ 3.2: M,ve M, invers yiizeylerinin birinci temel formlari sirasiyla

M==0 (3.31)
ve

2= pi I2 (3.32)
dir.

Sonug¢ 3.3: M;ve M, invers yiizeylerinin parametre egrileri ortogonal ise

=1 _ 1 1
( 11 = 2811
P1

giz =0 (3.33)
_ 1
9%2 = p_‘ll'g%Z
ve
_ 1
9121 = Egn
Ji2 =0 (3.34)
2 _ 1
922 = I 822
dir.

Teorem 3.5: E3°de bir M regiiler yiizeyinin fokal yiizeyleri M, ve M, olsun. Bu

takdirde M,ve M, invers yiizeylerinin ikinci temel formun katsayilart

— 1 [~k
b111 = _E[Zp_%gh + b%l]

IR 1 h

b, = — |28, + bl (3.35)
- 1 h

bz, = _p_%[zp_%géz + b%z]

ve
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b}, =~ pi% [Zz_gg% + b%l]
b%, = — = |222 8%, + b, (3.36)
b3, = — é [2%852 + b%z]
dir.
Ispat: M,ve M, invers yiizeylerinin ikinci temel formun katsayilari igin

B_%l = _<(R1)w (Nl)u)
b, = =((R1)u (N)y) (3.37)
b%z = _<(E1)w (Nl)v)

ve
B = ~((Ra)w (W2),)
12122 = _<(E2)w (Nz)v) (3.38)
b%z = _<(§2)vr (Nz)v)

yazilabilir.

Ik olarak (3.7) ve (3.8) esitliklerinin “‘u’’ ve *‘v’’ parametrelerine gore kismi tiirevleri

alinirsa
N (h )u 1—2h4( 1)u h
(Nl)u=2 el 3 L R1+2_;(R1)u_(N1)u
i (h1) plf;hl(pl) :11 (3.39)
(Nl)vzz— v p3 VR1+2_2(R1)1;_(N1)1;
1 P1
ve
AT2 o (M)up2—2hy(p2)y hz _ 5
(N%)y =2 ; Ry + 222 (Ry), — (N?),,
i (hz) Pzi_)Zth(Pz) Zj (340)
(NZ)U =2 v - VRZ + 2_2(R2)v _ (NZ)U
P2 P2
bulunur.

[lk olarak M, yiizeyinin ikinci temel formunun katsayilarin1 hesap edelim.

O halde (3.11) ve (3.39) esitlikleri (3.35) de yerlerine yazilir ve gerekli

diizenlemeler yapilirsa, sirastyla
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A h)y(p)up1—2h1(p)E h1(p)y
bly = 4T ERE IO Ry, Ry VA B Ry, (Ry))

1

2( 1)u o (R)up1=21 (p1)u
o Ry, (N1)y) —2 5B (R )y, Ry)

((Rl)u' (R)uh* 2 ((Rl)u' (VD) (3.41)

T (h Jv(pDup1—=2h1(pDu Py h ( Du
bi, =4 B Ry, Ry A Ry, (Ry D)

2(pu (hp)pp1—2h1(p)y
- (fj; (Ry, (V1)) —z%«mu,m

TR (R 5 (R (VD) (3.42)
ve
bl, _4(h1)v(p1)v'[l)711 2hq(p)§ (Ry, R,) +4h1(P1)v (R4, (Ry),)
B2 Ry, (N1),) —2 PR (R, (R,),)
=22 (R, (R~ (R, (N),) (343)
elde edilir.

(2.2.8), (2.2.10), (2.2.19) ve (2.2.29) esitlikleri ile M, fokal ylizeyinin ikinci temel

formunun katsayilarin1 veren

bh = —((RD)w (Nl)u>
bi, = —((R)w (N1)y)
bzz = —((RD)w (Nl)v)

formiilii géz 6niine alinirsa (3.39), (3.40) ve (3.41) den

h 1 1—2h4(p1 h1(p1 2(p1
b11 — 4( Dulp )u::1 1(p )up2+4 1(p )upl(pl)u (P )u (hl)u

(h )upl_Zh (pDu h 1
—2 = Py — 25811 — 5 b
1 P1 P1

[2 e gl + by (3.44)
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1. (h )v( 1)u 1—2h ( 1)u( 1)17 h ( 1)u 2( 1)u
bl, =4ttt i p A= 4 (1) — =t (s

I
(h)pp1—2h1(py h 1
—2 PS; . p1(p)y — 2_41;8%2 - _zbiz
1 P1 P71

1[.h
= ——[22%81, +bh] (3.45)
ve
1 (h )v( 1)17 1—2h ( 1)127 h ( 1)1} 2( 1)17
b =4 2 4= 0 (p1)y — = 5 ()
1 Pi P1
(h )v 1—2h ( 1)1} h 1
-2 1pp—51pp1(,01)v - 2_18%2 - _2b%2
1 P1 P1
1[~h
= — (25283, + b} (3.46)
bulunur.
Sonug olarak (3.44), (3.45) ve (3.46) esitlikleri birlestirilirse
( 1, h
bi; = __zlz_zgh +biy
1 1
_ 1( hy
{ bl = __zlzp_zg%z +b%2]
1 1
_ 1( hy
kb%z = _?[Zp_zgéz +b%2]
1 1
elde edilir.
Benzer sekilde
- 1| h, ]
bf1 = _? 2?:‘%51 +b%1
21 P2 |
_ 1| h, ]
] b122 = _? 2?8%2 +b%2
2L P2 |
_ 1] h, ]
kbgz = _? zﬁggz +b%2
2L P2 |
bulunur.

Boylece agagidaki sonug verilebilir.
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Sonug 3.4: M;ve M, invers yiizeylerinin ikinci temel formlar1 sirastyla

jl=_2Ll]|oh

m=-— [zp%1+11] (3.47)
ve

j2=_L]|ph

m?=— [ng””] (3.48)
dir.

Sonuc¢ 3.5: M, ve M, fokal yiizeylerinin parametre egrileri birer egrilik ¢izgisi

olsunlar. Bu takdirde M,ve M, invers yiizeylerinin ikinci temel formunun katsayilari

=2 v
4

bl, =0 (3.49)
- 1[4k
Lbzlz = _E [2 égéz + b%z]

ve
(52 =~ [2728% + b
b2, =0 (3.50)
- 1[4k
b3, = _p_%[zp_gggz + b%z]
dir.

Teorem 3.6: E3°de bir M regiiler yiizeyinin fokal yiizeyleri M, ve M, olsun. Bu

takdirde M,ve M, invers yiizeylerinin iigiincii temel formun katsayilar

ﬁ11_4' (p g1 1+b11)+n11

_ h h
iy, = 4'p1 ( — 812 + b12) +ni, (3.51)
_ h h
n%z = 4?( ;gzz + b%z) + n%z
ve
n11 4'_2( 2811 +b )+n11
12 = 4‘ (p% 12 + b ) + 1’1%2 (352)
%)= =42 ( —~ 852 +b22)+n22
dir.
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Ispat: M,ve M, invers yiizeylerinin ii¢iincii temel formlarmin katsayilari icin

il = (W), (W),
ity = (N, (N1),) (3.59)
7_1%2 = ((Nl)w (Nl)v)

ve
ni; = <(1V_2)w (IV_Z)u)
At = ((V?)y, (N?)y) (3.54)
ﬁ%z = ((Nz)v; (Nz)v)

yazilabilir. (3.37) esitligi (3.46) de yerlerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa,

sirast ile

_ h)upsi—2h1(p)u]? ha (ha)upi=2hi (o)
nl, = 4 [( Dup — 1(p )u] <R1,R1> + gl uppi ilp u(Rl: (Rl)u>

1

(hpup1—2hy(pDu h2
— 4R Ry, (N ) +4 (R, (Ry)u)

42 (R (VD) + (VD (V) (3.55)

—_ h 1_2h 1 h v 1_2h ( 1)1] h (h) 1_2h ( 1)
n%z :4( Dup 1(p)y (h1)vp . 1(p (Rl'Rl) +8 1 (Ng)up 1(P1)u (er (Rl)v>

3 3 p3 p3

hi)up1—2h1(p1)y h? h
—4 ST (R (N, A (R s (R0 + 452 (R (N),)

1

+H((NY),, (ND),) (3.56)
ve
_ h1)yp1—2h1(P1)y)> hqy (h1)yp1—2h1(p1)y
ni, = 4(( VvP — 1(P1)v) (R, Ry) + 8—;#(}31, (R1)y)
Pi ! P
h1)yp1—2h1(p1)y hi
4 B (R, (NY),) +4m (R, (R
h
4L (R, (VD) + (V) (VD)) (357)
elde edilir.

(2.2.8), (2.2.10), (2.2.19) ve (2.2.29) esitlikleri ile M, fokal ylizeyinin tiglincii temel

formunun katsayilarin1 veren

nil = <(N1)w (Nl)u>
niz = <(N1)w (Nl)v>
n%z = <(N1)v' (Nl)v>
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formiilii g6z oniine alinirsa (3.48), (3.49) ve (3.50) den

_ (hDup1 — 2hy (p1)u]? hy(hy)ups — 2h3(p1)
n%1:4[1u131 - Pf+81 1u15 : 1uP1(P1)u
P1 P1
(hy)up1 — 2h1(p1) h? h
—4 = ,Df ! u(h1)u+4p%g P1 b11+n11
hy (h
=473 (%gh, +bhy) +nly (3.58)

— (h)up1—2h1(p1)y (h)vp1—2h1(p1)y hy (h)up1—2h1(p1)y
n%z =4 : pi. - - pi. : pl +8 1 : pi 2 l(pl)v

4 (h1)uP1p2h1(P1)u (hl)v +4 o 812 + 4_ b12 + n12

1

=4— (p 812 + b12)“112 (3.59)
ve
1 ((h1)yp1 — 2h1(P1)u)2 hy (h1)yp1 — 2hi(p1)y
Ny, =4 = P +8— 3 p1(p1)y
P1 P1 P1
h —2h h? hy
_ 4( DvP1 _ 1(p1)y (hy)y, + 4 4g22 L4 b22 +n22
P1 1 1
= 475 (% gl +bhy) + (3.60)

bulunur. Sonug olarak (3.58), (3.59) ve (3.60) birlestirilirse

(_ hy (hy
”%1 = 4_2<_2g}1 + bh + nh
1 \P1

hy (hy

? <? gi, + b%z) +ni,

1 1

S
=
N

I

NN

_ hy (hy
Ny, =4— <_2 g%z + b%z) + n%z
\ P1 \P1

elde edilir.

Benzer sekilde
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hy (R ,
,03 ,03 g3 +bf; ) +nf;

— hZ hZ
& n12:4‘p%<p2g12+b >+n%2

2

_ h; (h,
Ny = ,02 (Eggz + b%z) + n%z

bulunur.

Sonu¢ 3.6: M, ve M, invers yiizeylerinin parametre egrileri egrilik ¢izgisi ise

(n11 =42 (pz gl + b11) +nj,

al, =0 (3.61)
i3, =42 (p 832 + bzz)"‘nzz
ve
ni =4 2( — g5 +b11)+n11
J 72, = 0 (3.62)
_ hy (h
n3, = 45(,;2 52+ b3 ) +n3,
dir.
Sonug¢ 3.7: M;ve M, invers yiizeylerinin {i¢iincii temel formlar1
7771 — g M (P 1 1
=47 (p%I +11 )+111 (3.63)
ve
TIT% = 422 (2212 4 112) + 1112 (3.64)
b2 \pP2
dir.

Teorem 3.7: E3°de bir M regiiler yiizeyinin fokal yiizeyleri M, ve M, olsun. Bu

takdirde M,ve M, invers yiizeylerinin Gauss egrilikleri sirastyla

K'=4(hy)? + 4h,p?H* + p1K* (3.65)

ve

K? = 4'(h2)2 + 4'h2p I'I2 + p4K2 (366)

dir.
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Ispat: M,ve M, invers yiizeylerinin Gauss egrilikleri igin
(3.67)

ve
(3.68)

- 0 N2
22 _ Bhbh-()
= 2 - — 2
9%1952—(9%2)

yazilabilir. (3.29) ve (3.33) esitlikleri (3.67) de yerlerine yazilir ve gerekli

diizenlemeler yapilirsa
(h1)?
| 4T Gheh -G |
4
Kl — 1 h h
(w1)2 +2p_% (ghb%z — 2g1;bi, +2 p_%g%zbh) (3.69)
l +bl;b, — (b1)? J
elde edilir.
(2.2.20) esitligi ile M, fokal yilizeyinin Gauss ve ortalama egrilik
bl pl —(b1 )2
K1 — DP11D22 12 3.70
g%lg%Z—(g}Z)z ( )
ve
(3.71)

gl = bi183,—2b1,81,+811b3,
- 1,1 12
2(g11g22‘(g12) )

formiilleri g6z 6niine alinirsa (3.69) dan
W2 + 2%(W1)2H1 + Kl(Wl)Z]
1

w2t pt

= 4(h1)* + 4hptH' + piK?

elde edilir.

Benzer sekilde
I?Z = 4‘(h2)2 + 4‘h2p§H2 + png

bulunur.

Bu ise ispat1 tamamlar.
acilabilir fokal ylizeylerin invers ylizeyleri acilabilir

Sonu¢ 3.8: M; ve M,
yiizeyler degildir. Bu 6nermenin tersi de dogrudur.
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Teorem 3.8: E3’de bir M regiiler yiizeyinin fokal yiizeyleri M; ve M, olsun. Bu

takdirde M,ve M, invers yiizeylerinin ortalama egrilikleri sirasiyla
HY = —[2h, + p2H"] (3.72)
ve

H? = —[2h, + p2H?] (3.73)
dir.

Ispat: M,ve M, invers yiizeylerinin ortalama egrilikleri icin

gt = J11D32—2d12bi2+352b11 (3 74)
- 2(W1)2 '
ve
72 = G31b32—23%,b12+35,b%1 (3 75)
B 2(W2)2 '

yazilabilir. (3.22), (3.29) ve (3.33) esitlikleri (3.74) de yerlerine yazilir ve gerekli

diizenlemeler yapilirsa

H'=

1| h 2
-2 9[etisto (1) #bhoeti-2blagta bhueks

(3.76)

25 (w1)?
P1

elde edilir. (2.2.20) ,(3.70) ve (3.71) esitlikleri g6z Oniine alinirsa (3.76) dan

—16[4"—;(W1)2+2H1(W1)2]
Pi| P1

2‘%?(W1)2
= — [2h; + pfH]
elde edilir.
Benzer sekilde
H? = —[2h; + p5H?]
bulunur.

Sonu¢ 3.9: M; ve M, minimal fokal yiizeylerin invers yiizeyleri minimal

ylzeyler degildir. Bu 6nermenin tersi de dogrudur.
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Teorem 3.9: E3°de bir M regiiler yiizeyinin fokal yiizeyleri M,; ve M, olsun. Bu

takdirde M,ve M, invers yiizeylerinin asli egrilikleri sirastyla

ky = —[2hy + pik;]
ve

k3 = —[2h, + p3k3]
dir.

Ispat: (2.1.65) den M,ve M, invers yiizeylerinin asli egrilikleri igin, 1< i < 2
Fl=H+ J(AY2 -k (3.79)

ve

k2 =02+ J(H)2—K? (3.80)

yazilir. (3.65) ve (3.72) esitlikleri (3.79) da yerlerine yazilir ve diizenlenirse

ki =—[2hy + p?H'] - J[2h1 + pitH']? — 4(hy)? — 4hypfH' — p1K*
—[2hy + pPH'] — piy (HY)? — K*
- [Zhl +pf (H + JEDZ = KT)]

—[2hy + pi k1]

ve

K = —[2hy + pFH'] + [[2hy + pEHI = 4()? — 4hypPH1 = piKY

~[2hy + pfH'] + p7y/ (H)? — K*
~[2hy + o2 (0 - JEE =]
~[2hy + pfk;]

dir
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Benzer sekilde (3.66) ve (3.73) esitlikleri (3.80) de yerlerine yazilir ve

diizenlenirse

k2 = —[2h, + p2H?] — \/[th + p5H2|2 — 4(h,)? — 4hyp5H? — p3K?
= —[2h, + p2H?] — p%\/(H?)? — K2
= — [th + p3 (H2 ++/(H?)? — KZ)]

= —[2h; + p3ki]

ve

k% = —[2h, + p2H?] + J[th + p3H?]? — 4(hy)? — 4hypiH? — p7 K2

= —[2h, + p3H?] + p3\/(H?)? — K?
=~ [2h, + p3 (n2 - T =17
= —[2h; + p3k3]
bulunur.

Bu ise ispat1 tamamlar.

Eger M regiiler yiizeyinin parametre egrileri, egrilik ¢izgisi ise g1, = b1, =0

yazilir. O halde (3.22) ve (3.23)

_ 1 1[-h
gi1 = th bi; = _p_z[z_;gh + b%l]
1 1 P1
9_%2 =0 ' b112 =0
_ 1 — 1 [~k
9%2 = Fgéz b%z = __2[2 _;géz + b%z]
1 P1 P1
ve
_ 1 — 1[.h
9%1 = _4g51 bfl =—= [2—§g§1 + b%l]
Joks i p2 L p3
g%z =0 ' bfz =0
_ 1 — 1[.h
g5, = Fggz b3, = —_2[2 —~ g%, + b%z]
2 P2 P2

elde edilir. Yukaridaki esitlikler Olin de Rodriquez formiillerinde yerlerine yazilirsa

ki = —[2hs + piki]
k3 = —[2hy + piki]
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ve

ki = —[2hy + p3ki]
k% = —[2h, + p3kZ]
elde edilir.

Ayrica burada parametre egrilerinin birer egrilik ¢izgisi olma 06zelliginin

korundugu sdylenebilir.

Teorem 3.10: E3°de bir M regiiler yiizeyinin fokal yiizeyleri M; ve M, olsun.

Bu takdirde M, ve M, invers yiizeylerinin normal egrilikleri

kL = —[2h; + p2ki] (381)
ve

k2 = —[2h, + p3kZ] (382)
dir.

Ispat: (2.1.59) den M,ve M, invers yiizeylerinin normal egrilikleri igin

Ri=1 (3.83)
ve

— I

R2=1 (3.84)

yazilir. (3.31), (3.32), (3.47) ve (3.48) esitlikleri (3.83) ve (3.84) de yerlerine yazilir

ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

ki = —[2hy + piky]
ve

ki = —[2hy + p3k7]
elde edilir.

Teorem 3.11: E3°de bir M regiiler yiizeyinin fokal yiizeyleri M; ve M, olsun.
Bu takdirde

of = g12(p1)u — 911(p1)
{ ]i _ 12 1 u_ }1 1/)v (385)
03 = 912(P1)v — 922(P1)u

ve
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- 9%1(/)2)1;

2 _ 42
(6 = o0 - s 39
olmak iizere, M; ve M, invers yiizeylerinin ikinci tipten Christoffel sembolleri
(@)= )4{( It = 2 [0 - 5 gk
(M) = (p1)4 {(F112)1 -— [(P1)v + W!hz]}
() = (M)t - i b}
() = {2 - z o gk o0
(2 = {2 = 2 [ + 7 ko)
| ()" = (p1)4{(r22)1——[<p1>v gk}
ve
() = {7 = 2 [0 - 5o 98}
()% = {2 = 2 [(02)y + ot 922}
(T22)* = (,02)4{( [22)" = ot 95 J
(T7)? = W,{( I7)? - =i gt ) .
(TR)?* = () {(F122)2 ——[(Pz)u ij)z 912]}
| = {2 - [~ k]
dir.

Ispat: M,ve M, invers yiizeylerinin ikinci tipten Christoffel sembolleri igin

( (TL)! = g%z(gh)u—zgizfg%z)uw%z(gh)v
2(W1)2
71 (71 =1 (71
(1_,112)1 _ 922(9112)(],Wf)122(922)u
(1:1 )1 _ _!7%2(g%z)u_zg%z_(g}z)v*'g%z(g%z)v
22 2(W1)2
) (F2)! = _ 911(911),~21:(d12),, +912(d11),, (3.89)
11) = 20 1)2
=1 (71 =1 (71
(F122)1 _ 911(9222)(1;?;9;122(911)1,
(rz )1 _ gh(§%2)0_2§%2(g%z)v"‘g%z(g%z)u
L 22 2(W1)2
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ve

( (Flll)z _ g%z(g%l)u—zg%zgg%z)u"‘g%z(.!7%1)1,
2(W2)2
=2 (=2 =2 (72
(Fllz)z _ 922(9112)(,;?29)122(922)u
(lez)z _ _g%z(ggz)u_z.g%z_(g%z)v+g%z(ggz)v
2(W2)2
) (F2)2 = _§%1(§%1)V_2§%1(§%2)u+£7%2(§%1)u (3.90)
11/ 2(W2)2
=2 (72 =2 (72
(1.,122)2 _ 911(9222)&/:3122(911),,
(Fzzz)z _ §%1(ggz)v_zg%zggfz)v+g%z(g%z)u
\ 2(W2)2

yazilabilir.

[lk olarak (3.22) ve (3.23) esitliklerinin “‘u’’ ve ‘‘v’’ parametrelerine gdre kismi

tirevleri alinirsa

[ (G1)u =~ (plilf g1+ (p1)4 (811
Gy = EZ%Z g+ (p1)4 — (811w
) (Giu = EZ%Z gi2 + (pj)“ (811w 39
(Gi2)v = (plil’ g1z + ( 1)4 (811)v -
(G22)u = EZ%Z g32 + ( 1)4 (832)u
(gzz)v = Eﬁlii g32 + (pi)" (822)v
ve
((GF)u = (pzit—f g%1 (p#(ggl)u
(Gidv = EZZ;;] gt + (p;4 (81 )v
(G = (nglst gt + ( 1)4 (81 )
< (G12)v = EPZ;E g5, + T 2)4 — (g5 (3:92)
(G5)u = —4 (ngg g3, + (p;z; (832)u
(gzz)v = EZZ;Z g3, + (p;z; (832)v

bulunur. (3.22) ve (3.91) esitlikleri (3.89) de yerlerine yazilir ve gerekli

diizenlemeler yapilirsa

55



_4(p1)u 1\2 4 1 1 1
(i)t = 1 (p)° w?) +_(p1)5[((91)u912 (P1)v911)912]

2(w)? 2 1\2 (11 \1
+(p1)4 WH)=(Tfy)

bulunur.
Bu esitlikte
1_ 1 _ 1
03 = gi2(P1)u — 911(P1v
olarak alinir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

= 1 2 1
() = = {) = 2o — s 012

elde edilir.

Benzer yol izlenerek
= 1 2 oy
(M)t = o5 { ) = 2[00y + 52552 912

S1y1 1 1N1 203 4
(FZZ) - (p1)4 {(FZZ) pl(Wl)z gZZ}

F231 1 241 _ 201 1
) = o)’ {(Fn) (W2 911}

S281 _ 1 231 _ 2 o 1
I%) = o {(Fu) o [(P1)u + whz 912]}

S241 1 231 2 9 1
It = ()" {(Fzz) o [(P1)v w2 912]}
elde edilir. Burada

021 = g%z (pl)v - g%z (pl)u
dir.
Boylece

{0'11 = 9%2(P1)u - g%l(pl)v
021 = 9%2(P1)v - g%z(m)u

(3.93)

(3.94)

(3.95)

(3.96)

(3.97)

(3.98)

olmak iizere (3.93), (3.94), (3.95), (3.96), (3.97) ve (3.98) esitlikleri birlestirilirse
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(1:222)1 =

elde edilir.

Benzer sekilde (3.23) ve (3.92) esitlikleri (3.90) da yerlerine yazilir ve

gerekli diizenlemeler yapilirsa

_ 4(p2)u (Wz)z

i __1 (p2)®
IM)? = 5532 ’

bulunur.

Bu esitlikte

() = (pm{(nl)l
(f112)1 (p1)4 {(F12)1 - [(P1)v W1)2 912]}
1_ 1 2621 1
< (FZZ) (91)4 (F ) p1(W1)2g22}
1
(F11)1 (T — cad 9%1}

it
it

(Ffz>1—(pl)4{(r12> - [(pl)u (W;gu]}
sa(l;

()4

8% = g5 (p2)u — 971 (P

alinir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa
= 1
(F111)2 = W{(Fﬂ)z

elde edilir.

Benzer diisiince ile

- % [(Pz)u - (Mf%gfz]}

() = {07 - 202y + 525 g%}

= 1
(F212)2 = (p2)* {(F212)2

(T2)? = = {(r&)?

25% 2
~ ooty 98]

287
a p2(W2)2 911}

(TH)?* = 0 )4{( I'fy)? —_[(Pz)u (Wz)ngZ]}

(3)? = e (TR -

[(Pz)v - %9%2]}
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(Pz)vgfl)gfz]

(3.99)

(3.100)

(3.101)

(3.102)

(3.103)

(3.104)



elde edilir. Burada

87 = 9%,(p2)y — 952(p2)u

dir. Bu durumda

{512 = 9%, (p2)u — 931(P2)y
67 = 9%,(p2)y — 932(p2)u

olmak iizere (3.99), (3.100), (3.101), (3.102), (3.103) ve (3.104) esitlikleri

birlestirilirse
([ _ 1
(Ffl)z = (pz {(Fll)z I(pZ)u (Wz)z ngl}
()% = (pi)‘l' {(Fu) - [(Pz)v W2)2 912]}
12 — 1 { 1y2 _ 207 2 }
) (22) (o) (I22) (W?2)2 922
22 — 1 { 22 _ 207 2 }
() ()" (1) (W?2)2 911
1 2 2
87 = e 02 - = [+ (vaf_)g]}
F2 32 — L{ 2\2 _ El o} l}
\ (I32) (o) (I32) 0 (p2)v — (W?2)2 = 012

bulunur.

Eger M, ve M, fokal yiizeylerin parametre egrileri ortogonal iseler gi, = 0 ve

g%, = 0 olacagidan

of = ~ghi(p1)
{ 1 B gill pl v (3.105)
= —9g22(P)u
ve
63 = —952(p2)u
elde edilir.

O halde buradan M; ve M, invers yiizeylerinin ikinci tipten Christoffel

sembolleri sirasiyla
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(@l -2
e
)" =55 {(lez)l a %%}
< (Tt = (pi)4{(r121)1 _ %i_} (3.107)
()" = (p} g - 2o
\ () = ()™ {(Fzz)l Z(zi)v}
ve
()2 = (p2)4 {(F111)2 - %}
(T)* = (P2)4 {(Flz)z 2(22)"}
()" = (P2)4 {(Fzz)z 2(/0222)1; Zii}
(T3)? = (p2)4 {(F11)2 Z(Pj)v Z::} (3.108)
()" = (p2)4 {(F12)2 2(p2)"}
- - 2]
bulunur.
Simdi iddialarimiz1 gergekleyen ornekler verelim.
Ornek 3.1: E%’de
X(u, v)= (ucosv, usinv, v) (3.109)

parametrizasyonu ile verilen bir M yiizeyinin fokal ylizeylerinin invers yiizeylerini
aragtiralim. ilk olarak (3.109) denkleminin ‘‘u’’ ve ‘v’ parametrelerine gore kismi

tirevleri alinirsa

{ X, = (cosv,sinv ,0) (3.110)

X, = (—usinv, ucosv, 1)
bulunur. O halde M yiizeyinin birinci temel formunun katsayilari
gun=1

g12=0 (3.111)
g2 = 1+ u2
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bulunur. M yiizeyinin birim normal vektorii

€ =) €3
Xy NX, =| cosv sinv 0
—usinv —ucosv 1

= (sinv, —cosv,u)

ve

| Xy AXpll =v1 +u?
olmak tlizere
1 .
N = N (sinv, —cosv, u) (3.112)

dir. (3.110) denkleminin u ve v parametrelerine gore kismi tiirevleri alinirsa

Xy = (0,0,0)
Xy» = (—sinv, cosv, 0) (3.113)
Xy = (—ucosv, —usinv, 0)

dir. Boylece M ylizeyinin ikinci temel formunun katsayilar

bll = O
1
bzz - O

dir. (2.1.43) ve (2.1.46) esitlikleri kullanilarak M ylizeyinin Gauss ve ortalama

egrilikleri, sirasiyla

1

K== (3.115)
ve
H=0 (3.116)
bulunur.
Bu durumda asli egrilikler
1
:;iiiuz (3.117)

olarak elde edilir.
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M yiizeyinin fokal yilizeylerinin denklemleri, sirastyla

ucosv + V1 + u? sinv

M; ... Ry(w,v) = |usinv — V1 + u? cosv (3.118)
v+uvl +u?

ve

ucosv — V1 + u? sinv
M,...R(w,v) = |usinv + V1 + u? cosv (3.119)
v—uvl+u?

dir(Sekil 3.1).

O M regilerylzeyi

B M, fokal yiizeyi

B M, fokal yiizeyi
Sekil 3.1. M regiiler yiizeyi ve fokal yiizeyleri

M yiizeyinin fokal yiizeylerinin yer vektoriiniin uzunluklari, sirasiyla

p? =R > =1+ 2u? + (v + uV1 + u? )2 (3.120)
ve
P2 =Rl =1+ 2u? + (v — uv1 + u? )2 (3.121)

olmak tizere, M yiizeyinin fokal yiizeylerinin invers yiizeylerinin denklemleri
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ucosv + V1 + u? sinv

_ 1
M;...Ri(w,v) = 7 |usinv — V1 + u? cosv (3.122)
1+2u2+(v+uvi+u?
uts b/t ) v+uvl +u?

ve

ucosv — V1 + u? sinv

- 1
M;...Ry(u,v) = o) usinv + V1 + u? cosv (3.123)
v—uvl+ u?

dir(Sekil 3.2).

B M, fokal yizeyi
B M, fokal yuzeyi

O M; invers yiizeyi

(1 M, invers yiizeyi

Sekil 3.2. M, ve M, fokal yiizeyleri ve invers yiizeyleri
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Ornek 3.2: E3’de
X(u,v) = (u-— §u3 +uv?v— §v3 + u?v,u? — v?) (3.124)
parametrizasyonu ile verilen bir M yiizeyinin fokal yiizeylerinin invers yiizeylerini
arastiralim. Bu yiizey ‘‘Enneper minimal yiizeyi’” olarak bilinir.
Ik olarak (3.124) denkleminin “‘u’’ ve ‘‘v’’ parametrelerine gére kismi

tirevleri aliirsa

{ Xy = (1 —u?+v?,2uv,2u) (3.125)

X, = (Quv,1 —v%+u?,-2v)
bulunur. O halde M yiizeyinin birinci temel formunun katsayilari
gll= (1+u2+v2)2
g12=0 (3.126)
gzz == (1+u2+172)2
bulunur.

M yiizeyinin birim normal vektorii

€1 e, €s3
XuNX, = |1 —u? +v? 2uv 2u
2uv 1—v24+u? —-2v

=1 +u?+v?)(—2u,2v,1— (W? +v?))
ve
| X, AX,ll =1+ u? + v?

olmak tizere

N=——(-2u2v,1— u? +v?) (3.127)

1+u2+v?

dir. (3.125) denkleminin “‘u’’ ve “‘v’’ parametrelerine gore kismi tiirevleri alinirsa
Xy = (—2u,2v,2)

Xuw = (2v,2u,0) (3.128)
X, = v, —2v,-2)
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dir. Bdylece M yiizeyinin ikinci temel formunun katsayilar

bll = 2
by, =0 (3.129)
by, = —2

dir. O halde (3.126) ve (3.129) esitliklerinden M yiizeyinin parametre egrilerinin birer
egrilik ¢izgisi oldugu soylenebilir. Bu durumda M yiizeyinin asli egrilikleri

_ 2
T (1+uz+v2)2

’ (3.130)

(1+u2+v2)2

ky
k2:_

olarak elde edilir.
M yiizeyinin fokal yiizeylerinin denklemleri, sirasiyla

4 2
—§u3, §v3 + 2v + 2u?v,

M;..R{(u,v) = 3.131
1 1(u U) % [2 [uz _ 172] + [1 _ (uZ + 172)2]] ( )
ve
Mo o Ro(,) §u3+2u+2uv2,—§v3 (3132)
YRR AV u,v) = 1 .
S22 = v?] = [1 - @? +vH)?]]

dir(Sekil 3.3).
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O M regiler yizeyi
B M, fokal yizeyi

(] M,fokal yizeyi

Sekil 3.3. M regiiler yiizeyi ve fokal yiizeyleri

M yiizeyinin fokal yiizeylerinin yer vektoriiniin uzunluklari, sirasiyla

16 2 2
IR 112 = p? = ?ue + (§v3 +2v + Zuzv)

2
+i[2 [u? — v?] + [(u? + v?)? — 1]]
ve
2 _ 2 _ (4.3 2\? 16 6
IR, || —pz—(3u +2u+2uv) t5v

+i [2 [u? —v?] — [(u? +v?)% - 1]]2

(3.133)

(3.134)

olmak tizere M ylizeyinin fokal yiizeylerinin invers ylizeylerinin denklemleri sirasiyla
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u3 213 420 4+ 2uv,

[2 [u —v ] +[1 - (u? +v?)?]] (3.135)

> 1
Ri(u,v) = P

ve

2 4
§u3 +2u + 2uv2,—§v3

[2 [u? —v?] —[1 - (u? +v?)?]] (3.136)

5 1
Rz(u, v) = p_%

1
2

dir(Sekil 3.4).

//
Wi
/ / 1/ / {'7
/ 7 /
(1 e “477;7’ ZJ '/

,%// i

-,'.‘.-..‘ A /.’v’/ 11111 'ff"///

BRI /'/////f/;/ff;//”f/,«’—
! ’WA,J

! /"/://

v iy
iy ‘//wf//;' 7/ /'//f
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\\\§ *\% ~§5»: G000l
. . + s ,._.-\(‘ % Y WA\
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B Rt A et N
M, fokal ylizeyi N\ \
LA \
O v . . it
M, invers ylzeyi \\
AR\ )
\

B 7, invers yizeyi

Sekil 3.4. M, ve M, fokal yiizeyleri ve invers ylizeyleri
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Ornek 3.3: E3 de

X(u,v) = (u,v,uv) (3.137)

parametrizasyonu ile verilen bir M yiizeyinin fokal yiizeylerinin invers yiizeylerini
aragtiralim. ilk olarak (3.137) denkleminin “‘u’> ve *‘v’’ parametrelerine gore kismi
tiirevleri alinirsa

{ X, = (1,0,v)

o= (010 (3.138)

bulunur. O halde M yiizeyinin birinci temel formunun katsayilari

g1 =1+v?
g12 = W (3.139)
922 = 1 +u?

bulunur. M yiizeyinin birim normal vektori

e, € eé3

ve

| Xy AX,ll = V1+uZ +v2

olmak tizere

1

N =——
Vi+u2+v2

(-=v,—u,1) (3.140)
dir.
(3.138) denkleminin ““‘u’’ ve “‘v’’ parametrelerine gore kismi tiirevleri alinirsa
Xuw = (0,0,0)
X, = (0,0,1) (3.141)
XT}T} = (0) 0' 0)

dir. Boylece M yiizeyinin ikinci temel formunun katsayilari

b11 =0

1
b12 = Vituz+ 2 (3142)
bzz = O
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dir. (2.1.43) ve (2.1.46) ecsitlikleri kullanilarak M yiizeyinin Gauss ve ortalama

egrilikleri, sirasiyla

1

K=" Granm
ve
H= ——
(1+u?+v?)2
bulunur.

Bu durumda asli egrilikler

( _—uv+(1+u?)(14v?)

J kl - 3
(1+u2+v2)2
k., = W V(@+u?)(1+v?)
5 =
L (1+u2+v2)%

olarak elde edilir.

Boylece M yiizeyinin fokal yiizeylerinin denklemleri, sirasiyla

v+ulv+vs

—uv+/ (1+u?)(1+v?)

u+ud+uv?

M1 R1 (ul v) = v= —-uv+ (1+u2)(1+v2)

1+u?+4v?

_uv + —uv++/ (1+u2)(1+v2)]

ve

v+ulv4v3

+ uv+ (1+u2)(1+v2)

utud+uv?

My Ry(uw.v)=|v+ uv+/(1+u2)(1+v2)

1+u?+v?

uv++/ (1+u2)(1+v?2)

dir(Sekil 3.5).
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O M regiler yizeyi

B M, fokal yiizeyi

[ | M, fokal ylizeyi

Sekil 3.5. M regiiler yiizeyi ve fokal yiizeyleri

M ylizeyinin fokal yiizeylerinin yer vektoriiniin uzunluklari, sirasiyla

2 [u _ v+uZv+v3 2 n [17 _ utud+uv? z
Pr = uv++/ (1+u2)(1+v2) —uv+y (1+u2)(1+v2)
1+u?+v? 2
+ [uv + —uv+ (1+u2)(1+v2)] (3.148)
ve
2 _ [u n v+ulv+vs ]2 [ utud+uv? ]2
Pz = uv++/ (1+u2)(1+v2) uv+ (1+u2)(1+v2)
1+u?+v? z
+ [uv h uv+\/(1+u2)(1+v2)] (3.149)

olmak iizere, M yiizeyinin fokal yiizeylerinin invers yiizeylerinin denklemleri

sirastyla
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v+ulv4v3
—uv+ (1+u?)(1+v3?)
1 utud+uv?
vl 2 2
p? —uv+y/(1+u2)(1+v?2)

1+u?+4v?

uv +
| —uv+y/(1+u2)(1+v2) ]

(3.150)

ve

v+ulv+v3 T

uv+/(1+u2)(1+v2)
u+ud+uv?

uv+/(1+u?)(1+v2)

_ 14+u?+v?

_uv uv+y (1+u2)(1+v2)

M,..R, = pl—% v+ (3.151)

dir(Sekil 3.6).

B M, fokal yiizeyi

B v, fokal yiizeyi

O M, invers yiizeyi

a M, invers yiizeyi

Sekil 3.6. M, ve M, fokal yiizeyleri ve invers ylizeyleri
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SONUC

Fokal yiizeyler ve invers ylizeyler; 6zellikle ylizeyler teorisinin kokleri eskide
olmasina karsin, son zamanlarda ¢ok sayida bilim adami tarafindan ¢alisilan ve birgok

bilim dalinda 6nemli uygulamalara sahip iki giizide konusudur.

Bu 6nemli geometrik yapiyi, tezimizde ¢aligma konusu olarak ele aldik ve tezde
E3 de verilen bir regiiler yiizeyin fokal yiizeylerinin S? birim kiiresine gore invers
ylizeylerinin tanimi verildi ve bazi karakteristik 6zellikleri fokal yiizeylerin konum
vektorlerinin uzunluklart ve destek fonksiyonlarina bagli olarak ifade edildi.
Akabinde, baz1 6zel yiizeylerin fokal yiizeylerinin invers yiizeyleri elde edilerek
bilgisayar ortaminda Maple yazilim programi yardimiyla grafikleri ¢izdirildi. Ayrica
tezimize koyamadigimiz yiizeyler {izerindeki egrilere ait bir¢ok geometrik 6zellikte
makale formatinda hazirlanarak, degerlendirilmek tiizere dergilere gonderilmistir.
Ayrica bu tez de elde edilen sonuglar tarafimizdan Lorentz ve Galilei uzaylarina da

aktarilmastir.

Bu tezde elde edilen bir ¢ok sonug bu alanda yapilacak olan calismalara da esin

kaynagi olacak niteliktedir.
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